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Ebene.  Eine  Ebene  ist  eine  Fläche 
von  der  Beschaffenheit,  dafs  wenn  2  in 
derselben  gelegene  beliebige  Punkte  durch 
eine  gerade  Linie  verbunden  werden,  diese 
Linie  mit  allen  ihren  Punkten  in  der 
Ebene  sich  befindet. 

Jede  andere  gerade  Linie,  welche  gegen 
die  Ebene  gefuhrt  wird,  berührt  die  E. 
in  nur  einem  Punkt  und  verlängert 
schneidet  sie  die  E.  in  diesem  Punkt. 
In  dem  ersten  Fall  steht  die  gerade  L. 
auf  der  E.,  deren  Berührungspunkt  heifst 
der  Standpunkt  oder  Fufspunkt  der 
geraden  Linie. 

Hat  eine  gerade  L.  eine  solche  Lage 
gegen  die  K.,  dafs  sie  dieselbe  nicht  be- 
rührt oder  schneidet ,  so  weit  man  beide 
auch  verlängern  mag,  so  läuft  die  ge- 
rade L.  mit  der  E.  parallel. 

Fig.  584. 


Steht  eine  gerade  L.  auf  einer  E.  der 
Art,  dafs  sie  mit  allen  durch  ihren  Stand- 
punkt gezogenen  in  der  Ebene  befindli- 
chen geraden  Linien  rechte  Winkel  bil- 
det, so  heifst  die  Linie  winkelrecht, 
lothrecht,  normal  auf  der  E.,  sie  ist 
ein  Loth  auf  der  E.  Jede  gerade  Linie, 
die  auf  einer  E.  nicht  lothrecht  steht, 
heifst  schief  oder  schräg. 

2.  Steht  eine  gerade  L.  auf  zweien  in 
einer  Ebene  durch  ihren  Standpunkt  ge- 
zogenen geraden  Linien  lothrecht,  so  ist 
sie  ein  Loht  auf  der  Ebene. 

Denn  ist  AC  mit  den  beiden  in  der 
Ebene  gelegenen  geraden  Linien  CB  und 
CD  lothrecht  nnd  CG  eine  beliebige  an- 
dere durch  C  in  derselben  E  gezogene 
gerade  L  ,  und  man  zieht  eine  beliebige 
gerade  Linie  BDy  welche  die  3  Linien 
CB,  CD,  CG  schneidet, 
verlängert  AC  bis  CF, 
so  dafs  CF=CA,  und 
zieht  die  Linien  von  A 
und  F  nach  den  Punk- 
ten />',  D,  G,  so  sind 
auch  die  Z.  BCF  und 
DCF rechte  Winkel,  folg- 
lich ist 

&ABC&&FBC 
und  &ACD&&FDC 
folglich  AB-FB 
und  AD=FD 
hierzu       BD  =  BD 

folglich  &ABDx  &  FBD 
also  £  ABG=  ^FBG 
hierzu  BG=BG 

folglich  /\ABG*z&FBG 
also  AG-FG 
hierzu  AC=FC 
nnd  CG=CG 

folglich  A  ACGa&  FCG 
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nnd  hieraus   /  ACG  =  /  FCO 
die  als  Nebenwinkel  zusammen  =  2  rech- 
ten Winkeln  sind,  nnd  also  /ACG  =  R/. 

Da  nun  CG  eine  ganz  beliebig  gewählte 
Linie  ist,  so  bildet  auch  AC  mit  jeder 
durch  C  in  der  E  gezogenen  geraden  L. 
einen  rechten  Winkel. 

3.  3  beliebig  im  Raum  gegebene  Punkte 
bestimmen  die  Lage  einer  Ebene  nnd 
durch  solche  3  Punkte  ist  nur  eine  E. 
und  nicht  noch  eine  zweite  möglich. 

Denn  sind  die  3  Punkte  B,  C,  D  ge- 
geben und  man  verbindet  dieselben  durch 
gerade  Linien,  so  muls  die  gerade  Linie 
BD  mit  den  Punkten  B  und  D  in  der- 
selben Ebene  liegen ;  desgleichen  die  Linie 
CD  mit  den  Punkten  C  und  D  und  die 
Linie  BC  mit  den  Punkten  B  und  C  in 
einerlei  Ebene  Wollte  man  nun  anneh- 
men, dafs  die  3  Punkte  B,  C,  D  nicht 
nur  in  der  Ebene  BCD  sondern  noch  in 
einer  zweiten  Ebene  lägen,  so  existirt 
ein  außerhalb  BCD  liegender  Punkt,  z.  B. 
A  in  der  2ten  Ebene,  und  da  diese  zweite 
Ebene  die  erste  in  CD,  in  BC  und  zu- 
leich  in  BD  schneiden  müfate,  so  wär- 
en die  drei  Dreiecke  ACD,  ABC  und 
ABD  in  dieser  zweiten  E.  zugleich  sich 
befinden  müssen;  jedes  dieser  Dreiecke 
schliefst  aber  einen  der  gegebenen  Punkte 
als  außerhalb  liegend  von  der  zweiten 
Ebene  aus.    Es  folgt  hieraus: 

Die  Schenkel  eines  geradlinigen  Win- 
kels liegen  nur  in  einer  Ebene.  Zwei 
.  sich  schneidende  gerade  Linien ,  zwei  mit 
einander  parallel  laufende  Linien  liegen 
nur  in  einer  E. 

Zwei  Ebenen  schneiden  sich  in  einer 
geraden  Linie,  denn  schnitten  sie  sich 
in  noch  einem  aufserhalb  der  graden  L. 
liegenden  Punkt,  so  würde  dieser  mit 
noch  zweien  beliebigen  Punkten  der  ge- 
raden Linie  zusammen  3  Punkte  aus- 
machen, zwischen  welche  nicht  zwei  Ebe- 
nen zu  legen  sind 

4.  Wenn  von  zweien  sich  schneidenden 
Linien  die  eine  lothrecht  auf  einer  Ebene 
ist,  so  ist  die  andere  nicht  lothrecht  auf 
derselben  E. 

Denn  legt  man  durch  die  beiden  sich 
schneidenden  Linien  eine  E. ,  so  mufs 
diese  die  erstere  E.  schneiden.  Es  sei 
AC  auf  der  E.  in  C  lothrecht,  AB  die 
zweite,  die  AC  in  A  schneidende  gerade 
L. ,  und  CB  die  Durchschnittslinie  zwi- 
schen beiden  Ebenen  CDB  nnd  ACB,  so 
ist  /.ACB  ein  rechter  Z  in  dem  &ACB, 
folglich  mufs  /  ABC  spitz  und  AB  kann 
kein  Loth  auf  E  sein. 

Hieraus  folgt,  dafs  in  einem  Punkt 
einer  E.  immer  nur  ein  Loth  errichtet 
und  von  einem  Punkt  außerhalb  einer 


E.  auf  dieselbe  nur  ein  Loth  gefällt  wer- 
den kann. 

5.  Sind  auf  einer  geraden  Linie  in 
einem  ihrer  Punkte  mehrere  winkelrechte 
Linien  errichtet,  so  liegen  diese  alle  in 
einer  E.  Denn  es  seien  auf  der  geraden 
Linie  AC  in  C  die  Lothe  CD,  CB,  CH 
errichtet,  und  man  legt  durch  CD  und 
CB  eine  E  ,  so  ist  AC  ein  Loth  auf  die- 
ser E.,  weil  die  beiden  /  ACD  und  ACB 
rechte  sind.  Gesetzt  nun  CH  läge  nicht 
in  derselben  E.,  und  man  legt  durch  ACH 
eine  E.,  welche  die  erstere  E.  in  CJ  schnei- 
det, so  ist  nach  No  2,  /ACJ  ein  rechter; 
da  aber  auch  ACH  ein  rechter  /  ist,  so 
müssen  CJ  und  CH  zusammenfallen. 

6.  Die  von  einem  Punkt  A  auf  eine 
E.  gefällte  lothrechte  ist  die  kürzeste 
Verbindungslinie  zwischen  dem  Punkt 
A  und  der  E.  Jede  andere  Verbindungs- 
linie wird  größer  und  um  so  gröfser  je 
weiter  der  Standpunkt  derselben  von  dem 
Standpunkt  des  Loths  entfernt  ist.  AC 
ist  die  kürzeste  Linie,  AD  ist  >  AC;  ist 
CD  <  CB  so  ist  auch  AD<  AB  und  sind 
CD  und  CR  einander  gleich  so  sind  auch 
AD  und  AB  einander  gleich.  Die  loth- 
rechte AC  heifst  der  A  bsta  nd  des  Punkts 
A  von  der  Ebene. 

7.  Steht  eine  gerade  Linie  AC  auf  einer 
E.  lothrecht  und  man  fällt  von  irgend 
einem  Punkt  A  der  L.  auf  irgend  eine 
in  der  E  liegende  gerade  Linie  BD  eine 
Normale  AG  und  verbindet  diesen  Punkt 
G  mit  dem  Standpunkt  C  des  Loths  AC 
durch  eine  gerade  Linie  CG,  so  ist  auch 
diese  mit  BD  normal. 

Denn  macht  man  GD  —  GB,  legt  durch 
die  Dreiecke  ABD,  ACD,  ACB  und  ACG 
Ebenen,  so  ist 

DG-BG 
/AGD  -  /AGB  =  K 
AG- AG 

&AGD    £  AGB 
folglich  AD -AB 

hierzu  AC  -  AC 

und  /ACD  =  ACB  -  R  __ 

&ACD&&ACB 
folglich            CD  =  CB 
hierzu               CG  =  CG 
und  DG-BG   

(iCDG&&CBG 
folglich        /  CGD  =  /  CGB  -  R 

Eben  so  wird  bewiesen,  dafs  wenn  die 
Linie  CG  auf  die  beliebige  in  der  E.  be- 
findliche gerade  Linie  BD  normal  ist, 
die  von  irgend  einem  Punkt  A  des  Loths 
CA  nach  G  gezogene  gerade  Linie  AG 
auf  BD  normal  ist. 

8.  2  gerade  Linien,  die  auf  einer  E.  senk- 
recht stehen,  sind  mit  einander  parallel. 
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Denn  sind  AC  und  KG  lothrecht  auf  12.  Bilden  die  geraden  Linien  GD  und 

der  E.  und  man  verbindet  beider  Stand-  GB  mit  der  Projection  GC  der  schrägen 

unkte  C  und  G  durch  CG,  zieht  in  der  AG  gleiche  Winkel,  so  sind  auch  die 

auf  CG  die  Normale  BD  und  die  Linie  Z.AGD  und  AGB,  welche  die  Schräge 

AG  so  ist  auch  AG  auf  BD  normal;  da  AG  mit  GD  und  GB  bildet  einander  gleich 

nun  auch  GK  auf  BD  normal  ist,  so  lie-  Denn  macht  man  GD=GB,  so  ist  in 

«n  die  3  geraden  Linien  GC,  GA  und  den  Dreiecken  CDG  und  CBG 
K  in  einerlei  Ebene,  und  da  in 


E 


s 

derselben  /_ACG-K  m  Z.CGK  so 
ist  AC  \  KG. 

Eben  so  wird  bewiesen,  dafs  wenn 
Ton  2  parallelen  L.  die  eine  loth- 
recht auf  einer  E.  ist  auch  die  an- 
dere auf  derselben  E.  lothrecht  steht. 

9.  Hieraus  folgt,  daf.s  zwei  gerade 
Linien  im  Raum  mit  einander  4  sind 
wenn  jede  Ton  beiden  mit  einer 
dritten  +  ist. 

Ferner,  dafs  zwei  Winkel  im 
Raum  einander  gleich  sind,  wenn 
ihre  Schenkel  je  2  und  2  nach  der- 
selben Seite  der  Verbindungslinie 
ihrer  Scheitelpunkte  mit  einander 
parallel  laufen. 

10.  Werden  aus  beliebigen  Punk- 
ten einer  auf  einer  E.  schräg  stehen- 
den geraden  L.  auf  die  E.  Lothe 
gefällt,   so  liegen   deren  Stand- 
punkte mit  dem  Standpunkt  der 
schrägen     in    derselben  geraden 
Linie;  deun  fällt  man  die  Lothe  AC,  LM 
der  schrägen  AB  auf  die  E. ,  so  befinden 
»ich  AC  und  LM  in  einerlei  E.,  und  zwar, 
da  sie  mit  der  Linie  AB  zwei  Punkte  A 
und  L  gemein  haben  in  derselben  K. ,  in 
welcher  AB  liegt;  legt  man  daher  durch 
die  Linien  AC,  LM  und  AB  die  ihnen 

Semeinschaftliche  E.,  so  schneidet  diese 
ie  erste  Ebene  in  einer  geraden  Linie  , 
und  in  dieser  liegen  also  auch  die  Stand-  f  so 
punkte  jener  Linien. 

Die  gerade  Linie,  in  welcher  die  Stand 


Fig.  585. 
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CG  =  CG 

GD  =  GB 

ZDGC  =  £BGC 

daher 

&DGC&&BGC 

also 

CD  =  CB 

hierzu 

AC-AC 

ZACD  =  ZACB  =  R 

&ACD  *  &ACB 

also 

AD- AB 

hierzu 

DG  =  BG 

AG  =  AG 

punkte  sämmtlicher  Lothe  einer  schräg  folglich       &AGD  3? &AGB 

woraus        Z.AGD-  /.AGB 

13.  Sind  die  Winkel,  welche  die  Pro- 
jection GC  von  GA  mit  den  Linien  GD 
und  GB  bilden  ungleich,  so  sind  auch 
die  Winkel  zwischen  diesen  Linien  und 


auf  einer  E.  befindlichen  geraden  L.  lie- 
gen, heilst  die  Projection  der  schrägen 
L  auf  der  E. 

11.  Der  Winkel,  den  eine  schräge  L. 
mit   ihrer  Projection   auf  einer  Ebene 


macht,  ist  der  kleinste  von  allen  anderen  der  schrägen  AG  ungleich  und  zwar  ge- 
Winkeln, welche  die  schräge  L.  mit  an-  hören  die  beiden  gröfseren  und  dio  lei- 
deren geraden  aus  ihrem  Standpunkt  auf  den  kleineren  Winkel  zusammen, 
der  E.  gesogenen  Linien  bilden  kann.  Denn  wenn  man  wie  No.  12  beweist, 

Denn  ist  CG  die  Projection  der  schrä-  so  erhält  man 

gen  AG,  AC  das  Loth  auf  der  K. ,  und  für           Z.DGC  >  /_BGC 

man  zieht  eine  beliebige  andere  gerade  in  den  Dreiecken  DGC  und  BGC 

GB,  macht  diese  =  GC  und  zieht  AB,  so  CD>  BC 

ist  AB>AC.  also  in  den  bei  C  rechtwinkligen  Drei- 


Nun  ist  in  den  beiden  Dreiecken  AGC 
und  AGB         AG- AG 
CC  =  GB 
und   AC<  AB  

folglich       ^  AGC  <  z  AGB 


ecken  ACD  und  ACH 
AD  >  AB 

folglich  in  den  Dreiecken  AGD  und  AGB 
Z.AGD  >  /.AGB- 
14.  Der  Winkel  AGC  den  eine  Schräge 


Ebene. 
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AG  mit  ihrer  Protection  auf  einer  E.  bil- 
det heifst  der  Neigungswinkel  der 
schrägen  L.  gegen  die  E. 

15.  Schneidet  eine  Ton  zwei  parallelen 
Linien  eine  E.,  so  trifft  auch  die  andere 
dieselbe  E ,  und  beide  haben  mit  dersel- 
ben gleiche  Neigungswinkel. 

Denn  sind  AG  und  FH  *  und  trifft 
AG  die  Ebene  PQ  in  G.  so  schneidet  die 
E.  der  beiden  Parallelen  dieselbe  Ebene 
PQ  in  einer  geraden  Linie,  in  welcher 
der  Punkt  G  liegt;  dieselbe  Durchschnitts- 
linie liegt  aber  auch  in  der  Ebene  zu 
welcher  AG  und  FH  gehören  und  folg- 
lich mufs  auch  FH  die  Ebene  in  einem 
Punkt  H  schneiden  ,  so  dafs  die  grade 
Linie  GH  in  beiden  Ebenen  liegt.  Fällt 
man  nun  die  Lothe  AC  und  FJ,  so  sind 
auch  diese  (nach  No.  8)  mit  einander  4= 
und  nach  No.  9  Z_CAG  —  /_JFH.  Zieht 
man  nun  die  geraden  Linien  GC  und  HJ, 
so  sind  in  den  beiden  Dreiecken  AGC 
und  FHJ  auch  die  dritten  /_AGC  und 
FHJ,  d.  h.  die  Neigungswinkel  der  beiden 
Parallelen  einander  gleich. 

16.  Eine  gerade  Linie  ist  mit  einer 
Ebene  I  ,  wenn  sie  mit  einer  in  der 
Ebene  liegenden  geraden  Linie  |  ist. 


Fig.  586. 


Denn  ist  AB  ausserhalb  der  Ebene  PQ 
und  mit  der  in  PQ  liegenden  Linie  CD 
} ,  so  liegen  beide  Linien  in  einer  Ebene, 
welche  die  Ebene  PQ  in  der  geraden 
Linie  CD  schneidet.  Es  kann  also  die 
AB  keinen  Puukt  außerhalb  der  CD  mit 
der  Ebene  PQ  gemein  haben,  und  da  sie 
mit  CD  |  ist,  so  hat  sie  mit  der  Ebene 
PQ  gar  keinen  Punkt  gemein  und  ist 
folglich  mit  PQ  parallel. 

18.  Fällt  man  aus  beliebig  vieleu  Punk- 
ten einer  mit  einer  E.  parallelen  Linie 
Lothe  auf  die  Ebene,  so  liegen  diese  alle 
in  einerlei  E.  und  sind  gleich  lang. 

Denn  fällt  man  von  der  mit  E  paral- 
lelen AB  zwei  Lothe  AC,  KFf  so  sind 


diese  mit  einander  +  und  liegen  also  in 
einerlei  Ebene  und  zwar  in  derselben  in 
welcher  zugleich  AB  liegt.  Verbindet 
man  die  Standpunkte  C,  F  durch  eine 
gerade  Linie,  so  liegt  auch  diese  mit  den 
3  Linien  in  derselben  Ebene  und  ist  der 
AE  4^,  weil  diese  mit  der  E.  +  ist,  folg- 
lich sind  AC  und  EF  als  Parallelen  zwi- 
schen Parallelen  gleich  lang. 

Fällt  man  nun  von  der  unbegrenzten 
AB  ein  drittes  Loth  BD  auf  E,  so  ist 
BD  +  mit  AC  und  EF,  liegt  mit  EF 
und  AB  in  einerlei  Ebene,  also'  auch  mit 
AC  in  derselben  Ebene,  FD  liegt  mit 
CF  in  einerlei  Linie  und  BD  -  EF=AC. 

17.  Läuft  eine  gerade  Linie  mit  einer 
E.  I  ,  und  man  legt  durch  die  Linie  Ebe- 
nen, welche  jene  E.  schneiden,  so  sind 
die  Durcbschnittslinien  unter  einander 
und  mit  ersterer  geraden  Linie  #. 

Denn  träfe  eino  Dtirchschnittslinie  mit 
der  geraden  L.  zusammen,  so  müfste  dies 
in  der  Ebene  geschehen  mit  welcher  die 
Grade  +  ist,  welches  nicht  sein  kann. 
Da  nun  die  gerade  mit  jeder  Durchscbnitts- 
linie  der  sich  schneidenden  Ebenen  +  ist, 
so  sind  diese  auch  unter  einander  +• 

19.  Da  die  Lothe  aus  allen  Punkten 
einer  mit  einer  E.  parallelen  geraden  L. 
auf  die  Ebene  gleich  lang  sind,  so  hat 
eine  mit  einer  E.  parallelen  Linie  in  allen 
ihren  Punkten  einen  gleichen  Abstand 
von  der  Ebene. 

20.  Schneiden  sich  zwei  Ebenen  in  einer 
geraden  Linie  AB  und  es  werden  auf 
dieser  in  verschiedenen  Punkten  D,  H 
Normalen  errichtet,  die  in  beiden  Ebenen 
liegen  und  nach  einerlei  Seite  hingerich- 
tet sind,  so  sind  die  von  denselben  ein- 
geschlossenen Winkel  alle  einander  gleich. 


Fig.  (87. 
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Denn  sind  CD  nnd  GH  normal  AB 
in  der  Ebene  KB,  so  ist  CD  +  GH,  ebeu 
so  sind  die  in  der  Ebene  AC  auf  AB  be- 
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riadlichen  Normalen  FD  nnd  JH  einan- 
der # 

also  (nach  No.  9)  Z.CDF=  £  67//. 

21.  Ein  solcher  durch  Normalen  in  einem 
Punkt  der  Durchschnittslinie  zweier  Ebe- 
nen gebildeter  Winkel  heilst  der  Nei- 
gungswinkel der  Ebenen,  wenn  er 
von  beiden  möglichen  Nebenwinkeln  wie 
Z.CDF  und  CUM  der  kleinere  ist.  Ist 
der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  ein 
Rechter,  so  heifsen  die  beiden  Ebenen 
normal,  winkelrecht,  lothrecht, 
perpendiculär  auf  einander. 

22.  Wird  durch  eine  auf  einer  Ebene 
normale  gerade  Linie  eine  E.  gelegt ,  so 
sind  beide  Ebenen  auf  einander  normal. 

Fig.  588. 
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Denn  ist  die  gerade  Linie  AB  in  B 
auf  der  Ebene  PQ  normal,  und  ist  RS 
eine  durch  AB  gelegte  E. ,  welche  die 
PQ  in  CD  schneidet,  so  ist  auch  AB  auf 
CD  normal.  Errichtet  man  nun  auf  CD 
in  B  die  in  PQ  fallende  Normale  BF,  so 
ist  AB  auch  normal  BF  und  /.ABF  ist 
ein  rechter  Winkel,  und  da  dieser  (nach 
No.  21)  der  Neigungswinkel  zwischen  bei- 
den Ebenen  ist,  so  sind  dieselben  auf 
einander  normal. 

Eben  so  wird  bewiesen,  dafs  wenn  man 
in  einem  Punkt  der  Durchschnittslinie 
zweier  auf  einander  normaler  Ebenen  PQ 
und  RS  eine  lothrechte  errichtet,  die  in 
einer  der  beiden  Ebenen  liegt,  diese  loth- 
rechte auch  eine  lothrechte  auf  der  an- 
deren Ebene  ist. 

23.  Ferner  wenn  2  E.  auf  einauder 
normal  stehen  und  man  fällt  aus  einem 
in  der  einen  E.  befindlichen  Punkt  ein 
Loth  auf  die  andere  E.,  so  liegt  dies  Loth 
mit  allen  Punkten  in  der  ersten  Ebene. 


Hieraus  folgt  wieder,  dafs  wenn  zwei 
sich  schneidende  Ebenen  beide  auf  einer 
dritten  E.  normal  stehen,  auch  deren 
Durchschnittslinie  auf  der  dritten  E.  nor- 
mal steht. 

24.  Haben  zwei  Ebenen  eine  solche 
Lage  gegen  einander,  dafs  sie  sich  nir- 
gend schneiden  wie  viel  man  dieselben 
auch  erweitern  mag,  so  heifsen  die  Ebenen 
parallel,  sie  sind  Parallelebenen. 

25.  Steht  eine  gerade  L.  auf  zwei  Ebe- 
nen normal,  so  sind  beide  E.  +  mit  ein- 
ander. 

Denn  sind  (Fig.  588)  A  und  B  die 
Standpunkte  der  auf  den  Ebenen  UV 
und  PQ  gemeinschaftlichen  Normalen  AB, 
so  ziehe  in  IQ  die  beliebige  gerade  Linie 
BF  und  verbinde  F  mit  A,  so  ist  in 
dem  &ABF  der  /_ABF  ein  Rechter, 
folglich  ist  BAF  ein  spitzer  Winkel. 
Es  kann  also  der  Punkt  so  weit  er 
auch  von  //  entfernt  ist,  kein  Punkt 
der  Ebene  UV  sein,  weil  sonst  AB  auf 
dieser  Ebene  nicht  normal  wäre,  nnd 
da  dies  von  allen  in  PQ  beliebig  lie- 
genden Punkten  gilt,  so  ist  UV  +  PQ. 

26.  Werden  2  parallele  Ebenen  von 
einer  dritten  geschnitten,  so  sind  auch 
deren  Durchschnittslinien  mit  einander 
parallel. 

Denn  da  beide  Durchschnittslinien  in 
der  schneidenden  E.  liegen,  so  können 
sie  nur  in  dieser  zusammentreffen;  da 
sie  aber  zugleich  in  beiden  parallelen 
E.  liegen,  so  treffen  sie  nirgend  zusam- 
men und  sind  folglich  parallel. 

27.  Parallele  Ebenen  sind  überall  gleich 
weit  von  einander  entfernt. 

Denn  es  seien  (Fig.  688)  von  den  be- 
liebigen Punkten  A,  G  der  Ebene  UV 
die  Lothe  AB,  GF  gefällt,  so  sind  diese 
einander  } ,  und  liegen  beide  in  der  Ebene 
AGFB,  wenn  man  die  Linien  AG  und 
BF  zieht.  Es  sind  also  AG  und  BF  | 
und  daher  ist  AB  GF,  weil  diese  beiden 
Linien  Parallelen  zwischen  Parallelen  sind, 
und  da  die  Punkte  A  und  G  ganz  will- 
kührliche  Punkte  sind,  so  gilt  diese  Gleich- 
heit der  Lothe  zwischen  allen  anderen 
Punkten  der  beiden  Ebenen. 

28.  Die  Ebenen  zweier  Winkel,  deren 
Schenkel  +  laufen,  sind  selbst  mit  ein« 
ander  parallel. 

Denn  sind  (Fig.  588)  die  Schenkel  AG 
und  JK,  AH  und  JL  der  /_GAH  und 
KJL  mit  einander  parallel,  UV  und  PQ 
die  durch  die  Winkel  gelegten  Ebenen, 
und  man  fällt  das  Loth  AB  auf  PQ,  zieht 
ÄF*  JA",  BD  4-  JL,  so  sind  (nach  No.  9) 
diese  Linien  auch  i  Ad  und  AH.  Da 
nun  Z  ABF  -  R,  so  ist  anch  ^B AG  =  R 


Ebene. 
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und  da  Z.ABD-  R,  so  ist  auch  ZBAH 
-  R,  mithin  ist  AB  normal  auf  PQ  und 
UV,  also  nach  No.  25,  UV*  PQ. 

29.  Zwei  parallele  E.  werden  von  einer 
dritten  unter  gleichen  Neigungswinkeln 
geschnitten. 

Fig.  689. 


r 

st/ 

/  / 

p 

-ff  0 

■r 

Denn  sind  (Fig.  589)  .4ß  nnd  CÜ  die 
beiden  parallelen  Linien,  in  welchen  die 
beiden  parallelen  Ebenen  UV  und  PQ 
von  der  Ebene  RS  geschnitten  werden, 
und  man  errichtet  in  einem  Punkt  G  der 
Linie  AB  das  Loth  GH  in  der  Ebene  UV 
und  das  Loth  GF  in  der  Ebene  AS,  so 
ist  Z.FGH  der  Neigungswinkel  zwischen 
den  Ebenen  RS  und  'UV.  Verlängert 
man  nun  FG  bis  J,  legt  durch  FJ  und 
GH  eine  Ebene,  welche  die  Ebene  PQ 
in  JA  schneidet, 

so  ist  (nach  No.  2C)  JK  *  GH 

daher  Z.GJK=zFGH 

Da  nun  (nach  No.  26)  CD*  AB,  und 
yifl  normal  auf  der  durch  FJ  und  GH 
gelegten  Ebene  ist,  so  ist  auch  CD  die- 
ser E.  normal,  folglich  CD  auch  normal 
auf  GJ  und  JK,  also  ZDJF=R  und 
ZDJK=R,  folglich  GJK  der  Neigungs- 
winkel zwischen  den  Ebenen  RS  und  /'(> 
und  dem  Neigungswinkel  FDH  gleich. 

30.  Werden  2  Ebenen  von  einer  drit- 
ten unter  parallelen  Linien  und  unter 
gleichen  auf  derselben  Seite  der  schnei- 
denden E.  liegenden  Neigungswinkeln  ge- 
schnitten, so  sind  die  E.  parallel. 

Denn  ist  AR*  CD  und  man  errichtet 
in  J  die  Normale  JF  auf  CD,  so  ist  sie 
auch  normal  anf  AB,  errichtet  man  nun 
die  Normalen  GH  auf  AB  in  UV  und 
JK  auf  CD  in  PQ  so  sind  Z  FGH  und 


FJK  die  Neigungswinkel  zwischen  den 

Ebenen  RS  und  UV  und  RS  und  PQ. 

Sind  nun  diese  Winkel  einander  gleich, 
M  sind  anch  die  Linien  JK  und  GH  pa- 
rallel, da  nun  auch  die  Linien  CD  und 
jiR  parallel  sind,  so  sind  nach  No.  28 
die  Ebenen  PQ  und  UV  parallel. 

Folgende  Sätze  sind  sehr  leicht  zu  be- 
weisen. 

31.  Wenn  eine  gerade  Linie  eine  von 
2  parallelen  Ebenen  schneidet,  so  schnei- 
det sie  auch  die  andere  Ebene. 

32.  Wenn  eine  Ebene  eine  von  2  pa- 
rallelen Ebenen  schneidet,  so  schneidet 
sie  auch  die  andere  Ebene. 

33.  Wenn  zwei  E.  einer  dritten  pa- 
rallel sind,  so  sind  sie  unter  einander 
parallel. 

Ebenenwinkel  oder  Flächenwinkel  ist 

der  Winkel,  den  zwei  zusammentreffende 
Ebenen  mit  einander  bilden;  er  wird  durch 
den  Neigungswinkel  beider  Ebenen  ge- 
messen (s.  Ebene  No  20). 

Ecke,  Körperecke  ist  die  Vereinigung 
mehrerer  ebenen  Winkel,  von  denen  je 
zwei  und  zwei  einen  gemeinschaftlichen 
Schenkel  haben  und  die  in  verschiedenen 
Ebenen  liegen  um  eine  gemeinschaftliche 
Spitze.  Die  gemeinschaftlichen  Schenkel 
aller  Winkelnaare  oder  die  Durchschnitts- 
linien der  Ebenen  dieser  Winkel  heifsen 
die  Kanten,  die  Winkel  selbst  die  Sei- 
ten und  die  gemeinschaftliche  Spitze  aller 
Winkel  die  Spitze  der  Ecke.  Die  Nei- 
gungswinkel Je  zweier  in  einer  Kante 
zusammentreffenden  Ebenen  heifsen  die 
Winkel  der  Ecke.  Sind  dies-e  Win- 
kel, welche  von  den  Seiten  eingeschlos- 
sen werden  einzeln  kleiner  als  zwei  Rechte, 
so  heifst  die  Ecke  erhaben  oder  eine 
Ecke  mit  ausspringendenWinkeln. 
Sind  die  Winkel  einzeln  gröfser  als  zwei 
Rechte,  so  heifst  die  Ecke  hohl  oder  eine 
Ecke  mit  einspringendenWinkeln. 
Die  Ecken  werden  ferner  nach  der  An- 
zahl ihrer  Seiten  dreiseitige,  vier,  fünf 
. .  . .  nseitige  genannt;  die  dreiseitigen 
Ecken  heifsen  auch  Körperdreiecke. 

2.  In  jeder  dreiseitigen  Ecke  sind  je 
zwei  Seiten  zusammengenommen  gTÖTser 
als  die  dritte  Seite. 

In  der  Ecke  ABDC  mit  der  Spitze  C 
seien  die  Seiten  BCD  und  ACD  einzeln 
kleiner  als  die  Seite  ACB,  so  ist  zu  be- 
weisen dafs 

ACB  <  ACD  +  BCD 

Man  nehme  von  der  Seite  ACB  einen 
Theil  ACE  =  ACD,  ziehe  die  beliebige 
gerade  Linie  AB,  welche  die  CE  in  E 
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schneide  t,  mache  CD  -CE  und  ziehe  die 
Linien  AD  und  BD, 


Fig.  590. 


■0  ist  A  ACD  \&ACE 

hieraus  AD-AE 

non  ist  AD  +  J?Z)  >  ,4i? 

ri.  h.  -f  BD>AE  +  BE 

folglich  |?0  > 

hierzu  CD  =  CE 

nnd  BC=BC 


folglich  liegt  in  den  Dreiecken  BCD  und 
BCE  der  grösseren  Seite  BD  der  gröfsere 
Z  BCD  und  der  kleineren  Seite  BE  der 
kleinere  Z  ÄCE  gegenüber,  also 
/.BCD  >  /BCE 
hierzu   /ACD  =  /ACE 

folglich  z  /ICD  +  /  ÄCiD  >  Z  ^C'Ä 

3.  Hieran-  folgt:  wenn  3  gerade  Linien 
von  einem  Punkt  aus  der  Art  gezogen 
sind,  dafs  von  den  3  Winkeln,  welche 
diese  Linien  mit  einander  bilden  je  2 
gröber  sind  als  der  dritte,  so  liegen  die 
3  Linien  nicht  in  einer  Ebene  sondern 
bilden  eine  dreiseitige  Ecke. 

4  In  jeder  dreiseitigen  oder  mehrsei- 
tigen erhabenen  Ecke  betragen  die  Seiten 
zusammengenommen  weniger  als  4  Rechte. 

Denn  schneidet  man  sämmtliche  Kan- 
ten der  vielseitigen  Ecke  C  durch  eine 
Ebene  AB  .  C,  so  bildet  diese  ein  Viel- 
eck von  so  vielen  Seiten  als  die  Ecke 
Seiten  hat,  deren  Seiten  bilden  mit  der 

tilft  -{/ACB  +  /BCD  \ 

woraus 

Z  ACB  +  z  BCD  +  . . .  Z  GCA  <  4Ä. 

5.  Errichtet  man  in  der  Spitze  einer 
Ecke  auf  deren  Seiten  Normalen,  legt 
durch  je  2  und  2  neben  einander  stehende 
derselben  Ebenen,  so  entsteht  eine  neue 


Spitze  C  der  Ecke  eben  so  viele  Dreiecke 
und  deren  Winkelpunkte  AB...G  mit 


Fig.  691. 
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jenen  Dreiecksflächen  ABC. ...  eben  so 
viele  dreiseitige  Ecken 

Nun  hat  man  die  Summe  der  3  Win- 
kel eines  jeden  Dreiecks  wie  CAB  =  2 
Rechten,  also 

/CAB  +  z  CBA  =  2«  -  /ACB 
Z  CBD  +  Z  CDB  =  2R-  /  BCD 


Sind  nun  n  solcher  Dreiecke  vorhan- 
den, so  ist  die  Summe  links,  nämlich  die 
Summe  sämmtlicher  an  den  Vieleckssei- 
ten befindlichen  Dreieckswinkel  =  2  n/2 
weniger  der  Summe  sämmtlicher  n  Seiten 
der  Ecke. 

Ferner  ist  die  Summe  sämmtlicher  Um- 
fangswinkel  der  Vielecks: 
/GAB  +  /ABD  + ....  =2»Ä-4Ä 

und  von  jenen  Dreieckswinkeln  sind  nach 
No.  2  immer  2  gröfser  als  der  anliegende 
Umfangswinkel,  wie 

Z  CAG  +  z  CAB  >  Z  GA B 
Z  CBA  +  Z  CBD  >  /ABD 


folglich  ist  auch  die  den  links  stehenden 
Dreieckswinkeln  gleiche  Summe 
inJt  -  (/ACB  +  /BCD  + ....  z GCA) 
röfser  als  die  sämmtlichen  Umfangswjn- 
eln  gleiche  Summe  2n R  -  4R  oder  es  ist 

..../GCA)>2nR-4R 

Ecke.  In  beiden  Ecken  sind  die  Seiten 
der  einen  die  Ergänzungen  der  Winkel 
der  anderen  Ecke  zu  2  rechten  Winkeln. 

Es  seien  ACB  und  BCD  zwei  Seiten 
einer  Ecke  mit  der  gemeinschaftlichen 
Kante  CR,  FC  eine  Normale  auf  der  Seite 
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ACB  also  auch  auf  der  Kante  CB,  and 
CG  normal  auf  der  Seite  BCD  also  auch 
auf  der  Kante  CB. 

Fig.  692. 


Constrairt  man  nun  den  Neigungswin- 
kel HCJ  der  beiden  Seiten  ACB  und  BCD, 
so  dafs  CH  in  der  Seite  ACB  normal 
BC  and  CJ  in  der  Seite  BCD  normal 
BC  ist,  so  sind  die  Linien  CH,  CF,  CJ, 
CG  alle  normal  auf  CB  und  liegen  in 
einerlei  Ebene  (s.  Ebene  No.  5)  und  deren 
Winkel  sind  in  Summa  =  4  Hechten. 

Nun  liegt  CH  in  der  Ebene  ACB  auf 
welcher  CF  normal  steht,  es  ist  also 
/_FCH-h,  and  CJ  liegt  in  der  Ebene 
BCD  auf  welcher  CG  normal  steht,  es 


ist  also  Z  JCG  =  A  demnach  z  FCG 

+  /_HCJ=2R 

d.  h.  die  Seite  FCG  der  neuen  Ecke  er- 
gänzt den  Winkel  HCJ  der  alten  Ecke 
zu  2Ä,  und  dies  gilt  von  allen  übrigen 
Seiten  der  neuen  Ecke. 

Nun  ist  GC  auf  der  Ebene  BCD  nor- 
mal, also  auch  auf  deren  Kante  BC;  FC 
ist  auf  der  Ebene  ACB  normal,  also  auch 
auf  deren  Kante  BC.  Gegenseitig  also 
ist  die  Kante  BC  auf  den  Kanten  GC 
und  FC  normal,  also  normal  auf  der  Ebene 
ACG,  d.  h.  auf  der  Seite  der  neuen  Ecke 
und  dies  gilt  von  allen  übrigen  Kanten 
der  gegebenen  Ecke  in  Beziehung  auf  die 
übrigen  Seiten  der  neuen  Ecke.  Mithin 
steht  die  neue  Ecke  zu  der  gegebenen 
Ecke  in  derselben  Beziehung  wie  die  ge- 
gebene Ecke  zu  der  neuen  Ecke  und  folg- 
lich ergänzen  die  Seiten  der  gegebenen 
Ecke  die  Winkel  der  neuen  Ecke  zu  2 
Rechten. 

6.  Man  nennt  daher  von  den  beiden 
wie  No.  5  construirten  Ecken  die  eine 
die  Supplement s ecke  oder  die  Er- 
gänzungsecke der  anderen. 

7.  In  einer  nseitigen  Ecke  ist  die  Summe 
sämmtlicher  Winkel  gTÖfser  als  (2n-4)  ft 
und  kleiner  als  2n  Rechten  Winkeln. 

Denn  bezeichnet  man  die  Winkel  der 
Ecke  mit  a,  ß,  y,  <J ....  die  zu  diesen 
gehörenden  Seiten  der  Supplementarecke 
mit  a,  b,  r,  d...  so  ist  nach  No.  6 

«|a=2A 

ß  + b=2R 

y  +  c  -  2  II 


mithin 


..  +  •+•  +  «+  ...:  =  n«  2Ä 


(i) 


folglich  sind  die  Z  «  +  ß  +  Y  +  '  +  •••• 
immer  kleiner  als  2nR  /_. 

Nach  No.  4  ist  die  Summe  der  Seiten 
einer  Ecke  immer  kleiner  als  4/1,  oder 

a  +  6  +  c  +  rf+  ...<4ft  (2) 
diese  Vergleichang  mit  Gl.  1  verbanden 
gibt 

a+ß+y+J+  >(2«-4)A 

8.  Wenn  die  Kanten  einer  Ecke 
über  den  Scheitel  hinaus  verlän- 
gert werden  und  man  betrachtet 
diese  Verlängerungen  als  Kanten 
einer  neuen  Ecke,  so  sind  die  Sei- 
ten und  Winkel  in  beiden  Ecken 
einander  gleich  aber  in  entgegen- 
gesetzter Anordnung,  so  dafs  die 
Ecken  nicht  zur  Congruenz  gebracht 
werden  können. 

Es  folgt  die  Gleichheit  der  Sei- 
ten und  der  Winkel  von  einerlei 


Bezeichnung  unmittelbar  aus  der  Con- 
struetion,  eben  so  die  entgegengesetzte 
Anordnung  der  einzelnen  Stucke  der  Ecke 
der  Reihenfolge  nach,  also  keine  Con- 
gruenz derEcken sondern  symmetrische 
Gleichheit,  wie  es  mit  beiden  Hän- 


Fig.  593. 
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den  and  Füfsen  eines  Menschen  statt 
rindet. 

9.  Wenn  in  2  dreiseitigen  Ecken  2 
Seiten  nnd  die  Ton  ihnen  eingeschlosse- 
nen Winkel  einzeln  gleich  sind,  so  sind 
die  beiden  Ecken  entweder  ^  oder  sym- 
metrisch gleich. 

Wenn  in  zwei  Ecken  wie  ABEC  nnd 
A'B'E'C  mit  der  gemeinschaftlichen  Spitze 
C,  Seite  ACB  =  Seite  A'CB',  Seite  ACE 
=  Seite  A'CE'  nnd  die  eingeschlossenen 
ZBACE  =  Z.B'A'CE',  beide  in  einerlei 
Anordnung,  so  lassen  sich  beide  Ecken 
mit  den  gleichen  Stücken  in  einander 
schieben  und  sie  congruiren.  Liegt  aber, 
wie  hier,  die  Kante  CE'  so,  dafs  sie  in 
die  Ebene  ACB  fallt,  und  die  Kante  CA' 
so,  dafs  sie  in  die  Ebene  BCE  fällt,  wenn 
man  beide  Ecken  in  einander  schieben 
will,  so  sind  beide  Ecken  symmetrisch 
gleich,  die  Seite  B  CE'  fällt  auf  die  Seite 
BCA  und  die  Seite  B'CA'  auf  die  Seite  BCE. 

10.  In  einer  dreiseitigen  Ecke  liegen 
gleiche  Winkel  gleichen  Seiten  und  gleiche 
Seiten  gleichen  Winkeln  gegenüber. 

Denn  ist  in  der  Ecke  BADC  (Fig.  590) 
die  Seite  HCl)  =  der  Seite  ACD  und  man 
halbirt  durch  eine  Ehene  DCE  den 
Flächenwinkel  ADCB,  so  hat  man  2  Ecken 
BDEC  und  ADEC. 

In  beiden  ist 

Seite  ACD  =  Sexte  BCD 
Seite  DCE  =  Seite  DCE  A 
und    /_ADCE  =  z  BDCE 
daher   die   Ecke  ADEC  st 
oder  symmetrisch  gleich  der 
Ecke  BDEC 

folglich  z  DCBE  =  /_  DACE 
Sind  in  2  Ecken  zwei  Win- 
kel einander  gleich,  so  denke 
man  sich  die  Supplements- 
ecke construirt;  in  dieser 
sind  dann  die  Seiten  die  Sup- 
plemente der  in  der  ersten 
Ecke  befindlichen  Winkel, 
dieseSeiten  sind  also  einander 
gleich,  folglich  auch  die  ihnen  gegenüber- 
liegenden  Winkel  und  diese  sind  die  Supple- 
mente der  in  der  ersten  Ecke  liegenden  Sei- 
ten, welche  daher  einander  gleich  sind. 

11.  In  jeder  dreiseitigen  Ecke  liegt 
dem  gröfseren  Winkel  die  gröfsere  Seite 
und  der  gröfseren  Seite  der  gröfsere  Win- 
kel gegenüber. 

Denn  ist  in  der  Ecke  BADC,  Z.ADCB 
<  S  DACB  und  man  legt  durch  die  Kante 
CD  eine  Ebene  DCE  so  dafs 

Z  A  DCE  =  z  DACE 
so  ist         Seite  DCE  =  Seite  ACE 
hierzu         Seite  BCE  =  Seite  BCE 
daher       DCE  +  BCE  =  BCA~ 


aber  DCE  +  BCE  >  BCD  (nach  No.  2) 
folglich       Seite  BCA  >  Seite  BCD 

Gegenseitig  liegt  auch  der  gröfseren 
Seite  der  gröfsere  Winkel  gegenüber,  denn 
wenn  BCA  >  BCD  und  man  wollte  an- 
nehmen, dafs  ZADCB  =  ^BACD,  so 
würde  nach  No.  10  auch  Seite  ACB  = 
Seite  BCD  sein ;  und  wollte  man  anneh- 
men, dafs  /_ADCB  <  Z  BCAD,  so  würde 
nach  dem  ersten  Theil  dieses  Satzes 
Seite  BCA  <  Seite  BCD  sein  müssen. 

12.  Sind  in  2  dreiseitigen  Ecken  2  Sei- 
ten der  einen  zweien  Seiten  der  anderen 
einzeln  gleich,  die  von  den  Seiten  einge- 
schlossenen Winkel  aber  ungleich,  so 
liegt  dem  gröfseren  Winkel  auch  die  grö- 
fsere Seite  gegenüber. 

Denn  ist  in  der  Ecke  abdc  und  in  der 
Ecke  ABDC  Seite  acd  =  Seite  ACD 
Seite  bcd  =  Seite  BCD 
/_adcb  <  Z  ADCB 
so  kann  man  durch  die  Kante  CD  eine 
Ebene  DCE  führen,  so  dafs  z_ACDE 
=  /_acdb.     Diese  Ebene  schneidet  die 
Seite  ACB  in  einer  geraden  Linie  CE,  wenn 
also  die  neue  Seite  DCE  der  zugehörigen 
Seite  dcb  in  der  zweiten  Ecke  gleich  ist, 
so  ist  die  neue  Ecke  ADEC  =  der  zweiten 
Ecke  adbc  und  Seite  ACB  >  Seite  acb. 

Fig.  594. 


Ist  die  Seite  dcb  <  DCE 
so  sei  DCF =  dcb 

Nun  ist  in  der  Ecke  DBEC 
8eite  DCB  +  BCE  >  DCE 
hierzu  ACE  =  ACE 

gibt       DCB  +  ACB  >  DCE  -f  ACE  (1) 
Ferner  ist  in  der  Ecke  AEFC 
Seile  ECF+ACE  >  ACF 
hierzu  DCF=  DCF 

gibt  DCE  +  ACE  >  ACF  +  DCF  (2) 
hierzu  Vergleichung  1  addirt  gibt 

DCB  +ACB>  ACF  +  DCF 

Nun  ist  Seite  DCB  =  dcb  =  DCF 
folglich  ACB  >  (ACF  =  acb) 

Ist  die  Seite  dcb  >  DCE,  so  sei  DCG  =  dcb 
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dann  ist  in  der  Ecke  BDEC 

ßeite  BCE  +  DCE  >  BCD 
nnd  in  der  Ecke  AGEC 
ist     8eite  GCE  +  ACE  >  ACG 


addirt  gibt  üffM  +  DCG  >  BCD  +  ACG 

Nun  ist  Seite  «/c6  = 
 DCG  =  BCD  

daher  Seite  BCA  >  (ÄCG  =  aeb) 

13.  Sind  in  zwei  dreiseitigen  Ecken  3 
Seiten  der  einen  den  3  Seiten  der  anderen 
einzeln  gleich,  so  sind  auch  die  3  Winkel, 
die  den  gleichen  Seiten  gegenüber  liegen 
einander  gleich;  and  sind  die  3  Winkel 
einzeln  einander  gleich  so  sind  es  auch 
die  den  gleichen  Winkeln  gegenüberlie- 
genden Seiten. 

Es  folgt  der  erste  Theil  des  Satzes  un- 
mittelbar aus  dem  vorigen  Satz.  Denn 
lägen  den  gleichen  Seiten  ungleiche  Win- 
kel gegenüber,  so  wären  ungleiche  Win- 
kel von  einzelnen  gleichen  Seiten  einge- 
schlossen; nach  dem  vorigen  Satz  muß- 
ten aber  die  diesen  ungleichen  Winkeln 
gegenüberliegende  Seiten  ungleich  sein, 
welches  gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Für  den  zweiten  Theil  denke  man  sich 
zu  der  Ecke  die  Supplementsecke,  in  wel- 
cher nach  No.  5  die  Seiten  die  Supple- 
mente der  in  der  ersten  Ecke  befindhcnen 
Winkel  sind,  so  hat  man  hier  nach  dem 
ersten  Theil  des  Satzes  die  Winkel  gleich 
also  auch  deren  Supplemente  und  diese 
sind  die  Seiten  der  ersten  Ecke. 

14.  Eine  dreiseitige  Ecke  wird  durch 
2  Seiten  und  dem  einer  von  beiden  ge- 
genüberliegenden Winkel  bestimmt. 

1.  Wenn  der  WTinkel  und  die  anlie- 
gende Seite  jede  kleiner  als  ein 
Rechter,  die  gegenüberliegende  Seite 
aber  grüfaer  als  die  anliegende  Seite  ist. 

2.  Wenn  der  Winkel  kleiner  als  ein 
Rechter  ist,  die  anliegende  Seite  grö- 
fser als  ein  Rechter  und  die  Summe 
beider  Seiten  gröTser  ist  als  2  rechte 
Winkel 

3.  Wenn  der  Winkel  gröfser  als  1  Rech- 
ter, die  anliegende  Seite  kleiner  als 
ein  Rechter  ist,  die  Summe  der  bei- 
den Seiten  aber  kleiner  ist  als  2  Rechte. 

4.  Wenn  der  Winkel  gröfser  als_  ein 
Rechter,  die  anliegende  Seite  gröfser 
als  1  Rechter  ist  und  die  gegenüber- 
liegende Seite  kleiner  ist  als  die  an- 
liegende. 

ad  1.  Es  sei  ABCS  eine  dreiseitige  Ecke, 
der  Winkel  BASC  ist  <  90°,  die  anlie- 
gende 8eite  ASC  <  90°  und  die  gegen- 
überliegende Seite  BSC  >  ASC.  Fällt 
man  ans  C  das  Loth  CD  auf  die  8eite 
ASB,  zieht  DS  so  ist  Z.CSD  der  Nei- 


gungswinkel der  Kante  CS  gegen  die 
Ebene  ASB,  der  kleinste  unter  allen  Win- 
keln, die  CS  mit  einer  ans  S  anf  der 
Ebene  ASB  gezogenen  Linie  bildet,  und 
da  nach  Voraussetzung  /_BSC>  ZASC, 
so  ist  auch  ZBSD>  ^ASD  (s.  Ebene 
No.  13).  Innerhalb  des  Z.ASD  kann  also 
von  8  aus  keine  Linie  SB'  gezogen  wer- 
den, so  dafs  Z.CSB'  =  ^CSB  wird,  nnd 
iede  Linie  SB'  die  in  der  Ebene  ASB 
links  über  B  hinausgezogen  wird,  würde 
wieder  einen  </LSB'  geben,  der  gröfser 
als  LSB  wird,  mithin  ist  die  Ecke  voll- 
kommen bestimmt. 

Fig.  59*. 


ad.  2.  Es  seien  in  der  Ecke  ABCS  die 
Seiten  BSC  und  ASC  und  der  der  Seite 
BSC  gegenüberliegende  /  BASC  gegeben. 

Z.BASC<  90° 
Seite  ASC  >  90° 
Seite  ASC  +  BSC  >  180° 
so  dafs  Seite  BSC  <  nnd  >  90°  sein  kann. 

Verlängert  man  nun  die  Kante  AS  um 
ein  beliebiges  Stück  SE,  zieht  EB  und 
EC,  legt  durch  ESC  eine  Ebene,  so  ent- 
steht eine  Nebenecke  BCES.  In  dieser  ist 
Seite  ESC=  180°-  ASC 
und  da  Seite  ASC  >  90° 

so  ist  Seite  ESC<  90° 

ferner  ist 

_£  BESC  =  Z  BASC  <  90° 
und       Seite  ASC  +  ESC  =  1 80° 

da^nnn  ASC  +  BSC>  180° 

so  ist  Seite  ESC  <  BSC 

Es  ist  also  in  der  Nebenecke  BCES 
der  /_BE,SC <  90°,  die  ihm  anliegende 
Seite  ESC  <  90°,  die  dem  Winkel  gegen- 
überliegende Seite  BSC  >  ala  die  anlie- 
gende ESC,  mithin  der  erste  Fall  des 
Satzes,  es  ist  also  die  anliegende  Ecke 
bestimmt,  und  folglich  ist  es  auch  die 
gegebene  Ecke. 

ad  3.  Es  seien  in  der  Ecke  ABCS  die 
Seiten  ASC  und  BSC  und  der  der  Seite 
ASC  gegenüberliegende  Z.ABSC  gegeben 
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ZAB8C>  90° 

Seite  BSC  <  90° 

8eite  BSC  +  ASC  <  180° 

Verlängert  man  nun  die  Kante  AS  um 
ein  Stack  construirt  wie  ad  2,  so  ist 
in  der  Nehenecke  BCKS 

Z  EBSC  +  ZA  BSC  =180° 


da  nun  z  ^ -  90° 

so  ist            z  FJJSC  <  90° 

Ferner  ist  Seite  ASC  +  ESC  =  180° 
da  nun  Seite  ASC  +  BSC  <  18(*> 

so  ist  Seite  ESC  >  BSC 


Es  ist  also  in  der  Nebenecke  BCES 
der  Z  EBSC  <  90°,  die  ihm  anliegende 
8eite  BSC  ist  <  90°  und  die  ihm  gegen- 
überliegende Seite  ESC  >  als  die  anlie- 
gende. Folglich  ist  nach  No.  1  des  Satzes 
nur  eine  Nebenecke  möglich  und  folg- 
lich auch  nur  eine  gegebene  Ecke 

ad  4.  In  der  Ecke  ABCS  seien  die 
Seiten  BSC  und  ASC  und  der  der  Seite 
ASC  gegenüberliegende  z  ABSC  gegeben. 

Z>4«SC>90° 
Seite  BSC  :>  9u° 
Seite  ASC  <  BSC 

Verlängert  man  die  Kanten  der  beiden 
Seiten  AS  und  BS,  welche  die  ihnen  ge- 
meinschaftliche Kante  CS  einschllefsen 
um  die  beliebigen  Stücke  SE  und  SF, 
io  entsteht  eine  Nebenecke  CEFS. 

In  dieser  ist  z  EFSC  +  ABSC  =  180° 


da  nun  Z_ABSC>  90° 

so  ist  </BFSC  <9Ö°" 

ferner  ist  Seite  ESC  +  y4.SC  =  180° 
eben  so  FSC  +  BSC  =  180° 

aber  8eite  ASC  <  BSC 

folglieh  8eite  ESC         >  FSC 


In  der  Nebenecke  CEFS  ist  also  der 
Z  EFSC  <  90°,  die  ihm  anliegende  Seite 
FSC  =  180°  -  ÄSC  ist,  da  Seite  BSC 
>90*  ist,  <90°  und  die  dem  Z  gegen- 
überliegende Seite  ESC  >  als  die  anlie- 
gend« FSC,  folglich  ist  nach  No.  1  des 
Satzes  nur  eine  Nebenecke  und  folglich 
auch  nur  eine  gegebene  Ecke  möglich. 

16.  Sind  in  2  dreiseitigen  Ecken  2  Sei- 
ten und  ein  gegenüberliegender  Winkel 
eben  den  Stücken  des  anderen  einzeln 
gleich  und  findet  eine  der  4  Bedingun- 
gen des  Torigen  Satzes  statt,  so  sin  d  die 
Ecken  entweder  ss  oder  symmetrisch 
gleich. 

Denn  sind  die  gegebenen  Bestimmungs- 
stacke in  beiden  Ecken  in  gleicher  An- 
fcrdnang  neben  einander,  so  sind  die 
Ecken  nach  dem  Torigen  8atz  a?,  sind 
sie  in  entgegengesetxter  Anordnung  neben 
einander  nnd  man  construirt  von  der 


einen  Ecke  die  Scheitelecke  (No.  8)  so 
ist  diese  ihrer  zugehörigen  Ecke  symme- 
trisch gleich,  und  da  in  ihr  die  Stücke 
nun  in  gleicher  Anordnung  mit  denen 
der  zweiten  Ecke  liegen,  so  ist  sie  dieser 
zweiten  Ecke  a?,  folglich  diese  zweite 
Ecke  der  ersten  symmetrisch  gleich. 

16.  Zwei  dreiseitige  Ecken  sind  ent- 
weder oder  symmetrisch  gleich,  wenn 
eine  Seite  und  die  beiden  ihr  anliegen- 
den Winkel  der  einen  eben  den  Stücken 
der  anderen  Ecke  einzeln  =  sind. 

Denn  sind  die  gleichen  Stücke  in  bei- 
den Ecken  in  einerlei  Anordnung,  so  er- 
folgt die  Congruenz  beider  durch  die 
blofse  Anschauung  wenn  man  eine  Ecke 
in  die  andere  legt;  ist  deren  Anordnung 
in  beiden  Ecken  entgegengesetzt  und  man 
construirt  von  einer  die  Scheitelecke,  so 
i*t  diese  v  der  zweiten  Ecke,  diese  also 
symmetrisch  gleich  der  ersten  Ecke. 

17.  Zwei  dreiseitige  Ecken  sind  ent- 
weder t>?  oder  symmetrisch  gleich  wenn 
eine  8eite  ein  anliegender  und  ein  ge- 
genüberliegender Winkel  in  der  einen 
Ecke  denselben  Stücken  der  anderen  Ecke 
einzeln  gleich  sind  und  wenn  die  4  Be- 
dingungen des  Satzes  No.  14  statt  finden, 
jedoch  so,  dafs  die  dortigen  Bedingungen 
für  die  Seiten  und  den  Winkel  hier  für 
die  Winkel  und  die  Seite  gelten. 

Nennt  man  die  gegebene  Seite  «,  den 
dieser  gegenüberliegenden  Winkel  «,  den 
ihr  anliegenden  ß,  und  man  construirt 
die  Supplementarecken,  so  sind  die  ge- 
gebenen Ecken  &  wenn  die  Supplemen- 
tarecken es  sind.  In  den  Supplemen- 
tarecken wird  nun  der  Winkel  =  180°  -  a\ 
die  gegenüberliegende  Seite  =  180°  —  « 
und  die  anliegende  Seite  =  180°  -  ß. 

Ist  nun  mit  No.  14,  1: 
a<90° 
/J<90° 
n  >ß 

so  ist  in  den  Supplementarecken 
der  Z  (180°  -  a)  >  90° 
die  anliegende  Seite  (18O°-0)>9O° 
die  gegenüberliegende  Seite 

180°-  a<  180°-  ß 

Dies  sind  die  Bedingungen  No.  14,  4; 
folglich  sind  die  Supplementarecken  und 
mit  diesen  die  gegebenen  Ecken  as. 

Ist  ferner  mit  No.  14,  2; 

a<90° 

ß>90° 
«+/J>180° 

so  ist  in  den  Supplementarecken 
der  Z(180°-a)  >90° 
die  anliegende  Seite  180°  -ß<  90° 
nnd  180°  -  «  +  180°  -  ß<  180° 
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Dies  sind  die  Bedingungen  So.  14, 
folglich  sind  die  Ecken  a.\ 

Ist  ferner  mit  No.  14,  3 

a>90° 

ß<90° 
o  +  ß<  180° 
so  ist  in  den  Supplementarecken 
der  Z(180°-rt)<90° 
die  anliegende  Seite  (180°  -  ß)  >  90° 
und  1 806  —  «  +  lSO°.-ß>  180° 

Dies  sind  die  Bedingungen  No.  14, 
folglich  sind  die  Ecken  cv. 

Ist  endlich  mit  No.  14,  4 

a>90° 
ß>90° 
a<ß 

so  ist  in  den  Supplementarecken 
der  Z(180°-i»)<  90° 


Fig.  596. 


Alan  zeichne  die  Seiten  ASB  =  a*h  und 
BSC  =  b$c,deren  eingeschlossenen  £AB8C 
man  construiren  will,  neben  einander, 
hieran  die  3te  Seite  VSA' =  csa,  alle  drei 
Seiten  in  derselben  Ebene,  in  welcher 
man  ebenfalls  den  /_abtc  darstellen  will. 

Nimmt  man  nun  SA' =  SA,  fällt  die 
Lothe  A'E  auf  SC  und  AD  auf  SB;  ver- 
längert dieselben  bis  zu  ihrem  gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkt  F,  errich- 
tet in  F  auf  AF  das  Loth  FG,  schneidet 
dasselbe  aus  D  mit  dem  Abstand  AD  als 
Halbmesser  in  G,  zieht  DG,  so  ist  /_FDG 
der  /_abtc.  Errichtet  man  ferner  in  F 
auf  A'F  das  Loth  FB.  schneidet  dasselbe 
aus  E  mit  EA'  in  H,  zieht  Ell,  so  ist 
/_FEH  =  Zac$b. 

Denn  nimmt  man  at  =  AS,  fallt  die 
Lothe  ad  und  ae  auf  die  Kanten  bs  und 
C$x  ferner  das  Loth  ah  auf  die  Seite  bsc, 


3  die  anliegende  Seite  (180°  -  ß)  <  90° 
und  (1808-o)>(180°-/S) 

Dies  sind  die  Bedingungen  No.  14,  1 
folglich  sind  die  Ecken  s^. 

Eine  entgegengesetzte  Anordnung  der 
gleichen  Stucke  beider  Ecken  gibt  deren 
symmetrische  Gleichheit  (s.  No.  8). 

18.  Zwei  dreiseitige  Ecken  sind  3?  oder 
symmetrisch  gleich  wenn  die  drei  Win- 
kel der  einen  den  drei  Winkeln  der  an- 
deren einzeln  gleich  sind. 

-  Es  be weifst  sich  dieser  Satz  wenn  man 
die  Supplementsecken  nach  No.  5  bildet, 
indem  er  dann  auf  den  No.  13  zurück- 
geführt wird. 

19.  Constructionen. 

Wenn  die  3  Seiten  einer  dreiseitigen 
Ecke  gegeben  sind  so  construirt  man  de- 
ren Winkel  folgender  Art. 


Fig.  597. 


verbindet  d  und  t  mit  A  so  ist  hd  nor- 
mal auf  bs  und  Ae  normal  auf  et  (s. 

Ebene  No.  7). 

folglich  ist  /_adh  —  /_abtt 
uud  ^aek  —  /_acsb 

Nun  ist         tu  =  AS  =  A'S 
/_asb-  y_ASB 
 Z**c  =  zA'SC  

daher  A  asd  ES  A  ASD  (l) 

und  &a*e<s  AA'SE  (2) 

daher  sd=SD 
se-SE 

ferner  /_tdh  -  z  SDF=  R 

Z»ek  =  ^SEF  =  R 
endlich         Z*«  =  ZDSE 
folglich  da  2  Seiten  und  3  Winkel  ein- 
ander gleich  sind: 

Viereck  dteh  BS  Viereck  DSEF 
hieraus  dh  =  DF 

nnd  eh=  EF 
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Aas  1  and  2  hat  man  noch 
ad  =  AD  -  DG 
und  a*  =  A'E  =  EH 

£akd  =  Z.ekt-  z DFG  =  Z E«/  =  Ä 


also 
and 


/\adh^AGDF 
&aek&&HEF 


woraus  ZaJ*  =  Z  GDF 
und  z.aek  =  ZHEF 

Den  dritten  6<uc  erhält  man  bei  der- 
selben Construction ,  wenn  man  die  Sei- 
ten BSC  und  A'SC  ihrer  Lagen  nach  mit 
einander  vertauscht. 

20.  Wenn  die  3  Winkel  einer  dreisei- 
tigen Ecke  gegeben  sind  und  man  soll 
in  einer  Ebene  die  3  Seiten  construiren, 
so  nimmt  man  die  Supplemente  der  Win- 
kel als  die  Seiten  der  Supplementarecke 
(No.  5),  construirt  wie  No.  19,  so  erhält 
man  die  Supplemente  der  verlangten 
8eiten. 

21.  Sind  von  einer  dreiseitigen  Ecke 
2  Seiten  und  der  von  ihnen  eingeschlos- 
sene Winkel  gegeben,  so  construirt  man 
die  dritte  Seite  und  die  beiden  fehlenden 
Winkel  nach  Fig.  598  wie  folgt. 


Denn  es  Ist 

IU  —  Ab 

Sa  m  QU 

ad  =  AD  =  JD 

also 

dh  =  DH 

hierzu 

Zeid  =  ^ESD 

Z  tdh  =  z  SDH  = 

R 

Z_teh  =  Z.SEH  = 

R 

und 

sd  =  SD 

Fig.  598. 


Man  zeichne  ZASB  =  der  Seite  asb 
(Fig  596),  BSC  =  der  Seite  6«c,  nimmt 
AS  -  as,  beschreibt  aus  S  mit  AS  einen 
Kreis  ATUA\  fällt  das  Loth  AD  auf  BS 
mit  Verlängerung  DGt  trägt  an  DG  den 
Z  GDJ  =  dem  von  beiden  Seiten  einge- 
schlossenen /asbc  =  Z  «dh,  nimmt  DJ 
=  DA,  fällt  aus  dem  Punkt  ./  ein  Loth 
JH  auf  DG,  fällt  von  //  auf  CS  eiu  Loth 
HE,  verlängert  dies  bis  A'  in  die  Peri- 
pherie des  Kreises,  zieht  A'S,  so  ist  A'SC 
die  verlangte  Seite  asc. 


daher  Viereck  esdh  aj  Viereck  ESDH 
folglich  se  -  SE 

da  nun  $a  =  SA' 

Zfl«  =  zM'£S  =  R 
so  ist  Seite      asc  =  A'SC 

Da  nun  alle  3  Seiten  in  der  Ebene 
angegeben  sind,  so  kann  man  nach  No  19 
die  beiden  noch  fehlenden  Winkel  con- 
struiren. 

22.  Sind  von  einer  dreiseitigen  Ecke 
eine  Seite  und  die  beiden  anliegenden 
Winkel  gegeben ,  so  erhält  man  die  feh- 
lenden Stücke  durch  Construction,  wenn 
man  von  den  gegebenen  Stücken  die  Sup- 
plemente nimmt;  man  erhält  hier  swei 
Seiten  und  den  eingeschlos- 
senen Winkel  der  Supple- 
mentarecke und  nach  No.  21 
construirt  man  nun  die  Sup- 

Slemente  der  verlangten 
tücke  von  der  ersten  Ecke. 
23.  Sind  von  einer  dreisei- 
tigen Ecke  zwei  Seiten  und 
ein  gegenüberliegender  Win- 
kel gegeben,  so  construirt 
man  die  fehlenden  Stücke 
nach  Fig.  599. 

Man  trägt  die  beiden  Sei- 
ten ASB=  asb  (Fig.  596)  und 
Asc  =  asc  an  den  gemein- 
schaftlichen Schenkel  AS  ne- 
ben einander,  nimmt  As  =  as, 
fällt  aus  A  auf  die  Schenkel 
Iis  und  CS  die  Lothe  AD 
und  AE,  verlängert  dasjenige 
Loth  AI),  welches  auf  der 
Kante  BS  des  anliegenden 
Z_absc  fällt,  trägt  daran 
Z  JDA'  =  /_abtc  -  /_adk, 
macht  DA'  =  DA  und  fällt  auf  DJ  das 
Loth  A'H,  beschreibt  dann  aus  A'  mit 
dem  Halbmesser  AE  einen  Rogen,  der 
die  verlängerte  DJ  in  J  schneidet,  zeich- 
net aus  //  einen  Kreis  mit  dem  Halb- 
messer HJy  zieht  aus  S  an  dieser  die 
Tangente  SE'  so  ist  ^E'SD  die  ver- 
langte 3te  Seite. 

Denn  zieht  man  E'H  so  hat  mau 
&ASD  ^  A««' 
also  SD  =  sd 

AD-ad-A'D 


und 


Ecke. 

j/_A'DH  =  /_adk  - 
Z  A'HD  =  ^_  ahd  m  R 


14 


Eilferprobe. 


daher 
hieraus 

da  nun 
so  ist 
hierzu 
und 

hieraus  Viereck  SD/iE"  <v  Viereck  sähe 
hieraus         ^  DSE'  =  Seite  bsc. 


&A'HD&&akd 
A'H  =  ah 
DH  dh 

A'J  =  AE  =  ae 
HJ  =  4«  =  HE' 
Z.SE'H  =  ^  $eh  =  R 
Z.SDH  -  /_idh  =  R 


Fig.  599 


Da  nun  sänitntliche  3  Seiten  constru- 
irt  sind,  so  lassen  sich  die  noch  fehlen- 
den Winkel  nach  No.  19  construiren. 

24.  Wenn  in  der  Aufgabe  23  die  Linie 
Dil  HJ,  so  schneidet  der  Kreis  aus  // 
die  Linie  HP  und  es  existiren  2  Ecken 
von  gleichen  gegebenen  Stücken,  weil  in- 
nerhalb HD  noch  eine  zweite  Tangente 
aus  5  gezeichnet  werden  kann.  Dies 
stimmt  auch  mit  der  ersten  Bedingung 
No.  14,  unter  welcher  nur  eine  und  keine 
zweite  Ecke  möglich  ist. 

Denn  wenn  DH  >  HE* 
oder  dh>eh  « 

so  ist  Z      <  Z. 

folglich       Seite  ose  <  Seite  asb 

Nun  ist  Z.A'DJ=  Z.adk  kleiner  als  90° 
gezeichnet,  desgleichen  die  ihm  anlie- 

Sende  Seite  ASB  =  asb  <  90°  und  nach 
o.  14,  1  existirt  daher  nur  eine  Ecke 
wenn  die  gegenüber  liegende  Seite  ate  > 
als  die  anliegende  a$b  ist,  wenn  also 
he  >kd  oder  HE'  >  HD  ist. 

Wenn  man  die  Seiten  und  Winkel 


nach  Vorschrift  der  4  Bedingungen  No.  14 
nimmt  oder  zum  Theil  nicht  nimmt  er- 
hält man  die  Richtigkeit  auch  der  übri- 
gen Sätze  No.  14  mit  Hülfe  der  Con- 
struetion  No.  23  anschaulich. 

25.  Sind  von  einer  dreiseitigen  Ecke 
2  Winkel  gegeben  und  eine  Seite,  welche 
einem  dieser  Winkel  gegenüber  liegt,  so 
findet  man  die  übrigen  Stücke  durch  Con- 
struetion,  wenn  man  von  den  gegebenen 
Stücken  die  Supplemente  nimmt;  man 
erhält  mit  diesen  2  Seiten  und  einen  der 
einen  Seite  gegenüberliegenden  Winkel 
Construirt  man  daher  nach  No.  23,  so  er- 
hält man  die  Supplemente  der  verlang- 
ten  Stücke  von  der  gegebenen  Ecke. 

26.  Die  Bestimmungen  über  vier-  und 
mehrseitige  Ecken  erhält  man  dadurch, 
dafs  man  sie  in  dreiseitige  fceken  zerlegt. 

Ecken  (in  einem  Krystall)  sind  die 
Punkte  in  welchen  mehrere  Kanten,  oder 
was  dasselbe  ist,  mehrere  Flächen  zusam- 
men treffen.  Die  E  werden  nach  der 
Anzahl  der  sie  bildenden  Flächen  odeT 
Kanten  benannt  und  heifsen  3 flächig, 
4  flächig  u.  s  w  oder  3kantig,  4  kantig 
u.  s.  w.  Je  nach  Beschaffenheit  der  Kan- 
ten werden  die  Ton  diesen  gebildeten 
Ecken  regulär,  symmetrisch  und  irregu- 
lär oder  unsymmetrisch  genannt. 

Reguläre  Ecken  sind  solche,  die 
von  lauter  gleichen  Kanten  gebildet  wer- 
den; d.  h.  wenn  die  in  der  E.  zusam- 
mentreffenden Flächen  gleiche  Neigungs- 
winkel unter  einander  haben. 

Symmetriche  Ecken  sind  solche, 
in  welchen  die  Kanten  zweierlei  Gröfse 
haben,  die  aber  der  Reihe  nach  mit  ein- 
ander regelmäßig  abwechseln. 

Irreguläre  oder  u nsymmetrische 
Ecken  sind  solche,  die  weder  regulär 
noch  symmetrisch  sind,  die  also  entwe- 
der von  lauter  ungleichen  Kanten  ge- 
bildet werden  oder  wenn  die  gleichen 
Kanten,  welche  darunter  sind,  mit  den 
anderen  nicht  regelmäfsig  abwechseln. 

Zwei  Ecken  sind  einander  gleich, 
wenn  deren  gleichliegende  Kanten  in 
beiden  einander  gleich  sind ,  sonst  un- 
gleich 

Die  Ecken  in  einem  Krystall  unter- 
scheidet man  je  nach  deren  Lage:  die 
Ecken,  welche  in  den  Endpunkten  der 
Normalaxe  liegen  heifsen  Scheitelecken 
oder  Endecken,  die  übrigen  Seiten- 
ecken. 

Eigentlicher  Broch  s.  v.  w.  ächter 
Bruch. 

Eilferprobe  ist  eine  Probe  oder  Prü- 
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fung  für  richtige  Addition.    Das  in  dem  die  Zahl  11.   Es  sei  die  Zahl 

Art.  Addition  No.  4  angegebene  Ver-  ...fedcba 

fahren  beruht  auf  einer  Eigenschaft  des  eine  dekadisch  geschriebene  Zahl  so  ist 

dekadischen  Systems  in  Beziehung  auf  dieselbe  = 

a  +  106  +  100c  +  1000rf  +  10000*  +  100000/"+  .... 
und  diese  ist  zu  schreiben 

a  +  (n-l)6  +  (11.9  +  l)c  +  (11.91-l)d+(ll-909  +  l)e  +  (ll  •9091-1)/'+... 

=a-*+c--rf  +  e-f+...+  ll(6+9e  +  91</-r909e  +  9091/+...) 
die  in  der  Klammer  stehende  Gröfse  ist  noch  zu  zerlegen  in 

ft  -c  +  d -e  +  f +....  +  10c  +  90<f  +  910«  +  9090/"+  .... 
und  die  Zahl  ...fedcba- 

*-b+c-d+e-f+.  ..  +  u(ft-rf  rf  -  e  f /"+...)  + 1 1  (10c  f  90rf  +  910e  + 9090/"+  ...) 

Betrachtet  man  nun  diese  Zahl  als  die  gleichnamig  sind  hat  eine  zusammen- 

Summe  mehrerer  Summanden,  so  findet  gesetzte  Form,  ist  eine  Combina- 

in  jedem  einzelnen  Summand  dasselbe  tion,  wie  die  Combination  des  Hexae- 

Gesetz  dieser  Zerlegung  statt   Es  kom-  ders  und  Octaeders,  Band  II,  Fig.  301, 

men  also  für  die  Probe  nur  die  DifTeren-  pag.  36 ,  die  C.  der  quadratischen  Säule 

zen  der  Ziffern  in  Betracht,  und  wenn  und  des  Octaeders  Fig.  303. 

die  Addition  richtig  ausgeführt  ist,  so  Es  ist  übrigens  zu  merken,  dafs  wenn 

müssen  die   Differenzen  zwischen   den  auch  zu   einer  einfachen  Form  lauter 

Summen  der  geraden  und  ungeraden  gleichnamige  Flächen,  d.  h  lauter  con- 

Stellenziffern  in  den  Summanden  mit  den  gruente  Begrenzungsebenen  gehören,  den- 

in  der  Summe  übereinstimmen,   wenn  noch  Ecken  und  Kanten  ungleich  sein 

beide  Differenzen  kleiner  als   11  sind,  können  wie  z.  B.  bei  dem  Didodekaeder 

Ist  aber  die  eine  oder  sind  beide  Diffe-  Fig.  558,  pag.  254,  und  dafs  die  einfachen 

renzen  gröber  als  11,  so  gehören  iu  die  Formen  der  Krystallographie  nur  selten 

erste  Klammergröfse  11  (6-c+d-e+ /"-...)  mit  den  regulären  Körpern  der  Geome- 

noch  eine  oder  mehrere  Einheiten,  und  trie  übereinstimmen, 

die  Gleichheit  beider  Differenzen  findet  Bj„F»ii-.h»»i»                    i-  i  • 

.UU,  «y  ™  den,,.^  die  Z.h.  ß^hnng  der  LicbUtrablen  (s  d^  und 

tinctimnnin»  A»t  r.ifTnmn,««  u»i  ju«,»,  einfallenden  Lichtstrahl  und  das  hinfalls- 

wnstimmung  der  Differenzen  bei  dieser  {  {h     ,    .  Rb 

übrigens  weitläufigen  Probe  ein  sicherer  B  6 

Rückschlnfs  aof  die  Richtigkeit  der  Rech-  Einfallsloth ,  Einfallspunkt  s.  u.  Bre- 

nung  nicht  zu  machen,  denn  es  können  chung  der  Lichtstrahlen,  No.  2,  A. 

»nn^dT  wi^n«»  rfA  ^^^Z  Blf*UlllnM  ist  der  Sinus  des  Ein- 
enden.  1  ereni0n  mh        nm**  faUswinkels   bei  Brechung   der  Licht- 

strahlen. 

HJ1KaXi?e,iF0rad^^7SUlleÄ  U,Axen  IWnlUwtakel  s.  u.  Ablenkung  des 

der  Kryatalle  am  Schluß.  Lichtstrahls  No.  1. 

Einer  sind  in  jedem  Zahlensystem  die  MwMldete  Gröfaen,  imaginäre,  nn- 

?    1t!    ,     pMEra  lU  ahnA  mögliche  Gröben  sind  Grö&fn,  die'  nur 

benden  Zahlen  von  hin,  bis  zur  Grund-  j    Jer  EinMM       exjstirenf  ^  nur  der 

zahl  des  Systems,  welche  die  Einheit  der  mathematiscben  *Form  nach  vorhanden 

zweiten  Zahlenklasse  ausmacht  und  mit  ;  ,    •  **,  *~  .  1  *u™:"vii-v"„  nr- 

der  Ziffer  l  und  dem  Nullzeichen  dahin-  ?üd'  M^6?       m,t  WIrk.hche »  0 rü ' 

ter  geschrieben  wird.    In  uoserm  dek!-  '••»              ¥°™  *0*™- 

dischen  System  sind  1,  2,  ..  bis  9  die  z-  B-  ^-1,  welche  nicht  möglich  ist, 

Einer.  we^  keine  Zahl  mit  sich  selbst  multipli- 

_ ...  cirt  =  -  1  werden  kann ,  die  aber  mit 

Einfacher  Bruch  s.  u.  Bruch  No.  2.  ^  welche  eine  wirkliche  0r5fee  ^ 

Einfache  Form  bat  ein  Kry  stall,  wenn  einerlei  Form  hat. 

dieser  von  lauter  gleichnamigen  Flächen  Eingehender  Wlnkft,  oder  einspringen 

gebildet  wird,  wie  z.  B.  das  Hexaeder  A*1 iKllL.i/k'ri.«,  J\  m  „ a  nf!«?«» 

Bandl,  Fig.  135,  pag.  256,  dessen  Flä-  der  Winkel  Kriegsw.)  s.  u.  Aua-spnu- 

chen  aas  6  Quadrat!«   bestehen.     Ein  Winkel. 

Krystall,  dessen  Flächen  unter  sich  un-  Eingesprengt  heilst  ein  Fossil,  wenn 
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es  von  einer  fremdartigen  Masse  um-  fahl  m  -f  1 ,  so  hat  ein  «wischen  beide 

schlössen  ist.   Hat  diese  Masse  mehr  als  eingeschaltetes    Glied    die  Stellenfahl 

$Zoll  Stärke  so  wird  das  Fossil  derb  m  +  f.  Zwei  eingeschaltete  Zahlen  haben 

genannt.  die  Stellenzahlen  m  +     »+  |;  drei  ein- 

.       .  .   .     „              ,  ,  geschaltete  Glieder  haben  die  Stellenzah- 

Einheit  ist  der  Begriff,  welcher  aus-  f                    .         j   da3    te  TOn 

druckt     dals  irgendetwas  nur  einmal  ei     Jhl{tetJ  d£  Stellen- 

gedacht  -werden  soll.    Sind  mehrere  der-  6 

selben  Einheiten  in  einer  Gröfse  vereinigt,  Iahl  m  -f  — 

so  ist  diese  Gröfse  eine  Vielheit  nnd  be-  9  +1 

steht  ans  so  vielen  Einheiten ,  als  deren  2.  Sind  4  und  16  zwei  aufeinander  fol- 

in  ihr  vorhanden  sind.    In  einer  Gröfse  gende  Zahlen  der  arithmetischen  Reihe 

ist  demnach  jeder  gleichartige  Theil  der-  ßtellenzahl   1    2     3    4  5 

selben  ,  welcher  in  ihr  mehrmals  vorhan-  Reihe          4  •  16  . 28  •  40 .  52  . . . . 

den  ist  eine  Einheit;  diese  Einheiten  sind  Differenz  =  12 

^&tä%2?tE!täF  -  i.t.i.e^sch.l.^GH^lO,  d«. 

Ein  Centner  ist  eine  E;  denkt  man  sen  Stellensahl  1$;  Differenz  =  ~  =  6 

sich  denselben  aus  100  Zollpfund  beste-  .    .        ,  .  .      .  ,  a  ,0# 

hend,  so  ist  er  eine  Vielheit  und  begreift  *™  eingeschaltete  Glieder  sind  8,  12; 

in  sich  100  Einheiten,  von  denen*jede  f^^^L^16"  l*  Und  U;  Dlft" 

das  Zollpfund  ist.    Solche  Einheit  und  r.en*  ~  *  *  ,  J 

jede  die  zu  einem  bestimmten  Gegen-  drei  eingeschaltete  Glieder  sind  7,  10,  U; 

stände  gehört,  ist  eine  concreteE.,  die  deren  Stellensahlen  1*,  1±,  lf;  Dufe- 

abstracte  E.  ist  die  Zahl  Eins.   Denkt  renz  =  ±x  12  =  3 

man  sich  diese  in  «  gleiche  Theile  ter-  n  einge-chiltota  Glieder  rind  4  +  ^; 

legt,  so  ist  jeder  dieser  n Theile  = —  ^2  12 

wieder  eine  E.  und  zwar  eine  Bruch-  4  +  2  '  JTFl5 4  +  3*  Z+l  —  4  +  "  *  s7+l"' 

einheit                           fc       t  derenStellentahlensindl-|-4T;1+-TT'' 

Einmaleins,  eine  Tabelle,  auch  pytha-  «+1  »+» 

gorischesRechentäfelchen  genannt:  t  |    3        t  |    *  .  Differenx  =  — -. 

lmal    1  ist    1        3mal    1  ist    3  n  +  1**"      w+1'  n  +  1 

1  mal   2  ist   2       3  mal   2  ist   6  3.  sind  die  Zahlen  4  und  16  aufein- 

    anderfulgende  Glieder  der  geometrischen 

1  mal  10  ist  10        3  mal  10  ist  30  Reine 

  u.  s.  w.  bis  Stellenzahl   1    2    3    4  5 

2mal    1  ist   2        9  mal    1  ist   9  Reih«          1.4.  16-64.266.... 

2  mal   2  ist   4        9  mal   2  ist  18  Exponent  =  4 

'                ÄÄ           *  1  'ia*  ;  I  oÄ  »0  ist  ein  eingeschaltetes  Glied  =  8,  Stel- 

2  mal  10  ist  20        9  mal  10  ist  90  6  , 

~  r"                    .  "    .  •  t  lenzahl  =  2J,  Exponent  =  1 4  =  2 

Die  Tafel  von  11  X  1  ist  11,  bis  y     r  '  , 

11  x  11  ist  121  u.  s.  w.  bis  19 x  19  ist361  zwei  eingeschaltete  Glieder  sind  4V4; 

wird  von  Rechnenlehrern  auch  das  gröfse  *  — 

Einmaleins  genannt  (s.  Eins  iE  eins-,  Wi  deren  Stellenzahlen  2S,  2|;  Ex- 
Eins und  eins-,  Eins  von  eins -Tabelle).  ponent  =y4 

Eins  ist  die  erste  ganze  Zahl  nnd  die  drei  eingeschaltete  Glieder  sind  4^4; 

Einheit  der  ganzen  Zahlen.    Vergl.  Ein-  4pv.  4J,4,    deren  StenenMhlen  2| , 

heit.  • 

Einschalten,  Interpolen  heifst  zwi-  2*'  21 5  E*P°nent  V*       w+1  -+1 

sehen  2  Glieder  einer  Reihe  eine  oder  H  eingeschaltete  Glieder  sind  4»4;  4 1 4* 
mehrere  Zahlen  setzen,  so  dafs  diese  ein- 

geschalteten  Zahlen  mit  den  beiden  Glie-  4  y4*  dereu  stellensahlen  2  +  4?» 

dem  nach  demselben  besetz  fortschreiten  »+l 

wie  die  Güeder  der  gegebenen  Reihe;  2     *  •  2  +  _2_.  dereo  Expo- 

die  Stellenrahlen  der  eingeschalteten  Glie-  2  +  J^Tf »  •  ••••  *  +  ^ »  aereo  MP* 

der  werden  gebrochene  Zahlen.  n-t-t 

Hat  das  (reirebene  erste  Glied  die  Stel-  nen*  =V4. 

lenzahl  m,  das  zweite  also  die  8tellen-  4.  Sind  4  und  16  neben  einander  ste- 
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hende  Glieder  der  arithmetischen  Reihe  hieraus   ©  =  2| 

zweiler  Ordnung  s  =  f 

Stellenzahlen       12     3     4     5  «od  V=H 

Reihe                1     4    16    37    67....  Es  entsteht  die  Reihe 

1.  Differenzenreihe   3    12    21    30  .  . .  .  gteUeniahlM     1    lj     2     2*  3.... 
r^.*.             .»  Heine                11*     4     U  IG 

2.  Differenzenreihe      9     9     9    l.Differonzenreihe  t    2*   4*  74 

so  findet  man  ein  eingeschaltetes  Glied  2.  Differenzenreihe   2j    2£  2$ 

y  von  der  Beschaffenheit,  dafs  eine  Reihe  5.  Sind  2wischen  4  und  16  zwei  Zah- 

folgender  Fora  entsteht  len  einschalten,  so  erhält  man  die  Glei- 

Stellenzahlen    1     14;     2     2|     3  ....  chungen 

Reibe              1   (1+*)  4      y     16....  3*+  3«=  4-1=  3 

1.  Differenzen  reihe  i    i+t;+2p  i+3r  ....  -         3»  +  12g  =  16-4=  12 

2.  Differenzeoreihe    »      r      v      v  ....  woraus           c  =  l 

Man  bat  demnach  ..                   *  ~  °.  , 

.                          _  «»  gesuchten  Zahlen  sind  4  +  s  4-  3r  =  7 

I.    2*+«-4-l-J  und  7  +  i  +  4r=ll 

II.    2;  +  5e^l6-4  =  12  und  die  Reihe  ist: 


Stelleiizahlen  1      1}    lj    2    2J    2J  3  

Reibe  1      1     2     4  7    11  16... 

1.  Diffcreuzenreihe      0      1     2     3     4  5   

2.  Differenzenreihe  1      1      1      l  |   

6.  Sind  zwischen  4  und  16  drei  Glieder  einzuschalten,  so  erhält  man  die  beiden 
Gleichungen: 

4j+  6r=  3 
4s +  22«=  12 


hieraus  r  =  ft 

*  =  -  A 

und  die  Reihe  ist 

Stellenzahlen         1       U       U      U      2  24,      2*      2J      3  .... 

ReiQ«                    1       H       H      2H      4  6^      81     12^  16.... 

1.  Differenzenreihe      A       tt     1A      14!  2H    3/,  3J|   

2.  Differenzenreihe  ^      ,V  ^      ,»4      A  i'a   

7.  Sind  zwischen  4  und  16  »Glieder  hat  man  die  Formel  für  das  nie  Glied 
einzuschalten,  so  erhält  man  die  beiden  pag.  120,  Formel  1). 
Gleichungen:  u  =  a  +  (n-\)d  (i) 

S  +  ll*  +  *7»Vn«ii+32^-l2        Für  die  Summe  der  ereteu  »Glieder 
lJ*-lLtv^)V*?')-u      (pag.  120,  Formel  5). 


(»+l) 


woraus        v  - 1        J  n  rn    ,  ,       _  _ 

«  =  -ö-[2a  +  (it-  Ofl  (2) 


2  -  n 


i  -  §  7rt  ;-|C«  Die  Entstehungs weise  dieser  beiden 

n  ,        .  ,  Formeln  zeigt,  dafs  die  erste  auch  für 

Das  erste  der  zwischen  4  und  16  ein-  gebrochene  Stellenzahlen  gilt,  die  zweite 

zuschaltenden  Glieder  ist  mcDt.  8 

^  4  +,!  +  ("  +  l)  V  IQ  folgeuder  Reihe  z.  B. 

Das  mte  derselben  0,  ,,      n    ,    rt   «  . 

^4  +  mS+J«[2(n  +  l)-r(«-l)]r  Stellenzahl    L2-3.  4  .  44  •  5  .... 

8.  Auf  dieselbe  Weise  geschieht  die  *V™  1 4  *  7  *  10  '  114  *  13 — 
Einschaltung  von  Gliedern  bei  arithme-  erba,t  man  f"r  »  =  4J  aus  der  ersten 
tischen  Reihen  noch  höher  c  Ordnungen.  Forme,: 

9.  In  einer  aritbmetif  ben  Reihe  von  «  =  1  +  (4*  -  1) 3  =  UJ 

n  Gliedern  der  allgemeinen  Form  (s.  Bd.  I,      Die  Summe  nach  der  zweiten  Formel 
pag.  119,  No.  3).  41 

«.«  +  rf.«4-2</.«  +  3(/   '  =  ^  [2  •  1  +  (44  -  1)  3]  =  284 

III.  3 
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Es  ist  aber  1  +  4  +  7  +  10  + 11+  =  33J.  gm  =  k  r    ,    fc-1  1 

10.  Wenn  zwischen  dem  mten  und  dem  2  L       r  +  1  J 

(m-f  l)ten  Qliede  einer  Reihe  r  Glieder  /      «  — 2r— 1\  1 

eingeschaltet  sind  und  man  will  die  =  k +  y*  +  ~2~(r+ 1) /  J 

Summe  »  bei  n  =  m  +  —  finden,  so  heifst     Es  ist  mithin 


r 

dies:  man  will  die  Summe  der  ersten  m  ■  ,  fc_2r-l\l 

ursprünglichen  Glieder  der  Reihe  -f  den  =(m+A)a+l  — ^- — -+k[m+  — — rr)!«' 
ersten  *  der  r  eingeschalteten  Glieder  L     2         V  2(r+l)/J 

bestimmen,  und  man  mufs  daher  die  For-     Sind  in  der  obigen  Reihe  zwischen  dem 

mel  für  $  zweimal  anwenden  4ten  und  öten  Gliede  5  Glieder  einge- 

m  schaltet,  so  hat  man  dieselbe 
»'  =  y  C2«  +  0»  -  1)  «0  j  .  4  .  7  •  10 10J  ,u .12.12J  13 .... 

gibt  die  Summe  der  ersten  m  Glieder  der     dj6  Summe  der  ersten  4  Glieder  ist 

ganzen  Stellenzahlen.  t'  =  k[2  '  1  +  (4  -  1) 3]  =  22 

Um  die  Summe  s  "  der  ersten  k  eiuge-     p£  g  d        t     3  eingeachal. 

schalteten  Glieder  zu  erhalten  hat  man  .        ^.t1  T?  .  .  ,  8 


*  =  *'  +  «" 


das  erste  Glied  derselben 


teten  Glieder  ist 


die  Summe  derselben  Die  Summe 


.  =  W+3)X  +  [H-3  +  3(«+3-^i)]3  =  55. 

11.  Eine  Anwendung  des  Vortrags  No.  9  mehr  als  in  der  naxhstvorhergehenden 

findet  man  in  dem  Correspondenzblatt  zurücklegt,  welchen  Raum  durchläuft  er 

des  naturforschenden  Vereins  zu  Riga,  in  der  4*ten  (oder  ften)  Secunde?  — 

XI,  No.  6  in  einem  Aufsatz  von  Dr.  Carl  Hier  ist  klar,  dafs  die  erste  Formel, 

Hechel  über   gebrochene   Stellenzahlen  welche  11*  Fufs  liefert,  nicht  gelten  kann, 

(Indices),  welche  bei  naturwissenschaftli-  weü  der  Körper  wegen  seiner  gleichför- 

chen  Fragen  oft  eingeführt  werden  müs-  mjg  beschleunigten  Bewegung,  wenn  er 

sen  und  über  die  Falle,  in  welchen  die  in  der  ersten  Hälfte  der  öten  Secunde 

Formeln  für  ganze  Stellenzahlen  auf  die  n*  Fufs  durchliefe,  in  der  ganzen  5teu 

gebrochenen  anzuwenden  sind  oder  nicht.  Secunde,  statt  13  Fuls,  mehr  als  23  Kufe 

Die  Reihe  No.  9  ist  hier  als  Beispiel  durchlaufen  würde;  es  mufs  die  Sum- 

genomraen,  die  Stellenzahlen  bedeuten  menformel  angewendet  werden;  diese  gibt 

Secunden  und  die  Glieder  der  Reihe  sind  f?r  "  =  4i  die  Summe  s  =  28TFufe 

Wege.   Die  Aufgabe  lautet  :  für  n  =  4   die  Summe  »'  =  22  Fufs 

Wenn  ein  Körper  in  der  ersten  Se-  *°rau»  der  Weg  in 
cunde  seiner  Bewegung  einen  Fufs,  in  .        deuten  Sec*  =  6*  Fufs 
jeder  folgenden  aber  3  Fufs  zurücklegt,  und  die  Richtigkeit  des  Verfahrens  er- 
weichen TRaum  durchläuft  er  in  4|  Se-  *ich.  *e>™  man  28*  Fufs  von  der 
cunden?  -  Es  entsteht  nach  Formel  1,  Summe  35  für  »  =  5  abzieht,  wo  dann 
No  8  der  Weg  =11*  Fufs  *ur  ",e  Iweite  Hälfte  der  öten  Secunde 

Dafs  die  Formel  2,  No.' 8  für  s  nicht  de' We*  6»*ttf;  *&  «&L 

stimmt,  dafs  28*  Fufs  anstatt  33*  Fufs  ,.  P10  vorstehende  Aufgabe  und  alle  ahn- 

resultiren  schadet  hier  nichts,  denn  da  »cnen  werden  meiner  Ansicht  nach  am 

jedes  Glied  der  Reihe  schon  eine  Summe  zuverlässigsten  durch  diejenigen  Formelu 

von  Wegen  ist,  so  kann  nach  der  Summe  gelost ,  welche  in  der  Mechanik  aufge- 

der  Glieder  gar  nicht  gefragt  werden.  »teilt  sind: 

Ein  zweites  Beispiel,  in  welchem  die  ™f  erste  Aufgabe  gehört  in  die  gleich- 

Summenformel  stimmt,  die  für's  nte  Glied  förmige  Bewegung,   ts  ist  nach  Band  I, 

aber  nicht,  gibt  bei  derselben  Reihe  der  pag.  351,  rechts,  tormel  1: 

Aufsatz  in  folgender  Aufgabe :  t  =  c . « 

Wenn  der  Körper  in  der  ersten  Se-  Nun  ist  hier  der  Fall  betrachtet,  wo 

cunde  seiner  Bewegung  einen  Fufs,  in  der  Körper  in  der  ersten  Secunde  den 

jeder  folgenden  Secunde  aber  3  Fufs  Weg  1  Fufs  (c1)  zurücklegt; 
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digung  dieser  ersten  Secunde  erhält  er  beiden  ersten  Secunden  =  5  folglich  hat 
einen  Impuls  ,  der  ihn  um  2  Fufs  per  Se-  man  8 

er  von  jetzt  ab  l  =  c«l-f-6'.l«  =  c-f-G 

3  *  ufs  (c)  per  Secunde  zurücklegt ;  mit-  5  =  c  .  2  +  G  •  2«  =  2c  +  4G 

hin  hat  er  nach  t  Secunden  zurückgelegt  woraus  -  ~ 

c'-f  (<- l)cFufs  und  G  =  +  \ 

oder  c> .  <  +  (c  -  Od  -  l)Fufs;  d.  h.  der  Körper  will  mit  \  Fufs  in  der 

,  °p  7  *»  c  =  3»  '  =  4*  gesetzt,  überhaupt  entgegensetzen  Richtung  gleichförmig 
n*  Fufs-  s»ch  bewegen,  wird  aber  mit  der  Beschleu- 

Die  zweite  Aufgabe  gehört  in  die  gleich-  ni£un£  +  f  vorwärts  getrieben, 
förmig  beschleunigte  Bewegung,  welche     Nun  erhält  man 
nicht  mit  0  sondern  mit  einer  Anfangs-  für  <  =  4 ;  S  =  -  \ .  4  +  \  4*     =22  Fufs 
geschwindigkeit  beginnt.  für  t  =  4* ;  S  =- | .  4*  + 1  .(4±)f =28*  Fufs 

Band  1,  pag.  355  ist  Formel  4  folglich  derWeg  in  der  4$ten  See.  =  6J  Fuft 

S  =  cT+GT*  12.  Die  geometrische  Reihe  von  allge- 

wo  c  die  Anfangsgeschwindigkeit,  G  die  F1L01rm  ist 

Beschleunigung,  T  die  Zeit  in  Secunden,  stcllenzahl    1     2     3     4    « 

S  den  Weg  bedeutet,  der  in  7  Secunden  R«ihe  a    ae   ae"  a«3.  ae""1 

zururk^olegt  ist.    Nun  ist  in  der  Reihe     Sollen  zwischen  dem  m  +  iten  und  dem 
der  Weg  111  der  lten  Secunde  =  1,  der  «  +  2ten  Gliede  (r  -  1)  Glieder  eine" 
Weg  in  der  2ten  Secunde  =  4,  in  den  schaltet  werden,  so  erhält  man  * 

Stellenzahl  -  +       m+1  +  l,    IB  +  1  +  if    w+ ! +  £....  w+ 1  + w  +  2 

Reihe  as»,      aem  .  £e>      flem  .  v%«,      aem  .       t     agm  ,  \/^~x .  ^m-  1 

Das  Ate  der  r-  1  Glieder,  also  das  Glied  für  die  Stellenzahl 

m  +  1  +  *  ist  =  aem  •  y«*  =  ae*"  +  y 

Die  Formel  für's  nte  Glied  gilt  also  auch  für  gebrochene  Stellenzahlen.  An- 
ders ist  es  mit  der  Summenformel.  Maltiplicirt  man  die  Reihe  mit  e  und  setzt 
beide  Reihen  untereinander 

a  +  ae  +  ae»  +  a«»  +  ....  +  a«',-1  =  S 
«e+geH  ae'-r-  «e«  +  . . . .  +  ae"      =  eS 
bo  erhält  man  ae"  -  a  -  «s  -  S  -  (<?  -  1)  S 

«"  —  1  * 
woraus    S  =  a   +  l  +  — 

«-1  S==B«  _  - 1 

Die  Summe  bis  zum  m  +  lten  Gliede  ist  e  -  1 

t      em~*~l  —  l  welche  von  der  ersten  richtigen  verschie- 

~ a    g  _  1 —  den  und  auf  gebrocheue  Stellenzahlen 

ts.   0           .              ,  ,               nicht  anzuwenden  ist. 

Die  Summe  der  ersten  k  der  (r  -  1) 

eingeschalteten  Glieder  ist  Einschattige,  s.  v.  w.  Gegenschat- 

r  tige,  Antiscii  (s.  d.),  Heteroscii. 

S"  =  aem  •  \>e  V*  -~~  Eins-in-einstabelle,  die  erste  nülfstabelle 

rf  _  für  das  Dividiren: 

Ve    1  1  in  1  geht  1  mal     2  in    2  geht  1  mal 

r  1   ,  2     ,    2  „        2  .    4     ,    2  „ 

Die  Formel  auf  die  gebrochene  Stel-  \  '  l  '  l  "  *  "  ?!  "  l  ' 
leozahl  augewendet  gibt  1  »  tf    »    *  *       i  -  18    »    a  » 


beide  Summen 


2* 
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3  in  3eehtlmal  9  in  9  geht  1  mal  im  durchlaufen  scheint.    In  dem 

V     6        2  9     18    .    2  „     Art.:  Aequator  der  Erde  ist  die  E. 

0  *    q    "    3  '  9  "  27        3  „    schon  als  die  Bahn  erklärt,  iu  welcher 
"    '    "         .  die  Erde  in  der  Zeit,  welche  wir  Jahr 

q  '  o*4  '  '  '  « "  9     72    „    8  -    nennen ,  um  die  Sonne  sich  bewegt  und 

3     97        9  1  9     81        9  ,    dafs  also  die  E.  der  Ort  ist,  in  welchem 

—  "  der  Mittelpunkt  unserer  Erde  sich  fort- 

u-  *•  w*  ms  dauernd  befindet.  In  dem  Art.  Central- 
Eins-und-einstabelle,  die  erste  Hülfsta-  be  wegung  ist  auf  den  die  Erde  beglei- 

belle  für's  Addiren.  tenden  und  umkreisenden  Mond  geruck- 

1  und  1  macht  2  3  und  1  macht  4  sichtigt  und  nachgewiesen,  dafe  nicht  der 
l  2  3  3  2  -  6  Mittelpunkt  der  Erde  es  ist,  der  in 
13          4  3   *    3     .6    der  K.  sich  befindet,  sondern  der  in  der 

w  "...  beweglichen  Axe  zwischen  Erde  und  Mond 

*i  '   *8  '       *9  3     V   j,     11  befindliche  gemeinschaftliche  Schwerpunkt 

,"9     "10  3,9     *     12  beider  Weltkörper  und  der  mit  der  Be- 

"    '      "  ~~"'„'~T"«  'l.:«'-       wegung  des  Mondes  um  die  Erde  in  je- 

•        — — —   U.  S.  W.  IIIS  .    o      »     .  _.  1.   1 


o  nnrf  i  macht  10  ^m  Augenblick  sich  ändert. 

9  und  1  macht  0  Yqxuqt  ist  in  dem  erstgenannten  Art. 

J  "    :     '     {.,  die  Schiefe  der  Ekliptik,  d.  h.  der 

3  »    ö     "  Winkel,  den  die  E.  mit  dem  +  mit  sich 

7*  selbst  bleibenden  Aequator  bildet ,  im 

2.8,     10         9*8.     17           .       — rt   j._ 


2  und  1  macht  3 

2.2,  4 

2.3,  5 


* 


2  *  2  "  \°.  qq'is  Mittel  zu  23|°  angegeben  worden,  der 
2*9»     j_l    »_._10  daraus  hervorgehende  Wechsel   in  der 

i  yrÄS die  erste  Hü,fstl1"  Ä"K  tn^^Jr^z 

belle  für  b  Subtrabiren.  sind  £  4  „     t     ktJ  d«r  E    der  Früh. 

ivon    1  bleibt  0  3  von  3  bleibt  0  ^  ^  Somm/r.T  ,lerbst.  und  Winter- 

1   »     2    „    1  o  "  t  *  »>  puukt  erklärt  und  nachgewiesen. 

1   »     3     »     2  "  *  Endlich  sind  in  dem  Art.  Bahu  der 

»••••••  •    •   •  ;  '   *  '  Weltkörper,  No.  24,  pag.  301  als  Bei- 

l    *     9     „     8  q*io"m  sP*e"  vorangegangener  Formeln  die  Be- 

1  •  10    »    9   3  »  _  2  "  wegung  der  Erde  nm  die  Sonne  und  die 

—        u.  s.  w.  bis         Masse  der  Sonne  berechnet  und  dafür  die 

2  von  2  bleibt  0  9  von  9  bleibt  0  aus  Beobachtungen  hergeleiteten  flitneu- 
2  „     3     „     1  9  ,   10    „     1  sionen  der  E.  angegeben. 

2  „     4     „    2           9  ,   11     ,    2  Uebereinstimmend  mit  Fig.  34,  pag.  33 

    sei  umstehende  Figur,  die  um  die  Eltlip- 

2   „   10    ,    8           9  „   17     ,    8  tik  SHWF  gelegt  Himraelskugel  also 

2   „   11     ,9           9,18     „9  ,„it  einem  Durchmesser  von   etwa  42 

oi..««4n<rA«iio  Winkal    «   v  w  ein-  Millionen  Meilen,  die  auch  mit  allen  da- 

Einspringende  Winkel ^      v:  w-  e,Je  rin  befindlichen  Kreisen  bis  ins  Unend- 

gehende  Winkel,  s.u.  anspringende  ikhe                        ^  ^ 

Winkel-  All  BF  die  durch  den  Mittelpunkt  C  ge- 
Eintritt eines  Gestirnt,  s.  u.  Aus-  le^te  erweiterte  Ebene  nnsres  Erdaequn- 

tritt.  tors  der  in  allen  Punkten  der  E.,  wo  die 

Ein  und  einziges  KrystaMiationssy-  Erde  sich  auch  befinden  möge,  *  mit 

„  «      ,!„    .,„  m  »i«"h  selbst  bleibt.    Beide  grolsten  Kreise, 

Stem,  s.  u.  Axe nsy stem.  ^  E  ^  Aequator  schneidon  sich 

Ein  nnd  eingliedriges  Krystallisations-  i„  den  Pnnkten  F  und  //.   Die  auf  der 

System,  s.  u.  Axeusystem.  Ebene  AB  durch  C  gezogene  senkrechte 

.               .r     .     v   «    .  Pp  ist  die  Axe  des  Aequators,  die 

Eklipse  ist  Fiiisternißs  oder  Neriinste-  pJnkte  p      sind  desSen  Pole;  die  auf 

rung  eines  Gestirns  wenn  ein  naher  be-  (Jer  K))Cne  sw  jn  c  genahte  Linie 

findliches  Gestirn  es  bedeckt;  wie  die  „  ,  heifgt  die  Axo  der  R    dereu  End. 

Verfinsterung  der  Sonne  durch  den  davor  -                   .»  i-  j~-  t>  ai~ 

fernungen  zwischen  dem  Aequator  und 


Eklipse  ist  Finsternißs  oder  \ertinste-  pJnkte  p      sind  desSen  Pole;  die  auf 
ng  eines  Gestirns  wenn  ein  naher  be-  (Jer  K))Cne  sw  jn  c  genahte  Linie 
idliches  Gestirn  es  bedeckt;  wie  die  „  ,  heifgt  die  Axo  der  R    dereu  End. 
Verfinsterung  der  Sonne  durch  den  davor     ^  p,     ,  sind  die  Pole  der  K.,  die 
tretenden  Mond  oder  wenn  die  Erde  zwi-  £        AS  -  BW  sind  dje  ^Gfsten  Ent- 
lehen Sonne  und  Mond  tritt  die  Nerfin-  fernun^en  zwischen  dem  Aequator  und 
sterung  des  Mondes.  der  y  ?  sie  messen  die  Schiefe  der  E  , 
Ekliptik,  Sonnenbahn  ist  die  Bahn,  sind  von  den  Durchschnittspunkten  F,  H 
plrhe  die'  Sonne  von  Abend  über  Mit-  gleich  weit  entfernt  und  gleich  grofs  deu 
g  gegen  Morgen  au»  üinimel  jährlich  Bogen  PP*  und  pp'. 


we 
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Anstatt  nun,  dals  »ie  Fig.  34  die  Erde 
in  der  Ekliptik  um  die  in  C  befindliche 
Sonne  sich  bewegt,  »oll  hier  die  schein- 
bare Bewegnng  der  Sonne  urb  die 
scheinbar  in  V  feststehende  Erde  be- 
trachtet werden. 

Steht  die  Sonne  in  F  und  //  so  ist 
auf  der  ganzen  Erde  Tag  und  Nacht 
gleich,  Aequinoctium  (vergl.  Astrono- 
mische  Dämmerung,  No  4,  nag.  136),  F 
nnd  //  sind  die  Funkte  <ier  Nacht- 
gleiche, die  Aequinoctialpnnkte. 
Steht  die  Sonne  in  8,  so  ist  auf  der  nörd- 
lichen, steht  sie  in  W,  so  ist  auf  der 
südlichen  Halbkugel  der  Erde  der  längste 
Tag.  Weil  die  Sonne  an  diesen  Funk- 
ten eine  Zeit  lang  zu  verbleiben  scheint, 
so  heißen  5  und  W  die  Sol stitial - 
punkte, Sonnenstillstandspunkte 
und  weil  die  Sonne  hier  entgegengesetzte 
Richtungen  annimmt,  Punkte derSon- 
nenwende. 

Von  F  tritt  die  Sonne  in  die  nörd- 
liche Halbkugel,  geht  während  der  Früh- 
lingszeit daselbst  bis  S,  während  des 
Sommers  bis  //,  tritt  hier  in  die  süd- 
liche Halbkugel,  geht  während  des  Herb- 
stes bis  M'  und  während  des  Winters 
von  \V  bis  F. 

Daher  ist  F  der  Punkt  der  Früh- 
lingsnachtgleiche, //  der  Funkt 
der  Herbstnacht  gleiche,  S  der 
Sommer-,  Ifder  W  i  n  t  erstillst  a  n  «Is- 
punkt. 


Ein  gröfster  Kreis  PFpHP 
durch  die  Weltpole  (vergl. 
Aequator,  Himmelsaequator 
pag.  31)  heifst  der  holu- 
rus  der  Nachtgleichen; 
ein  gröfster  Kreis  PSpWP 
durch  die  Weltpole  und  die 
Simncuweudepunkte  derK  o- 
lurus  der  Stillstands- 
punkte. 

Farallelkreise  SD,  GW 
mit  dem  Aequator,  durch 
die  Sonnenwendepunkte  *' 
und  W  gezogen,  heiisen 
Wendekreise,  Wende- 
zirke  I  «eil  diese  die  Sonne 
zu  den  Zeiten  der  Son- 
nenwende zu  durchlaufen 
acheint;  der  Kreis  SD  in 
der  nördlichen  Halbkugel 
der  Wendekreis  des 
Krebses,  weil  von  hier  ab 
die  Sonne  eine  rückgänjrifje 
Bewegung  macht;  der  Kreis 
WO  in  der  südlichen  Halb- 
kugel der  Wendekreis 
des  Steinbocks,  weil  von 
hier  ab  die  Sonne  eine  aufsteigende  Be- 
wegung macht. 

Farallelkreise  mit  dem  Aequator  durch 
die  Pole  /*,  p'  der  E.  heifsen  Polar- 
kreise, FJ  der  nördliche,  p'K  der 
südliche  Polarkreis. 

Von  diesen  Kreisen  an  der  Himmels- 
kugel sind  auch  die  gleichnamigen  der 
Erdkugel  abgeleitet;  sie  werden  durch 
die  Punkte  bestimmt,  welche  auf  der  Erd- 
oberfläche entstehen,  wenn  man  von  S, 
W,  P'  p  nach  dem  Erdmittelpunkt  C 
gerade  Linien  zieht.  Stellt  also  der  Kreis 
PApBP  die  Erdkugel  vor  so  sind  von  den 
unter  den  einander  gleichen  etwa  23j-° 
botragenden  Winkeln  SCA,  WCB,  PCF, 
pCp'  gezogenen  Kreisen  die  Kreise  SD  und 
WG  die  Wendekreise,  die  Kreise  P'J,  p'K 
die  Polarkreise  auf  der  Erdoberfläche. 

Die  Schiefe  der  Ekliptik  ist  nicht  nur 
durch  das  Schwankon  der  Erdaxe,  son- 
dern auch  durch  die  Gesammteinwirkung 
sämmtlicher  Planeten  der  Aenderung  un- 
terworfen. Diese  Aenderung,  welche  seit 
2000  Jahren  in  einer  Abnahme  besteht, 
beträgt  in  100  Jahren  noch  nicht  ganz 
eine  Minute. 

Da  nun  die  Schiefe  der  E.  eine  der 
Grundlagen  aller  astronomischen  Berech- 
nungen ist,  so  sind  wiederholte  Messun- 
gen und  Beobachtungen  derselben  erfor- 
derlich. Sie  ist  bestimmt  worden  durch 
Eratosthenes  250  J.  v.Chr. =23°5l' 20" 
Almamon       830  ,  n.Chr.  =  23° 35  0" 
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Co  pernio  us  1540J.n.Chr.=23°28'  8"  Secunden,  so  dafe  die  Excentricität 
Flamstead  1691  ,  ,  „  =  23°28'23"  0,01679226  x  20624,8  =  3464  Secunden 
Condamino  1737  ,  ,  „  =  23°28'24"  =  57' 44"  des  excentrischen  Kreises  he- 
Strnve         1750,  ,   „   =  23°28'  17,44"  trägt. 

Tob.  Mayer  1756  ,  „  „  =23°  28'  16"  Demnach  ist  die  Entfernung  des  Peri- 
Piazzi  1800  ,  ,    .   =23°27'56,3'    hei8    von    der  gönne  =  20297474  bis 

Peters  1800  ,,    „   =  23°27'54,22"  20335031  geogr.  Ml.     Die  Entfernung 

Die  Schiefe  der  K.  wird  9  Jahre  lang  des  Aphels  von  der  Sonne  20990786 
immer  gröfer,  in  den  folgenden  9  Jah-  bis  21029627  geogr.  Ml.  Die  vorher  an- 
ren  immer  kleiner,  jedoch  so  dafs  die  gegebene  freilich  noch  nicht  ganz  be- 
stimme der  Zuwachse  durch  die  der  Ab-  stimmt  anzugebende  mittlere  Entfer- 
nahroen  übertroffen  wird.  Diese  periodi-  nnng  der  Erde  von  der  Sonne  ist  der 
sehen  Aendeningen  heifsen  das  Schwan-  astronomische  Maafsstab  (die  Einheit  =  I) 
ken  oder  die  Nntation  der  E.  Man  für  alle  astronomischen  Längen, 
hat  eine  wahre  oder  scheinbare  Ulaiicim  ^  die  Eigeilschaft  eines 
Schiefe  der  L.,  in  derjenigen,  welche  Römers  dafs  dessen  Massentheil« 

zn  einer  Zeit  wirklich  beobachtet  wird,  *ta™ fn.^        '  Z  ™r  !h  i  !  „ 

.  ....        o  u  •  *     j     v     wenn  sie  durch  eine  aulsere.  auf  mn  ein- 

und  eine  mittlere  Schiefe  der  E.;  wifkende  Kraft  word  nach 

letztere  ist  diejenige ,  welche  man  durch  Hinfortnahme  der  Kraft  ihre  frühere  Stelle 

™?iÄnD*5iff„  i&I  JÄEÄ!«  ™der  Annehmen.    Die  E.  ist  also  eine 

wenn  eine  Mutation  nicht  stattcefnnclen  i  _  ir-  «     •      _  i.      a  v   m  i-k- 

,   ...     ,       .    ,     .  0  6  .  «lern  Korper  mno  wohnende  Kraft,  welche 

hatte  und  die  also  nur  durch  Berechnung  ■„  j.    Km(.  l      .  \r 

U  .     j  a                                    °  wie  die  restickeit  der  Veiruckung  seiner 

T4.  *  .  ...  Massentheile  als  Widerstand  entgegen 
Die  Schiefe  der  E.  ist  offenbar  gleich  ^rki  nnd  zugleich  als  thätige  Kraft  die 
der  größten  nordlichen  oder  sudlichen  Wiederherstellung  des  natürlichen  Orts 
Abweichung  der  Sonne  (s.  Abweichung  der  Massentheile  vollbringt;  oder  auch 
eines  Gestirns)  also  deren  Abweichung  die  ^  sicher  die  einzelnen  Mas- 
wenn der  Mittelpunkt  der  Sonne  in  einem  sentheile  das  Bestreben  haben  in  dem 
der  Wendepunkte  steht  und  sie  wurde  ihnen  durch  die  Natur  angewiesenen  Ort 
unmittelbar  durch  die  Beobachtung  der  zu  verbleihen. 

Sonne  in  dem  Augenblick  deren  Eintritts  f      -r     \.    -  r       n-   *  •  *  j 

,     a             si    •    j     wf  4        n  Je  irrofser  die  aulsere  Kraft  ist,  desto 

»  den  Sommer- oder  in  den  Winterpankt  -{J  ^  ^  j  -         am  dio 

gefunden  werden  können  wenn  die  Sonne  ^sentheile  in  mreV  gegenseitigen  Ort 
achfun^rt'JÄ 

nicht,  so  erhält  man  die  Schiefe  der  ^er  \erruckung  sind  proportional. 

Ekliptik  allerdings  um  eine  oder  einige  2         Korper  wird  durch  Zug  ausge- 

8ecunden  geringer  dehnt,  durch  Druck  zusammengepreßt. 

Gestirne  die  in  der  Ekliptik  liegen  Eine  Kraft,  welche  die  Massentherte  eines 

haben  keine  Breite  und  wenn  sie  zu-  5°trPers  um.das  »f«che  ihrer  natürlichen 

gleich  im  Frühlingspunkt  liegen,  auch  Entfernung  /  von  einander  entfernt  ist 

Seine  Länge.    Die  Sonne  hat  also  keine  g^ch  derjenigen  Kraft,  welche  diese  Mas- 

Breite,  im  Frühlingspunkt  weder  Länge  sentheile  auf  -  /  einander  nähert.  Einen 

noch  Breite,  in  beiden  Nachtgleichen,  dem  * 

Frühlings-  und  dem  Herbstpunkt  keine  Beweis  davon  liefert  die  Wärme  als  aus- 

Declination.    Gestirne,  die  in  einerlei  dehnende  Kraft. 

Parallelkreis  mit  der  Ekliptik  liegen,  haben  Wenn  nämlich  ein  eiserner  Stab  von 

einerlei  Breite.  der  Länge  /  bei  der  Temperatur  von 

Die  halbe  grofse  Axe  der  E.  wird  nach  T°,  durch  t°  vermehrt  auf  die  Länge 

verschiedenen  Beobachtungen  angegeben  1  i_ü±J  /  «obracht  wird    «o  wird 

von  20  644130  bis  20  682329  geogr-  Ml.  n        »    '  80bram  Wlrd'  50  w,rrt 

und  nach  dieser  mittleren  Entfernung  derselbe  Stab,  wenn  die  Temperatur  von 

der  Erde  von  der  Sonne  auch  die  übri-  7°  um  t°  vermindert  wird,  auf  die  Länge 

gen  Dimensionen  derselben:  x  zusammengeprefst  werden,  dafs 

Die  Excentricität  der  E.  ist  festgestellt  l 

zu  0,01679226  als  Theil  der  halben  gro-  *+'n*~ 

fsen  Axe  oder  des  Halbmessers  des  ex-  H  | 

centrischen  Kreises.  Man  drückt  dieselbe  woraus         x  =  — r  l  =  - — l 

auch  in  Bogensecunden  aus.  Es  ist  näm-  n+        I "_T_!  J 

lieh  der  Halbmesser  eines  Kreises  =  einem  \   n  / 

Bogen    von    57°  17'  44,8"  =  20624,8  Werden  beide  Kräfte  hinfort  genom- 


- 
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jnen,  d.  h.  wird  in  beiden  Fällen  die  Tem-  Dagegen  lehrt  die  Erfahrung,  dafs  Ge- 
peratnr  wieder  auf  T°  gebracht,  so  ent-  Staltänderungen  von  Körpern  unter  Be- 
steht die  ursprüngliche  Länge  /.  Die  lastungen  auf  nur  kurze  Zeit  lang  mit 
ersten  1°  Temperatur  wirkten  als  Kraft  der  Entlastung  wieder  versebwindon,  je- 
ausdehnend,  die  zweiten  (—  f°)  Tempera-  doch  unter  denselben  Belastungen  lange 
tnr  als  Kraft  zusammenpressend,  beide  Zeit  verbleibend  ebenfalls  verbleiben,  so 
Kräfte  sind  als  Wärmemengen  von  einerlei  dafs  die  Körper  unter  anhaltendem  Druck 
Temperatur  gleich  grofs,  folglich  ist  das  ihre  ursprüngliche  E.  ganz  oder  zum 
Gesetz  richtig.  Theil  verlieren.    Die  Bestimmung  einer 

3.  Wenn  der  Körper  aus  homogenem  E.-grenze  der  ersten  Art  oder  für  voll- 
Stoff  besteht,  so  besitzt  jedes  einzelne  kommen  bleibende  E.  bei  Körpern  ist 
Masse ntheilchen  desselben  eine  gleich  also  unsicher  und  es  wird  für  die  Trag- 
grofse  E.,  daher  verhalten  sich  zwei  fähigkeit  von  Baustücken  der  Coefficient 
Kräfte,  welche  n  Theile  und  m  Theile  für  den  Bruch  zu  Grunde  gelegt  (s.  Bre- 
desseiben Stoffs  um  eine  gleiche  Längte  chungscoefficient  und  Belastung). 

i  ausdehnen  oder  zusammendrücken  wie  pür  die  Untersuchung  der  Elasticitäts- 
m.n,  nnd  die  in  beiden  Stoffen  befind-  g6Setze  hat  man  nach  dem  Vorschlag  von 
liehen  jenen  Kräften  gleichen  E.  verhal-  Thomas  Young  den  Elasticitätsmo- 
ten  sich  ebenfalls  wie  m:w.  dul  eingeführt    Dieser  ist  eine  hypo- 

4.  Es  gibt  keinen  starren  Korper,  der  thetische  Gröfce,  nämlich  diejenige  Kraft 
bis  ins  Unendliche  ausgedehnt  werden  in  pfunden,  welche  erforderlich  ist  um 
kann;  er  zerreifst  und  zwar  bei  der-  emen  gtab  von  1  □  Zoll  Querschnitt  von 
jenigen  anf  ihn  einwirkenden  Zugkraft,  der  Länge  /  auf  die  Länge  2/  auszudeh- 
welct  ie  seiner  Cohasionskraft  gleich  grofs  Qgn  oder  auf  die  Länge  zusammenzu- 
ist  Die  E.  in  einem  Körper  hat  also  pressen,  ohne  dafs  die  Elasticitätsgrenze 
ihre  Grenze  und  diese  hegt  unterhalb  nberschritten  wird,  wenn  also  diese  E.- 
seiner  absoluten  Festigkeit.  grenze  solches  gestattete.  Man  bezeichnet 

Jeder  Körper  hat  2  Elasticitätsgrenzen.  diesen  Modul  mit  E. 
Die  erste  besteht  in  dem  Grade  der  Aus-  j)ie  Lange  /  des  Stabes  ist  gleichgültig, 
dehnsamkeit,  dafs  wenn  dieser  uherschnt-  denn  die  Kraft,  nach  der  Längenrichtung 
ten,  die  Ausdehnung  also  darüberhinaus  des  Stabes  angebracht  wirkt  zwar  unmit- 
vennehrt  wird,  die  Massentheilchen  nach  telbar  nur  auf  das  ihr  zunächst  befind- 
Hinfortnabme  der  Zugkraft  sich  zwar  zu-  iicne  von  ihr  angegriffene  Massenelement, 
sammenziehen,  aber  nicht  wieder  in  ihre  dieses  aber  pflanzt  vermöge  der  nun  er- 
natürliche Lage  zurückkehren,  sondern  haltenen  der  Kraft  gleich  grofsen  Span- 
in einer  grofeeren  Entfernung  als  vorher  ntmg  dieselbe  Wirkung  auf  das  ihm  un- 
von  einander  verbleiben.  Wird  die  Aus-  mittelbar  vorhergehende  Element  fort, 
dehnung  noch  weiter  getrieben,  so  ent-  dieses  dieselbe  Wirkung  auf  das  ihm  vor- 
steht zuletzt  ein  Zustand,  dafe  bei  Hin-  hergehende  dritte  Element  u.  s.  w.,  so 
fortnahme  der  Kraft  gar  kein  Zurück-  dafs  die  Kraft  auf  alle  Massenelemente 
weichen  der  Massentheilchen  statt  findet  des  8tabes  eine  gleich  grofse  Wirkung 
und  diese  Grenze  kann  mit  dem  Znstand,  aU9übt,  die  Länge  des  Stabes  und  die 
in  welchem  der  Korper  eben  aerreifsen  Anzahl  der  Massentheilchen  sei  welche 
will,  gleich  gesetzt  werden.  8io  woiie.  and  wenn  die  Kraft  einen  Stab 

Innerhalb  der  ersten  Grenze  ist  die  E.  von  der  beliebigen  Länge  l  um  /  oder 
vollkommen,  innerhalb  der  ersten  und  auf  2f  ausdehnt,  so  geschieht  dies  da- 
zweiten  Grenze  unvollkommen.  Wird  durch,  dals  jede  2  Massenelemente,  die 
die  erste  Grenze  bei  einem  Korper  über-  der  Länge  nach  neben  einander  um  die 
schritten,  so  hat  der  Körper  seine  na-  sehr  kleine  Länge  i  von  einander  ent- 
turliche  Stractur  verloren,  er  ist  ein  Kor-  fernt  8ind  um  die  Länge  2A  auseinander 
per  von  ganz  anderer  und  untergeord-  gerückt  werden. 

neter  Beschaffenheit  geworden.  6.  Ist  £  gegeben,  so  erhält  man  die 

Innerhalb  der  ersten  Grenze  konnte  vZ*h   „^,A„  V'   e*ak  .„„  i  m/  n 

j         i    ■  t,  „  .  -  ,      .  ••  n„„„,  .      Kraft  ry  welche  den  otab  von  1  u/oll 

demnach  ein  Baustuck  auf  die  Dauer  be-  ~  t  >...   .  _  T  -  .  „rr 

...       j       .       ,  r  .     17      Querschnitt  von  der  Lange  L  um  die 

lastet  werden  ohne  dals  es  mit  der  Zeit  f.       .     ,        .  ,.    t  -  J>  ä  ,  .  .  „ 
„„  rp  ...  ...  tt  .       Lange  /,  also  auf  die  Lange  L  +  I  aus- 

wird    seine    Tragfähigkeit    vermindert,  r.Ä-i.z* 

seine  erste  E.-grenze  ist  geringer  als  sie  woraus  ¥—t~  &  (0 

▼orher  war  una  das  Baustück  mufs  bis  * 

derselben  auf  die  Dauer  entlastet     Ist  /  =  —  L  so  erhält  man  P-  —  ^  (2) 

Ii  * 


Digitized  by  Google 


Elasticität. 


24 


Elasticität. 


Die  Kraft  F,  welche  denselben  Stab 
von  der  Länge  L  um  die  Länge  /,  oder 
anf  die  Länge  L  —  /  zusammendrückt, 
ist  nach  No.  2  gleich  derjenigen  Kraft, 
welche  im  Stande  ist  den  Stab  Ton  der 
Länge  L  —  l  anf  die  Länge  L  auszudeh- 
nen. Daher 

J»  =  r-    E=^~E  (3) 
L  —  I       n  —  m 

Hat  der  Stab  *  ClZoll  Querschnitt,  so 
ist  die  Kraft 


P  =  k!-E  =  k-E 
L  n 


und 


Aus  den  Formeln   1  bi 


ls 


man,  wenn  E  gegeben  ist  bei  einem  8tab 
von  gegebener  Länge  L  die  Länge  /, 
um  welche  bei  gegebener  Belastung  P 
der  Stab  ausgedünnt  und  zusammenge- 
drückt wird,  und  die  Länge  L  +  /  =  £.' 
und  L  -  l  =  L'  auf  welche  beides  ge- 
schieht : 

Nämlich  für  die  Ausdehnung  bei  1 
□Zoll  Querschnitt 

l=EL  (6) 
L  +  l=L>  =  E±?L  (7) 
Bei  AQZoll  Querschnitt 

*  =  &L  (8) 

für  die  Znsammendrücknng  bei  1  OZoll 
Querschnitt 

tl0) 

bei  ArjZoll  Querschnitt 

P  . 


Je  zahlreicher  die  Versuche  sind,  die 
man  mit  verschiedenen  Stäben  desselben 
Stoffs  und  unter  verschiedenen  Belastun- 
gen vornimmt,  desto  genauer  und  zuver- 
lässiger erhält  man  E. 

Man  kann  Versuche  mit  Zusammen- 
pressungen den  vorigen  hinzufügen  und 
nach  Formel  5. 

r   L—IF       v  r 

•  £=~r*T  =  irn;'*T  (15) 

linden,  wenn  L  die  ursprüngliche  Länge, 
V  die  Länge  unter  dem  Druck  P'  be- 
deutet. 

9.  Der  Modul  E  ist  von  der  Tempe- 
E  (5)  ratur  des  Stabes  unabhängig.  Denn  ge- 
setzt ein  Stab  von  der  Temperatur  0° 
b  findet  werde  durch  Einwirkung  von  l°  Tempe- 
ratur von  der  Länge  L  zur  Länge  L  +  l 
-  L'  ausgedehnt,  so  bat  man  nach  For- 
mel 2  die  Kraft  P,  welche  auf  den  Stab 
von  0°  dieselbe  Wirkung  ausübt 


(4) 


Offenbar  ist  diejenige  Kraft,  welche 
diesen  Stab  von  der  nun  ursprünglichen 
Länge  V  auf  die  Länge  L  zusammen- 

Srefst,  dieselbe  Kraft  P.  Geschähe  aber 
iese  Zusammenpressung,  wenn  der  Stab 
durch  Erwärmung  auf  <°  zur  Länge  V 
gebracht  worden  wäre  und  währena  dem 
Bestehen  der  Temperatur  1°,  so  sei  der 
Modul  =  E\  dann  hat  man  nach  Formel  3 

P--L--L~LE' 


L'-L  P  L'-L  „ 
E  =  E' 


/  = 


P+kE 


kE 


(11) 


(12) 
(13) 


L-l  =  L'=P+kE 

8.  Um  den  Modul  E  für  einen  Stoff 
zu  finden,  hat  man  nur  nöthig  Versuche 
zu  machen.  Man  nimmt  den  Stab  von 
*  OZoll  Querschnitt,  von  L  Fufs  Länge, 
belastet  diesen  mit  einem  bestimmten 
Gewicht  P,  miist  die  neue  Länge  V  = 
L  -f  /,  so  hat  man  nach  Gl.  4. 


'also 
oder 

10.  Es  erfolgen  hier  die  Angaben  des 
E.-modul  von  mehreren  Stoffen,  aus  Mo- 
sely- Scheffle r  nebst  den  daneben  gestell- 
ten absoluten  Festigkeiten  derselben  in 
alten  preufs.  Pfunden.  In  der  3ten  Co- 
lumne  sind  die  Quotienten  der  zweiten 
in  die  ersten  Zahlen  angegeben,  welche 
als  Nenner  zum  Zähler  1  die  Quotienten 
der  ersten  in  die  zweiten  Zahlen  und 
damit  zugleich  nach  Formel  8  die  ali- 
quoten Theile  der  Längen,  um  welche 
die  Stoffe  als  Stäbe  bis  znra  Zerreifsen 
ausgedehnt  werden,  bezeichnen. 


'  Abso- 


lute 


Akazie 
Birke  . 
Blei  . 


Festicr- 


1200  000 
1600  000 
730  000 


14  000  86 

15  000,  107 
1  900  I  384 
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jjoaiu  c 

Abso- 
lute 
Festig- 
keitP 

Bronze   

4700000 

34  000 

138 

n  t 

1400000 

12  000 

117 

1800  000 

11  000 

164 

r,i5<»naraht.  .  . 

26000000 

90  000 

289 

1600  000 

18  000 

89 

richte  

2100  000 

12  000 

175 

hscbbein  .  .  . 

840  000 

8  000 

105 

Gafseisen  .  .  . 

1  jOOO  000 

19  000 

895 

f.*  *  # 

1700  000 

12000 

142 

Kupferdraht  .  . 

19000  000 

70  000 

271 

Lerche  

1300  000 

10  000 

130 

>i;ihagoni  spa- 

nisches .  .  . 

1600  000 

14  000 

114 

Messing,  gegos- 

9400  000 

18000 

522 

Messingdraht  . 

1 5000  000 

70  000 

214 

•TVUUHCUtJülSdl 

Suhl  

37000  000 

110  000 

336 

Teakholz    .  .  . 

2500  000 

16  000 

156 

1400000 

15  000 

93 

Weifstanne  .  . 

1900000 

12000 

158 

Zink,  gegossen 

14000000 

8  800 

1591 

Zinn,  gegossen 

4700  000 

4  400 

1068 

Beispiel.  Nach  den  Versuchen  von 
Daleau  kann  das  Schmiedeeisen  im  Mi- 

wmo  nm  0,000441  =-^-,   im  Maximo 

tibi 

0110,001167= nach  Tredgold  um 


0,000714  =  YfÖQ  »einer  Länge  sich  aus- 
dehnen, ehe  es  über  die  Grenzen  seiner 
£  hinauskommt.  In  dem  Art.:  Bela- 
stung ist  angeführt,  da fs  das  Schmiede- 
eisen für  die  Dauer  nur  mit  |A,  d.  h. 
auf  den  OZoll  Querschnitt  nur  mit 
ix 66000  Pfd.  -  11000  Pfd.  belastet  wer- 
den solle.  Hierbei  ist  also  die  Länge  /, 
am  welche  es  sich  bei  der  ursprünglichen 

Länge  L  ausdehnt  =  — -  L  =  — -  L, 

h  6-439         2634  ' 

woraus  hervorgeht,  dafs  für  diese  vorge- 
schriebene Belastung  das  Eisen  noch  in- 
nerhalb seiner  E.-grenze  verbleibt.  Nach 
der  vorstehenden  Tabelle  zerreifst  es  wenn 

M  °m  439  se'ner  f'*n£e  ausgedehnt  wird. 

Elastische  Flüssigkeiten.   Die  G 

haben  mit  den  tropfbaren  Flüssigkeiten 
die  Veränderbarkeit  ihrer  Form  gemein, 
unterscheiden  sich  aber  von  denselben 
dadurch,  dafs  sie  sieb  in  einen  kleineren 
tatiro  zusammenpressen  und  in  einen 
pokeren  Raum  ausdehnen  lassen. 


Elastische  Linie  ist  die  Gestalt,  welche 
eine  nicht  ausdehnbare  vollkommen  ela- 
stische gewichtlose  gerade  Linie  annimmt, 
wenn  sie  an  einem  Ende  unbeweglich 
befestigt  und  an  dem  anderen  Ende  von 
einer  Kraft  zu  Biegung  derselben  ange- 
griffen wird. 

1.  Es  sei  die  gerade  Linie  AB  deren 
ursprüngliche  Lage,  durch  das  an  B  nor- 
mal auf  AB  gerichtete  Gewicht  P  habe 
sie  die  Gestalt  AFC  angenommen,  so  ist 
bei  einer  gleichförmigen  vollkommenen 
Elasticität  der  Linie  deren  Krümmung 
am  Ende  ('  um  so  gröfser,  je  länger  AB 
und  je  gröfser  P  ist  und  bei  gleichblei- 
bendem P  werden  die  Krümmungen  der 
Linie  von  C  nach  A  hin  immer  geringer. 

2.  Die  Krümmung  irgend  eines  Curven- 
elenients  ist  gleich  der  des  zu  diesem  ge- 
hörenden Krümmungskreises  und  da  die 
Krümmungen  der  Kreise  um  so  gröfsei 
werden  je  kleiner  deren  Halbmesser  sind, 
oder  mit  deren  Halbmesser  in  umgekehr- 
tem Verhältnifs  stehen ,  so  verhalten  sich 
die  Krümmungen  der  Elemente  in  der 
elastischen  Linie  umgekehrt  wie  die  zu 
diesen  Elementen  gehörenden  Krüm- 
mungshalbmesser. 

Die  Wirkung  der  Kraft  P  auf  die  Li- 
nie AB,  also  die  Form  der  Linie  AFC 
hängt  nun  zunächst  noch  ab  von  dem 
Grade  der  Elasticität  den  die  Linie  be- 
sitzt, und  diese  soll  dadurch  ausgedrückt 
werden,  dafs  bei  der  normal  auf  AB  in 
Entfernung  =  1  von  A  wirkenden  Kraft 
p  der  Krümmungshalbmesser  in  A  =  r  sei. 

3.  Es  ist  also  durch  die  Kraft  P  in  C 
dieselbe  Krümmung  in  A  vom  Halbmes- 
ser AD  =  r  hervorgegangen.  Bezeichnet 
man  den  zu  der  gleichfalls  durch  P  in  C 
hervorgegangenen  Krümmung  in  F  ge- 
hörenden Halbmesser  FJ  mit  Ä,  stellt 
sich  in  F  diejenige  Kraft  P  wirkend  vor, 
welche  bei  Hinfortnahme  von  P  dieselbe 
Curve  von  A  bis  F  veranlag  wobei  dann 
das  Curvenstück  FC  unbelastet  ist,  bringt 
in  Entfernung  FH  -  1  eine  Kraft  Q  an, 
welche  statt  P'  dieselbe  Krümmung  in 
F  von  dem  Halbmesser  B  hervorbringt, 
so  müssen  nach  dem  Obigen  die  Kräfte 
Q  und  p  sich  umgekehrt  wie  die  zu  F 
und  A  gehörenden  Krümmungshalbmes- 
ser B  und  r  verhalten  oder  es  ist 

Q:p=  r:R 

woraus  Q  - 

Aber  die  Kraft  /'  in  C  bringt  ebenfalls 
in  F  die  Krümmung  vom  Halbmesser  B 
hervor;  zieht  man  also  CK  +  AB,  bezeich- 
net CE  mit  x,  so  hat  man  für  die  gleich 
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grofsen  Wirkungen  der  Kräfte  Q  und  P 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  F. 

1  x  Q  =  xx P 

woraus        x  =     =  g  (1) 

4.  Das  Product  pr  ist  für  jede  elastische 
Linie,  die  immer  nur  eine  materielle  Li- 
nie sein  kann,  eine  Constante,  und  von 
der  Natur  der  Linie,  von  der  Gröfse  R 
der  Elasticität  abhängig.  Man  kann  das 
Product  pr  daher  allgemein  mit  E  be 

zeichnen  und  dann  ist  x  = 


wegen  \  J  =  : ,  so  erhält  man 

öx 

8Jy  9» 
8x«  =  8x 
Die  Gleichung  verwandelt  sich  in 

E  Öx 

und  hieraus 

8; 


[!  +  •*]* 


folglich  das  Moment  xP- 


JE 

P-R 

JB 

A 


/r  8x  =  - 


-      R    C   b'  hx 


(2) 


5.  Nimmt  man  C£  als  Abscissenlinie, 
C  als  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
bezeichnet  EF  mit  y,  so  hat  man  nach 
nag.  188,  Formel  L  allgemein 

.-HP  - 

wo  das  subtractive  Vorzeichen  deshalb 
gilt,  weil  die  Curve  nach  der  Abscissen- 
linie gerichtet  hohl  ist. 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  R  so  ist 
in  Gleichung  2,  so  erhält  man 

9'y 


Nun  ist  fx  öx  =  \x* 
Um  das  rechts  befindliche  Integral  zu 
finden  ist  der  Factor  8»  nöthig,  demnach 

mit  ^  multiplicirt  entsteht 


8*  öx 


(i+  »V  »/(^»V 


8» 


Um  dies  Integral  rational  zu  machen, 
setzt  man 

(1 = 

1  +  i»  =  p»»» 

1 

woraus 


X  =  ! 


E 
H 


öj 


f  •  ♦  Ol 


(4) 


Ans  dieser  DifTerenzialgleichung  sind 
nun  mittelst  Integrirens  die  Differenziale 
von  y  fortzuschaffen  und  y  allein  einzu- 
führen.   Setzt  man  deshalb  der  Kürze 


-  1 

Diese  Gleichung  auf  fi  differenzirt  ent- 
steht 

2*.|i  =  -2/*(/i3-ira 
ou 


woraus 
Nun  ist  also 


8*  f*  , 

8/*~  y% 


9* 


l/<l+»#  JtM'**)*  Jt*  ? 


5i 

8x 


by  Google 
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nnd  folglich 


fiy  nen  Winkels  and  im  Nenner 

$r*=  -  y  —  T=— +  C  (5)  ist  schon  ^*  Regen  1  sehr  unbedeutend, 


I  i »  ("/)'  .,      '*    ,  H 

v        \ox/  vielmehr  unbedeutender 


gegen  1, 


Die  instante  bestimmt  sich  auf  fol-  und  M  jst  mithin  der  Nenncr  =  ,  m 


gende  Weise: 


setzen.    Demnach  hat  man 


Es  ist  y  der  Winkel,  den  die  Tan-  .  ~_  E  öjf 

Ox  i  v a  —  x  )  -  —  •  - 

eente  in  F  mit  der  Abscisse  x  bildet.  ,  ,.          .  , 

für  den  Funkt  ^  ist  >4£  diese  Tangente,  W,rd  diese  Gleichung  integnrt,  so  er- 

and  da  sie  mit  der  Abscisse  4"  läuft,  so  na"  ,nan 

ist  der  Winkel,  den  die  Tangente  m  A  E       .  .  .      t.  _  .  >  .  ... 

mit  der  Abscisse  bildet  -  0.    Setzt  man  Ty~  hJ[a  ~  *  ) "  * (a  *  "  *x  } 

also  die  Länge  CK  =  a ,  so  hat  man  für  woraus 

r  =  a  auch  ^  =  0.    Man  hat  also  y  -  j     (««*  -  Jar3)  (8) 

Ua  =  0  +  C  wo  die  Constante  bei  y  =  0  für  x  =  0,  als 

woraus  "  C  =  *a«  0  fortfällt. 

Werth  substituirt  gibt  ,  7-  Setzt  .mJan         Ordinate  ,4*  für 

yl  =  A,  so  wird  x  —  a  und  es  ist 

f . .  . .    p  . 


hieraus  ist  nun  y  zu  entwickeln.    Man  eine  Gleichung,  aus  welcher  £  durch  Ver- 

erhilt  suche  zu  ermitteln  ist. 

f      /öy\3l    E2/8y\a         8-  Bezeichnet  man  die  Länge  CF  des 

H«Ä  -         1  +  IsT )    ~  pa  IsT  )  Bogens  mit  1,  so  ist  nach  pag.  191  rechts, 

VBx/  J    P  Vö"r/  die  allgemeine  Rectificationsformel 


voraus 


8»    '  MV -»(««-»•)  I* 
-       "=  tp/*       -   *'  m     Di«  W„ra.lg™r,e  pn,ch 

#y  { E*  -  Ka*  -  x'*)  F*        dem  binomischen  Satz  in  eine  Reihe  ent- 
6.  Nach  den  bisher  bekannten  Lehren  wickelt  gibt 
der  Integralrechnung  läfst  sich  dies  In-  /Öy\3  (dy\4 

tegnil  nnr  in  einer  Reihe  darstellen,  de-         1  +  i         -  l  ler  I  +  

reo  Glieder  integrirbar  sind,  ein  weitläu-  algo         VOJV  wx/ 
figes  Verfahren,  welches  die  Entwicklung  y~r       /FhA2     /8iA4  1 

des  Gesetzes  der  elastischen  Linie  in  nur      1=  f  I  1  +  -  iL-    +  ....  \  bx 

wenig  anwendbaren  Formeln^  liefert  und  J  x         öx  J 

daher  nicht  interessirt.   Erwägt  man  da-  °"er 

gegen,  dafs  in  den  Fällen ,  wo  eine  ün-      ÖA  _        /dy\J  /9_y\4 

tersuchung  der  elastischen  Linie  erwünscht      $x         *  \9x/      *         +  "  " 

oder  erforderlich  ist,  diese  immer  nur  in  8y    ,    ,    .  . 

»ehr  geringen  Krümmungen  vorkommt      Da      *enr  kIe,n  Ist»  80  kann  m»n  die 

so  kann  die  Untersuchung  hier  auf  diese  q 

Annahme  beschränkt  werden.  höheren  Potenzen  von  ^  fortlassen  und 

Bei  kleinen  Krümmungen  sind  auch  man  Qa^ 
die  Winkel,  welche  die  Tangenten  mit  /d«\3 
der  Abscissenlinie  bilden  sehr  klein  und  ^  =  1  +  ils^) 

mit  ihnen  die  trigonometrischen  Tangen-  öx  ^öx' 

ten  dieser  Winket   Geht  man  daher  auf  nnd  ^  man  för  9»  ang  7  8ein,nWerth 

dx 


Gl.  5  zurück  so  ist  a~  diese  sehr  kleine 


trigonometrische  Tangente  eines  so  klei-  * ~E{a^  xt)  8eUt 
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Diese  Gleichung  integrirt,  gibt 

i  =  *  +  *»C«1*   l^'  +  l«*]  (io) 

wo  die  l'onstante  fortfallt,  weil  für  x  —  0 
auch  i  =  0  wird. 

9.  Setzt  man  die  Länge  der  elastischen 
Linie  AC=L,  so  wird  x  =  a  und  es  ist 

P»  . 


oder  L    a  -f  i'a 


f.- 


00 


Aus  dieser  Gleichung  läfst  sich  auch 
CK=a  finden,  wenn  /tfl  =  /-  und  wenn 
/*  und  fC  gegeben  sind. 

Ist  A  gegeben,  so  hat  man  aus  9: 
P  3A 
R  =  a1 

Diesen  Werth  in  Gleichung  11  sub- 
atituirt  giht 

■ 

Der  Unterschied  zwischen  L  und  «, 
nämlich  zwischen  AB  =  AFC  und  C/f  ist 
also  bei  kleinen  Krümmungen  der  Linie 
sehr  gering. 

II.  Eine  materielle  elastische  Linie 
ACB>  deren  Gewicht  auf  die  Längen- 
Einheit  =  G  ist,  liegt  mit  ihren  in  einer 
Horizontalen  befindlichen  Endpunkten 
frei  auf  Unterstützungen.  Zwischen  die- 
sen an  einem  Punkt  C  wirkt  ein  Gewicht 
P;  es  soll  die  Gestalt  der  elastischen  L. 
bestimmt  werden  unter  der  Bedingung, 
dafs  die  Krümmung  in  Folge  der  Bela- 
stungen nur  gering  ist. 

Die  Entfernung  Ali  beider  Unterstützun- 
gen von  einander  sei  =  c,  der  Abstand 

Fig.  002. 


AD  des  Gewichts  P  von  .4  sei  -  a,  die 
Pressungen,  welche  die  Unterlagen  er- 
leiden, seien  Q  und  Q'\  für  irgendeinen 
Punkt  H  seien  AF  und  HF  die  Coordi- 
naten  x  und  y.  Bei  der  geringen  Krüm- 
mung in  H  sind  die  Längen  AH  -  x  und 
AHB  =  r  zu  setzen  ;  dann  sind  die  auf  AH 
und  AHB  gleich  vertheilten  Gewichte  -  xG 
und  cf7. 

2.  Setzt  man  den  Krümmungshalbmes 

ser  in  H-R  so  ist  nach  Gleichung  2 

f.; 

das  Moment  der  Elasticität  in  //  =  ^ ; 

dies  ist  aber  offenbar  im  Gleichgewicht 
mit  dem  Gegendruck  Q  und  dem  Ge- 
wicht xG,  deren  Momente  sind  Qx  und 
xG  •  J.r,  daher  hat  man 


E 


=  Qx  -  \  Gx* 


0) 


Nach  No.  I.  Formel  3  hat  man 


>®1 


I 


(2) 


welche  sich  nach  No.  t»,  indem  gegen 

1  sehr  klein  und  wegzulassen  ist,  in  die 
Formel  abändert 


9x> 


(3 


Diesen  Werth  in  Gleichung  1  gesetzt 
gibt 


-  E 


o2y_ 


,=  Qx  -  ±Gx* 


(4) 


woraus 


ax 

-  h  Q**  ~  i  G**  +  C  (5) 
ist  die  trigonometrische 

Tangente  des  Winkels  den  die 
Curventangente  in  H  mit  AB 
bildet.  Setzt  man  x  =  AD  —  a 
und  bezeichnet  den  Winkel 
zwischen  der  Tangente  in  C 
und  AB  mit  rr,  so  hat  man 
aus  Gl.  6 

-Etg«=\Qa*-lGx*+C  (6) 

Zieht  man  diese  Gleichung 
von  Gleichung  5  ab,  so  erhält 
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-  E  (J|  -  lg  n)  =  i  Q  (*»  -  «i«)  -  J  G  t>*  -  fl3) 


(7) 


woraus  integrirt  die  Gleichung  entsteht 

*o  keine  Constante  hinzukommt,  weil  die  Gleichung  für  den  Bogen  BCH,  wenn 

für  x  =  0  auch  y  =  0  ist.  man  B  als  Anfangspunkt  der  Abscissen, 

3.  Dies  ist  die  Gleichung  für  den  be-  BF=x')  BD-r-a,  Q'  für  Q  uud  a  = 

liebigen  Bogen  ^//.    Man  erhält  offenbar  180°-«  setzt.  Also 

Setit  man  die  Ordinate  CD-b,  so  wird  in  01.(8)  y  =  b  für  x  =  a  und  in  Gl. 
(9)  y  -  I  für  x'  =  c  -  a.    Man  hat  also 

-  E(b-alg  a)  -  -  i«3  Q  +  J«4  C  (10) 

-  E[6  +  (c-a)lo«]  =  -Hc-<0a<?'+K*-«}4'''  (U) 
I)ie  zweite  Gleichung  von  der  ersten  abgezogen  gibt 


s 


-  r. 


(12) 


4.  Sind  also  die  Gröfsen  Q  und  Q'  be- 
kannt, so  sind  auch  fr,  hiermit  b  und  die 
Gleichungen  für  die  Bogen  AC  und  BC  woral,s 
gegeben. 

Nimmt  man  zu  diesem  Behuf  A  und 


2.    r(?  =(«-«) f  4  ir'G 
c  —  « 


/»4  JrC 


(13) 
(14) 


als  Momentenpunkte,  so  hat  man 
l.  eQ'=aP+\c*G 


Diese  Werthe  in  Gleichung  12  gesetzt 
und  reducirt  gibt 


cEtgt<=  J«(c-a)(c-2a)P+,«l[(c-a)a(f +3«)  -  a»(4c-  3a)]  C  (15) 


5.  Nach  Gleichung  1  ist 


jenigen  x  statt,  für  welches  ()x— JCx1 
ein  Maximum  wird. 


Setzt  man  Qr     \Gx*  =  t 
das  Miuimum  von  R ,  d.  h.  die  gröfste  so  jst 


Krümmung  der  Linie  findet  bei  dem 
aLofür  ».£..*r(«=fp+|*). 


8* 

c- a  P_ 

~T~  '  G 


ss  Q  -  Gx  s  0 


III.  Eine  materielle  gewichtlose  elasti-  ACB  in  die  gerade  Linie  AB  über.  An 
*cbe  Linie  ACB  ist  mit  einem  Ende  A  statt  der  Befestigung  in  A  denke  man 
unbeweglich  befestigt  und  liegt 

mit  dem  anderen  Ende  B  frei  Fig.  808, 

auf  einer  Unterstützung,  beide 
Enden  A,  B  in  derselben  Ho- 
rizontalen. In  irgend  einem 
Punkt  C  der  Linie  zwischen 
den  Endpunkten  ist  ein  Ge- 
wicht P  aufgehängt;  die  Ge- 
stalt der  Linie  zu  bestimmen, 
«enu  die  Krümmung  in  Folge 
der  Belastung  P  nur  gering  ist. 

Die  Entfernungen  AB  und 
AD  seien  wieder  c  und  a. 
Wird  du  Gewicht  P  hinfort- 
geiioramen ,  so  geht  die  Linie 
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sich  daselbst  eine  blofse  Unterstützung,  wicht  R  einzufahren  ist.    Es  seien  für 

die  Linie  über  A  hinaus  verlängert  und  den  Punkt  H'  die  Ordiuaten  BF*  und 

in  der  Entfernung  AG  =  1  ein  Gewicht  WF1-xl  und  y,;  der  Krümmungshalb- 

A  angebracht,  welches  mit  der  Befesti-  „,          .      E  ,  „ 

eung  in  A  dieselbe  Wirkung  auf  die  niesser  für  ff  =    so  ist  —  das  Moment, 

Linie  ausübt  ;  ferner  setze  man  die  Wi-  mit  welchem  der  Bogen  BH'  in  H'  der 
derstände,  welche  die  Unterstützungen  Biegung  widersteht  und  dieser  ist  im 
A  und  B  den  Vertikalpressungen  ent-  Gleichgewicht  mit  dem  alleinigen  Mo- 
gegensetzen =  Q,  Q'.  ment  ron  Q'  in  Beziehung  auf  F'  also 

Nimmt  man  wieder  für  den  beliebigen  mit  ()'•*,.   Man  hat  demnach 

Punkt  H  die  Ordinaten  AF  und  FH  =  x  /j  §xyt 

und  y,  setzt  den  Krümmungshalbmesser  —  =  _  &  f\Z~i  =  Q' x i  W 

der  Linie  in  H  =  r,  so  ist  nach  I,  Glei-  .    e  .  L  °*1 

chung  2  das  Moment  mit  welchem  der  ™™us  integnrt 

Bo|en  AH  in  H  der  Biegung  widersteht  ^£^ll  =  ^Q>x  J+C  (10) 

=  —  und  dies  ist  offenbar  im  Gleichge-  ®*1 

r  Zur  Bestimmung  der  Constante  hat 

wicht  mit  den  Momenten  der  Kräfte  Q  man  nicht  wie  ad  1  für  den  Punkt  A  die 

und  R  in  Beziehung  auf  den  Punkt  F\  Tangente  für  den  Punkt  ß  in  AB  bele- 

d.  h.  es  ist  gen,  man  mufs  vielmehr  wie  in  der  Un- 

E  _n      o  ,    ,  t\           /t\  tersuchung  II.  auf  den  Punkt  C  zurück- 

—  -  yx  -  II  (x  +  l)           (l)  gehen    ßezeicnnet  man  ttier  Jen  Winkel 

Nun  ist  zugleich  zwischen  der  Tangente  in  C  und  AB  für 

.     R_  p_  n,              m  den  Anfangspunkt  B  der  Absassen  mit  a 

1  x  K  —  ar    cv              V)  s0  jst  dessen  trigonometrische  Tangente, 

und        Q  +  Q'  =  P+R                 (3)  wenn  für  x,  der  Werth  c-a  gesetzt 

«m.     0  =  FC  +  D  -  £<< r  +  1)       W  winl ,  =  I»,.    „>n  hat  ^ 

Substitmrt  man  diese  Werthe  Ton  Q  9x1 

und  P  in  Gl.  1,  so  erbalt  man  —  Etg  a-  ±Q'  (c  -  a)»+  C  (11) 

—  =  (x-<i)P-(x-c)e'  (5)  v?n  dieser  016  Gleichung  10  abgezogen 
r                            '  gibt 

Nach  No.  II,  Formel  3  für  r  den  Nähe-  F^a_        =      [X|>  _  (c-«)«]  (12) 

rungswerth  ^       gesetzt,  ents  Hoch  einmal  integrirt  entsteht 

Ö*»  Ä(*,l»«-f.)=WC>*,>-(e-«),*.](l3) 

_  jj  ^  _  ^  _  a)  p  _  (j.  _  c)  q'  wo  die  Constante  fortfällt,  weil  für  ar,  =0 

8*'  auch  y(=0  wird. 

,      pö*y_.       x  p    -       »n»    /c\  Um  diese  Gleichung  für  den  Bogen 

od«  E^  =  (a-x)P-{c-x)Q     (6)  ÄJJ,  ^  ^  ßr  den*Bogen  QJne 

diese  Gleichung  integrirt  gibt  gjWe  wn  <y  «  zu  erhalten  hat  man  für 

ft  Gl.  7,  wenn  man  x  =  «  setzt, 

öx  .  "  =  fo  (180  -  a)=  - /oal 

indem  die  Constante  fortfällt,  weil  für  9* 

x  =  0  die  Tangente  in  dem  Punkt  A  in  also    -Etg a  =  ld* P-(ac-±a7)Q'  (14) 

die  Abscissenhnie  j4ä  fällt,  mit  v4Ä  also  Djege  Gleichung  mit  x,  multiplicirt, 

den  /_  =  0  bildet,  dessen  trigonometrische  Gleichung  13  addirt  und  entgegengesetzte 

Tangente  %*  also  ebenfalls  =  0  ist  Vorzeichen  genommen  gibt  Sie  Gleichung 

»       9*  für  den  Bogen  BH 

Gleichung  7  noch  einmal  integrirt  gibt  £y'  =  -*a**-,  P+(fe»x,-  *x,»)(>'  (15) 

die  Gleichung  für  den  Bogen  AH  3  getft  man>  wie  in  n  3)  die  0rdj. 

=  (|ox*  -  Jx3)  P-  ({ex*  -  Ix1)  0'   (8)  nate  CD  =  6,  so  erhält  man  aus  Gleichung 

wo  ebenfalls  die  Constante  fortfällt  weil  8  die  Gleichung  für  den  Bogen  AC  wenn 

für  x  =  0  auch  y  =  0  wird.  man  darin  x  =  a  setzt,  und  aus  Gleichung 

2.  Die  Gestalt  eines  Bogens  BH'  too  ^      Gleichung  für  deu  Bogen  Bf  wenn 

dem  zweiten  Endpunkt  B  ab  genommen,  JT'.T(c    2  8ei£   Man  erhalt 

wird  eine  andere,  weil  hier  keine  Befesti-  die  Gleichung  für  AC: 

gung  statt  findet  und  mithin  kein  Ge-  Eb  =  4a»  P-  ^J(3c-  a)  Q'  (16) 
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die  Gleichung  für  BC 

Eb  =  -  ^a»  (c-a)P  +  Kc-a)  (2c»  +  2ac  -  a*)Q'  (17) 

Setzt  man  beide  Werthe  von  Eb  ein-  n     1  r  , 
ander  gleich,  so  erhält  man  Q  =  2?  [<<«+l)(2c'-3a»)+(c+l)«']  P  (19) 

n>      a*  /*         d  4'  ®etzt  man  m  G  laichung  5  den  Werth 

V  -ip-(3c-fl)"  (18)  von  Q'  aus  Gleichung  18,  so  hat  man 

und  aus  Gleichung  4  —  =  (x  ~  a)  P-f  (c  -  x)      (3c  - a)  P 

r  2c* 

oder  E  _2c'-q»(3c-q)  q» (3c - a)  -  2ac» 

0061  ~-.  2c»  PX  +  2?  P  0°> 

Der  gröfrte  Werth,  den  a  annehmen  E        c5-*«  _       (c  — *)« 

kann  ist  =  c,  d.  h.  das  Gewicht  P  wird  T~  =  * '  ~2~^~     ~  5  P 

in  B  aufgehängt,  und  es  entsteht  für  n          .  , 

jg  Da  2  kleiner  angenommen  ist  als  c,  so 

« =  c  auch  für  —  der  Werth  =  0.  ist  das  erste  Glied  mit  dem  Factor  Px 

r  immer  positiv ,  das  zweite  Glied  mit  dem 

Schreibt  man  für  a  den  Werth  (c-*)  Factor  P  immer  subtractiv.    Die  Glei- 

«o  entsteht  aus  Gl.  20  chung  20  ist  also  zu  schreiben 

B     2c*-'q»(3c  -  q)    _      2qc>  -  q«(3c  -  q)  „ 

T=  2?  PX  2c*   P  <21> 

Für  a?  =  0  also  für  den  Punkt  A  wird      ,  2c*£ 

£  und    r'  =  p  (25) 

—  negativ,  es  ist  also  r  negativ  und  o(2e— a)(c  — a) 

folgüch  ist  in  A  die  Krümmung  der  Li-  hJbmSÄ 
tue  entgegengesetzt,  d.  h.  nach  oben  zu  aU8  23  und  25 


r':r  =  q(3c-a):c(2c~q) 
Wachst  aber  x  von  0  ab,  so  wird  —  rl  in  j4  wächst  von  q  =  0  bis  a=\c  wo 

r  r1  ein  Maximum  ist;  a  kann  aber  höch- 
ster und  es  entsteht  ein  Werth  —  =  0  8te_ns  =  c  werden  und  r1  wird  um  so 

,    .   ni.  .        m      9      3   r ,    ,  gröfser,  also  die  Krümmung  in  A  um  so 

wenn  beide  Glieder  rechts  einander  gleich  geringer,  je  weiter  P  von  A  entfernt  ist. 

werten  also  für  r  in  C  nimmt  mit  dem  Wachsthum  von 

2qc*  -  q»  (3c  -  a)  «  immerfort  ab. 

2c*  -  q*  (3c  —  a)       K   '     Beide  Krümmungen  sind  einander  gleich 

Für  dieses  *  wird  r  =  ±  »  und  der  WeDD 
Punkt  der  Linie  für  *  in  Gleichung  22  « (3c  -  «)  =  <?  (2c  -  q) 

ist  ein  Wendungspunkt.    Von  hier  oder  wenn   q« - 4qc  +  2cs  =  0 

ab  wächst  —  UI1d  r  nimmt  ab  bis  zu  al*°  WOnQ      «  =  2) 

r  6.  Setzt  man  die  Werthe  von  Q'  (Gl.  18) 

«  =  «wo-am  gröfsten  und  also  r  am  in  G1,  U»  80  erhält  man 

kleinsten  wird.    Und  zwar  ist  für  *  =  q      E  *9  «  =      (c  -  «)  (4ac  -  2ca  -  q«)  P 
£  q' 

—  =      (c  -  q) (3c  -  q)  P  wo  Ä  Anfangspunkt  der  Abscissen  ist, 

r     *c  also  die  Winkelspitze  des  spitzen  von 

und  r  in  r  -  ?c*^   /oo\  ^  nac*1  *  *"n  Hegt.    Nimmt  man  a  wie 

q«(c  -  q)(3c  -  q)  P     (2J)  ad  11  ^r  den  Anfangspunkt  A  der  Abs- 

a„  zu  •  v  v  .         -  cissen,  dann  ist 

Aus  Gleichung  21  hat  man  für  x=0  at 
*l»ofür  den  Punkt  A  E  tg  a  =  — ,(c  -  q) (2c3»  +  q»  -  4qc) P 

Ig  aqc'-q'gc^-q)  der  Z  ableibt  so  lange  spitz  als  2c»+q»>  4« 
»■,                2c'                   ^     Für   2c*  +  q'  =  4ic 
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Bei  vorausgesetzter  nur  geringer  Krüm- 
mung hat  man  dann  wie  No.  II.  und  III. 

Gleichung  1 : 

—  =  Q  (c- x)-  P(a  -  x)- R  (c+l  -  x)  (\) 


1 


r  = 


also 


E 


=  E 


,0' 


0. 


und  inte- 


also  für  a  =  c{2  -  \>2)  -  0,586c  wird  a  = 
180°,  d.  h.  die  Tangente  läuft  +  mit  AB. 

Es  ist  dies  nach  No.  5  derselbe  Ort  C 
für  das  Gewicht  P,  in  welchem  die  Krüm- 
mung der  entgegengesetzten  inA  gleich  ist. 

IV.  Eine  elastische  Linie  ist  mit  ihren 
horizontal  liegenden  Endpunkten  A,  B 
unbeweglich  befestigt.  Wenn  in  einem 
Punkt  C  der  Linie  das  Gewicht  P  auf- 
gehängt wird,  so  kommt  die  Linie  aus 
der  geradlinigen  Richtung  AB  in  die  ge-  grirt 
krümmte  ACB,  die  Gleichung 
für  diese  Linie  aufzustellen. 

Wegen  der  Befestigungsweise 
senkt  die  Linie  sich  so,  dai's 
die  gerade  Linie  All  an  beiden 
Endpunkten  A  und  B  Tan- 
gente an  derselben  wird. 

Wie  in  den  vorigen  Unter- 
suchungen seien  AB  =  c,  die 
Coordinaten  AD  und  I)C  —  a 
und  b,  die  Coordinaten  .4P  und 
h'H  für  einen  beliebigen  Punkt 
/#  seien  x  und  y.  Im  II  sei 
wie  hei  A  in  No.  III.  statt  der 
Befestigung  eine  Unterlage  uud 
in  der  Entfernung  /IG  =  1  in 
G  das  Gewicht  Ii  angebracht, 
der  Druck  auf  diese  Unter- 
stützung =  Q. 

f)  Ii 

wo  die  Constante  wegfällt,  weil  für  x  =  0  auch  g*  als  trigonometrische  Tangente 

des  Winkels  zwischen  ACB  und  AB  =  0  ebenfalls  =0  wird. 
Noch  einmal  integrirt  gibt 

-  Ey  =  (lex»  -  ix»)  Q  -  (4ax2  -  ft«3  P  -  [*  (c  +  l)xa  -  ix3]  R  (3) 
wo  wiederum  die  Constante  wegfällt,  weil  für  x  =  0  auch  y  =  0  wird. 

Setzt  man  wieder  den  Winkel  den  die  Tangente  in  C  mit  AB  bildet  =tt,  so 
hat  man  x-AD  —  a  gesetzt  aus  Gl.  2  und  3 

-  E  tg  a  -  (ca  -  fr*)  Q  -  Jrf  P-  [(c  +  1)  a  -  Ja«]  Ä  (4) 
-  E  b  =  (Jca3 -  ia3)  Q  -  4<i3  P -  [*(*  +  H  «'  -        *  (5) 


Pig.  601. 

r 

0 

4 

^^^~jT-  c^ 

p 

-  (ax  -  ix3)  i3  -  [(c  +  1)  x  -  Jx3]  Äj 

(2) 

Sind  für  einen  Punkt  //'  zwischen  B  wo  aus  denselben  Gründen  wie  für  Gl.  2 

und  C  die  Ordinaten  BF*  und  FW  =  x,  und  3  in  heiden  Malen  die  Constante 
und  y,  so  hat  man  wegfällt. 

Mm  Setzt  man  x.=c—a  so  wird 


0x,; 

hieraus,  2mal  hinter  einander  integrirt 

-E^*'  -^xl*V-Uxt*  +  x)R  (7) 
-£yt  =  i*,3P-(iV+i-0/f  (8) 


El  =     (180°  -  a)  =  --  tg  «  uud  y,  =  b. 

Mau  hat  demnach  aus  den  Gleichungen 
7  und  8 

Etga=\{c    a)*Q-  (r    «)(^  +  (9) 


-  fit  =  i  (c  -  «)s  (>  -  {  (r  -  «)"  (na{3)Ä  (10) 

Addirt  mau  beide  Gleichuugeu  4  und  9  und  setzt  beide  Werthe  -  Eb  in  Glei- 
chung 5  und  10  einander  gleich,  so  erhält  mau  reducirt 
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0  =  c*Q  -  a'P  -  c  (c  +  2)  R 

0  =  c3  (c  -  3a)  Q  +  2a*P  -  e  (c*  -  3ac  +  3c  -  6a)  Ä 


Haltiplicirt  man  Gl.  11  mit  (c  -  3a), 
zieht  dann  die  Gleichung  von  der  Gl.  12 
ab,  so  erhält  man 

Ä  =  £(c-a)P  (13) 
c 

and  hiernach  ans  Gleichung  11 

Q  =  ^  (c3- ac  +  3c- 2a)  />(14) 

Durch  die  Einsetzung  der  Werthe  Q 
und  Ä  in  die  Gleichungen  1  und  6  las- 
sen sich  alle  Krümmungshalbmesser  durch 
P  und  E  ausdrücken.  Ebenso  findet  man 
die  Ordinaten  y  und  y.  durch  E  und  P 
bestimmt,  nenn  man  die  Werthe  von  Q 
und  R  in  die  Gleichungen  3  und  8  sub- 
stituirt. 

Setzt  man  die  Werthe  von  Q  und  R 
in  die  Gleichung  4  oder  9  so  erhält  man 

(c-2a)(c-a)*a> 
r.  lg  «  =  — 


(11) 
(12) 

(1) 


2c' 


Diese  Tangente  bleibt  positiv  so  lang 
n  ■  *c;  für  f»  =  \c  wird  sie  =0,  d.  h.  di 


Tangente  läuTt 
nie  AR. 


+  mit  der  Abscissenli- 


V.  Eine  materielle  Linie  ist  in  den  3 
horizontal  liegenden  Punkten  A,  B,  C 
unterstützt,  auf  dieselbe  ist  ein  Gewicht 
gleich  mäfsig  vertheilt,  so  dafs  auf  die 
Längeneinheit  das  Gewicht  G  kommt. 
Die  Pressungen  Q>  Q\  Q"  zu  bestimmen, 
welche  die  3  Unterstützungen  A,  B,  C 
za  erleiden  haben  wenn  die  Krümmun- 
gen der  Linie  nur  gering  sind. 

Ist  die  Länge  AC  =  c,  AB  =  a  und  sind 
die  Coordinaten  AF,  FH  eines  beliebigen 
Punktes  H  =  x  und  y  so  hat  man  wie 
früher 

Fig.  605. 


r 

integrirt 


Ist  der  Winkel  der  Tangente  in  B  mit 
AB  =  n  so  ist  für  x  =  a 

-Etga  =  ±Qa*  -  iGa»  +  C  (2) 

Beide  Gleichungen  mit  einander  ver- 
bunden 

~E(^x-tgayiQ(^-a^-iGix*-a*)  (3) 

und  noch  einmal  integrirt 
-  E  {y  -  x  lg  «) 

=  W  (*J  -  3a  »*)  -  &G  (*4  -  4«  >*)  (4) 
wo  C  =  0 ,  weil  für  x  =  0  auch  y  =  0  ist. 

Für  x  =  a  wird  ebenfalls  y  =  0  und 
man  erhält  daher  zur  Bestimmung  von 
tg  « 

Etga  =  -  ka'Q  +  ia'Q  (5) 

2.  Nimmt  man  die  Gleichungen  für  den 
zweiten  Bogen  BC  und  C  zum  Anfangs- 

Smkt  der  Abscissen,  so  erhält  man  ganz 
eselben  wenn  man  c  —  a  für  a,  Q" 
für  Q  und  180°  —  a  für  a,  also  —  tg  a 
für  tg  «  setzt ;  also  für  Gleichung  5  er- 
hält man 

-Etga=-Kc-a)'Q"+l(c-afG  (6) 
Durch  Addition    beider  Gleichungen 
verschwindet  E  und  ig  a  und  man  erhält 

+  *[«'+  (c -«)•]<?  (7) 
Aufser  dieser  Gleichung  liefert  noch 
die  Statik  2  Gleichungen 

<?  +  0'+0"  =  cC  (8) 

und  den  Punkt  B  zum  Momentenpunkt 
genommen  s 

aQ-  \atG=(c-a)Q"-Uc-a)*G  (9) 
Aus  Gleichung  9  er- 
hält man 

C  ~ ~  ft 

Substituirt  man  diesen 
Werth  in  Gl.  7,  so  er- 
hält man 
_  a"+3ac-c* 

<?  =  \a    a  od 

Diesen  Werth  in  Glei- 
chung 1 0  substituirt,  gibt 
Äl,  aJ-5ac+3c» 

und  endlich  mit  Hülfe 
von  Gleichung  8,  II  und  12. 


c(c*+  ac-  q») 
V  a  (c  -  «) 


(13) 


III. 
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3.  Setzt  man  den  Werth  von  Q  in  Gl.  5. 
oder  den  von  Q"  in  61.  6  so  erhält  man 

A«(e -«)(<?  — 2o) 

Dieser  Ausdruck  wird 
=  0  bei  a  =  $<:,  wenn  also 
die  Unterstützung  B  zwi- 
schen A  und  C  in  der 
Mitte  liegt.  Für  a  ■  $c 
wird  tg  a  negativ,  sie 
macht  also  in  B  mit  AB 
einen  spitzen  Winkel  und 
daher  tritt  die  elastische 
Linie  nach  C  hin  über  die 
gerade  Linie  HC  hinaus. 
Bei  a  ■  J r  ist  tg  «  positiv, 
sie  macht  also  in  B  mit 
AB  einen  stumpfen,  mit  HC  einen  spitzen 
Winkel  und  tritt  daher  von  B  ab  nach 
A  hin  über  die  Linie  AB  hinaus. 

VI.  Eine  materielle  Linie  AB  von  der 
Länge  2c,  deren  Gewicht  wie  ad  V  =  2cÖ 

gleich  vertheilt  ist,  liegt  auf  4  horizontal 
endlichen  Unterstützungen,  von  denen 
jede  der  mittleren  von  der  nächsten  äufse- 
ren  Unterstützung  um  die  Länge  AC  = 
DB  =  a  entfernt  ist,  die  Pressungen  zu 
bestimmen,  welche  jede  der  Unterstützun- 
gen zu  erleiden  hat,  wenn  die  Krümmun- 
gen der  Linie  nur  gering  sind. 

Die  Pressungen  auf  A  und  B  seien 
=  Q,  die  auf  C  und  D  =  Q'-f  wie  früher 
■ei  AF-  * ,  FH  =  y,  so  hat  man  die  Glei- 


chung in  Beziehung  auf  den  Momenten- 
punkt // 

Fig.  606. 


diese  Gleichung  integrirt 

-  E^^iPi'-lGx'+Constante  (2) 

Der  Winkel  den  die  geometrische  Tan- 

?ente  an  der  elastischen  Linie  iu  dem 
unkt  C  bildet,  sei  « 

•  *  *-  Oy 
so  ist  für  x  =  a;       =  lg  n 

hieraus  entsteht 

Et9«  =  ld*Q  -  la*G  +  Constante  (3) 

Eliminirt  man  die  Constante,  indem 
man  Gl.  2  von  3  abzieht,  so  erhält  man 


noch  einmal  integrirt 

E  (j(  -  x  tg  a)  =  J  (3a  »x  -  x3)  Q  -  j4  (4a  Jx  -  x«)  Q 


(4) 

(5) 


wo  für  x  =  0  auch  y  =  0  und  folglich  zu-  -  Ealga  =  \a3Q  -  ±0*0  (6) 

gleich  die  Constante  =  0  wird.  2  För  eineQ  punkt  K  dessen  Ab§d)|it> 

Für  x  =  a  wird  wiederum  y  =  0  daher  von  dem  Mittelpunkt  M  aus  genommen, 
hat  man  zur  Bestimmung  der  t 9  a  aus  M J  =  x,  und  dessen  Ordinate  JA'=  yt  hat 
OL  5  man,  K  zum  Momentenpunkt  genommen : 

~  Älx7=  71 =  (c " *») •  +  (c~  a  ~ x->   ~  K« - (7) 

diese  Gleichung  integrirt  gibt 

~  E  g£j  =  (C*»  "         <H  [(c  -«)*,-  fr,»]  <?'  +  H'  -  *,)JG  +  C  (8) 

Für  x'  =  c-a,  also  für  den  Punkt  C  wird  der  Winkel,  den  die  geometrische 
Tangente  mit  AB  bildet  =  180°  -  o  folglich  dessen  trigonometrische  Tangente 

=  —  tg  a  =     \    Man  hat  demnach: 
Ox, 

E  tg  m  =  |  (c»  -  a«)  0  +  i  (c  -  a)«  0'  +  | a'C  +  C  (9) 
Gleichung  8  von  H  abgezogen  eliminirt  Constante  und  es  entsteht 

^[gfr  =       -*,)'-«']  0+{(c  -a-xl)'^'-|-i[«»-(r-xl)'](?  (10) 
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Noch  einmal  integrirt  entsteht 

E  [y  i  +  * .  tg  a]  =-  i  [(c-x ,  )3  +  3a'* ,  ]  Q~i  (e-a-x , )*Q  +  £  [4as* ,  +  (c-xt    <?+C  ( 1 1) 

Zur  Bestimmung  der  Constaute  hat  man  für  x,  =(c-a)  also  für  den  Punkt  C, 
y,  =  0  daher 

E  (c  -  a)  lg  a  -  -  •  (3afc  -  2a3)  Q  +  ^  (4a3e  -  3a4)  C  +  C  (12) 


Diese  Gleichung  durch  Suhtraction  mit 
Gl.  1 1  Terbunden  gibt  eine  Gleichung  für 
«i  bei  gegebenem  fr,  wenn  Q  und  Q' 
bekannt  sind,  welches  dann  die  Gleichung 
für  den  Bogen  CD  ist,  wie  Gleichung  5 
für  den  Bogen  AC  gilt. 

3.  Um  Q  und  Q'  zu  finden  ist  Gl.  10 
anzuwenden.    Da  nämlich  M  die  Mitte 


zwischen  C  und  D  ist,  und  da  in  C  und 
D  die  Pressungen  gleich  grofs  sind,  so 
ist  der  unter  M  befindliche  Curvenpunkt 
ganz  gewifs  zwischen  C  und  D  der  tiefste 
und  dessen  Tangente  läuft  +  mit  AB. 

Setzt  man  also  x ,  =  0,  so  wird  ~—  =  0. 


Man  hat  demnach  aus  Gl.  10: 


8 


E  tg  «  =  *  (c3  =-  •»)  p  +  *  (c  -  a)»  0'  -  J  (c3  -  a3)  C  (13) 
Diese  Gleichung  mit  a  multiplicirt  und  zu  Gleichung  6  addirt,  gibt  reducirt 

0  =  4  (3c*  -  «»)  Q  +  12  (c  -  a)*  <?'  -  (4r3  -  a3)  G  (14) 


Nun  liefert  noch  die  Statik  die  Glei- 
chung 

2Q  +  2Q'  =  2cG 
woraus  Q'-cG-Q  (15) 

Diesen  Werth  in  Gl.  14  gesetzt  ergibt 


Q  = 


24acJ-  12a*c-  8c>  - 


8a  (3c  -2a) 

Diesen  Werth  in  Gleichung  15  gesetzt 
ergibt 

8c»  +  q»-4q'c 

v       8a  (3c  -  2a) 

4.  Setzt  man  den  Werth  von  Q  in 
Gl.  6,  so  erhält  man 

a(24ac"-  21  aac- 8  c»+  5a3)  _ 

-*»"=  24(3,-8«)  ° 

Für  a  =  c  wird  £  lo  a,  also  lg  n  =  0. 

Um  zu  erfahren,  für  welche  Werthe 
von  a,  tg  a  positiv  und  negativ  wird, 
setze  man  a  —  c—%  so  erhält  man 

Für  s  =  —  c  =  0,3798  •  c  wird 

5 

die  Klammergröfce  und  mit  derselben 
lg  a  =  0 ;  also  wenn  a  =  0,6202  c  (nahe  Je) 
also  wenn  vir  nahe  l  AM  oder  wenn 
AC-.CM  nahe  =  3:2  so  fallen  die  Tau- 
genten in  C  und  D  mit  AB  zusammen. 

Für  a  <  0,6202  c  wird  fo  «  positiv,  der 
Bogen  bei  C  hat  die  Lage  des  ßogens 
AH  und  die  Linie  tritt  zwischen  C  und 
A  über  die  Linie  AB  hinweg.  Für  a> 
0,6202  wird  lg  a  negativ,  der  Bogen  bei 
C  hat  die  Lage  des  Bogens  von  //  nach 
C  hin  und  die  Linie  tritt  von  C  nach 


M  hin  über  AB  hinweg.  Dasselbe  findet 
bei  D  statt. 

Für  *=  jc  =  0,4c  wird  Elga  =  +  ~c* 

F ü r  s  =  0,35  c  wird  E  tg  a  =  -  0,00908 .  c* 

VII.  Eine  materielle  elastische  Linie 
AB  steht  senkrecht  auf  einer  festen  Ebene 
/•"/'.  Eine  auf  //  in  der  Richtung  der 
Linie  angebrachte  Kraft  /'  unterhält  eine 
geringe  Krümmung  derselben,  so  dafs 
die  Linie  die  Form  BDA  annimmt,  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  zu  finden. 


Fig.  607. 
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Es  sei  die  Länge  AB-cy  AB  die  Ab- 
scisseulinie,  B  der  Anfangspunkt;  für 
einen  beliebigen  Punkt  D  sei  BC  =  x, 
CD-  y.  Dann  ist  für  den  Punkt  D  das 
Moment  der  Kraft  =  Py,  das  Moment  der 

3* 


Elastische  Linie. 


36    Elemente  der  Bahn  eines  Planeten. 


Elssticität=^  =-  E^  und  für  's  Gleich- 


gewicht 


Rp-bp 

ÜX  ÖX 


Um  die  Gleichung  integriren  211  kön- 
nen ist  für  die  linse  Seite  der  Factor 

^  erforderlich.   Man  schreibt  demnach 

und  integrirt 

tfP=  - 1  ß*)1 .  E  +  Constante 

Zur  Bestimmung  der  Constante  sei  die 
Ordinate  y  =  6  für  x  =  \c,  dann  ist  xu- 

fleich  hier  die  gjrÖfste  Krümmung,  die 
'angente  des  Mittelpunkts  lauft  #  mit 
AB,  für  diesen  Fall  ist  also  die  trigono- 
metrische Tangente  |^  =  0  folglich  hat 


|Ä«/>=  Constante 
und  *fV=-i(!!)fi»+4*V 

oder  (V9-**}' 

mit  -  E  dividirt  und  die  V  ausgesogen 

Die  Auflösung  durch  Integrirung  gibt 
eine  transcendente  unauflösliche  Glei- 
chung für  y,  daher  schreibt  man 

bx_  1 

Oy 


woraus 
j- 


und  integrirt 


sin 


wo  die  Constante  fortfällt,  weil  für  x  =  0 
auch  y  =  0  also  auch  arc  «»0-0  ist. 
Und 


oder  v  =  hun{*  *\/^) 

Für  *  =  /  wird  y  wieder  =  0 
folgUch  ist    aissf  |/-^  =0 


und  da  /         n»cht  gl©><"n  0  sein  Iann» 
so  ist  es  =  n 
Aus    l\/JL  =  n 

folglich  P=—? 

Diese  Kraft  ist  also  das  Maate  der  rück- 
wirkenden Festigkeit  einer  materiellen 
elastischen  Linie,  d.  h.  das  Maximum 
der  Kraft,  welche  die  Linie  vermöge  ihrer 
Klasticität  der  Krümmung  entgegensetzt. 
Jeder  gröfseren  Kraft  widersteht  die  Linie 
vermöge  ihrer  respectiven  Festigkeit. 

Elemente  sind  die  einfachen  Tbeile 
eines  Ganzen.  In  der  Natur  sind  es  be- 
kanntlich diejenigen  Stoffe,  mit  denen  es 
noch  nicht  gelungen  ist,  sie  in  mehrere 
einzelne  untereinander  und  von  dem  Gan- 
zen ganz  verschiedene  Stoffe  chemisch 
zu  zerlegen,  als:  der  Sauerstoff,  der  Stick- 
stoff, das  Eisen. 

In  der  Mathematik  sind  Elemente  zu- 
nächst die  einfachsten  Grundlehren  einer 
Disciplin,  als  die  Elemente  der  Arithme- 
tik, der  Geometrie,  der  Differenzialrecb- 
nung  u.  s.  w.  Man  versteht  aber  auch 
unter  Elemente  die  einzelnen  Begriffe, 
die  man  zu  einem  Lehrgebäude  mit  ein- 
ander verbindet;  als  in  der  Arithmetik: 
die  auf  einander  folgend  eingeführten  Be- 
griffe von  Zahl,  deren  Vermehrung  (Ad- 
dition), deren  Verminderung  (Subtraction), 
deren  wiederholte  gleich  vielfache  Ver- 
mehrung und  Verminderung  (Multiplica- 
tion  und  Division)  das  Potenziren,  Radi- 
ären, die  Proportionen,  Reiheilbildungen 
u.  s.  w.  In  der  Geometrie:  die  Begriffe 
von  Linie  ^  von  gerader  und  krummer 
L.,  von  Flächen,  von  ebenen  und  krum- 
men Flächen;  die  verschiedenen  Lagen 
der  geraden  Linien  und  Ebenen  :  normal, 
schief,  parallel  u.  s.  w. 

Elemente  der  Bahn  eines  Planeten, 

Coineten,  Doppelsterns  sind  diejenigen 
Bestimmungsstucke  durch  welche  man 
deren  Lauf  und  die  Dimensionen  ihrer 
Bahnen  zu  berechnen  im  Stande  ist;  so 
wie  man  zu  genauer  Kenntnifs  der  Form 
und  der  Dimensionen  einer  ebenen  ge- 
radlinigen Figur  einer  ganz  bestimmten 
Anzahl  von  Bestinmiungsstücken  bedarf, 
ohne  dafs  diese  die  Elemente  der  Figur 
genannt  werden. 

Planeten  und  Kometen  bewegen  sich  in 
einer  Ebene  und  zwar  in  einer  Ellipse, 
in  welcher  die  Sonne  einer  der  beideii 
Brennpunkte  ist.  Die  Beobachtung  dieser 
Bahn  geschieht  vou  der  Erde  aus,  also 
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innerhalb  der  Ekliptik,  derjenigen  Ebene,  letzten  Unbekannten  in  eine  der  vorher 
in  welcher  die  Erae  um  die  in  einem  erhaltenen  2  Gleichungen  mit  2  Unbe- 
Brennpunkt  befindliche  Sonne  sich  be-  kannten  setzt  nnd  entwickelt;  u.  s.  f., 
wegt,  so  dal*  die  Sonne  ein  gemein-  eine  3te  und  nach  und  nach  alle  n  Un- 
schädlicher Brennpunkt  beider  Bahnen  bekannten  entwickelt, 
oder  vielmehr  aller  Planeten-  und  Ko-  2.  Es  sei  gegeben: 
metenbahnen  ist.  l.  ax  +  by  =  A 

Das  lto  Element  der  Bahn  eines  an-  2  ax  +  Bu-B 

deren  Planeten  ist  also  die  in  dem  vor-  — .  '    ..  py  

handenen  Ebenenwinkel  gegebene  Lage  Um  y  zu  eliminiren  multiplicire  Gl.  1 

dessen  Bahn  gegen  unsre  Ekliptik  (die  mit  /*,  Gl.  2  mit  A,  und  ziehe  die  eine 

Neigung  der  Bahn).     Das  2te  Ele-  von  der  anderen  ab.   Man  erhält 

ment  bildet  die  beiden  Orte  des  anfstei-  aßx  +  bßy  =  ßA 

genden  und  absteigenden  Knotens,  der  bux+bßy-bB 

Punkte  in  welchen  jene  Bahn  unsere   — —  ■ 

Ekliptik  durchschneidet  nnd  deren  gerad-  (ba  -  aß)x  =  bB  -  ßA 

linige  Verbindung  die  gemeinschaftliche  bB-ßA 

Dnrchschnittslinie  (die  Knotenlinie)  woraus  x~Tä^äß 

beider  Bahnen  bildet.  Setet  man  dieMn  Werth  von  x  in  Gl.  1 

Die  Form  und  Grobe  der  Planeten-  (od    g)  80    ^  maQ 

bahn  sind  gegeben,  wenn  man  die  grobe  v  ' 

und  die  kleine  Axe  deren  Ellipse  kennt;  a  .  f>Q  -     +  by  =  A 

aber  auch  deren  Lage  mufs  noch  be-  ba—aß 

kannt  sein.    Man  findet  diese  aus  der  hiernach 

Beobachtung  des  Perihels,  dem  Ort  des  k(k„_Aa\t,-(kn-aff\A-abB  +  oaA 

Planeten  in  seiner  (grOLten)  Sonnennähe,  Ä(6ft"  fl#*-<6"  WA 

indem  die  gerade  Verbindungslinie  zwi-  woraos       y  =  "-  — 

sehen  Perihel  und  Sonne  und  deren  Ver-  ba-aß 

längern  ug  die  grofse  Axe  der  Ellipse  an-  Man  kann  aber  auch  dasselbe  Elimi- 

giebt.    Die  (gröfote)  Sonnenferne,  das  nationsverfahren  wie  für  *,  auch  für  y 

Aphel  ist  bei  den  der  Sonne  entfernte-  anwenden,  nämlich  Gl.  1  mit  «  und  Ol.  2 

ren  Planeten  und  den  Kometen  nicht  zu  mjt  a  multipliciren  nnd  abziehen. 

beobachten    Daher  mub  die  Länge  der  ,          .                k  =  A 

groben  Axe,  die  der  kleinen  Axe  oder  »      0              /  _  » 

die  Gröfse  der  Excentricität  (Entfernung  " J  ~  ß9  -  B 

zwischen   Sonne    und   Mittelpunkt  der  s0  multiplicirt  man  wie  vorher  und  ad- 

Ellipse)  durch  Beobachtungen  des  Ge-  djrt  die  Gleichnngen  um  y  zu  elimi- 

stirns  an  verschiedenen  Orten  und  der  njreni 

Zeitpunkte  für  die  Einnahme  dieser  Orte  8A  +  bB 

in  Beziehung  auf  den  Ort  des  Perihels  Man  erhält    a-  =  °-  . 

and  die  Zeit  des  Eintritts  in  dasselbe  *ß+*ß 

berechnet  werden.  ^  _  aA  —  aß 

Elevationswi nkel ,  s.  u.  Depressions-  ba  +  aß 

winkol.  -4.  Sind  3  Gleichungen  gegeben 

Elimination  ist  für  die  Auflösung  der  **  +  h  +  **  =  A 

Gleichungen  das  Verfahren,  2  oder  meh-  a'x  +  b'y  -fc'a  -B 

rere  Gleichnngen  mit  eben  so  vielen  un-  a''x  4.  b"y  -f-  c"t  =  C 

bekannten  Grofsen  dergestalt  zu  verbin-  — - 

den,  dafs  eine  der  unbekannten  ausge-  so  multiplicirt  man,  um  s  zu  eliminiren, 

schieden  wird.  die  erste  Gleichung  mit  c'c",  die  zweite 

Aus  »  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  mit  cc"»  die  d"**6       cc'-   Man  ernalt 
erhält  man  zo nächst  n  -  1  Gleichungen        ac'c"x  -f  icV'y  +  cc'c"*  -  c'c"A 
mit  (n  -  1)  Unbekannten.  Behandelt  man        *'cc"x  +  ©Wy  +  c'ec"i  =  ec"B 
diese  wie  die  ersten  *  Gleichungen ,  so  ,    ,  k,f  ,   ,   »  ,  »c 

erhält  man  (»- 2)  Gleichungen  mit  (f.  7  2) 


Unbekannten  u.  s.  f.  bis  man  nur  eine  Nun  die  erste  Gleichung  von  der  zwei- 

•  ileichung  mit  nur  einer  Unbekannten  ten  und  der  dritten  abgezogen  (oder  die 

erhält,  die  mau  entwickelt  zweite  Ton  der  ersten  und  der  dritten 

Man  erhält  eine  zweite  Unbekannte  oder  die  dritte  von  der  ersten  und  der 

wenn  man  den  erhaltenen  Werth  der  zweiten)  gibt 
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(a'cc"  -  ac'c")  x  +  (b'co"  -  bc'c")  y  =  ce"Ä  -  cV'ji  » 
(«"cc'  -  ac'c")  x  +  (4"cc'  -  *c'c")  y  =  cc'C  -  c'c'M 

Mit  diesen  beiden  Gleichungen  wird  drang  mit  (b'cc"  —  bc'c"))  Um  x  zn  eli- 
nnn  verfahren  wie  No.  2:  Um  y  zu  eli-  miniren  multiplicirt  man  die  erste  Glei- 
miniren multiplicirt  man  die  erste  Glei-  chung  mit  (a''cc'  —  ac'c"),  die  zweite  mit 
drang  mit  (A"cc  -  bc'c"),  die  zweite  Glei-  (a'cc  -  ac'c"),  subtrahirt  und  erhält: 

(b"cc'  -  bc'c")  (ce"B  -  c'c"A)  -  (b'cc"  -  bc'c")  (cc'C  -  c'c"A) 
*  ~  (a'cc»  -  ac'c")  (b"cc'  -  bc'c")  -  (a"cc'  -  ac'c")  (b'cc"  -  bc'c") 
_  (c"cc'  -  ac'c")  (cc"B  -  c'c"A)  -  (a'cc"  -  ac'c")  (cc'C  -c'c"A) 
y  ~  (b'cc"  -  bc'c")  (a"cc'  -  ac'c")  -  (b"cc'  -  bc'c")  (a'cc"  -  ac'c'7) 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  verfahrt  man  cax—  ay  x9  _ayx*  -  cnx 

bei  4  gegebenen  Gleichungen.  woraus  y  -  —    _       _  (3) 

i  \.  Eiiminati?#n!nfi  und  Entwicke.  Multi  licirt  man  nnn  die  ereU)  G1  mii 
langen  werden  weitläufiger,  wenn  die  „        '    -ta  mii  _  M    .  51t       '  mu 


Unbekannten  in  Potenzen,  und  beson-  «'  die  iweite  mit  «*  f°  erhilt  fan 

ders  wenn  sie  in  ungleichen  Potenzen  6ny  +  c«ya  =  0 

vorkommen.  aa  x*  -f  aß  xy  +  ayxy9  =  0 

Beispiel^  +  6y  +      =  Q              (J)  also  (aß x  -  ba)y  -f  (ayx  —  ca) y'  =  0 

ax  -f  /9y  +  j/y>  =  0               (2)  oder       a/9a?  -  6a  +  (ayx  -  ca)  y  =  0 

Man  multiplicirt  die  erste  Gleichung  ^orans              aftg-  6a 

mit  y,  die  zweite  mit  c  und  erhält  ca  -  ay*               1  ; 

ay*a  +  *yy  +  cyy'  =  0  Gl.  3  und  4  einander  gleich  gesetzt, 

ca  x  +  c£  y  -f  cy  y»  =  0  die  Nenner  fortgeschafft  und  geordnet 

also   «y*J-ca*  +  (5y-e£)y  =  0  gibt 

«y                 a'y*  ay' 

Ellipse  ist  eine  Linie  der  zweiten  Ord-  lang,  pag.  172,  ist  die  der  ganzen  Klasse 

nung  oder  eine  Curve  der  ersten  Klasse,  von  Curven  zu  Grunde  liegende  allge- 

indem  sie  einer  Gleichung  vom  zweiten  meine  Gleichung  (1)  aufgestellt: 

Grade  zugehört;  ferner  ist  sie  eine  Ke-  aya+  bxy  +  cx2  +  Sy  +  ex  +  f  =  0  (1) 

gelschnittslinie.     Ans  beiden  Gesichts-  Nachdem  innÄchjjt  ^  Bedentuog  und 

punkten,  dem  analytischen  und  dem  syn-  der  E  fl  f    d      j     ,  Coefficfenten 

thetischen  oder  dem  arithmetischen  und  _Ä„Ä;_»   •  t  ......  r>  js 

™!Äh  .Cu'rtn-  III.  AbtM-  *  F"m  W~  <G1-  9>: 


und  die  beliebige  Gröfse  der  Abscisse  x  1.  6*>4ac 

bis  zur  Unendlichkeit  aasgedehnt,  wo  dann  2.    6a  <  4«c 

die  Glieder,  welche  x  im  Nenner  haben,  3.   b*  =  4ac 

als  0  fortfallen  und  die  Gleichung  die  woraus  nun  3  mögliche  Formen  von  Cur- 

allgemeine  Form  annimmt  (Gl.  10):  ven  nachgewiesen  worden,  welche  fol- 

i#      1  /    ,      ,  v  gende  3  Gleichungen  (19,  20,  21,  pag.  176) 

-  =     (-  b  ±  \!b*  -  4ac)         (3)  aussprechen : 
*     Za  1.    y*  =  Ax  +  Bx9 

Hierauf  sind  für  sammtliche  Curven  2.    y*  =  Ax  -  Bx* 

derselben  Klasse  3  mögliche  Fälle  gezeigt:  3.   y9  —  Ax 


Digitized  by  Google 
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Für  die  erste  and  die  dritte  Gleichung  8cbeitel  F  als  Anfangspunkt  gelten.  Die 

»iod  bei  unendlichen  Abscissen  auch  un-  Abtheilung  8.  handelt  speciell  von  der 

endliche  Ordinaten  vorhanden;  für  die  Ellipse. 

«weite  Gleichung  sind  für  unendliche  Ab-     Mit  Bezug  auf  die  Bezeichnung  Fig.  257 

scissen  Ordinaten  unmöglich.    Die  erste  igt  die  rechtwinklige  Coordinatengleichung 

Gleichung  gehört  der  Hyperbel,  die  dritte  entwickelt  (pag.  422,  Gl.  (1)). 
der  Parabel  und  die  zweite  der  Ellipse.  ««>»'  —  n'Saina' 

Für  B=  1  geht  die  Ellipse  in  den  Kreis  .  J^f»     -""V  ,M  \     *'  <5> 

über  (s.  pag.  175  Gl.  22).  f  «"(W 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Ellipse,  _  Hier  "J»t  «  der  Durchmesser  EF  des 

wenn  deren  Axe  die  Abscissenlinie  und  Keeels  in  dem  Scheitel  h  der  Ellipse, 

der  Scheitel  der  Anfangspunkt  der  Ab-  J  d«J  ^,Mf  &^Aien^ttOTÄ,S?8j" 

„;M,n        h9+  m»n  ölen  der  Kegelspitze  und  ß   der  Z  den 

scissen  ist,  hat  man  also  ^  ^ ^  FJI  ^  ^  M  dem  gchei. 

r  =  -«4*-**'  W  tel  F  gehörenden  Kegelseite  AD  büdet; 

2.  In  No.  15,  pag.  176  ist,  um  auf  den  0(jer  den  Coefficient  des  ersten  ! 


Character  der  Kegelschnitte  specieller  zu  durch  p  ausgedrückt  (Gl.  (2)). 

kommen,  Bezug  genommen  auf  den  Art.  #                  sin  iß'  -tt) 

„BrennpunktederKegelschnitte*  y9  =  Px--g  7TTPX*  M 

Bd.  I,  pag.  420  mit  Fig.  257.    Hier  wer-  *  co' 

den  die  Constructionen  der  Kegelschnitte  An  diese  Gleichung  knüpft  sich  der 

ans  dem  Kegel  bildlich  dargestellt  und  Grund  für  den  Namen  (Ellipse)  der  Curve. 

die  Hauptformeln  für  dieselben  abgeleitet,  Ferner  ist  dieLinge  (2a)  dergrofsen 

wobei  die Axen  die Ahscissenlinien mit|dem  Axe  erwiesen: 

cos  (fr»)    i_  k*       sinß'  cos  »(|c»)  m 

2*  ~  *•»(/*'-«)  *  "  7  '  sin  {ff  -  a)  "  Sil.  ß'  sin  iß'  -  o)  P 

Endlich  ist  durch  die  Formeln  nach-        <ii>Q>,-o)<  p  _  sin  ß' -  sin  jß' -  «) 

gewiesen,  dafs  die  Ellipse  aus  2  congru-  "      C0J  (|a)     4  "cos 
enten  Hälften  besteht,  wie  Bd.  II,  pag.     Mit^n  hat  man  aus  £>1 
175,  No.  13  iuto  Formel  1 :  ^       >  ^  ^  .  ^  n) 

y  _  ,1*  3  D.e  Gleicbangon  4  big  6  für  die  El- 

„od  4*  A  ood  £  di,  beiden  A»»  Bj-J^tojhgi^^ 

der  E.  sind.  als  Anfangspunkt  ist  und  dafs  die  Ordi- 

Für  die  halbe  grofse  Axe  zur  Abscisse,  ?stsn  rechtwinklig  sind   Eine  allgemeine 

11  cos  (M  Gleichung  für  die  Ellipse  ist  aber  eine 

also  für  *  =    .  f  T_    *  erhält  man  in  solche,  die  eine  gegen  die  Axe  ganz  be- 

iT/*      a  liebig  liegende  Abscissenlinie,  einen  be- 

y  die  halbe  kleine  Axe  c.  liebigen  Anfangspunkt  hat  und  dessen 

Mithin  hat  man  ans  Gl.  2  die  kleine  Ordinaten  einen  beliebigen  Winkel  mit 

Axe  der  Abscissenlinie  bilden.   Nur  liegt  das 

i  /    sin  ß'  p  co»  ({«)      /flx  ganze  Coordinatensystem  mit  der  Ellipse 

2c  =  *  V  =        v  •mr*,\'  >n  einerlei  Ebene.    Für  diesen  ganz  all- 

r  ,intf-a)    i/stnß-stniß-«)  inen  Fall    nimmt  die  Coordina- 

Aus  Gl.  4  und  5  geht  hervor,  dafs  die  tengleichung  die  Formel  1  angegebene 
beiden  Axen  sich  verhalten   form  an. 

2a:2c=  cos  (fr«):  \'s~in~~ß'  •  sin(ß'-<t)     (9)     Es  ist  jedoch  erforderlich,  dafs  diese 

«.  «t  »ed»  pol»,  J»  dl.  «•»•*»•  wtMu  fSr  die'EHipso  die  .peciellen  GM- 

wiegen  isi,  aais  iur  o  ^    w«  Kiv>««         -brj       die  einfachere  Gleichung  4  gel- 

=  -*-,  die  kleine  =  ~  und  für  Ä  >  1  die  ten  kann. 

»                    *  B  Das  Verfahren  für  die  Aufstellung  sol- 

erofse  Axe  4-  die  kleine  4-  wird.  eher  allgemeinen  Gleichung  mit  Berück- 

VB                  B  sichtigung  der  der  Curve  zugehorenden 

Es  stimmt  diese  Angabe  mit  der  Pro-  speciellen  Gröfsenelemente  gibt  Bd.  II, 

portion  9  überein;  denn  es  ist  pag.  176,  No.  16  an,  mit  Berufung  auf 
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den  Art.  „  Coordinatengleichnng* 
mit  Fig.  516. 

Man  hat  sich  nun  für  den  vorliegen- 
den Fall  die  Linie  VA  als  die  Axe  der 
Ellipse  zu  denken,  A  als  den  Scheitel, 
D  als  einen  beliebigen  Ellipsenpunkt, 
statt  der  schiefen  Ordinate  BD  y  ein 
von  D  auf  XX'  gefälltes  Loth  y,  für  wel- 
ches dann  die  Gleichungen  4  bis  6  gel- 
ten wenn  die  E.  aus  dem  Kegel  Bd.  I, 
pag.  421,  Fig.  257  construirt  ist. 

Nun  wird  die  Coordinatengleichnng 
entwickelt,  für  welche  die  beliebige  Linie 
CF  Abscissenlinie,  der  beliebige  Punkt  E 
in  derselben  der  Anfangspunkt  ist,  die 
Abscisee  «  für  den  Ellipsenpnnkt  D  ist 
so  gewählt,  dafs  alle  Ordinalen,  wie  die 
Ordinate  FD  für  den  Punkt  />.  mit  der 
Abscissenlinie  den  Z.  bilden  und  die 
Ordinaten  wie  FD  werden  mit  *  bezeich- 
net, ß  ist  ein  Winkel,  um  die  Abscis- 
senlinie der  Lage  nach,  b  eine  Länge, 
um  den  Anfangspunkt  E  der  Abscissen 
und  a  eine  Länge,  um  den  Scheitel  A 
der  Ellipse  zu  bestimmen. 

In  den  ermittelten  allgemeinen  Glei- 


chungen von  pag.  176,  No.  16  ab  ist  aus 
dort  angegebenen  Gründen  der  Buchstabe 
a  mit  p,  der  Buchstabe  b  mit  g  ver- 
tauscht worden.  Ferner  sind  in  diesen 
Gleichungen  die  Formel  4  stehenden  Pa- 
rameter A  ond  B  eingeführt,  unter  wel- 
chen man  die  in  Gleichung  5  und  6  da- 
für gesetzten  speciellen  Gröfsen  sich  zu 
denken  hat. 

4.  Der  Art.  Curven  hat  von  No.  16 
bis  No.  22  (pag.  178  bis  180)  die  Glei- 
chungen für  alle  4  Kegelschnitte  ent- 
wickelt, welche  zuerst  nachzulesen  sein 
möchten.  Es  sollen  nun  die  der  Ellipse 
angehörenden  Gleichungen  hier  geordnet 
und  auf  nebenstehende  Figur  bezogen 
zusammengestellt  und  noch  einige  andere 
Fälle  hinzugefügt  werden. 

A,  B  bedeuten  die  Parameter  der  all- 
gemeinen Gleichung  (4) 

y*  =  Ax-  Bx* 

AC  ist  die  Axe,  A  der  Scheitel,  EF  —  u 
die  Abscisse ,  FD  =  *  die  Ordinate.  Die 
allgemeine  Gleichung  für  den  Ellipsen- 
punkt D  (pag.  177,  III.  Formel  31)  ist 


Fig.  608. 


I.  [«»'(/J  +  ö*)*  B  cos  ■  (ß  +  J)]  »»  -  2  [sin  (ß  +  J)  sin  ß  -  B  cos  [ß  +  6)  cos  ß)  *  u 
+  (sin  'ß+B  cos  3ß)u*-[2gsin(ß+d)sinß+Acos(ß+iS)-2Bcos  (/?+d)  (j»-$  cos  ß)]  » 
+  [2$  sin *ß  +  A  cos  ß  -  2Bcosß(p-  g  cos  ß)]  u  -f  gtsintß  -  A(p  -  m  cos  ß) 
+  B  (p  -  g  cos  ß)'  =  0 

Dreht  man  die  Abscissenlinie  CF  um  C  in  der  Axe  AC ,  so  kommt  F  in  F*. 
E  in  E\  der  Anfangspunkt  E'  der  Abscissen  ist  um  die  Länge  p  -  g  vom  Scheitel 
A  entfernt.   Ist  dann  Z.D'F'C^J,  Jt'F*  =  *,  f*0'=s,  so  hat  man  für  den  Ellip- 
senpunkt  D'  die  Gleichung  (pag.  177,  III,  Formel  35). 
IL    (sin  %6  +  B  cos  M)  *>  +  2B  cos  J  •  M  +  Bu*  -[A-2B(p-  g))  cos  6  •  i 
+  [A  -  2B(p  -  g)]  u  -  A  (p  -  g)  +  B  (p -$)'  =  0. 
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Setzt  nun  in  diese  Gleichung  p  —  «  =  0;  «=  -  «,  so  erhält  man  die  Gleichung 
für  die  in  der  Axe  liegende  Abscissenlinie ,  für  den  Scheitel  A  als  Anfangspunkt 
der  Abscissen  und  den  Coordinatenwinkel  J 

III.  (»in>6  +  Bccs>f)*-2Bco,J.,M+  B*-Aco,ö-.*-Au  =  0 

Nimmt  man  in  der  beliebigen  Entfer-  der  Axe  4=  läuft,  der  Art,  dafs  die  Axe 
nong  E'L  =  A  eine  der  Axe  parallele  GJ,  zwischen  Cunre  und  Abscissenlinie  liegt, 
verlängert  D'F  bis  <?,  setzt  OD'  =     so  Bezeichnet  man  die  Länge  AE1  =  p~  g 
iat  für  GL  IL  mit  A,  zieht  von  £'  eine  gerade  Linie 
D'p*  =  »  =  »» —  F'C  =  *'  -  A  cosec  J  unter  dem  Coordinatenwinkel  E'HJ 
«              ,  i     .   y,.  w        .  =  J,  so  ist  if  der  Anfangspunkt  der  Ab- 
setzt man  daher  »n  Gl.  lI.s-  Acoteco*  sciBsen    ror  aen  Punkt  D'  die  Länge 
für  a,  so  erhalt  man  die  Gleichung,  wenn  HG  =  u.  Die  Gleichung  für  den  Ellipsen- 
die  Abscissenlinie  in  dem  Abstand  A  mit  pankt  D'  ist: 

IV.  (sin  M  +  B  cot  »J)  **  +  2B co$  J .  »m  +  J?n» -  [24  sin  «f  +     +  2Aff  eol  <T  -  2 ff«)  coj  <T]  * 

+  [A-2B{s+kcotdy]u  +  (l  +  Bcotiö)k*+(A-2BB)coto'-k-At  +  B$*=0 

8etat  man  in  diese  Gleichung  *  =  0,  i»  =  — so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Ellipse  für  dieselbe  Abscissenlinie  GJ,  denselben  Coordinatenwinkel  <T,  und  mit  dem 
unter  dem  Scheitel  A  belegenen  Anfangspunkt  Jtf. 

V.  («i*><r  +  Bco$  'J)*a  -  2ff  co»  6  •  tu  +  Bm*  -  [2A«n  cf  +  (it  +  2A  B  cot  d)co»  «TJ  t 

-  (/4  -  2flA  cot  J) «  +  (1  +  B  cot*4)  A«  +  A  cot  6*  •  A  =  0 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  A  =  0,  so  erhält  man  Gleichung  III. 

Setzt  man  in  Gleichung  IV.  für  A  den  Werth  (—  A)  so  erhält  man  die  Glei- 
chung anter  denselben  Bedingungen  mit  IV.,  nur  dafs  die  Abscissenlinie  in  dem 
Abstand  A  ron  der  Axe  entgegengesetzt,  nämlich  nach  der  Curvenhälfte  zu  liegt. 

VI.  (st«*J  +  B  c©s«d>»  +  2äcm  J  •  m+ [2  h  sin  J  -  (A  -  2A  B  cotd  -  2Bt)cos  <T]  » 

+  [A- 2Ä(A- hcotifftu  +  (1  +  ÄcoiM)  A»~M  -  2B»)cotJh-A$  +  ff»«=0 

8etzt  man  in  diese  Gleichung  Amno*  kel,  in  L  ZO*  +  d).  in  II.  bis  VI.  Zo*= 90° 

für  A,  so  erhält  man  die  Gleichung  Bd.  IL,  so  erhält  man  Gleichungen  unter  den- 

pag.  177,  Formel  39.  selben  Voraussetzungen  nur  dafs  die  Or- 

Setzt  man  in  den  vorstehenden  Glei-  dinaten  mit  der  Axe  normal  sind, 
chnngen  I.  bis  VI.  den  Coordinatenwin-     Aus  Gl.  I.  entsteht: 


VII.  *»  -  2  sin  ß .  »ti  +  (»in  V  +  B  cot  *ß)  «»  -  2g  sin  ß .  * 
+  [2«  sin  'ß  +  A  cos  ß  -  2Bco»ß(p  -  gco»  ß)]u  + 
+  B(p-  gcos  ß)9-0 


+  A(p- g  co,  ß) 

,  -  <> 

Ans  GL  II.  entsteht : 

VIII.  i*  +  B*'  +  [A-2B(p- g)]u-  A(p-g)  +  B(p-g)>  =  0 
Aus  Gl.  III.  entsteht: 

IX.  »*+  Bn9-  Au  =  0 

Ans  Gl.  IV.  entsteht: 

X.  aa  +  Ä«»-2As  +  (it-2Äf)»  +  Aa  -A$  +  B»'  =  0 
Aus  Gl.  V.  entsteht: 

XI.  »»  +  Ä«'-2A»-^w+A«  =  0 
Ans  GL  VI.  entsteht: 

XII.  *'  +  Bu*  +  SAs  +  (A  -  2B»)  •  + h*  -  As  +  Bs* -0 

5.  Bd.  II ,  pag.  178,  No.  23  von  I  bis  mit  Fig.  608  für  die  Gleichung 

VI.  sind  für  alle  Kegelschnitte  die  Werthe  as»  +  &*«  +  cii*  +  <fc  +  tu  +  f=  0 

der  in  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  tor-  I.  Der  Coefficient  a  ist  =  1 ,  wenn 

kommenden  Coefficienten  erwiesen  und  /_DKC  =  (d  +  /J),  d.  h.  der  Winkel,  den 

angegeben.    Es  sollen  diese  Werthe  für  die  Ordinate  mit  der  Axe  bildet,  ein 

die  Ellipse  allein  hier  zusammengestellt  Rechter  ist.     Dividirt  man  daher  eine 

werden  und  zwar  in  Beziehung  aufNo.  4  mit  *%l  gegebene  allgemeine  Gleichung 
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für  die  Ellipse  mit  a,  so  verwandelt  man 
dieselbe  in  eine  Gleichung,  für  welche 
die  Ordinaten  mit  der  Ellipsenaxe  nor- 
mal sind. 

Da  diese  einfache  Operation  überall 
auszuführen  ist,  und  die  übrigen  Coeffi- 
cienten  vereinfacht,  so  sollen  die  Glei- 
chungen von  I.  bis  VI.  für  die  Unter- 
suchung der  Coefficienten  aufser  Betracht 
bleiben.  Die  letzten  6  Gleichungen  ge- 
hören also  der  allgemeinen  Gleichung  an 

**  +  bus  +  cu* + <**  +  en  -(-  f- 0 

II.  Der  Coefficient  h  von  *«  ist  =  dem 
doppelten  negativen  Sinus  des  Winkels 
(ß)  zwischen  der  Abscissenlinie  und  der 
Axe  (Gl.  VII.).  Wo  die  Abscissenlinie 
in  der  Axe  oder  mit  derselben  +  liegt, 
ist  ß  -  0  und  das  Glied  mit  im  fallt  fort. 
(Gl.  VIII.  bis  XII.). 

III.  Der  Coefticient  c  von  u*  ist  eben- 
falls nur  von  demselben  Winkel  ß  ab- 
hängig und  =  sin  *ß  +  B  cos  *ß. 

Wo  die  Abscissenlinie  in  der  Axe  oder 
derselsen  +  liegt ,  wird  e  =  B.  Dieser 
Coefficient  kann  nie  =  0  werden  und  das 
Glied  mit  w3  kann  nie  ausfallen. 

IV.  Der  Coefficient  d  von  *  ist  =  der 
doppelten  Entfernung  des  Anfangspunkts 
der  Abscissen  von  der  Axe,  negativ  wenn 
die  Axe  zwischen  der  Ellipsenhälfte  und 
der  Abscissenlinie  liegt  (Gl.  VII.,  X.,  XI.); 
positiv  wenn  die  Abscissenlinie  zwischen 
der  Axe  und  der  Ellipse  liegt  (Gl.  XII.). 
Tst  die  Axe  zugleich  Abscissenlinie,  so 
fällt  das  Glied  mit  s  fort 

V.  Der  Coefficient  e  von  u  hängt  von 
3  Elementen  ab;  1.  von  dem  /_ß  zwi- 
schen der  Abscissenlinie  und  der  Axe; 
2.  von  der  Entfernung  des  Anfangspunkts 
hl'  oder  der  Projection  des  Scheitelpunkts 
E  auf  die  Axe  von  dem  Scheitelpunkt 
A  der  Ellipse  und  3.  von  den  Parame- 
tern A  und  B. 

Ist  die  Abscissenlinie  die  Axe,  der 
Scheitel  der  Anfangspunkt  der  Abscissen 
(Gl.  IX.)  oder  läuft  die  Abscissenlinie  mit 
der  Axe  t  und  ist  die  Projection  de9 
Anfangspunkts  auf  die  Axe  der  Scheitel 
(Gl.  XI.),  so  ist  e  =  —  A. 

Ist  die  Abscissenlinie  die  Axe  und  die 
Entfernung  des  Anfangspunkts  vom  Schei- 
tel =  p  -  g  =  s  (Gl.  VIII.);  oder  läuft  die 
Abscissenlinio  mit  der  Axe  f  und  ist  die 
Projection  des  Anfangspunkts  auf  die  Axe 
vom  Scheitel  um  die  Länge  s  entfernt, 
so  ist  e  =  +  A  -  2Bs  (Gl.  X.,  XII.). 

In  Gl.  VII.  ist  p-geo$ß=  s;  für  A 
und  B  stehen  deren  Projectionen  A  cos  ß 
und  B  cos  ß\  hierzu  kommt  das  Glied 


2<7  sin  v?  und  es  ist 

e  =  2gsin*ß  +  Acosß-  2B cosß(p- geos ß) 

VI.  Der  Coefficient  f,  das  bekannte 
Glied  wird  =0,  wenn  der  Anfangspunkt 
der  Curve  zugleich  Anfangspunkt  der 
Abscissen  ist.   (Gl.  IX.) 

Liegt  die  Abscissenlinie  +  der  Axe 
und  ist  die  Projection  des  Anfangspunkts 
auf  die  Axe  der  Scheitel  (Gl.  XL),  so  ist 
e  =  dem  Quadrat  des  Abstandes  h  beider 
Parallelen 

e  =  k* 

Liegt  die  Abscissenlinie  in  der  Axe, 
der  Anfangspunkt  der  Abscissen  in  der 
Entfernung  p-g-$  vom  Scheitel  (Gl.  VIII.) 
so  ist 

e  =  -  As  +  Bs* 

Läuft  die  Abscissenlinie  in  der  Ent- 
fernung k      der  Axe  und  ist  die  Pro 
jection  des  Anfangspunkts  auf  die  Axe 
um  s  von  dem  Scheitel  entfernt  (Gl.  X., 
XII.)  so  ist 

e  =  k*-As  +  Bs* 

Setzt  man  k*  —  As  +  Bs*  =  0,  so  erhält 
man  dasjenige  s  bei  gegebenem  h  oder 
dasjenige  k  bei  gegebenem  s  für  welches 
der  Anfangspunkt  in  einem  Ellipsenpunkt 
liegt. 

Setzt  man  in  der  allgemeinsten  Glei- 
chung VII.  die  Entfernung  g  sin  ß  des 
Anfangspunkts  von  der  Axe  =  A, ;  p-gcosßy 
die  Entfernung  der  Protection  des  An- 
fangspunkts vom  Scheitel  =  s  so  hat  man 
ganz  allgemein 

f=ht*-  As  +  Bt* 
In  Band  IL,  pag.  180,  No.  25  mit  Fig. 
534  wird  die  geometrische  Construction 
der  Parameter  A  und  B  gezeigt. 

6.  Setzt  man  nach  No.  2. 

-  =  der  grofsen  Axe  AB  =  2a 


Fig.  G09. 
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-==  der  kleinen  Axe  DE  =  2c 


so  erhalt  man  l/3  =  ^  («'  ~  •*")  (19) 

A  =  —  Die  1°  No.  6  entwickelten  Gröfsen  durch 

a  u  statt  durch  x  ausgedrückt  erhält  man 

Ä=-,  1.  lyn^-y  (20) 

Diese  Werthe  in  Gleichung  4  gesetzt  _  e  .  ,  . ._   a3  -  «3 
and  geordnet  gibt  3-  s"*<*  —  (21) 

„•=  £  (2«x  -  x»)  (10)  3  Tang  LT=  X  j/a4  _  (a,  .  ct)  -a  (22) 

Ist  nun  für  den  Ellipsenpunkt  I  (Fig.  014   

609),  BIT  =  x,  UL=p,  LT  die  Tangente,  =  l/(fll-i»t)(a4-aV-|-c'it') 

LP  die  Normale,  so  ist  auch  l/Tdie  Sub-  üü 

tangente,  Ff7  die  Subnormale.  c-a™.  r/7  -  c'  « 

Bd.  II.,  pag.  185  mit  Fig.  636,  welche  4'  S"6m>rm             »  (23) 

in  Fig.  609  mit  begriffen  ist,  sind  nun  c  „      .  „    c  —. — — —  --_ 

aus  Gl.  10  folgende  Formeln  entwickelt  6-  Norm  LV=j  V 4,4 ~  («J~cJ) «'  (2*) 

**«  =  5-^      "  ^tlir-r.J^  (25) 

a-x      c3  <s-xN      7.  Zl/  =  o'=  a  —  (a*  -  c*)  •  ^  (26) 
•.IW^Ilfe^j/^^+^^aa)  8.  ZrF=6'=?^(a3-«x)J  •  (27) 

4.  Subnorm  VU~^r(a-x)  (14)  . .  *m  Nimmt  m*n  ^  Abscissen  auf  der 

a3  v       '  K   '  kleinen  Axe  DB,  die  rechtwinkligen  Or- 

/~f^t  tT"  dinaten  +  der  grofsen  Äxe  .4/?,  wie  DG 

NormLV=  |/ya+  —  (fl--r)l   (15)  =  *'»       —  y\  so  erhält  man  zwischen 

'       La  -I  beiden  die  Gleichung,  wenn  man  in  Gl.  10 : 

Bd.  II. ,  pag.  186  gibt  in  Gleichung  9  ct 
die  Formel  für  den  Halbmesser  r-LW  »'=  -y  (2o*  -  x3) 

des  Krümmungskreises  für  den  Punkt  L\  .    „.  IE. 

in  Gl.  10  die  Formel  für  die  Abscisse  fur »  j!en  Werth  (JF  =  Dc  ~  DG)  =  c  -  * 

a-  ZV  des  Mittelpunkt«  W  und  in  Gl.  11  and  fuF  x  den  Werth  (AJ  =  *c  -  ^ 

die  für  die  Ordinate  4  =  ZW  desselben.  =a~y  set2t- 
Setit  man  in  diese  Formeln  die  speciel-  /  .Na    «9  rn    .  , 

len  Werthe  ein,  nämlich  aus  W)        L2cx  -  (x)3]  (28) 

tfl-  —  (iajr  -  -As  Desgleichen  wenn  man  die  Abscissen 

a*  K  }  t»,  vom  Mittelpunkt  C  ans,  auf  der  klei- 

nen Axe  nimmt,  wie  CC  =  m',  die  Glei- 
chung zwischen  u  und  y',  wenn  in  Gl.  19: 
c3 


0. 


8jf_c3  a-x 
öx  ~  a*  "  y 


II.  ?^  =  __fl  y3=5(«3-H«) 

öx'  o»i  3 

so  erhäh  man  "  5°',, W    ri  1  ?-nd  ^  £  dlr 

Werth  y  oder  in  Gl.  28  fur  x  der  Werth 

6.  ,iv---  [«y+*(^,)q*  ^esotzt  wird- 

«V  (y')3  =  ^-[ca  -(«')']  (29) 

7.  Zf/  =  a  =  x-|-i_-f^  (a-x)(17)  9.  Gibt  man  der  Ol.  6,  No.  2 

7.  Nimmt  man  die  Abscissen  vom  Mit-  6  ^orm 

Jelpnnkt  C  der  Ellipse  als  Anfangspunkt,  «3  =  » (x  -  VJLQlT-^ 

gezeichnet  für  den  Punkt  L  die  Abscisse  PV       *coi(l«)  1  / 

QU  mit     so  ist  x  =  a  -  «.  Diesen  Werth  Desgleichen  Gl.  10  die  Form 


Digitized  by  Google 


Ellipse.  44  Ellipse. 

t_?lV   _^!\  wie             p':2a  =  2a:2c  (35) 

y  ~  a  \      2al  Man  nennt  p  und  p'  die  Axenparameter, 

so  hat  man,  zugleich  nach  Gl.  5  P  den  Parameter  der  Axe  2«,  p'  den  Pa- 

2c*         Mtnfl'  rameter  der  Axe  2c,  und  man  ersieht 

p  —  —  =  *  •  — ~  .  (30)  ans  Formel  34  und  35,  dafs  jede  Axe 

a         coi(f<«;  mittlere  geometrische  Proportionale  zwi- 

und       y*  =  pix  -  —  J  (31)  sehen  der  zweiton  Axe  und  deren  Para- 

*     r\      2a/  meter  ist  (s.  Bd.  II.,  pag.  44,  conjugirte 

Ebenso  erhalt  man  aus  Gl.  28  Axe). 

/  •Nj_2JLJf  •_(,r^,\  10.  Nimmt  man  von  dem  Hittelpunkt 

^       c  \        2c  /  C  auf  der  grofsen  Axe  2  Längen 

und  wenn  man  —  mit  p  bezeichnet  Cs  =  cs  =  1  ßC*  ~          V«'  -  c* 

c  so  haben  die  beiden  Punkte  S  und  S' 

(y  )' =  p' (*' -  ^— M  (32)  die  Eigenschaft,  dafs  2  ton  ihnen  aus 

'         2c  /  „ach  einem  beliebigen  Punkt  L  gezogene 

Es  ist  also  Linien  SL,  SL  zusammengenommen  con- 

.  _  2c3  2a"  _  c%  a%  stant  und  gleich  der  grofsen  Axe  sind. 

F         a  '  e  ~~  Also 

Ferner  ans  Gl.  30 :  SL  +  S'L  =  AB-  2a 

p:2c  =  2c:2a  (34)  denn  man  hat 


c3 


(SL)»  =  (SC/)"  +  (L(/)3  =  («  +  «)»  +  y3  =  (e  +  «)3  +  -j-  («J  -  «*•) 

=  C3  +  2CM  +  «'  +  C3  -  «3 


Für  «»  =  n3  -  c«  gesetzt  gibt  S'£  „ 


(37) 


woraus 


(SD'  =  «3  +  2c«  +  — ,  -  *3  also  SL  +  S  L  =  2«  (38) 

t    n       c*    _  11.  Die  beiden  Linien  St  und  S'L  bil- 

=  °  +  2eH  +  — 3  «  den  mit  der  Tangente  IT  die  deichen 

Z. SL T  und  S'LT,  also  auch  mit  der  Nor- 
e  male  FL  die  gleichen  ^S£.  F  und  S'L  F. 

SL  =  a  +  —  «i  (36)      Denn  es  .gt  Subnorm  VU  =  %u  (Gl.  23) 

a* 

ferner  ist  daher 

(S'L)3  =  iS'U?  +  (L  40»  =  («  -  «)3  +  y3         *  K  =  SC  +  C(/  -  (/  F  =  e  +  «  -  £  w 
=  a3  -  2e«  +  ^  •»«  as  _  cs  Äj 

=  «  +  — -r-  U=e+Ziu 
woraus  a*  a' 

(e3    \  e3 

daher         S  V  :  S  V  -  c  +  ^  u  :  e  -        =       —  «:«-  —  u 

a3  «3  <»  « 

.  e  ,  «       nach  S'  und  die  von  S'  ausgehenden  nach 

da  nnn  SL  =  a  +  —  «  und  S  L  =«<  -  -  «    s  reflectirt.  Es  heifsen  daher  die  Punkte 
cv  c'i/_cf    vi  S  und  S' die  Brennpunkte  der  E.  und 

SO  18t        Ä  r  :  &  V  —  f>L  :  A  L  2         de  Linjen  yQn  * -       d  ejnem  punkt 

woraus  nach  Bd.  II.,  pag.  326,  No.  17  wie  i  (ier  E.  nach  den  Punkten  S  und  S' 

ZSLF-^SLF  heifsen  zusammengehörige  Brenn- 

also  auch     /.SLt  - /_S'LT  strahlen.   Die  Entfernung  CS  oder  CS' 

Wegen  dieser  letzten  Eigenschaft  wer-  vom  Mittelpunkt  bis  zum  Brennpunkt 

den  Licht-  und  Wärmestrahlen,  von  S  =j/a3~c3  heifst  die  Excentricitat 

auf  die  Peripherie  der  Ellipse  geworfen,  der  E. 
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Bd.  I.,  pag.418,  Art  .Brennpunkt 
der  Ellipse"  mit  Fig.  256  ist  die  geo- 
metrische Construction  der  E.  aus  den 
Brennpunkten  mit  Hülle  eines  biegsamen 
Fadens  gezeigt;  die  Brennstrahlen  werden 
hier  zu  Radii  vectoren.  Ferner  sind 
in  dem  Art.  mehrere  Formeln  und  Ge- 
setze die  E.  betreffend  aus  der  Eigen- 
genschaft  der  Brennpunkte  hergeleitet. 
Setzt  man  in  Gl  19  für  «'  den  Werth 
=  —  ca,  so  erhält  man  die  Gleichung 
für  die  Ordinate  des  Brennpunkts  nämlich 


oder 


(39) 


Es  ist  mithin  die  Ordinate  des  Brenn- 

Sunkts  =  dem  halben  Parameter  p  (Gl  30) 
er  grofsen  Axe. 

12.  Setzt  man  den  Brennstrahl  (Radius 
vector)  SL  =  R  den  Z.LSB  =  tj  so  ist 

SU  =  R  cos  r]  =  CU  +  CS  =  u  +  e 

woraus        u  =  R  cos  tj  —  e  (40) 

Diese  Bezeichnung  zwischen  dem  Ra- 
diusvector  eines  elliptischen  Bahnpunkts, 
seinem  Winkel  mit  der  grofsen  Axe,  der 
Ordinate  und  der  Excentricität  findet  in 
der  Astronomie  Anwendung. 

13.  Zeichnet  man  über  der  grofsen  Axe 
AB  einen  Halbkreis,  verlängert  JF  bis 
//  so  hat  man 

AJ:JH  =  JH.Jß 

d.  i.  x:JH  =  JH.2a-x 

oder  JH1  =  lax  —  x* 

nach  Formel  10  ist 


Constructionsweise  für  die  Ellipse:  Ist 
nämlich  die  grofse  Axe  AB  und  die  halbe 
kleine  Axe  CD  gegeben,  so  beschreibt 
man  über  AB  den  Halbkreis  AKB,  zeich- 
net über  AB  eine  beliebige  Anzahl  loth- 
rechter  Ordinaten  wie  JH  und  verlän- 
gert BA  beliebig.  Um  nun  den  in  der 
Linie  JH  liegenden  Ellipsenpunkt  zu  er- 
halten zieht  man  KU  bis  in  die  verlän- 
gerte BA  nach  L  und  von  /.  die  gerade 
Linie  nach  l> .  so  schneidet  diese  den 
Ellipsenpunkt  F  ab,  denn  es  ist 

CK  (=  o) :  CD  (=  c)=JH  :JF 

14.  Sind  die  Brennpunkte  S,  S'  und 
die  grofse  Axe  AB  gegeben,  so  zeigt 
Bd.  L,  pag.418,  das  Mittel,  die  Ellipse 
mittelst  eines  biegsamen  Fadens  in  ste- 
tiger Linie  zu  verzeichnen.  Ist  dagegen 
die  grofse  Axe  AB  und  die  halbe  kleine 
Axe  CD  gegeben  und  gezeichnet,  so  be- 
schreibt man  aus  D  mit  der  halben  gro- 
fsen Axe  AC  einen  Bogen,  der  die  grofse 
Axe  AB  in  den  Brennpunkten  SS'  durch- 
schneidet (s.  Formel  30)  und  man  kann 
nun  die  Construction  nach  Bd.  I.,  pag. 
418  vornehmen. 

15.  Trägt  man  von  einem  beliebigen 

Ellipsenpunkt  F  nach  der  kleinen  Axe 
die  Länge  FE  =  AC  =  a,  so  ist  FK  = 
CD=c. 

Denn  zieht  man  FG  ^  AC  so  ist 
FK  :  FJ  -  FE :  EG 

oder 
oder 


oder 


FK:y  =  a:  \?a*  -  «» 
FK*  l  ys  =  «'  :  a>  -  «' 
«  FK1 


hieraus 


c* 


mithin    a  :  c  =  JH  :  JF-  AC :  DC 

Aus  dieser  Proportion  ergiebt  sich  eine 

FJg.  610. 


K  * 

D  \ 

also  nach  Gl.  19. 

FK-c-CD 
Ist  also  die  grofse  Axe  2AC  und  die 
kleine  Axe  2DC  gegeben,  man  trägt  auf 
die  Kante  eines  Papierstreifens  die  Län- 
gen FK,  FE  d.  h.  AC  und  CD  von  einem 
Punkt  F  aus  ab,  rückt  diese  Länge  so 
dafs  der  Punkt  E  immer 
in  der  Linie  DC  uud  A  im- 
mer in  der  Linie  AC  bleibt, 


Fig.  SU, 


Ellipse. 
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so  gibt  der  Punkt  F  von  A  bis  D  belie- 
big viele  Ellipsenpunkte  an. 

16.  Wie  die  beiden  Axen  AB,  DE  sich 
gegenseitig  halbiren,  so  geschieht  dies 
auch  von  jeden  2  anderen  durch  den 
Mittelpunkt  C  gezogenen  Sehnen,  wenn 
dieselben  eine  bestimmte  Lage  zu  ein- 
ander haben.  Wie  z.  B.  ///  und  FG, 
indem  HJ  alle  mit  FG  parallelen  Seh- 
nen  und  FG   alle  mit  HJ  parallelen 

Fiff.  612. 


Sehnen  halbirt.  Wenn  man  alle  diese 
mit  einander  und  mit  FG  parallelen  Seh- 


nen sich  denkt  und  bis  an  den  Endpunkt 
//  verfolgt,  so  müssen  sie  natürlicher 
Weise  bei  #7  in  die  Tangente  übergehen, 
deshalb  ist  klar,  dafs  diese  Sehnen  der 
Tangente  TT'  des  Endpunkts  H  +  »ein 
müssen;  und  es  ist  (fies  auch  zu  be- 
weisen. 
Nämlich  aus  Gl.  No.  19: 

»»sie«"-«} 

a 

folgt  durch  Umformung 

aV  =  cV  +  «y 
Ist  nun  L  der  betreffende  Ellip 
senpunkt,  so  ist  CN  =  «,  LN  -  y 

und 

a«cs  =  e*.  Ci^  +  a'-  Li\'' 

Fällt  man  nun  die  Lothe  OP  auf 
AB  und  OQ  auf  LN, 
so  ist      CN  =  PN-CP 
und  LN=OP+LQ 

Nimmt  man  nun  in  der  Abscissen- 
linie  CH  die  Abscisse  CO  =  xt  die 
Ordinate  OL  =  y,  deu  Z  ACH  =  <f, 
Z.BCF=y, 

so  ist 

PN  -  CP—  y  cos  \\i  —  x  cos  <p 
OP+  LQ  =  xsin  y+ytin  tp 
folglich  hat  man 


a3ca  =  c2  (y  cos  ip  —  x  cos  </>)*  +  a*  (x  sin  (f  +  y  sin  \p)* 
=  c1  [y*  cos1  xp  —  2xy  cos  xp  •  cos    +     cos  '</>] 
-j-  o'  [*'  sin  *(?  4-  2xy  sin  (f  •  sin  xp  +  y'  sin 


(41) 


Nun  soll  die  Sehne  KL  durch  CH  hal- 
birt werden,  also  soll  OK=  OL  sein,  d.  h. 
es  sollen  für  x  zwei  gleiche  und  entge- 
gengesetzte y  entstehen.  Dies  ist  aber 
nur  möglich  wenn  die  Glieder  mit  dem 
Factor  y  in  Summa  =  0  werden.  Die 
Bedingung  gleicher  entgegengesetzter  Or- 
dinaten  ist  also: 

—  2c*xy  cos  7  •  cosxp  +  2aa  xy  s  i n  (f  -sinxp  =  0 


woraus       -j  =  ly  tf  •  lg  xp 


Für  den 
HR  =  y 


Ellipsenpunkt  H  ist  CR  =  u, 


Nun  ist 


HR 

tg<f>  =  tSACH  =  1pR 


(42) 


daher 

Nun  ist  aber  nach 


c*  u 

9  T    a*  y 


20 


n 


Formel 

lg  HTC=^r*  — 
o«  y 

folglich  ist  £HTC  =  £BCF 
und  FG  *  TT 

Die  beiden  obigen  Glieder  =  0  gesetzt 
wird  die  erste  Gleichung 


woraus 


a*c*  =  c3  (y*  cos1  xp  +  x*  co«*  </>)  -f  <**  (x*  «in  *</  -f  y*  sin  xp) 
_  ^  jy'a*  c1  —  xs  (c3  co*  *(/  -f-  o*  ttM  ) 


r*  cüj ■  -  ij'  4  o*  *i»  3«/> 


Die  beiden  durch  den  Mittelpunkt  ge- 
zogenen Sehnen  FG  und  //J  sind  also 
Durchmesser  und  heifsen  zusammen- 
gehörige,  co njugirte  Du  rchmesser. 

17.  Aus  Formel  41  hat  man 


(43) 
(44) 


y*  = 


—  x3       cos*  q  +  sin  3<f  ^ 

-i  co«  3i/>  +  *in  *xp 
a1 


47  Ellipie. 

oder  mit  Hülfe  von  Formel  42:  frrtt 

^/ai.,-*»            ^    X  ^KO*-*»]  (50) 

y»=  \cos<p*co,t!,  /      ,8    getzt  mau  in  Formel  4ß  UQd  4? 

•  cos  *i/»4-  sin  ho        aUS  F.0rm*1  42  fÜT  °*  den  Werth  **H  -t9* 
coitf.cosij,  so  erhalt  man 

od  ©r  ■ 
f    cos*  sin^sin^*)        <45)  sin* 

Durchmesser  CF=  c  ;  ^namhcn  jg  Aus  ^  ^  ^ 

(C0'  "  **  '  (V  +  *)         (46)  («?  X  CO»  =  C«  •    

Für  y  =  o  erhält  man  für  *  den  hal-  *»ny>.jw*.  «»»(7.  +  *) 

ben  Durehmesser  C#  =  «'  nämlich  hieraus  ^ 

,          ,            cos  1//  o'  X  c  •  «n  (,/>  +  «/,)  =  ca  ^col  if  .  cot  ip 

(**  =  C  '  sin^  ,in r>+*)      («)  «od  mit  Hülfe  Ton  Formel  39 

Es  ist  mithin  ans  Gl.  46  und  47 :  o'  x  c'  x  sin  (v  +  •/,)  =  «.  c  (53) 

(•')' :  (O*  =  «in  1//  •  co«  if, :  «in  v  .  cot  tf>  0?  +  «/')  »**  der  Coordinatenwinkel  IOC. 

=  sin(2*)  :stn(2y)           (48)  Ka  ist  ala0  das  Product  sweier  couiu- 

Setat  man  in  Gl.  45  für  c»co*</>  aus  D4urchme_ss1er  mit  dei"  Sinus  des 

46  den  Werth  V         Coordinatenwinkels  constant  und  gleich 

(eV  •  »in  M,  .  sin  (y  +  ^)  dem  Product  ^  A**°- 

so  erhält  man  mit  Hülfe  von  Gl.  48 :  Aus  No-  ^  hat  man 

jf-r(„y_fti  »»y  •  «»y  +  (f.y  _      «a      ["» y    sin 0 1 

sin  t// •  CO*  t//  *»fl(y+ J//)LcO«y*  COfyJ 

folglich  Dach  Formel  48  Die  Klammergrofse  ist 

ST    (a.)tU«;     *\l  (49)  costp.conf, 

und  hieraus  Schreibt  man  den  Zähler: 

«in  ff  •  cos  9  (via *tp  +  cos  »*)  +  sin  tp  •  cos  V»  (sin     +  cos  '7) 

=  »n<p  «cosy  sinV  + y«  cos*  i//-f  sin  i/>«  cos y •  sin'o; +sia*» cos ^cos 

Fafst  das  erste  mit  dem  vierten,  das  zweite  mit  dem  dritten  Gliede  zusammen, 
so  erhält  man 

com  (f*$inif/  [sin  y  sia  tff  +  cos  tp  •  cos  v] -f sin  y  •  cos  *  [coi  y  •  cos  i/>  +  sia  y  •  sin  *] 
=  (cos  y  sin  \p + sin  y>  •  cos  V)  («>s  9-  costy+simf  sin  V) = «in  (7  +  i//)  cos  (y  -  ^) 

folgUch  ist     (a')>  +  (O»  =  ««  .  4  =  a«  (l  +  lo  V  .  lo  ,/,) 

cos  7  •  CO»  l/> 

Also  mit  Hülfe  von  Formel  42  :  /»  /  TgTTi 

(aV  +  (c)»  =  «Hc»  (54)  iVr+W'ö*  +  C 

d.  h.  die  8umme  der  Quadrate  je  2  con-     VT  .  c> 

jugirter  Durchmesser  ist  constant  und     Nun  ist    y*  = -j  (2«x  -  *») 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Axen.  öy    ^  a_x 

21.  Aus  46  und  53  hat  man  d*her  =  q»  ' 

ÜiTf  daher  öi=J/1+W'T") 

Jäher     c  :  a  -  c .  cos  y :  a  sia  ^  8etlt         (^g-        ^«^  =  *»  «";,=  y, 

22.  Rectification   der  Ellipse.  *J \       *   V  ^  ' 
l>ie  allgemeiue  Rectificationsformel  Bd.  II.,                  _  /  |  /  ,  ,  c»  («-*)» 
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Um  das  Differenzial  integrirbar  zu  ma-  /\  I      7"J  \» 

chen  kann  man  den  Z.HCA  für  die  Or-  l  =  cJ  y1  +  \—  ,tn  ß)  ^  (56) 


dinate  JH  des  Halbkreises  =  ß  - 

dann  ist    x  =  a  —  aco$  ß  Dieses  Integral  ist  nur  näherungsweise 

$x  aufzulösen,  und  dies  geschiebt  am  ge- 

^  =  a$inß  eigneisten,  wenn  man 


durch  den  Binomischen  Satt  in  eine  Reihe 
entwi 

= fyc*  +  {a'-c*fsin*ß  00  setzt 


entwickelt   Man  hat,  wenn  man  —-% 


[l  +  (-1  =  1  + 1  *  W/J  -  j  *< «"  V  +  ^    ««  V 


+  

Von  jedem  dieser  Glieder  das  Integral  genommen  erhält  man 

/.  l    r  3      3  i 

- -j  «*  »in  *ß  =  -  —  n* [  g -ß-  j  «»0  •  ce«  ß-  —  »in  V  •  «w  £  J 

7h        n tn'- n  '  •  -  '  -  s  *•  ~ '  -  t    •  -  '1 

7  1    .  „1 

~  ü     ^ "  ***  ß  —  T  nn  ß '  °°' ß  J 

/IL  „io  lin  w*  =  _L  „io  |~  *L       ®L  tinß-cotß  -  ^  »in  'ß  •  eo$  ß 
266  P    856      L256p    866      K       r    389  r 

77  33  11 

-  6lÖ  " *    *  C"  ß  "  320  ' '* " 1ß '  **'  ß  "  12Ö      9ß  *  C°'  ß 

-±,in»ß.c0,ß] 

Es  ist  mithin  —  =  einer  unendlichen  Summe  unendlicher  Reihen  Ton  denen 
c 

die  erste  den  Factor  ß,  die  «weite  den  Factor  «in  ß-  cot  ß  u.  s.  w.  hat.   Die  erste 

ß\&      8*  +16J     128»       256'  / 

die  abwechselnden  Voneichen  machen     -fc     c,  +  (  ,  -  ct)         umfomt  in 

die  Reihe  nicht  geeignet,  sur  Berechnung  K        '  _  T  v     _ .  '   T 

einer  Bogenlänge  und  da  diese  auch  bei  |  V  —  («•  -  c')  com  *ß   

den  Reihen  für  die  Factoren  $in  ß* cos  ß,  r  t~~~~i~  \" 

tin%ß'Co$ß  u.  s.  w.  vorkommt,  so  ist  woraus   l-a  I  I  1-1—  co$  ß\  bß 
eine  andere  Reihe  erwünscht.    Man  er-  .  ,.   «  ?» 

hält  diese,  wenn  man  die  obige  Wurzel-     Es  entsteht  nun  die  Reihe 
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3  •  5  •  7  3  •  5  •  7  •  9  "I 

2T37475T2>n  CM  ^"273^4^ '6Ty.""w' ^" J 

Nun  ist 

-/i»»  cos  V  =  -  i»»  (tf  +  *»»  ^  •  eo,  ß) 

~f  ih*  *' eot  4ß  =  ~       *  + *  *  *  "'"^  •  co*^+ •  «•»  V) 

~f^hi* *%C"%ß =_  2^2* ( *** tf  +  nß ' «"/9+l'i»^To.V 

•f  i  MM  /J  •  COf  V) 

7^  •,~V=-r3^i(*-|-|-W  +  *-|-|-*iiii/!.c«/? 

+  i  •  I  •  i       •  coi  V  + 1  •         •  co»  V+  4,  «in/} .  cot  V) 

/"    3»5»7       „      M  3.6.7.»w 
.  g.3.4.5.y»"CT",^-8.3.4-5.il^-''-*-*-'-^ 

+A*J*  I  «t  •*,«*»0«ew/?+A*f  •  cm V 

+  A  •  i  •  1  •        •  co$       A  *  *  *  ***ß  '  coj7/?  -f  ^  st»/3 .  eo*  •*) 
/*    3»5»7.9       „      itfl        3- 6-7. 9.»»  r 

+H-A-l-l-i-i«»/J-co«/j+4^A-i-i-ifi»/?.ro«V 

+  tt  •  A •  f  •  1 co* •  A  •  f  >*nfl »cos  7ß 

+  H '  A  "» V  +  tt  »inß  •  co» 1  '£] 
Hieraus  entsteht 
A  _  /,  _  »1  _  3j»4  _  5»a  _  175n»  _  441  n'°  _  4851 1»1^ 
a     V      2»      8>     16»     128»       256*  1024» 

\4  "*"  8»  T16,'f  128»  +   256«  +  ~ 1Ö24»~ 7      '* '  ^ 
/  »«      5»«    175n8    147  n'°  ,  1617nis\ 
\2 •  4'  +  6-8»  +  6 •  64'  +  2Tl28»  +  2~.To24  V      ß  '  C°'  ß 
/*•      35»»     147  «•    1617-  n»\  .   fl  . 
~  \96  +  6  •  32»  +  iö764»  +  TÖT256»        ß  '  ' 


-( 


,5»8    63  *10  ,  693«tt\ 
\3T»  +  5^64»  +  5T256V  nH  ß,c0$  ß 


(  7n10       77*'»  \  7n11 
"  \1Ö^6»  +  iöT64"J        •  co«  V -  ^j-  «n  ^  .  ro*      - . . . .  (57) 

Die  Constante  fallt  fort,  weil  für  0  =  0  auch  1  =  0  wird. 

Für  x  =  a  wird  0  =  90°  =  y  *i»£=r  1 ,  cot  ß  =  0;  l  ist  der  elliptische  Qua- 
drant,  für  welchen  nur  die  erste  Reihe  mit  dem  Factor  ß  zu  berechnen  ist,  wäh- 
rend die  übrigen  Reihen  =  0  werden. 

Für  a  =  5,  c  =  3  ist  «  =  4,  n  =  |. 
Man  hat  den  Quadrant 
i  =  5(1  - 0,16  -  0,0192  -  0,00512  -  0,001792  -  0,0007226344 

-  0,000028901376  -  )  y  =  6,386  . . . 

23.  Quadratur  der  Ellipse.    Die  allgemeine  Quadraturformel  für  recht- 
winklige Coordinateu  steht  Bd.  IL,  pag.  192  mit  Fig.  540 

F=/yÖ*  +  C 
Es  ist  Formel  10 :     y»  =  £  (2a*  -  x») 

IH.  4 
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hieraus  F-  Ebene  AJF  (Fig.  609) 

=/y9x  =  J ~  \2ax  -  x*  tSx 
Nun  ist  nach  der  allgemeinen  Integralformel : 
/j'«*  -  6*'  =  -  -  Ah~  Vax  -  bx'  +  ^  Are  st»  — -- 

/,  9,  =  f/i/5T^  =  ±  [-  -zf  Vö^rp  +  £         (-  f  r  *)  +  c] 

Für  « - 0  wird  F=0  daher 
C  =  +  |7ra2 
daher  vollständig 

F=  v  f-     1 *' + t      ("  *r) + 1 " "'] 

Für  a?  =  a  wird  F  zum  elliptischen  Quadrant  und  dieser 

A  4 


(58) 


c  - 


24.  Es  ist  (Fig.  609)  JF=  y  =  —  1  2*r  -  x* 

CJ  =  a-x 
daher  ist  das  erste  Glied  des  Integrals 

_  izf? .  .1  i/2aT^T»  =  -  JCJX  JF=- ACFJ 
2  a 

Wird  dies  A  *n  dem  Integral  hinzugesetzt,  so  erhält  man 
Ebene  ACF=  - «rc ti» =  i«? •  «rc •  «»■        =  Jac  «rc«*»  ^  (60) 

Und  da  1-         «  =  reo*  ij' +  e 

rt-ar      .   |/2oj?  -  x3  _  •  JL  2.  *  =  Ä  co*  17  -  e 

~T  ~  n*       a  c  Nach  Gleichung  36  und  37  hat  man 

so  ist  auch  m  e 

u  3.  r-a  • « 

Ebene  ACF=\acarc ttn  i      (Gl)  « 

*?  „  c 


25.  Nimmt  man  die  Radien  von  den 


4.         R  -  a  +  —  u 


Brennpunkten  aus,  so  hat  man  Setzt  man  (He  Werthe  von  „  aus  , 

Ebene  AS'F=  ACF  +  CFS'  und  2  in  3  und  4,  so  erhält  man  für 

ASF=  ACF-  CFS  beide  Fälle 

Es  ist  die  Excentricität  CS  =  CS'  ■=  e,  5.   «*  —  e8  =  c*  =  r  («  -  e  cot  17') 

FJ  =  y  6.    a'  —  e*  =  r'  =  Ä  (a  —  *  cot  rj) 

daher  A CFS  =  A CFS'  =  J«  •  y  Nun  ist  y  =  Ä  »iitij  =  r *m V 

also  folglich  in  Gl.  62  und  63 

Ebenei4S'F=i*io<irc.!i»  i  +  ^y    (62)  X  =     CÄ  "»  7  _  =  -cil" 

c  c     «  («  —  «  co*  17)    a  —  e  cot  17 

Ebene  ASF  =  f «c •  arc •  *tn  ^-  -  Jcy    (63)  _     er  sin  rj     _    c  tin  ij' 

,                     c  ~  r  (a  -  e  co*  7*).    ä— eco«^1 

26.  Es  ist  für  die  Astronomie  von  Eben  so  ist 

Wichtigkeit,  die  Ebenen  AS'F  und  ASF  ry  =  eR  sin  rj  -  er  sin  n' 

durch  a,  c,  e  und  die  Winkel  ASF  und  c'esin»  c3etinn 

AS'F(i))  auszudrücken.   Ilierzu  hat  man  —  =  —  — , 

Gleichung  40,    wenn  mau  (Fig.  609)  a-ecottj    a  -  e  cot  r, 

S'F=R,  SF  =  r  setzt.  Mithin  ist  nach  Gl.  62  und  63 


Ebeue  AS  F=  \ac  arc  tin  —  +  }  (64) 

a  —  ecottj      o  —  ecotn 
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Ebene  ASF=  \ac  arc  sin   ctinit'  ,+x  *****  m) 

Der  /ij  heißt  in  der  Astronomie :  die     Legt  man  Formel  19  zu  Grunde 
wahre  Anomalie  (s.  d.  A.)  cs 

24.  Bestimmung  derUmdrehungs-  ya=  ~r  («*  -  **) 

fliehen.  Bd.  IL,  pag.  194  steht  die  all-  Ä 
gemeine  Formel  für  rechtwinklige  Coor-  s0  ^at  man 

daher  aus  der  allgemeinen  Integralformel : 

'-^•[l-»'Sriw  +  gilf.illl«]  +  c 

zu-  ^  bt  dj.T  Ausdru<*  för  die  ,ZoDe,  welche  enUteht  wenn  der  Bogen  DF 
(Fig.  609)  um  die  grofse  Axe  AB  sich  herum  dreht.  Da  für  u  =  0  auch  F=o  und 
der  Ausdruck  für  F=0  wird,  so  fällt  die  Constante  fort  und  es  ist 

Zone  durch  DF=  n  ^  [«  ^T*;»  +  £  ^rc  «„  ?  j]  (66) 

ülf  a-?n.tstent  die  halbe  elliP«oi-  durch  Umdrehung  des  Bogens  AF  um 

djscbe  Oberflache,  indem  der  Quadrant  die  kleine  Axe  DE  entstellt,  hat  man 

>i0  um  die  grofse  Axe  sich  dreht:  aus  Gl.  29 
Oberfläche  durch  AD  aa 

/.  a'c      .   e\  y.'  =  -r 

=  7?  lca+  —  arc  «tu  —  I   (67)  c 
....„       •  a/  wo  w,  die  Länge  CG  bedeutet; 

25.  Um  die  Zone  F  zu  finden,  welche  hieraus 

nnd  da  c  <  a  ist 
c 

Nach  der  allgemeinen  Integralformel 
bat  mau 

Für  w  =  0  wird  F  =  0.    Man  hat  also 

0  =  2/r£[o  +  ^/»(0  +  c«)  +  c] 


K«  ivt  mithin        C  =  -£/»C* 

2e 


▼ollständig 

c^l  1      +  «  «»  +—  5 —  c,T  - 

4* 


(68) 
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Für  «,=e  erhalt  man  die  halbe  elliptische  Oberfläche,  wenn  der  Quadrant 
AFD  um  die  kleine  Axe  DE  sich  dreht 


(09) 


26.  Cubatnr  der  Ellipse.  Der  el- 
lipsoidische  Körper,  der  durch  die  Um- 
drehung der  Ebene  AFJ  um  die  grofse 
Axe  entsteht,  ist  aus  der  allgemeinen 
Cubatiirformel  Bd.  II.,  pag.  195. 


also 


K=ntf 
oder  A'=*^t  .(«**-  }.r3) 


(70) 


wo  die  Constante  fortfällt,  weil  mit  *  =  0 
auch  k  =  0  wird.  Für  x  =  «  entsteht  das 
halbe  Ellipsoid,  wenn  die  Ebene  AÜC 
um  /iß  sich  dreht 

K-lrtac1  (71) 

Für  den  Körper  A"  durch  die  Umdre- 
hung der  Ebene  DFÜ  und  DE  erhält 


*T=ii?  («*,»-**,»)  (72) 

und  das  halbe  Ellipsoid  der  Ebene  ^4C/> 
um  Cf? 

A"  =  §7F«  »c  (73) 

Ellipsoid  entsteht  als  Uimirehungskör- 
per  wenn  ein  halber  Ellipsenbogen  ent- 
weder um  die  grofse  oder  um  die  kleine 
Axe  sich  herumdreht.  Aus  dem  vorigen 
Art.  Formel  71  und  73  geht  hervor,  dafs 
das  um  die  grofse  Axe  a  gedrehte  E. 
=  ist  J/iac3 


das  um  die  kleine  Axe  gedrehte  E.  ist 

Ellipticität  ist  der  Unterschied  zwi- 
schen dem  Durchmesser  des  Erdaequators 
und  der  Erdaxe  dividirt  durch  den  Aequa- 
tordurchmesser;  also  die  Erdabplattung 

(— in  (,em  Art«  Abplattung). 

Eloogation,  Elongationswinkel  s.  v.  «•. 

Ausweichung  eines  Planeten.  Mau 
versteht  nicht  nur  hierunter  den  Winkel 
zwischen  der  Sonne  und  dem  wahren 
Ort  des  Planeten  mit  der  Erde  als  Schei- 
telpunkt, sondern  auch  ganz  besonders 
den  Winkel,  den  die  Sonne  und  der  auf 
die  Ekliptik  (durch  den  Breitenbogen)  re- 
ducirte  Ort  des  Planeten  mit  der  Erde 
bildet,  so  dals  der  E.-winkel  in  der  Ebene 
der  Ekliptik  liegt. 

Endekagonalzahlen,  eilfeckige  Zahlen, 

sind  diejenigen  Polygonalzahlen  deren  zu 
Grunde  liegendes  Polygon  das  Eilfeck  ist. 
Dio  Natur  dieser  Zahlen  s.  aus  den  Art.: 
DekagonalzabI,  Dodekagonalzahl. 

Die  arithmetische  Reibe,  aus  welchen 
die  Zahlen  entspringen  haben  zur  2ten 
Diflerenzenreihe  die  gleichen  Zahlen  !>, 

9;       9;  9; 
hieraus  die  erste  Diflerenzenreihe 


1;  1  +  9;  1  +  2« 9;  1+3.9;  1+4-9;    1  +  («  -  1) .  9 

hieraus  die  Endekagonalzahlen 

1;  2  +  9;  3  +  3*9;  4  +  6-9;  5+10-9   


oder 


1;  11; 


30; 


58; 


95; 


Endecken,  s.  u.  Ecken. 

Endflächen  sind  bei  einem  prismati- 
schen Krystall  diejenigen  Flächen ,  in 
deren  Mittelpunkte  die  Endpunkte  der 
Normalaxe  fallen  (s.  Axensystem  und 
Axen).  Hat  z.  B.  der  Krystall  die  Form 
der  sechsseitigen  Säole,  so  wird  diejenige 
Axe,  welche  die  Mittelpunkte  der  mit 
einander  parallelen  Grundebenen  verbin- 
det, zur  Normalaxe  genommen  und  diese 
Grundebenen  heifsen  die  E.  des  Krystalls. 

Die  E.  bilden  mit  den  Seitenflächen 
rechte  oder  schiefe  Winkel;  sie  heilsen 
demnach  gerade  oder  schiefe  E.«  oder 
man  sagt,  sie  seien  auf  die  Sciteukanteii 


oder  Seitenflächen  gerade  oder  schief  auf- 
gesetzt. 

Endgeschwindigkeit.  Ans  den  4  Art. 
„Bewegung"  geht  hervor,  dafs  unter 
Geschwindigkeit  der  Weg  verstanden  wird, 
den  ein  Punkt  oder  Körper  iu  irgend 
einer  Zeiteinheit,  wofür  in  der  Regel  die 
Secunde  gilt,  durchläuft.  Sowie  nun  dem 
Wortlaut  nach  Anfangsgeschwindigkeit 
diejenige  Geschwindigkeit  ist,  mit  wel- 
cher Bewegung  beginnt,  so  ist  Endge- 
schwindigkeit diejenige  mit  der  die  Be- 
wegung beendet  wird. 

Bei  gleichförmiger  Bewegung  ist  die 
E.  gleich  der  Anfangsgeschwindigkeit  uud 
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gleich  jeder  innerhalb  der  Bewegung  statt 
nabenden  Geschwindigkeit. 

Eine  verzögerte  Bewegung  kann  so 
lange  fortgesetzt  werden  bis  die  K.  =  0 
wird. 

Bei  beschleunigter  Bewegung  ist  da- 
gegen die  E.  eine  ideelle  Gröfse.  Hat 
nämlich  der  Körner  /  Secunden  lang  sich 
bewegt ,  so  ist  die  zu  Ende  der  f  ten  Se- 
cunde  erlaugte  oder  die  nach  t  Secunden 
stattfindende  E.  derjenige  Weg,  den  der 
Körper  in  der  folgendon  (l+l)ten  Se- 
cunde zurücklegen  würde  weun  er  bei 
Beginn  dieser  (»  +  1)  ten  Secunde  mit  der 
erlangten  Geschwindigkeit  noch  eine  Se- 
cunde lang  gleichförmig  sich  fort- 
bewegte. Der  Art  , Beschleunigung* 
So.  3  gibt  bei  der  Anfangsgeschwindig- 
keit =  Ö  diesen  Weg  als  E.  nach  Ver- 
lauf von  t  Secunden  an  =  26'/:  der  wirk- 
liche Weg  in  der  (l  +  1)ten  Secunde  ist 
=  2Gi  +  6';  man  erhält  also  die  E.  einer 
gleichförmigen  Bewegung,  wenn  man  von 
dem  Wege  der  folgenden  Secuude  die 
Beschleunigung  abzieht. 

Fängt  die  beschleunigte  Bewegung  mit 
der  (Anfangs-)  Geschwindigkeit  =  c  an, 
so  ist  nach  Bd.  I.,  pag.  355,  Formel  8 
die  E.  =  C  =  r+  2Gi;  und  dieser  Weg 
würde  in  der  folgenden  (*  +  l)ten  Se- 
cunde durchlaufen  werden,  wenn  mit  dem 
Ende  der  Iten  Secunde  die  Beschleuni- 
gung G  zu  wirken  aufhörte. 

Ist  die  Beschleunigung  negativ,  ist  sie 
Verzögerung,  beginnt  die  Bewegung  mit 
der  Geschwindigkeit  C  und  wird  nach 
Verlauf  von  t  Secunden,  wo  die  Ruhe  noch 
nicht  eingetreten  ist,  nach  der  E.  gefragt, 
so  ist  diese  ebenfalls  der  Weg,  der  in 
der  folgeuden  Secunde  gleichförmig  zu- 
rückgelegt werden  würde,  wenn  also  die 
Verzögerung  während  dieser  Secunde  zu 
wirken  aufhörte. 

Der  Weg  in  den  ersten  F  Secunden  ist 

-CT  —  GT* 
der  Weg  in  den  ersten  (T+  1)  Secunden  ist 

=  C(T  +  D-G(T+  1)J 
folglich  der  Weg  in  der  (T+  l)ten  8ecunde 

=  C-2GT-G 
Wird  nun  von  diesem  wirklichen  Wege 
die  Verzögerung  (-  G)  fortgenommen,  so 
bleibt  der  gleichförmig  durchlaufene  (grö- 
ßere) Weg,  d.  h.  die  E.  nach  T  Secun- 
den =  C-26T. 

Bei  der  ungleich  veränderlichen  Be- 
wegung (s.  diesen  Art.  :  Bd.  I.,  pag.  356) 
»indet  derselbe  Begriff  von  E.  statt. 

Endkaoten  in  einem  Krystall  sind  die 
Kanten,  welche  den  Endecken  zulaufen; 


die  übrigen  Kanten  heifsen  Seiten- 
kanten. 

Endlich  ist  dem  Wortlaut  alles  was 
ein  Ende  hat.  In  der  Mathematik  hin- 
gegen kann  der  Begriff  endlich  nicht 
wortgetreu  genommen  werden,  weil  sonst 
jede  geschlossene  Curve  nicht  endlich 
also  unendlich  sein  würde.  Unter  end- 
lich versteht  man  daher  jede  Gröfse, 
welche  sich  in  einer  bestimmten  Anzahl 
von  ihr  gleichartigen  Einheiten  angeben 
lafst.  Kreislinien,  Ellipsen,  KugeTober- 
flächen  u.  s.  w.  sind  endliche  Gröfsen. 
Dio  l'arabel  ist  nicht  endlich,  weil  deren 
mögliche  Längo  in  einer  Anzahl  von 
Längeneinheiten  nicht  auszusprechen  ist. 

Jede  Zahl  rational  und  irrational  ist 
endlich,  weil  ihr  eine  Einheit  zu  Grunde 
liegt,  die  eine  bestimmte  Anzahl  mal  sie 
begreift.  Eine  unendliche  steigende  arith- 
metische oder  geometrische  Reihe  ist  so- 
wohl in  Anzahl  der  Glieder  als  in  dem 
Werth  nnendlich:  ist  die  Reihe  abneh- 
mend, so  ist  sie  nur  in  der  Anzahl  ihrer 
Glieder  unendlich  in  ihrem  Werthe  da- 
gegen eine  endliche  Gröfse. 

Enneadisches  Zahlensystem,  neunthei- 
liges System,  in  welchem  die  Neun  (9) 
als  Ziffer  fehlt  und  als  kleinste  zweiziffrige 
Zahl  mit  10  bezeichnet  wird  (vergl.  dode- 
kadisches  Zahlensystem). 

Enneagon,  s.  v.  w.  neunseitige  Figur, 
Neu  neck. 

Enneagonalxahlen.  nenneckige  Zahlen 

(s.  Endekngonalzahlen)  haben  das  Nenneck 
zum  Constructionspolygon ;  arithmetisch 
entsteht  die  Reihe  folgender  Art: 
7 ;    7 ;         7 ;  7 

1;  1  +  7;  1  +  2.7;  1+3*7;  1  +  (*•—  1)7 

hieraus  die  Enneagonalzahlen 

l;2+7;3  +  3*7;4  +  6*7   }»(7ii-5) 

oder 

1;    9;        24;  46;   

Enteckong  (Kryst)  ist  die  Fortnahme 
einer  Ecke  mittelst  einer  durch  die  diese 
Ecke  bildenden  Kanten  hindurch  geleg- 
ten Fläche.  Man  denkt  sich  dieseloe  an 
einem  Krystall  vorgenommen,  wenn  man 
die  combinirte  Form  desselben  aus  einer 
einfacheren  Form  ableiten  will.  Ein  Bei- 
spiel hiervon  gibt  Bd.  II.,  pag.  36  und 
37,  Fig.  301  und  302 ,  wo  das  Octaeder 
als  durch  fortgesetzte  Enteckung  des 
llexaeders  entstanden  gedacht  wird.  Vergl. 
»  As  tumpfnngs  flächen.* 

Entfernung,  s.  v.  w.  Abstand. 

Entgegengesetzte  Gröfsen.    In  allen 
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Disciplinen  der  Mathematik  kommen  Grö- 
fsen  vor,  die  ungeachtet  ihrer  Gleich- 
artigkeit, ja  selbst  ihrer  vollkommenen 
Gleichheit  dennoch  in  Absicht  einer  von 
der  Gröfse  selbst  unabhängigen  also  äufse- 
ren  Eigenschaft  wesentlich  verschieden 
sind.  Diese  Eigenschaft  ist  das  Entge- 
gne ngesetztsein;  die  Gröfsen,  denen 
diese  entgegengesetzte  Besiehung  anhaftet 
heifoen  entgegengesetzte  Gröfsen. 

Der  Grund  für  solche  Beziehung,  wo 
sich  dieselbe  auch  finden  mag,  läfst  sich 
zusammenfassen  in  einer  der  Zeit  und 
dem  Raum  gemeinsamen  wesentlichen 
Eigenschaft,  in  der  Stetigkeit,  welche 
in  der  Ausdehnung  als  Form  zur  An- 
schauung kommt.  Der  Raum  hat  drei- 
fache, die  Zeit  nur  einfache  Ausdeh- 
nung (Abmessung,  Dimension). 
Abstrahirt  man  von  2  Dimensionen  des 
Raums,  so  dafs  nur  eine  Dimension  übrig 
bleibt,  so  hat  man  die  Linie,  welche 
eine  Raumlinie  so  wie  die  Zeit  eine 
Zeitlinie  ist. 

Nur  in  der  Linie  findet  Entgegenge- 
setztes statt,  indem  man  die  Stetigkeit 
durch  den  Gedanken,  »Punkt"  genannt, 
unterbricht  und  von  diesem  Punkt  aus 
die  beiden  alleinigen  Richtungen  an  der- 
selben einzeln  verfolgt;  also  vor  und 
nach  dem  Zeitpunkt  und  rechts  und 
links  von  dem  Raumpunkt. 

Die  eine  Richtung,  gleichviel  welche, 
heilst  positiv  oder  affirmativ,  die 
andere  negativ.  Beide  Richtungen  hei- 
fsen entgegengesetzt,  und  Gröfsen, 
denen  verschiedene  Richtungen  zukom- 
men heifsen  entgegengesetzte  Grö- 
fsen. 

Hat  man  Entgegengesetztes  in  dem 
körperlichen  Raum  zu  bezeichnen,  so  hat 
man  für  die  3  Hauptlängenrichtungen 
desselben:  rechts  und  links,  hinten  nnd 
vorn,  oben  und  unten.  Z.  B.  Bei  allen 
Windmühlen  ist  gebräuchlich  die  Ruthen 
immer  auf  einerlei  Weise  sich  drehen  zu 
lassen.  Um  diese  Weise  anzugeben  kann 
man  sagen :  die  Ruthen  drehen  sich  rechts, 
sie  drehen  sich  links,  man  mag  die  Dre- 
hung vor  oder  hinter  der  Mühle  betrach- 
ten. Man  mufs  daher  auf  die  3  Dimen- 
sionen des  Raumes  Rücksicht  nehmen 
und  z.  B.  sagen:  Alle  Windruthen  dre- 
hen sich  der  Art,  dafs  wenn  man  vor 
der  Mühle  steht  und  sie  ansieht,  der  un- 
tere Flügel  sich  rechts  dreht-  Auf 
diese  Weise  kann  man  dieselbe  Drehungs- 
weise der  Windflügel  auf  viererlei  Art 
bezeichnen,  indem  man  sagt,  man  stehe 
vor  oder  hinter  der  Mühle  und  von  der 
Drehung  des  unteren  oder  des  oberen 
Flügels  spricht. 


Alle  entgegengesetzten  Gröfsen,  so  ver- 
schiedenartig sie  auch  sein  mögen,  kön- 
nen auf  das  Princip  der  eben  betrach- 
teten unterbrochenen  Stetigkeit  zurück- 
geführt werden. 

Vermögen  und  Schulden  z.  B.  in  der 
Arithmetik  sind  entgegengesetzte  Gröfsen; 
denn  Vermögen  ist  der  Zustand  des  Em- 
pfangenhabens,  Schulden  der  Znstand  des 
Gebensollens,  beide  also  entgegengesetzt 
im  Raum  und  in  der  Zeit.  Nämlich  Em- 
pfangen und  Geben  vom  Punkte  des  zu 
denkenden  Zähltisches  aus  im  Raum  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  —  und 
Haben  und  Sollen,  des  Ehemals  und 
Künftig  von  dem  Punkt  der  Gegenwart 
aus  in  der  Zeit  entgegengesetzt. 

So  hat  man  entgegengesetzte  Linien, 
Winkel,  Ebenen,  Kräfte,  Wasserbewe- 
gungen als  Zuflufs  und  Abflufs  u.  s.  w. 

Wenn  man  von  dem  Punkt,  der  die 
Ausdehnung  unterbricht,  einer  Richtung 
derselben  folgt  und  sodann  um  gleich- 
viel nach  entgegengesetzter  Richtung,  so 
befindet  man  sich  wieder  in  demselben 
Punkt,  von  dem  man  ausgegangen  ist. 
Entgegengesetzte  Gröfsen  haben 
also  das  Merkmal,  dafs  sie  absolut  gleich 
grofs  genommen  sich  einander  aufheben, 
zu  Null  werden. 

Entgegengesetzte  Operationen  in  der 

Arithmetik  und  der  Analysis  haben  mit 
den  entgegengesetzten  Gröfsen  denselben 
Grund ,  z.  B.  Vorwärts  zählen  und  rück- 
wärts zählen,  indem  man  die  in  einer 
Linie  geschrieben  zu  denkenden  Zahlen 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  ab- 
liest. Eben  so  das  Zusammenzählen 
entgegengesetzt  dem  Abziehen ,  das  Thei- 
len  dem  Vervielfältigen,  das  Radiciren 
dem  Potenziren,  das  Integriren  dem  Dif- 
ferenziren, das  Auflösen  einer  Gleichung 
dem  Ansetzen  derselben  u.  s.  w. 

Bntkantang  (Kryst)  ist  die  |Fort nähme 
einer  Kante  an  einem  Krystall  mittelst 
einer  Fläche,  die  durch  die  beiden  jene 
Kante  bildenden  Flächen  gelegt  wird; 
sie  wird  ebon  so  wie  die  Enteckung  vor- 
genommen gedacht.  Wenn  man  z.  B. 
die  Kanten  des  Octaeders,  Fig.  138,  pag. 
257  durch  schmale  Flächen  fortnimmt, 
womit  zugleich  die  Ecken  vierflächige 
Zuspitzungen  erhalten,  so  hat  man  die 
Combination  des  Octaeders  und  des  Do- 
dekaeders mit  vorherrschenden  Octaeder- 
flächon,  eine  Form  in  welcher  der  Magnet- 
eisenstein vorkommt. 

Entwickelang  einer  Function  In  eine 
Reihe.   Diese  geschieht: 
1.  Durch  Partialdivision  (s.  Buch- 
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stabenreehnung  pag.  439  mit  2  Bei- 
spielen). 

2.  Beim  Potenziren  mit  Hülfe  des 
binomischen  Lehrsatzes  ($.  d.  Art.  pag. 
374). 

3.  Durch  Radiciren  aus  unvoll- 
MÄndipen  Potenzen  (s.  »Ausziehung  einer 
Wurzel-  pag.  251,  No.  4  bis  pag.  253 
No.  7). 

4.  Durch  die  Mac  -  Laurin'sche 
und  die  Taylor'sche  Reihe  s.  Diffe- 
renzialrechnnng  pag.  288  bis  pag.  294) 

Epaktca  {fnaxro;  hinzugesetzt)  sind 
die  Tage,  welche  von  dem  Tage  des  letz- 
ten Neumonds  im  Jahre  bis  zum  lten 
Tag  des  folgenden  Jahres  noch  fehlen, 
also  das  Alter  des  Mondes  in  ganzen  Ta- 
gen an  jedem  Neujahrstage.  Fällt  der 
Neumond  auf  den  lten  Januar,  so  ist 
die  E.  für  dieses  Jahr  =0;  das  höchste 
Alter  des  Mondes  ist  30  Tage,  weil  2  auf 
einander  folgende  Neumonde  abwechselnd 
29  und  30  ganze  Tage  auseinander  liegen. 

Das  Mondjahr  aus  12  Monaten  beste- 
hend hat  also  6  x  (29  +  30)  =  354  ganze 
Tage  (+-  {Tag);  das  julianische  Sonnen- 
jahr  365}  Tage,  also  ist  das  Mondjahr 
11  Tape  kürzer  als  das  Sonnenjahr  und 
folglich  wird  mit  jedem  folgenden  Jahre 
das  Mondalter  1 1  Tage  länger.  Fällt  der 
Neumond  auf  den  lten  Januar,  so  fällt 
der  letzte  Neumond  desselben  Jahres  auf 
den  20ten  December  und  die  E.  des  fol- 
genden Jahres  ist  =  11,  die  nächstfol- 
gende =  22,  wieder  die  folgende  33,  für 
welche  man  33  —  (der  Monatslänge  =  30) 
=  3  für  die  E.  setzt,  weil  nicht  der  zu 
33  sondern  der  zu  3  Tagen  ror  dem 
Jahresschlufs  gehörende  Neumond  wirk- 
lich der  letzte  im  Jahre  ist. 

Diese  Epakten  liefern  einen  Cyclas  von 
19  Jahren  (den  alten  Metonschen  Mond- 
cyclus),  nach  welchem  die  Neumonde 
wieder  der  Reihe  nach  auf  dieselben  Tage 
fallen,  die  folgenden  19  Jahre  also  wie- 
der dieselben  Epakten  haben,  wenn  man 
nämlich  am  Schlüte  des  Cyclus  für  die 
erste  E.  des  folgenden  Cyclus  einen  Tag 
zugibt.  Die  Jahreszahlen  dieses  Cyclus 
von  1  bis  19  heifsen  die  goldenen 
Zahlen. 

Im  Jahre  1843  war  die  E.  =  0,  der 
Neumond  fiel  auf  den  lten  Januar,  man 
hat  demnach  den  Cykel,  in  welchem  wir 
jetzt  leben  in  folgender  Tabelle 


Jahreszahl. 

Goldene  Zahl. 

Epakte. 

1843 
1844 
1845 

1 

2 
3 

0 

XI 
XII 
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1846 

4 

III 

1847 

5 

XIV 

1848 

6 

XXV 

1849 

7 

VI 

1850 

8 

XVII 

1851 

9 

XXVIII 

1852 

10 

*  v 

IX 

1853 

U 

XX 

1854 

1  Q 

J 

1855 

13 

XII  - 

185t> 

14 

XXIII 

1857 

15 

IV 

1858 

16 

XV 

1859 

17 

XXVI 

1860 

18 

VII 

1861 

19 

XVIII 

1862 

1 

0 

Es  wird  hiernach  in  diesem  Jahre  (18G0) 
der  letzte  Neumond  auf  den  13ten  De- 
cember fallen. 


Dieser  Mondcykel  von  19  Jahren  diente 
früher  dazu,  die  Osterfeste  künftiger  Jahre 
durch  einfache  Rechnung  schnell  bestim- 
men zu  können.  Da  die  Epakten  nur 
in  ganzen  Tagen  angegeben  sind,  so 
stimmen  die  aus  den  Epakten  berechne- 
ten Mondphasen  mit  den  astronomischen 
oder  den  wirklichen  nicht  genau  überein. 

Ephemeriden ,  s.  astronomische 
Jahrbücher,  Bd.  I.,  pag.  149. 

Epicykel  («7t«  neben)  Nebenkreis,  nach 
der  Vorstellung  der  alten  Astronomen, 
welche  die  Erde  als  ruhend  annahmen, 
ein  Kreis,  an  dessen  Peripherie  ein  Ge- 
stirn sich  bewegt,  dessen  Mittelpunkt  aber 
wieder  einen  andern  Kreis  im  Welträume 
durchläuft. 

Epicvcloide  unterscheidet  sich  von  der 
Cycloide  dadurch,  dafs  der  erzeugende 
Kreis  auf  einer  Kreisperipherie  außer- 
halb derselben  sich  abwalzt,  während  dies 
zur  Bildung  der  Cycloide  auf  einer  ge- 
raden Linie  geschieht.  Ist  Fig.  613  BD 
ein  Kreisbogen  vom  Halbmesser  BC\  auf 
welchem  der  Kreis  AEB  sich  abwälzt, 
so  ist  der  Kreis  zu  AD  der  Grundkreis, 
der  Kreis  zu  AEB  der  erzeugende 
Kreis,  der  beschreibende  Punkt  A 
verzeichnet  während  der  Abwälzung  des 
Halbkreises  AEB  die  halbe  Epicycloide 
AJD;  die  andere  dieser  congruenten 
Hälfte  ist  rechts  von  AB  zu  denken. 
Wie  bei  der  Cycloide  entsteht  auch  hier, 
wenn  der  beschreibende  Punkt  aufserhalb 
des  erzeugenden  Kreises  liegt,  die  ver- 
kürzte Cycloidie  und  wenn  er  inner- 
halb desselben  liegt,  die  gestreckte 
Epicycloide. 
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bende  Punkt,  verzeichnet  den  Bogen  AJ 
wenn  der  Kreisbogen  RE  von  B  bis  F 
sich  abgewälzt  hat.  E  befindet  sich  in 
F  und  Bogen  BF  =  Bogen  BE.  Zieht 
man  durch  F  den  Radius  CH  =  CA,  be- 
schreibt aus  P  in  CH  den  Halbkreis  HJF, 
so  ist,  da  A  in  J  und  E  in  F  sich  be- 
findet, Bogen  EA  =  Bogen  FJ  und  Bogen 
Ä£  =  Bogen  JH. 

2.  Bezeichnet  man  den  Halbmesser  BC 
des  Grundkreises  mit  R,  den  des  Eraeu- 

fungskreises  AG  mit  r,  setzt  für  den 
unkt  J  die  auf  CA  genommene  Ab- 
scisse  AK  =  xt  die  auf  CA  rechtwinklige 
Ordinate  KJ  =  y,  fällt  die  Normale  PQ 
auf  JK  und  die  Normale  PS  auf  ylC, 
so  ist 

AK  =  x  =  AC  -  PQ  -  CS 

JK  =  y  =  JQ  +  PS 

bezeichnet  man  Z  ACH  mit  0 ,  ^  RGE 
mit  y>  so  ist  /_  HPJ  =  7  ,  z  //Pp  =  (/.t 
und  es  ist  also 

1.  x  =  R  +  r-rcos(tf  +  t}>)-(R  +  r)cosil>  (|) 

2.  y-r  sin  (7  +  +  (Ä  -f  r)  sin  tp  (2) 
ferner  aus  Bogen  BE  =  Bogen  BF 

3.  rtf>  =  Ri}>  (3) 

tv  ,  „  Der  Werth  i/>  =  -^-  7  aus  OL  3  in  die 

Der  »n  dem  verlängerten  Halbmesser  Ä  * 

CB  befindliche  Punkte,  der  beSchrei-  ersten  beiden  Gleichungen  substituirt  gibt 


r 

/ 

H 

4/1 

1  x 

1 

\ 

\ 

1 

x  =  Ä  +  r  -  r  coi  (*±T  <,,)  -  (Ä  +  r)  co,  (-L  J 
y  =  r  "»  V»)  +  (Ä  +  r)  sin  (-£  tg\ 


(4) 

(6) 


3.  Um  nun  von  diesen  Gleichungen  auf  die  Untersuchung  der  Curve  Anwen- 
dung zu  machen  hat  man 

6*=T»+«9M^)+*(Tr»)l  m 


8y> 


hieraus 


*"  (-TT  »')  + ""IT») 


hieraus  nachDifterenzialformel  158,  pag.284  facher  1 
8*    8»y  8y 


8Jy_8</> 


8f/.*    9(/>  87' 


ö'y_A/9y\  87» 


(T 


Nun  ist  aus  8: 


187/ 


Oder  da  bereits  g*  berechnet  ist,  ein- 


a/8y\_    Ä  +  2r         ,/Ä  +  2r  \ 


und  aus  6: 
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*■*"  2r(«+r)[.i«(«+i7,)+,u^./j 

6'y  =  fl  +  2r  _ 

4r  (ft  +  r)  3  [   2Ä  ~y| 


(9) 


4.  Denkt  man  sich  die  Tangente  OJ  folglich  ist  die  Sehne  HJ,  verlängert  //O, 

in  J  bis  zur  verlängerten  Abscissenlinie  die  Tangente  an  der  Epicycloide  in  J. 

CA  verlängert  und  bezeichnet  den  Schei-  5.  \si  jun  die  IWcnte  des  Kreises 

telpunkt  dort  mit  T  so  ist  (*.  Curven-  HJF  in  jt  so  i8t 

lehre  pag.  18o,  Ol.  2)  z  KJF+  z  7,y /»^  z  /  fy/»=  ä 

l5Z02r=l5«=^=ro<(^:(r)  folglich 

oder        ( —  -  « )  =  co«  — — —  »/>  2 

\«       /           2/t  ais0  der  ^.NJF,  den  die  Kreistangente 

,  ,  ,.  .           0ä0    Ä  +  2r  ÄiV  mit  der  Normale      der  Epicycloide 

folglich     a  =  90"  -          v  bildet  ist  _  (lem  Compiement  <fes  halben 

Nun  ist  Wälznngswinkels  y. 

£PBJ  =WP  -  Z.HFJ  =WP  -  l  Z.HPJ  6.  Die  Subtangente  A'F  ist  nach 

=  90°  -  \<p  Bd.  II-,  pag.  1 85,  Formel  1 

*l*o  y              /Ä-f  2r 
Z  M/J  -  z  WCA  =  90°  -  fp  -  t/; 

_               ,             ,  Die  Subnormale  KL  nach  pag.  185, 

Wenn  man  aber  die  Sehne  JH  bis  in  Formel  4 

CA  verlängert,  so  entsteht  in  der  Ver-  '   ft            /Ä  +  2r  \ 

lingerung  derjenige  Winkel ,  der  mit  \\t  v  •      =  w  col  (  a)  CM) 

den   /CHJ-  /  FHJ  mm  iiifW<m  <r«.  9*            \   2R     1 ) 


y  /Ä+2r  \ 


(10) 


den  /CHJ-  ,  '_FHJ  zum  äufseren  ge- 
Bnnberliegenden  Winkel  eines  Dreiecks 
it,  ist  also  =  z  FHJ  ->//  =  «  Formel  3 


^enüberliegenden  Winkel  eines  Dreiecks  _  Die  Tangente  JT  nach  pag.  185, 


(12) 


Die  Normale  welche  mit  der  Sehne  JF  zusammenfällt,  nach  pag.  185, 
Formel  5 

Der  Krümmungshalbmesser  für  den  Pnnkt  J  in  der  Richtung  der  Nor- 
male nach  pag.  188,  Formel  9 

Mix)?  r       -H+2r  u,*W^(x')  W*"*^ 

*~iSW-=iHa'i-iR  Vi  Ä+2r  =--«+2x  (U) 
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Die  Ab  sei  sse  des  Mittelpunkts  nach  pag.  188,  Formel  10. 

=  '+L1+C01  \-2R-Vl  ÄT2Ä  ^hüT*) 

.  4r(ft+  r)  /Ä+  2r    \  .... 

=  X  +  ~Ä  +  2r~  "  C°*        *  COt \~2RT  V /  (  J 

Die  Ordinate  des  Mittelpunkt«  nach  pag.  188,  Formel  11: 

*=»+  78W "'  +  -"•(  2«  V  "=(f+*5  

ts*»/ 

4r(Ä+r)      V      .    /Ä+Sr  \ 

=»--ST2rM*T"n-2S-^  (,6) 

7.  Rectification  der  Epicycloide.  Nach  der  allgemeinen  Rectifications- 
formel,  Bd.  II.,  pag.  191. 

erhält  man  den  Bogen  AJ  =  J* cotec  öx 
also  nach  Gl.  6 

AJ-l-f tone  («±i-  „ )  .1.  (Ä  +  r)     «+>  ,  +  .(.  j  v] 

=  ^r(Ä  +  r)«n(^)  (17) 
Für  9  =  1  wird  der  Halbkreis  abgewählt,  nnd  man  erhält: 

Die  halbe  Epicycloide  AJD  =  V  (Ä  +  r>  O8) 
daher  Bogen  DJ  =  *£(R  +  r)  [1  -  «„  <*7>]  =  8     (Ä  +  r)  «»'  *  ~  *  (19) 

8.  Denkt  man  sich  anstatt  dafs  der  von  B  ober  B  bis  vi  mit  fortnimmt.  Wenn 
Halbkreis  BEA  mißt)  von  Ä  bis  0  sich  demnach  der  Kreis  um  U  der  Theilrifs 
abwälzt,  den  Kreis  um  don  festen  Mittel-  zwischen  den  Zähnen  eines  Getriebes  und 
ponkt  G  drehbar  und  den  Bogen  BD  der  Kreia  des  Bogens  BD  der  Theilrifs 
durch  Drehung  um  den  Mittelpunkt  C  eines  Stirnrades  ist,  so  legen  beide  Thei- 
von  B  bis  D  gegen  B  fortgeschoben,  so  kreise  in  jedem  noch  so  kleinen  Zeittheil- 
dafe  vermöge  eines  starken  Drucks  der  chen  gleich  profse  Bogen  zurück:  d.  h. 
Peripherie  DB  gegen  den  Punkt  B  des  Kraft  und  niderstand  haben  jederzeit 
Rades  die  beiden  einander  gleichen  Bo-  einerlei  Geschwindigkeit,  wenn  die  Zähne 
gen  BKA  und  BFD  zugleich  beschrieben  des  Rades  auf  der  angreifenden  Ober- 
werden, so  geschieht  laiesei be  Beschrei-  fläche  vom  Theilrifs  ab  die  Form  eines 
bong  dieser  gleichen!  Bogen,  wenn  an  cycloidischen  Bogens  DJ  haben, 
dem  Kreis  ALB  in  Ä"ein  Stift  sich  be-  _ 
findet,  und  an  D  die  Epicycloide  DJA  Epoche  eines  Weltkörpers  ist  der  mitt- 
hefestigt  ist,  welche  von  B  aus  diesen  )«e  Ort  desselben  In  seiner  Bahn  für 
Stift  bei  der  Bewegung  von  B  nach  D  *g«nd  «»°en  bestimmten  ZeitaugenbUck. 
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In  dem  Art.  Anomalie  ist  (Fig.  66) 
B  der  wirkliche  Ort  des  Planeten.  In 
der  Nähe  des  Peribels  P  ist  seine  Ge- 
schwindigkeit am  gröfsten,  mit  der  An- 
näherung an  das  Aphel  A  wird  sie  im- 
mer geringer;  da  nun  von  dem  Planet 
der  Weg  PBA  so  wie  die  zweite  halbe 
Ellipse  ADP  in  immer  constanter  Zeit 
zurückgelegt  wird,  so  würde  der  Planet, 
wenn  er  denselben  Weg  mit  gleichför- 
miger Geschwindigkeit  zurücklegte  in 
B  noch  nicht  gelangt  sein,  sondern  erst 
etwa  in  B'  sich  befinden.  Dieser  einge- 
bildete Ort  B'  heifst  der  mittlere  Ort 
des  Planeten,  und  dieser  wird  zur  E  p  o  c  h  e 
des  Planeten,  wenn  derselbe  von  ihm 
an  einem  ganz  bestimmten  Zeitpunkt 
z.  ß.  zu  der  Zeit  des  mittleren  Mittags, 
den  der  Berliner  Meridian  am  lten  Ja- 
nuar 1801,  als  dem  Anfang  des  19ten 
Jahrhunderts  hatte,  eingenommen  wor- 
den ist 

Die  Aufstellung  solcher  Epoche  für 
nnsre  Erde,  unsren  Mond,  für  jeden  Pla- 
neten und  Kometen  hat  den  Nutzen,  dafs 
von  derselben  aus  zu  jedem  späteren 
Zeitpunkt  deren  jedesmaliger  mittlerer 
Ort  mit  Hülfe  der  von  ihnen  bekanuten 
mittleren  Bewegungen  genau  berechnet 
werden  kann,  wie  dies  aus  dem  Art. 
Anomalie  zu  ersehen  ist. 

Hält  man  den  eben  gedachten  mittle- 
ren Mittag  als  den  Normalzeitpunkt  fest, 
so  ist  die  Epoche  der  Erde  der  Ort  in 
der  Ekliptik,  in  welchem  die  Erde  sich 
zu  jener  Mittagszeit  befunden  hat. 

Es  ist  nun  noch  erforderlich,  dafs  der 
mittlere  Ort  eine  allgemein  verständliche 
Bezeichnung  erhalte.  In  dem  Art. :  „astro- 
nomische Länge"  ist  bereits  ange- 


Fig.  C14. 
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führt,  dafs  der  Ort  der  Erde  in  der  Eklip- 
tik als  Länge  in  Graden  östlich  vom 
Frühlingspunkt  angegeben  wird.  Auch 


bei  den  Orten  der  anderen  Planeten  wird 
der  Frühlingspunkt  unsrer  Ekliptik  zu 
Grunde  gelegt. 

Es  sei  P'K'A'K^P  die  elliptische  Bahn 
irgend  eines  Planeten  um  die  Sonne  S\ 
Pk'AR,P  die  bis  in  diese  Bahn  erwei- 
terte Ebene  der  Ekliptik,  F  in  derselben 
der  Frühlingspunkt,  P  das  Perihel,  A  das 
Aphel,  /."  die  Epoche  der  Erde,  so  ist 
der  östliche  Abstand  der  Erde  E  von  F 
der  Bogen  EAK'F,  also  zugleich  die 
Länge  von  E.  Ist  M  der  mittlere  Ort 
und  die  Epoche  des  Planeten,  K'  der  auf- 
steigende, K%  der  niedersteigende  Kno- 
ten, P'  das  Perihel,  A'  das  Aphel,  so  ge- 
schieht die  Bewegung  des  Planeten  nach 
der  Richtung  PK'A'M;  hat  nun  der  auf- 
steigende Knoten  AT  die  Länge  K'F ,  so 
nimmt  man  dieselbe  Länge  für  K'F*  und 
zählt  die  Länge  von  31  von  dem  Null- 
punkt F*  und  der  mittlere  Ort  von  M 
ist  der  Bogen  MA'K'F*. 

Um  nun  den  mittleren  Ort  des  Plane- 
ten für  einen  bestimmten  späteren  Zeit- 
punkt zu  finden,  kennt  man  die  Um- 
laufszeit des  Planeten,  also  auch  die  mitt- 
lere Bewegung  desselben  nach  Graden 
in  einem  Jahre,  in  einem  Tage  und  je- 
dem beliebigen  noch  so  kleinen  Zeitraum, 
also  auch  in  der  Zeit  T  nach  der  Epoche, 
in  welcher  der  mittlere  Ort  angegeben 
werden  soll;  und  dieser  Bogen,  der  den 
ganzen  Umkreis  mehrere  Male  in  sich  be- 
greifen kann  (»x360  +  a  =  «  Grade)',  der 
Länge  FAM  hinzugesetzt  gibt  (wenn  a 
=  Bogen  MKtP'K'M?=  ist)_  den  verlang- 
ten mittleren  Ort  M  .  nämlich  dessen 
Länge  TM'. 

Der  Unterschied  dieser  Länge  und  der 
bekannten  Länge  FM'K^P  des  Perihels 
P*  gibt  den  Abstand  M'KtP'  des  mittle- 
ren Orts  M'  vom  Perihel  /"  und  aus  die- 
sem kann  (s.  Anomalie)  der  wirkliche 
Ort  des  Planeten ,  der  in  der  Nähe  des 
Aphels  etwas  vorwärts,  etwa  in  M"  lie- 
gen wird,  gefunden  werden. 

Unter  Epoche  eines  Weltkörpcrs  ver- 
steht man  übrigens  bald  den  mittleren 
Ort  desselben,  theils  den  Zeitaugenblick 
für  diesen  Ort,  theils  die  Länge  des  Orts. 

Epoche  in  der  Chronologie  ist  der  An- 
fangspunkt einer  Zeitperiode,  sowohl  einer 
geschichtlichen,  z.  B.  von  der  Völker- 
wanderung bis  zu  Carl  dem  Grofsen,  als 
auch  einer  astronomischen,  z.  B.  der  19 
jährigen  Metonschen  Mondsperiode;  da- 
her man  von  Begebenheiten  sagt,  dals 
sie  Epoche  machen  werden. 

Erde,  unser  Erdkörper,  ist  von  der 
Sonne  ans  der  dritte  Planet  (der  Erste 


Erde. 
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Erklärung. 


ist  der  Merkur,  der  Zweite  die  Venus). 
In  dem  Art.  Attrnrtion  pag.  167  mit 
Fig.  104  ist  eine  hypothetische  Ansicht 
über  die  Entstehung  Her  Planeten  aus  der 
Sonne  aufgestellt  und  mau  kann  sich 
solcher  Art  auch  unsre  Erde  entstanden 
denken,  wodurch  sowohl  ihre  Bewegung 
um  die  Sonne  in  einer  elliptischen  Linie, 
ihre  Axendrehung  und  ihre  sphäroidische 
Form  erklärlich  wird. 

Fig.  615. 


Es  sei  ü  der  Sonnenkörper,  FSIIW 
die  Ekliptik,    in  welcher  die  Erde  sich 


»PJ 

um  die  Sonne  bewegt,  F  der  Frühlings 
punkt,  S  der  Sommerpunkt,  //  der  Herbst- 
pnnkt,  W  der  Winterpunkt,  so  wird  diese 
Bahn  nach  der  Richtung  FSH  W  ton  der 
Erde  E  durchlaufen;  in  jedem  Augen- 
blick des  Fortschritts  in  der  Ekliptik  aber 
bewegt  sie  sich  zugleich  um  inrc  Axe 
nach  derselben  Richtnng,  wie  die  Pfeile 
es  anzeigen.    Stellt  man  sich  in  Gedan- 
ken auf  einem  Punkt  der  Ekliptik,  um 
dieselbe  nach  Art  der  Erde  zu  durchlau- 
fen, so  niufs  man  die  Sonne  ansehen, 
mit  dem  rechten  Fufs  weiter  schreiten 
und  zugleich  mit  der  linken  Seite  des 
Körpers  nach  hinten  und  nm  den  Kör- 
per herum  schwenken,  überhaupt  wäh- 
rend der  ganzen  Umkreisung  der  Sonne 
eine  Bewegung  machen  wie  in  einem 
runden  Saal  ein  Tänzer  eine  Linkstour 
walzt,  und  zwar  dergestalt  fortschreitend, 
dafs  die  nach  der  Saalwandung  gerich- 
tete Hälfte  des  Körpers  vorwärts  sich 
bewegt ,  die  nach  dem  Inneren  des  Saales 
befindliche  Hüllte  aber  die  rückgängige 
Bewegung  macht. 

Die  Richtnng  FSIIW  in  der  Ekliptik 
ist  die  Richtung  von  Abend  über  Mittag 
nach  Morgen  und  in  dieser  Richtung 
scheinen  auch  die  Sonne  ,nnd  alle  übri- 
gen Gestirne  sich  fortzubewegen  Steht 
nämlich  die  Erde  in  Fy  so  scheint  die 
Sonne  in  //  zu  stehen,  und  bewegt  sich 
nun  weiter  die  Erdo  nach  S,  so  scheint 
die  Sonne  nach  W,  also  denselben  Weg 
mit  der  Erde  zu  verfolgen. 

Die  Dimensionen  der  Bahn  s.  Ekliptik 


am  Sehlab;  über  die  verschiedenen  Ge- 
schwindigkeiten der  Erde  in  der  Ekliptik 
s.  B  ahn  der  W  e  1 1  k  ö  r  p  e  r  pag.  301  u.  f. 
Folgende  mittlere  Zahlenangaben  werden 
hier  der  Uebersicht  wegen  zusammen 
gestellt. 

Umfang  des  Aequators  5400  g.  MI. 
Durchmesser  des  Aequators  1718,87  g  MI. 
1  Grad  des  Aequators  15  g.  MI.  zuO,9850876 

preiite.  MI.  =  14,776.)  preufs.  Ml. 
1  Minute  des  Aequators  J  geogr.  MI.  = 

49*2,54  preufs.  Ruthen. 
1  Secunde  des  Aequators  j|0  g.  Ml.  = 

8,21  preufs.  Ruthen. 
Durchmesser  der  Axe  1713,13  g.  Ml. 
Unterschied  zwischen  Aequator  und  Erd- 

axe  5,74  g.  Ml. 

Abplattung  = 

1  Meridian  beträgt  5390,668  g.  MI. 
1  Meridianquadrant  1347,667  g.  MI. 
1  Meridiangrad  durchschnittlich  14,974  g.MI. 
Oberfläche  der  Erde  9261108  g.  C]MI. 
Kubikinhalt  der  Erde  2650  Millionen  g. 
Kubikml. 

Die  Erdo  durchläuft  in  365^  Tagen  = 

8766  Stunden  die  Ekliptik  von  129917000 

geogr.  MI. 
hiernach 
Geschwindigkeit 

in  1  Stunde  durchschnittlich  14820  g.  MI. 

in  1  Minute  „  247  g.MI. 

in  1  Secunde         ,  4,13  g.  MI. 

Umdrehungsgeschwindigkeit  im  Aequator 

in  24  Stunden  =  5400  g.  Ml. 

in   1  Stunde  =  225  g.  Ml. 

in   1  Minute   =      3,75  g.  Ml. 

in   1  Secunde  =      0,0625  g.  Ml. 

=   123,136  prfs.  Ruthen. 
Dichtigkeit  der  Erde  c.  4}  mal  der  des 

Wassers. 

Erdferne,  ••  A  p  o  g  e  u  m. 

Erdnähe,  Perigeum,  s.  u.  Apogeum. 

Erfahrung  ist  die  Folge  entweder  einer 
Beobachtung  oder  eines  Versuchs  (s.  Be- 
obachtung). 

Ergänzung  s.  Complement,  deka- 
dische Ergänzung. 

Ergänzungsecke,  Supplement secke  s. 

u.  Ecke  No.  6. 

Ergänzungsglied  einer  Reihe  §J u.  Dif- 
ferenzialrechnung  L,  No.  1  und  8. 

Erkenntnifssätze  sind:  die  Erklärung 

(Definition),  der  Grundsatz  (Axiom),  der 
Lehrsatz  (Theorema)  und  der  Folgesatz 
oder  Zusatz  (Uorollarium). 

Erklärung  in  der  Mathematik  ist  gleich- 
bedeutend mit  Definition.    S.  d.  Art. 


H  I 
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Evolute. 


ErleachtuncskretS  eines  Planeten  ist 
die  Grenze  zwischen  der  durch  die  Sonne 
erleuchteten  und  der  dunklen  Oberfläche 
desselben.  Wenngleich  die  Sonne  viel 
gröfser  ist  als  jeder  der  Planeten ,  also 
mehr  als  die  Hälfte  deren  Oberfläche 
durch  sie  erleuchtet  wird,  so  kann  man 
doch  wegen  der  grofsen  Entfernung  der 
Sonne  von  ihnen  die  Strahlen  als  +  be- 
trachten und  annehmen,  dafs  von  jedem 
Planeten  also  auch  von  der  Erde  nicht 
mehr  als  die  Hälfte  seiner  Oberfläche 
wirklich  erleuchtet  wird,  so  dafs  der  Er- 
leuchtungskreis jedes  Planeten  ein  grö- 
ßter Kreis  desselben  ist. 

Evolute.  Eine  kurze  Erklärung  gibt 
der  kurze  Art.  Abwickelung  mit  1*  ig.  23. 
Es  ist  demnach  eine  E.  eigentlich  die 
Grenzlinie  ABC  einer  beliebig  krumm- 
linigen Chablone,  um  welche  eine  bieg- 
same mathematische  Linie  liegt,  die  un- 
ter steter  Anspannung  zu  einer  geraden 
Linie  CK  abgewickelt  wird.  Hierdurch 
entsteht  eine  andere  Curve  ADE,  welcho 
der  Endpunkt  A  der  K.  beschreibt  und 
uneigentlich  die  ab w  ic k  e  I  ndo  Li  n ie, 
die  Evolvente  genannt  wird. 

In  dem  Art.  Curvenlehre  pag.  188, 
III.  wird  E.  erklärt  als  die  Curve  der 
Mittelpunkte  einer  gesehenen  Curve  (der 
Evolvente)  und  den  Zusammenhang  bei- 
der in  dieser  Beziehung  zeigt  besonders 
Fig.  543,  pag.  196,  die  Cycloide  ALCHB 
mit  deren  Evolute  AT \YB.  nier  ist  TL 
der  Krümmungshalbmesser  der  Cycloide 
in  dem  Punkt  L,  der  Endpunkt  T  liegt 
in  der  Curve  ATW  und  LT  ist  an  der- 
selben in  T  Tangente.  Zieht  man  zwi- 
schen A  und  7*  an  AT  beliebig  viele 
Tangenten  bis  zu  dem  Bogen  AL ,  so 
werden  alle  diese  Linien  Krümmungs- 
halbmesser für  den  cycloidischen  Bogen 
AL,  weil  AT  die  Curve  der  Mittelpunkte 
für  diesen  Bogen,  so  wie  ATW  die  Curve 
der  Mittelpunkte  für  die  halbe  Cycloide 
ALC  ist.  Es  ist  nämlich  der  Krümmungs- 
halbmesser für  den  Punkt  A  der  Cycloide 
=  0,  wie  pag.  198,  No.  t;  am  Schlüte 
nachweist,  so  dafs  die  Evolute  mit  dem 
Punkt  A  der  Cycloide  beginnt. 

Demnach  ist  hier  jeder  Krümmungs- 
halbmesser wie  LT,  normal  im  Berüh- 
rungspunkt auf  der  Evolvente,  die  Tan- 
gente an  der  Evolute  und  gleich  dem 
Bogen  AT  derselben.  Folglich  ist  der 
Bogen  AL  zu  betrachten  :*ls  dadurch  ent- 
standen, dafs  die  Evolute  von  A  bis  T 
in  der  geraden  Linie  TA  abgewickelt  ist. 

2.  Es  ist  hier  die  Evolvente  in  der 
Cycloide  gegeben.  Eben  so  kann  sie  eine 
Parabel,  eine  Ellipse  uud  jede  beliebige 


andere  bekannte  Curve  sein.  Wie  die 
Gleichungen  der  E.  bei  gegebener  Evol- 
vente gefunden  werden ,  zeigt  der  obeu 
citirte  Art.:  Curvenlehre,  pag.  188, 
No.  III.,  indem  die  Abscisse  a  und  die 
Ordinate  b  für  einen  Krümmungsmittel- 
punkt durch  x  und  y  ausgedrückt  wer- 
den, wonach  man  sodann  durch  Substi- 
tution der  Werthe  von  x  und  y  die  Glei- 
chung zwischen  a  und  b  erhält. 

Das  dortige  Beispiel  für  die  Parabel  gibt 

Da  A3  immer  positiv  ist,  so  kann  m  —  \p 
nicht  subtractiv  werden,  und  die  Werthe 
von  a  fangen  mit  {p  an.  Für  a-\Pht 
6  =  0,  der  Krümmungshalbmesser  liegt 
also  in  der  Axe  und  gilt  für  den  Schei- 
telpunkt. Die  Curve  der  Mittelpunkte 
fängt  also  nicht  wie  bei  der  Cycloide  in 
einem  Curvenpunkt  an,  sondern  in  Ent- 
fernung —  \p  vom  Scheitel  in  der  Axe 
und  man  inufs  daher  diese  Curve  als 
Evolute  für  wirkliche  Abwickelung 
um  die  Länge  \p  in  der  Axe  geradlinig 
sich  verlängert  denken,  uud  zwar  raufs 
diese  Verlängerung  an  dem  Berührungs- 
punkt Tangente  au  der  Curve  werden. 

Der  Art.  Ellipse  gibt  pag.  Ali  in  For- 
mel 17  und  18  die  Werthe  von  a  und  ß 
(für  a  und  h  gesetzt)  in  x  und  y  aus- 
gedrückt Ohne  die  Gleichung  zwischen 
«  und  ß  daraus  zu  entwickeln  bat  man 
für  x  =  0  also  auch  y  =  0  den  Krüm- 
mungshalbmesser für  den  Scheitel  und 
ß  =  0,  der  Krümmungshalbmesser  liegt 
in  der  grofsen  Axe;  für  a  erhält  man 
c* 

—  und  dies  ist  zugleich  der  Werth  für  r. 

Ferner  hat  man  für  x  =  a,  also  für 
y  =  c  und  für  den  Scheitel  der  kleinen 
Axe  a  =  a  -  der  halben  grofeen  Axe, 

t1  e"  +  cs  as 

ß=  —  folglich  r  =  =  —  in  der  klei- 

c  c  c 

nen  Axe,  oder  wenn  2c» <  a»,  in  deren 

Verlängerung. 

Die  Curve  der  Mittelpunkte  besteht 
also  aus  4  Zweigen,  wolche  um  den  Mit- 
telpunkt der  Ellipse  ein  symmetrisch 
krummliniges  Viereck  bilden;  die  Ent- 
fernungen der  Ecken  in  der  grofsen  Axe 

vom  Mittelpunkt  sind  — ,  die  dor  kleinen 

Axo         Soll  diese  Curve  für  wirkliche 
c 

Abwickelung  als  Evolute  gelten,  so  mufs 
sie  iu  der  grofsen  Axe  für  jeden  der  4 

Zweige  um  die  Länge  ^  geradlinig  ver 

längert  werden. 
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3.  Ob  nun  in  allen  Fällen  einer  ad  2 

gedachten  notwendigen  Abänderung  der 
urve  der  Mittelpunkte  um  sie  zur  Evo- 
lute für  unmittelbare  Abwälzung  zu  ge- 
stalten, auch  wirklich  eine  solche  Evo- 
lute entsteht,  verlangt  eine  allgemeine 
Untersuchung  und  diese  erstreckt  sich 
daher  nur  auf  2  Punkte.  1,  Ob  alle 
Krümmungshalbmesser  auch  Tangenten 
an  der  Evolute  sind  und  2,  ob  ein  Bo- 
genstück  der  Evolute  mit  der  Differenz 
beider  zu  den  Endpunkten  des  Bogen- 
stücks  gehörenden  Krümmungshalbmesser 
gleich  lang  ist. 

4.  Erster  Satz:  Sämmtliche  Krüm- 
mungshalbmesser einer  Curve  sind  an 
der  Evolute  Tangenten. 

Denn  die  beiden  Formeln  für  die  Ab- 
scisse  a  und  die  Ordinate  b  eines  Krüm- 
mungsmittelpunkts durch  x  und  y  aus- 
gedruckt sind  (Bd.  DL,  pag.  188,  II.,  III.) 

II.  a-x- 


1  + 


III.     b  =  y  + 


VöxV 


Setzt  man  für  den  zweiten  Summand 
rechts,  No.  III.  den  Werth  A-y  in  IL, 
so  hat  man 


oder 


-f  x  -  a  =  0 


(1) 


Ox 


und  aus  III. 

In  diesen  Gleichungen  ist  für  jeden 
Punkt  der  Evolute  a  die  Abscisse,  A  die 
rechtwinklige  Ordinate,  beide  von  dem 
jedesmaligen  x  und  y  abhängig.  Nimmt 
man  x  als  urvariabel,  differenzirt  also 
Gleichung  1.  nach  x  so  erhält  man 

v    ;Öx»  +  öxVöx    Ö*/  +  '  Ox 
oder 


tu  *iö,*4.i.iV0»V  Qy  04  0a  n 

(y-*)ö7>+1  +  löx/  -öx'bx~dx=0 


Nach  Gleichung  2  sind  die  ersten 
3  Glieder  dieser  letzten  Gleichung  =  0, 
folglich  ist 

()«  84  ,  9a 

ox    Ox     Ox  v  ' 

Nun  ist  (Uifferenzialformel  140) 
0^    06  9a 

dx    Oa  Ox 
folglich  diesen  Werth  in  Gleichung  :i 

substituirt  und  mit  *r  dividirt 

Ox 

°f  OA4-1-0 

Ox'Öä+1-° 

,.  0*     - 1 

hieraus     =r-  = 
Da 


Fig.  616. 


(4) 


Es  sei  nun  CL  die  Abscissenlinie  für 
die  gegebene  Curve  AEB,  für  den  Cur- 
venpunkt  E  sei  C0  =  x,  DE  =  y,  so  ist 

J£=    EFL  =     rr,  wenn  ET  die  Tan- 


gente in  JE  an  AEB  ist.  Ist  GEH  die 
Evolute  zu  AEB,  EF  der  Krümmungs- 
halbmesser zu  E,  so  ist  CM  =  a,  EM  =  b. 
Nun  liegt  aber  dieser  Halbmesser  EF  in 
der  Normale  zu  E,  mithin  ist  Z  TEF 
=  90°;  verlängert  man  also  EF  bis  Cü, 
nach  A  , 

so  ist     z  EKT  s  90°  -  o 


oder 


und 


tg  «=-cot(\ 80°  -  EKT)  =  -  rof  (Z  EKL)  = 


tgEKT=cot«  = 


(ä 
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Evolute.  63  Evolute, 

also  t9  (1 80°  -  Z EKT)  =  tg  Z  EKL  =  -cottt  =  -  -~ 

id) 

96 

Da  nun  ^  =  tg  Z.EKL  ist,  so  bald  Bosens  einer  Evolute  ist  =  dem  Unter- 
rir  j.  ™  ,  .  r>  *  «  „„„  schied  beider  zu  den  Endpunkten  des- 
FK  die  Tangente  in  Fan  der  Curve  OFH  selben  gehörenden  Krümmungshalbmesser 
ist,  so  ist  mit  der  Evolvente. 

=r-  =  -  -z—  Sind  wieder  a  und  6  die  Coordinaten  für 

öa      rU\  einen  Punkt  F  der  Evolute,  FE  der  zu- 

\9x/  gehörige  Krümmungshahmesser  g  für  den 

bewiesen,  dafs  EK  in  F  an  der  Evolute  Punkt  E  der  Evolvente,  so  hat  man  zu 

Tangente  ist.  Gleichung  I  und  2  aus  Bd.  IL,  pag.  188, 

b.  Zweiter  Satz.    Die  Länge  eines  Formel  9  noch  die  dritte 

Ti + (?>YT 
vs?/ 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  mit  x,  so  erhält  man 
oder  reducirt 

9r    r      nl"/      jln9,*_l,  jJ^VI9*    /      ,J9*    /Oy\»  961 


Die  zweite  |Klaminergröfse  des  ersten  /ö6    Oy  9a\ 

Summand  wird  nach  Gleichung  2  =  0,  gr    l  foT  ~  äi  '  BiJ 

mithin  reducirt  sich  die  Gleichung  anf  fTr=1^-  -  (7> 

N  or _  9r  9a 

Nach  Gleichung  1  ist  (y  -  5)  P  =  a  -  x,  '      9*  ~  Da  *  9* 

9J_9A  9a 

und  folglich  mit  Hülfe  von  Gl.  3  9y_    9*  _9a 

9r       .      .94    .        ,9a  öx~    94"  96 

'&a-^-*>i&-^-^&       <6)  9~x 

Setzt  man  in  Gl.  6  den  Werth  von  ^  3  Werthe  ia  G^ichon«  7  g«** 

(x-a)  aus  Gl.  1,  so  hat  man  entsteht 

r                  fti              a     a  96   9a    9a  9a 

r^-fr-^  +  Cy-»)^.^  9r   9a     9T9x  +  9V96 

ÖX  ÖX  ÜX     9x  •  g-  =  —  —  

9r  9x  Ö* 

b         r'bx  ba 
~9y  9a    96  und  mit  ~  dividirt ,  sodann  Zähler  und 


9x'  9x~9< 


0  6 


Aus  Gl.  5  ist  Nenner  mit  ^  multiplicirt 

y  -  6  =  ,  _      l  +  lft-) 

1  /       /9«\*  9r  VOa/ 


1  /i  + 1  Ö»V  S-r= — V9g/-  =  1/1  +  (®-'V 

\  1  +  l9x/  9a     -  ,      /9_6\>     K  W 

daher  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  7  \bat 
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Evolute.  64  Excentrischer  Kreis. 

C I  /      /96\>^  Rectification  (Bd.  II.,  pag.  191)  die  Lange 

=J  y  1  +  {I  J  9«  +  C        dea  Bogens  ober  G  b h  F  = 


Diese  Formel  ist  die  Rectificationsfor-  ,  _  / 1  /  i  ,  /9A\*ft  ^ 

niel  (Bd.  II.,  pag.  191):  ~\/  f        W  ÖB  +  C 

/*  ,' — "  /»"Trä  Dieser  Bogen  1  ist  nun  gleich  der  in 

1  =  /  1  1  +  Ii- I  Öx  +  C  F  an  der  turve  GFH  gezeichneten  Tan- 

J  r        vax/  gente  FE  und  es  ist  bereits  der  Bogen 

wenn  b  statt  y  die  Ordinate  und  a  statt  j4E  der  Evolvente  abgewickelt, 

x  die  Abscisse  ist,  und  dieser  Bogen  einer  Fälit  man  die  Normale  ED  auf  CL, 

Evolute  ist  also  =  dem  Krummungshalb-  s6UtCD  =  x,  ED  =  y,  so  hat  man  aus 

messer  r  für  die  Evolvente  +  einer  ton-  der  gegebenen  Gleichung  *  =  r/a  für  £ 

stante-  die   rechtwinklige  toonfinatengleichung 

Bezeichnet  man  daher  den  Anfangs»  zu  entwickeln, 

punkt  der  Evolute  GFH  (Fig.  616)  für  Verlängert  man  die  Tangente  EF  bis 

den  Anfangspunkt  C  der  Abscissen  mit  K  in  die  Abscissenlinie  CL  so  ist  (Bd.  II., 

J,  so  ist  der  Bogen  JGh  =  i.  =  dem  Krum-  pag>  185  Formel  2) 
mungshalbmesser  FE  +  einer  tonstante 

C,  welche  der  Gleichung  y  =  yx  für  die  lg  Z.EKC  —  —  ~- 

Evolvente,  also  auch  der  Gleichung  b  =  fa  ört  . 

für  die  Evolute  entspricht  und  somit  für  voraus  /_EKC-n  gefunden  wird.  Man 

alle  Krümmungshalbmesser  und  Bogen  a'80 

derselben  Evolute  dieselbe  bleibt.   Folg-  CD  =  CM  —  DM 

lieh  ist  der  Bogen  JGFH=k'  =  dem  Krüiu-  oder   x  =  a~  EF  cos  n  =  a  -  l  cot  et  (1) 

mungshalbmesser  r',  der  von  dem  Punkt  Ferner 

//  aus  zur  Evolvente  AEB  gehört  +  der-  pn.)1.ixF*,.i1,.-ui-1.  /o\ 

selben  tonstante  C.  ED-y-b  + EF$tntt  =  b  +  l$ma  (2) 

Aus   l  -  r  -u  r  womit  die  Gleichung  zwischen  y  und  * 

-rro  gegeben  ist. 

,       *  ~\\u_  ,  ,  Dle  Entwickelung  aller  für  die  Evol- 

folgt  aber    tH~l  -l-r  —r  vente  wissenswürdigen  Formeln  aus  der 

womit  der  Satz  erwiesen  ist.  gefundenen  Coordinatengleichung  y  =  Fx 

_    t                       . .    ,  .   t  s.  turvenlehre. 

Evolntion,  s.  v.  w.  Abwickelung:  . 

analytische  Evolution  s.  v.  w.  Ent-  EYOlvirendfl  Ünia,  s.  v.  w.  Evol- 

wickelung  einer  Function  in  eine  Reihe,  vente. 

Evolvente.  Die  Erklärung  dieser  turve  ExcentriciUt  ist  bei  der  Ellipse  der 
ist  in  dem  Art.:  Abwickelung  und  in  Abstand  des  Mittelpunkts  von  jedem  der 
dem  Art.:  Evolute  No.  1  und  2  gege-  *>«iden  Brennpunkte, 
ben  worden.  Es  wird  diejenige  turve  Excentrisch  ist  jeder  Punkt  innerhalb 
verstanden ,  welche  durch  unmittelbare  ejnes  Kreises,  der  nicht  in  dessen  Mittel- 
Abwickelung  einer  biegsamen  mathema-  punkt  liegt, 
tischen  Linie  von  einer  gegebenen  turve,  _  - 

der  Evolute  hervorgeht.  Excentrische  Anomalie,  s.  u.  Ano- 

Ist  (Fig.  616)  GFH  die  gegebene  Evo-  mahe« 
Inte;  ist  nämlich  CL  die  Abscissenlinie,  Excentrischer  Kreis  einer  Ellipse  ist 
C  der  Anfangspunkt  der  Abscissen,  Fein  der  ans  dem  Mittelpunkt  derselben  mit 
Punkt  der  Evolute,  a  dessen  Abscisse,  deren  halben  grofsen  Axe  beschriebene 
b  dessen  Ordinate  und  die  Gleichung  ge-  Kreis,  der  also  die  Ellipse  in  den  End- 
geben            b  =  (f  a  punkten  der  grofsen  Axe  tangirt. 

Ist  ferner  von  der  turve  die  in  H  oder  In  dem  Art.:  Ellipse  hat  man  For- 
rechts von  H  befestigte  biegsame  Linie  inel  58  in  Beziehung  auf  Fig.  609  die 
bis  F  abgewickelt,  so  findet  man  durch  Ebene  AJF— 

F=  ~  [-  *~2X  [/2ax~^x~>  +  y  Are  .  »in  (-  °^*)  + 

Setzt  man  c  =  a  so  erhält  man  die      Desgleichen  nach  Formel  59. 
Ebene  AJH.    Folglich  ist  Der  Halbkreis  AEB  :  der  halben  Ellipse 

Ebene  A  JH  Kbene  AJF=  AC>.  CD  =  «:  e  ADB  =  *xc. 
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Demnach  schneidet  jede  auf  der  gror 
fsen  Axe  genommene  rechtwinklige  Or- 
dinate von  dem  excentrischen  Kreis  und 
der  Ellipse  2  Segmente  ab,  die  wie  die 
gröfse  Axe  zur  kleineu  Axe  »ich  ver- 
halten. 

Ex  haust ion  (Ausschöpfung)  ist  das  Ver- 
fahren, eine  unbekannte  bestandige  Gröfse 
dadurch  aufzufinden,  dafs  mau  sie  in  eine 
Anzahl  Theile  zerlegt  und  jeden  dersel- 
ben mit  2bekannten  Oröfsen  vergleicht, 
Ton  denen  die  eine  immer  gröfser,  die 
andere  immer  kleiner  bleibt  als  der  ihnen 
zugehörige  Theil  der  Unbekannten,  so 
dafs  mit  der  Vermehrung  der  Theile  die 
^•kannten  einschliefsenden  Theile  den 
Unbekannten  immer  näher  und  näher 
kommen  und  von  jenen  als  ihre  Gren- 
zen begriffen  und  zusammengesetzt  (aus- 
geschöpft) werden. 

Ein  Beispiel  von  diesem  Verfahren 
gibt  Bd.  L,  pag.  302  mit  Fig.  224  : 

Wege  sind  Producto  aus  Zeit  und  Ge- 
schwindigkeit: werden  beide  letzten  als 
Linien  dargestellt,  so  erscheint  der  Weg 
als  Fläche.  Ist  nun  die  Zeit  T  in  An- 
zahl Secunden  dnrch  die  Linie  AB  in 
Anzahl  Längen -Einheiten  und  die  Knd- 
eschwindigkeit  C  in  Anzahl  Fufsen  durch 
ie  normal  auf  AB  genommene  Linie 
BC  in  Längen-Einheiten  ausgedrückt,  so 
ist  offenbar  das  Rechteck  AA'BC  die  bild- 
liche Darstellung  des  Products  C  x  7. 

Nun  wird  zuerst  bewiesen,  dals  für 
jeden  von  A  ab  in  AB  genommenen  Zeit- 

theil  —  durch  die  mit  BC  Parallele  bis 
n 

zur  Diagonale  AC  gezogene  gerade  Linie 
die  zugehörige  Endgeschwindigkeit  im 
Verhältnifs  zu  der  Lange  BC  ausdrückt. 

Um  nun  den  den  Gröfsen  T  und  C  zu- 
gehörigen Weg  S  zu  finden  ist  folgendes 
(Exhaustions-)  Verfahren  eingeschlagen 
worden : 

Die  Länge  AB  ist  iu  gleiche  Theile 
As,  ab,  bd ...  yB  getheilt.  Für  jeden 
dieser  Theile  sind  die  zugehörigen  End- 
geschwindigkeiten aa\  bb\  da"  .  . .  ytc  wie 
BC  yerzeichnet.  Es  ist  also  für  den  Zeit- 
theü  Aa  die  Anfangsgeschwindigkeit  der 
Punkt  A  =  0,  die  Endgeschwindigkeit 
=  aa' '•  aa'  die  Anfangs-,  bb'  die  Endge- 
schwindigkeit für  den  Zeittheil  ab  u.  s.  w. 
Nun  wird  angenommen,  dafs  für  jeden 
Zeittheil  der  Weg  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit durchlaufen  wird,  einmal 
mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  ein 
zweites  Mal  mit  der  Endgeschwindigkeit; 
der  erste  Weg  ist  jedesmal  zu  klein,  der 
zweite  jedesmal  zu  grofs.  Als  den  ersten 

III. 


Weg  erhält  man  für  den  Zeittheil  Aa 
den  Punkt  A  (als  Fläche  =0),  als  den 
zweiten  Weg  das  Rechteck  Aa  x  aa'  = 
dem  Rechteck  aa ;  der  Weg  0  ist  zu  klein, 
das  Rechteck  au  als  Weg  zu  grofs.  So 
ist  für  den  Zeittheil  ab  das  Rechteck  ba' 
als  Weg  zu  klein,  das  Rechteck  bß  als 
Weg  zu  grofs  u.  s.  w<  bis  zu  dem  Zeit- 
theil yB,  für  welchen  das  Rechteck  Bw 
als  Weg  zu  klein,  das  Rechteck  yC  zu 
grofs  ist. 

Nun  ist  die  Summe  der  kleineren  Recht- 
ecke kleiner  als  das  &ABC,  die  Summe 
der  größeren  Rechtecke  grölser  als  das 
tsABV.  Man  kann  aber  mit  beliebiger 
Vermehrung  der  Zeittheile  in  AB  beide 
Summen  dem  &ABC  beliebig  nahe  brin- 
gen, so  dafs  der  1*  literschied  beider  Recht - 
eckssummen  kleiner  wird  als  jede  noch 
so  kleine  endliche  Gröfse,  ohne  dafs  beide 
Summen  die  Gröfse  des  &ABC  je  er- 
reichen. Demnach  ist  AAÄC  die  Grenze 
zwischen  beideu  Rechteckssummeu. 

Beide  Summen  der  Rechtecke  geben 
nun  bildlich  den  Weg  an,  welcher  in 
der  Zeit  T  mit  der  Endgeschwindigkeit 
C  durchlaufen  wird;  einmal  diesen  Weg 
zu  klein  und  zum  zweiten  Mal  zu  grofs, 
folglich  gibt  das  &  ABC  das  Bild  für  den 
wirklich  zurückgelegten  Weg  in  Ver- 
hältnifs zu  dem  Rectangel  AA'BC,  wel- 
ches den  Weg  CxT  bildlich  darstellt. 
Wie  also  &ABC  zu  dem  Rectangel  AA'BC 
sich  vorhält,  so  mufs  auch  der  wirkliche 
Weg  zu  dem  Wege  CxT  sich  verhalten 
und  es  ist  daher  der  wirklich  zurückge- 
legte Weg  =  iCT. 

Ein  zweites  Beispiel  derselben  Art  gibt 
Bd.  IL,  pag.  211,  No.  7  für  die  Ermitte- 
lung der  Gröfse  des  geraden  Cylinder- 
mantels. 

Ein  analytisches  Beispiel  gibt  Bd.  L. 
pag.  280,  Art.:  »Bahn  einer  Masse* 
u.  s.  w.,  in  welcher  die  Endgeschwindig- 
keit v  für  einen  gegebenen  Wog  s  bei 
ungleichförmig  beschleunigter  Bewegung 
ermittelt  wird.  Man  findet  mit  Bezug 
auf  Fig.  177  die  Differenz  der  Quadrate 
zweier  Geschwindigkeiten  r3  —  vt?  zwi- 
schen 2  Gröfsen  eingeschlossen ;  nämlich 

•'-•^'VO'  +  n  +)',  +  •■•}'„-,) 
As 

>  —  (ri  +  >«  +  >,  +  ■••;'„) 

da  nun  der  Unterschied  beider  einschlie- 
fsenden Gröfsen 

mit  Vermehrung  Ton  n  beliebig  klein 
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werden  kann,  so  würde  eine  andere  be- 
kannte Gröfse,  welche  ebenfalls  zwi- 
schen denselben  Grenzen  begriffen  ist, 
der  Gröfse  v*  -  «aM  gleich  und  somit  die 

Unbekannte  ra  -  rMa,  oder  vielmehr  da 

vu-0  ist,  die  verlangte  Geschwindigkeit 

v  gefunden  sein. 


Man  rindet  aber  die  Gröfse 


zwischen  denselben  Grenzen  begriffen 
folglich  ist 

\«°     aj      *  «(«-.) 

Kin  ganz  ähnliches  Beispiel  ist  in  dem- 
selben Art.:  No.  ö  durchgeführt. 

Expansibel,  s.  u.  Aggregatzustand  und 
Aerodynamik. 

Expansion,  s.  Ausdehnung, Expan- 
sion. 

Expansiv  kraft,  s.  u.  Aerodynami- 
sche Gesetze. 

Experiment,  s.  v.  w.  Versuch,  ».  u. 
Reohac  htung. 

Exponent  ist  immer  eine  abstracte  Zahl 
und  entweder  ein  Factor  oder  die  An- 
zahl gleicher  Factoren.  K.  einer  geome- 
mel rischen  Reihe  ist  die  constante  Zahl, 
welche  entsteht  wenn  man  ein  ntes  Glied 
durch  ein  (»-l)tes  dividirt.  Z.  B.  in 
der  Reihe 

ae*  •  ae*  ....  aen 

ist  e  der  Exponent.  Aus  diesem  Grunde 
nennt  man  auch  den  Quotient  aus  dem 
lten  Gliede  in  das  2te  Glied  eines  geo- 
metrischen Verhältnisses  den  Exponent 
des  Verhältnisses:  In  dem  Verhält- 

nifs  a :  b  ist       der  Exponent. 

Bei  Potenzen  und  Wurzeln  zeigt  der 
E.  die  Anzahl  der  gleichen  Factoren  aus 
welchen  die  Potenz  besteht. 

In  a"  =  A  ist  n  die  Zahl ,  welche  an- 
zeigt, wie  oft  a  mit  sich  selbst  multipli- 
cirt  werden  mufs  um  die  Zahl  A  zu  ge- 
ben; n  ist  der  Potenzexponent. 

M 

In  \n  =  b  zeigt  n  die  Anzahl  der  glei- 
chen Factoren  b  aus  deren  Prodnct  dio 
Zahl  a  besteht;  n  ist  der  Wurzelex- 
ponent. 

In  der  Reihe 

—»-10      1      5»  8 
...«     •  (i     »  a  •  n  •  a  •  a  .... 

können  die  Exponenten  als  Stellenzahlen 

...  -  2  •  -  1  .0«  1  .  2  •  3  .. . 

betrachtet  werden,  und  es  werden  daher 


auch  die  Stelleuzahlen  goometrischer  Rei- 
hen Exponenten  genannt.  Aus  demsel- 
ben Grunde  werden  auch  dio  Logarith- 
men als  Exponenten  angesehen,  sie  zei- 
gen auch  wirklich  an,  zu  welcher  Potenz 
die  Basis  erhoben  werden  muTs  um  den 
Numerus  zu  geben. 

Exponentialcarve  ist  eine  solche  Curve, 
in  deren  Gleichung  die  Abscisse  x  als 
Potonzexponent  vorkommt,  z.  B. 

y  =  n" 

Exponentialformat  ist  eine  Formel, 
in  welcher  veränderliche  Gröfsen  als  Po- 
tenzexponenten vorkommen. 

!/  =  «  '  ;  »-jr* 

Exponentialfunctlon  ist  eine  Function, 
in  welcher  veränderliche  Gröfsen  als  Po- 
tenzexponenten vorkommen. 

Exponentialgleichung  ist  eine  Glei- 
chung, in  weicher  unbekannte  Gröfsen 
als  Potenzexponenten  vorkommen. 

EipOnentialgrÖfse  ist  eine  Gröfse,  in 
der  eine  unbekannte  oder  eine  veränder- 
liche Gröfse  als  Potenz  vorkommt,  die 
Wurzel  kann  veränderlich  und  unverän- 
derlich sein,  als: 

Exponentialreohnang  ist  das  Entwicke- 

lungsverfahren  für  gegebene  Exponential- 
gleichungen. Es  geschieht  dies  entweder 
durch  Verwandlung  der  Exponentialglei- 
chung in  eine  logarithmische  wie 

y  =  a* 

in  log  y  =  x  •  log  a 

wo  nun  für  jeden  Werth  von  x  der  Werth 
von  y  gefunden  werden  kann ;  oder  durch 
Entwickelung  in  eine  Reihe  mit  Hülfe 
des  Mac-Laurin  schen  oder  Taylor'scben 
Satzes. 

Die  Function  y  -  ar  läfst  sich  nach 
der  Mac-Laurin'schen  Reihe  (Bd.  II.,  pag. 
289)  in  eine  Reihe  entwickeln,  die  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  fort- 
schreitet. Es  ist  nämlich  nach  Differen- 
zialformel  82  uud  151: 

^  =  a*  .  logn  n 
Für  *  =0  wird  i'sl. 
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Exponentialrochnung.          C7  Extension. 
Mithin  nach  der  Mac-Lanrin'schen  Reihe 
,  =      =  1  4-  ,  In  .  +  jil  (b  *)H  r         .  (b  „)»  +  +  MT'"'_|) .  (/.  af 

\W—  1 


=  1  +    -f  - — -  ■'-  4  •  '  4  -  V  7  

1  1  •  2   n  I  •  2.  3  1  •  2...(n-  1) 


Nun  ist  nach  Rd.  II.,  png.  293  das  Er-      Es  kann  aber  *  so  grofs  genommen 

gäiming.*glied  werden,  dafs  n  +  1   •  wird  als  x  In  a,  folg- 

x"       ,      ,     )  r  ,icn   ^den  die  nachfolgenden  Glieder 

-  f72     ä           *  a  i"it  der  Vergrößerung  voii  n  immer  klei- 

und  das  folgende  KrgSniiinmglied  für  ne[  nnd  die  Reihe  «»»Yergirt. 

das  (*+  l)te  C.lied  der  R*ihe  Ku>  -='  =  2,7182818.  .  ist  logn  a  =  1 

f*-Hi                      ,  und 


.Ona)"+la)'  x  xt 

1.2...(nH)_  y  =  e'  =  |-f--  +  ,   -+  -•+... 


X 


'I 


Also  =  dem  ersten  Ergänzungsgliede  mul-  1      1  »2     1  -2' 3  1.2...» 

tiplicirt  mit  ~-  In  «  Extension,  s.  Ausdehnung  (Bd.  I.,  pag. 

»  +  1  186). 
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F. 


Faclt  ist  das  Resultat  der  Ausrechnung 
eines  in  Zifferzahlen  gegebenen  Exerapels. 

Factor  ist  der  gemeinschaftliche  Name 
von  Multiplicandus  und  Multiplicator  und 
überhaupt  jede  der  zwei  oder  mehreren 
Zahlen,  die  mit  einander  multipticirt 
werden  sollen. 

Factum  eine  seltenere  Bezeichnung  für 
Froduct,  dem  Resultat  aus  einer  Mul- 
tiplication. 

Facoltit  ist  ein  Product,  dessen  Fac- 
toren  in  arithmetischer  Reihe  fortschreiten. 

ax(a+&)*(«+26)x(tf+36)X....x[ö+(»-l)4] 

ist  eine  F.  von  *  Factoren;  a  ist  die  Ba- 
sis, b  der  Unterschied  oder  die  Differenz, 
die  Anzahl  der  Factoren  m  der  Exponent. 
Die  Schreibweise  der  F.  ist  verschieden ; 
Klügel  schlägt  vor  zu  schreiben 


u 


Die  einfachste  F.,  welche  häufig  vor- 
kommt und  unter  andern  in  den  Bino- 
mialcoefficienten  deren  Nenner  ausmacht 
ist  die  Facultät 

1  •  2  •  3  •  4  •  5  ..  .n 

Man  bezeichnet  sie  mit  (n)  oder  n! 

Demnach  ist 

(2)  oder  2!  =  1  •  2 

(3)  oder  3!  =  1  •  2  •  3 

(4)  oder  4!  =  1 • 2*  3*4 

U.  8.  W. 

Fadendreieck,  ein  Instrument  zu  Fest- 
stellung einer  bestimmten  Richtung,  s.  u 
Culmination,  Bd.  II.,  pag.  160. 

FadenfcreQI.  Bei  jedem  Fernrohr  ist 
«s  für  die  genaue  Messung  von  Winkeln 


von  Wichtigkeit  (s.  den  Art.  v Astro- 
nomisches Fernrohr"  mit  Fig.  91), 
daß  der  beobachtete  Gegenstand  N  genau 
mit  der  Axe  Cc  des  Fernrohrs  zusam- 
menfalle, und  der  Gegenstand  JV,  wel- 
cher in  der  Ebene  C'(r  >des  beiden  Glä- 
sern AB  und  DE  gemeinschaftlichen 
Brennpunkts  c'  als  Luftbild  erscheint, 
soll  genau  in  den  Punkt  c'  fallen.  Da- 
mit dies  nun  wirklich  geschehe,  wird  in 
das  Rohr  innerhalb  der  Ebene  C'C"  ein 
Metallring  eingelegt,  über  welchen  zwei 
oder  mehrere  Fäden  dergestallt  ausge- 
spannt werden,  dafs  sie  sich  in  dem  Mit- 
telpunkt überkrenzen,  dafs  dieser  Kreuz- 
punkt also  in  den  Axenpunkt  c'  fällt, 
und  das  Fernrohr  wird  auf  den  Gegen- 
stand so  gerichtet,  dafs  er  vor  dem  Ocu- 
lar  AC  mit  dem  Kreuzpunkt  c'  in  einerlei 
Punkt  gesehen  wird. 

Da  das  in  die  Ebene  CC"  fallende 
Luftbild  durch  das  Glas  AB  vergrößert 
erscheint,  so  werden  auch  die  Fäden  in 
größerer  Stärke  als  sie  wirklich  beträgt 
gesehen;  daher  müssen  die  Fäden  mög- 
lichst fein  sein  und  es  werden  feine  Me 
tallfäden,  am  besten  Spinneweben  dazu 
genommen. 

Fall,  ist  Bewegung  eine«  Körpers  ge- 
gen einen  anderen  Körper  in  Folge  der 
Anziehung  (der  Attraction,  Gravi- 
tation, Schwere),  welche  der  zweite 
Körper  auf  den  ersten  äußert.  Ist  kein 
Hindernifs  der  Bewegung  vorbandet! ,  so 
geschieht  der  Fall  in  gerader  Linie  (s. 
Anziehung  und  Attraction). 

Im  2ten  Art.  No.  4  ist  die  Centrifugal- 
kraft  als  das  weise  angeordnete  Hinder- 
nifs nachgewiesen,  daß  die  Weltkörper 
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in  geraden  Linien  nicht  auf  einander 
fallen,  und  dafs  beide  Kräfte,  die  Schwere 
und  die  Centrifugalkraft  vereinigt,  als 
alleinige  Ursachen  für  die  Erhaltung' der 
Weltsysteme  mittelst  gegenseitiger  um- 
kreisender Bewegung  wirksam  sind. 

Fall,  freier  Fall.  Im  gemeinen  Leben 
versteht  man  unter  Fall  die  Erschei- 
nung, dafs  ein  Körper  in  der  Luft  frei- 
gelassen in  gerader  senkrechter  Linie  zur 
Erde  sich  bewegt;  nämlich  nach  dem 
Mittelpunkt  der  Erde  hin ,  weil  dieser  als 
Mittelpunkt  der  anziehenden  Erdmas.se 
zugleich  der  Mittelpunkt  deren  Schwer- 
kraft ist.  Ein  solcher  ohne  Hindernifs 
in  gerader  Linie  statt  habender  Fall  heifst 
freier  Fall. 

Der  Art.  , Attraction"  No.  9  weist 
nach,  dafjs  leichte  und  schwere  Körper 
gleich  schnell  auf  die  Erde  fallen;  dafs 
dies  in  Wirklichkeit  nicht  geschieht,  liegt 
in  dem  Widerstand  der  atmosphärischen 
Luft,  welche  schwere  Körper  wenig,  leichte 
Körper  mehr  hindert,  und  da  die  Luft 
jedem  Körper  ohne  Ausnahme  beim  Fall 
einen  Widerstand  verursacht,  so  gibt  es 
*  auf  unserer  Erdoberfläche  streng  genom- 
men keinen  freien  Fall. 

2.  Eine  Theorie  des  freien  Falls,  ganz 
allgemein  und  mit  veränderlicher  Be- 
schleunigung betrachtet  gibt  der  Art: 
„Bahn  einer  Masse "  etc.,  Bd.  L,  paff. 
280  mit  Beispielen  No.  4  über  den  Fall 
des  Mondes  auf  die  Erde  wenn  die  Cen- 
trifugalkraft zu  wirken  aufhörte,  und  No.  5 
den  Fall  desselben  durch  die  Erde  wenn 
ein  Durchmesser  derselben  mit  geeigne- 
ter cylindrischer  Durchlafsöflhung  umge- 
ben wäre;  ferner  No.  10  und  11  dessen 
wiederholter  (pendnlirender)  Fall  durch 
die  Erde.  Endlich  gibt  der  Art  Bewe- 
gung, gleich  förmig  beschleunigte, 
pag.  352,  die  Theorie  des  freien  Falls  in 
der  Nähe  unserer  Erdoberfläche,  also  hei 
constanter  Beschleunigung  (ohne  Rück- 
sicht auf  den  Widerstand  der  atmosphä- 
rischen Luft). 

3.  Aus  den  pag.  353,  No  4  angegebe- 
nen Formeln  gehen  folgende  Gesetze  für 
den  freien  Fall  hervor: 
C:c=T :  I 
d.  h.  Bei  2  frei  fallenden  Körpern  ver- 
halten sich  die  von  der  Ruhe  ab  erlang- 
ten Endgeschwindigkeiten  (C,  c)  wie  die 
von  Anfang  ab  verflossenen  Zeiten  (7*,  /)• 
Und  gegenseitig :  die  bei  2  frei  fallenden 
Körpern  von  der  Ruhe  ab  verflossenen 
Zeiten  verhalten  sich  wie  die  von  ihnen 
erlangten  Endgeschwindigkeiten. 

Si9  =  (?.c*=V.tt 


D.  h.  wenn  2  Körper  von  der  Ruhe  ab 
fallen,  so  verhalten  sich  die  von  ihnen 
durchlaufenen  Fallhöhen  wie  die  Qua- 
drate der  erlangten  Endgeschwindigkei- 
ten oder  wie  die  Quadrate  der  während 
des  Fallens  verflossenen  Zeiten. 

4.  Der  Art.:  „Bewegung  in  einem 
widerstehenden  Mittel",  pag.  361, 
gibt  pag.  303  in  Formel  7 : 

in  Formel  8 

und  in  Formel  6 

1  1  G 
t  =  UloSnG=A* 

alle  3  Formeln  für  den  Fall  auf  die  Erde 
mit  Berücksichtigung  des  Widerstandes 
der  atmosphärischen  Luft,  wenn  die  Be- 
wegung (der  Fall)  mit  der  Geschwindig- 
keit -  0  anfängt.   Es  bedeuten 
©  die  Endgeschwindigkeit. 
$  der  Weg  oder  die  Fallhöhe. 
I  die  Zeit  des  Falles  in  Secunden 

und  anfserdem 
G  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall 

—  15t  preufs.  Fufs. 
A  ein  Versuchs-Coefficient  für  den  Luft- 
widerstand, 
e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen. 

Fall,  beschränkter  Fall.  Jeder  Fall, 
d.  h.  jede  Bewegung,  welche  die  Anzie- 
hung eines  Körpers  auf  einen  anderen 
Körper  zu  jenem  hin  veranlafst,  wird  be- 
schränkt, wenn  die  Bewegung  auch 
noch  anderen  Einflüssen  unterworfen  ist, 
wie  im  Iten  Art.  Fall  von  der  Centri- 
fugalkraft gesagt  worden. 

Die  Kraft  der  Schwere  wirkt  auf  jedes 
einzelne  Massenelement  gleich  stark  und 
der  Art,  dafs  es  in  der  ersten  Secunde 
in  unserer  Gegend  loj-  preufs.  Fufs.  (Be- 
schleunigung g)  fällt.  Bezeichnet  man 
das  Massenelement  mit  m  so  ist  sein 
Effect  in  der  ersten  Secunde  beim  freien 
Fall  =  Masse  mal  Weg  =  g  •  m.  Hat  eine 
andere  Masse  \M)  n  Massenelemente,  ist 
also  M  =  h>m;  und  bezeichnet  man  die 
Beschleunigung  von  M  mit  G  so  ist 
BG  =  h  '  m  •  g 

h  •  m  M 

also     G  -   M~  '9  =  -fi9=9 

Beim  beschränkten  Fall  wird  nun  die- 
ser für  alle  Massen  constant  bleibenden 
Schwerkraft  entgegenwirkt;  entweder  di- 
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rect  in  gerader  Linie  senkrecht  aufwärts 
oder  nach  Seitenrichtungen,  von  denen 
ein  Theil  der  Kraft  in  die  Richtung  senk- 
recht aufwärts  reducirt  wird. 

Der  beschränkte  Fall  ist  also  so  anzu- 
sehen, dafs  mit  einer  Masse  H,  welche 
fallen  will,  eine  andere  kleinere  Masse 
,)/'  das  Bestreben  hat  zu  steigen.  Daher 
ist  die  nach  der  Richtung  senkrecht  ab- 
wärts wirkende  Masse  M  -  M'  und  deren 
Effect  in  der  ersten  Secunde 
Mg-M'g  =  (M- M*)g 

Nun  wirkt  aber  die  Schwerkraft  senk- 
recht abwärts  auf  beide  Massen  M  und 
Jf',  also  auf  M  +  M'  nach  der  Richtung 
senkrecht  abwärts  Bezeichnet  man  da- 
her die  summarische  Beschleunigung  bei- 
der Massen  senkrecht  abwärts  mit  G,  so 
ist  deren  Effect 

-  (.»/  +  M*)  G 

Man  hat  also 

(.¥-  itOs  =  (<W  +  M')  G 

woraus  die  Beschleunigung  für  den  be- 
schränkten Fall 

M  -  M' 

G=M+W'9 

Masscngröfsen  sind  uns  unbekannt,  da- 
gegen verhalten  sich  dieselben  wie  deren 
Gewichte.    Sind  dieso  Q  und  Q\  so  hat 


Es  sollen  hier  folgende  Fälle  betrach- 
tet werden. 

A.  Der  Fall  im  Wasser. 

Wenn  ein  Körper  «  Pfund  wiegt  und 
ein  ihm  gleiches  Volum  Wasser  wiegt 
«'  Pfund,  so  verdrängt  der  Körper  in 
Wasser  gesenkt  a'  Pfund  Wasser,  wel- 
ches den  von  dem  Körper  eingenomme- 
nen Raum  von  unten  nach  oben  wieder 
auszufüllen  strebt.  Mit  a  Pfund  Gewicht 
will  der  Körper  fallen,  mit  «'  Pfund 
strebt  das  Wasser  ihn  zu  heben ;  ist  a  >a 
so  wird  der  Körper  mit  der  Kraft  a  —  a 
in  die  Höhe  getrieben,  ist  a  >  a  so  sinkt 
er,  d.  h.  er  fallt  mit  der  Ueberwucht 
(a  -  «0  (3k  beschleunigende  Kraft); 
seine  Masse  ist  «,  folglich  die  beschleu- 
nigende Kraft  =  -  ~  "  =  (1  -  ~  )  "od 

die  Beschleunigung  =  y  -  ^)  g.  Be- 
zeichnet man  das  speeifische  Gewicht  des 

Körpers  mit  «  so  ist  "  =  <t,  folglich  die 

o 

Beschleunigung  =  ^1  -  ~ -  J  o  =      1  g. 


Der  Körper  fällt  also  in  I  Secunden 

um  die  Tiefe  $  =  gl2 
a 

erlangt  die  Geschwindigkeit  c  =  2  oi 

a 

Wird  er  im  Wasser  mit  der  Geschwin- 
digkeit t  hinabgestofsen,  so  erlangt  er  in  t 
Secunden 

die  Tiefe  S  =  vt+  —  gt* 

a 

und  die  Endgeschwindigkeit 

C  =  v  +  2  gl 

« 

An  merk.  Dafs  hier  die  Masse  a  des 
Körpers  und  nicht  die  des  Körpers  +  der 
des  Wassers  an  in  den  Nenner  ge- 
setzt wird  liegt  darin,  dafs  der  einge- 
senkte Körper  im  Wasser  das  Gewicht 
<*'  verliert;  er  wiegt  nur  noch  (a-a  ) 
Pfund,  hierzu  das  Gewicht  des  verdräng- 
ten Wassers  =  a  gibt  a  -  a'  +  a'  =  a Pfund. 

B.  Fall  um  eine  feste  Rollo. 

1.  Ohne  Rücksicht  auf  Reibung. 
Ueber  einer  festen  Rolle 

hangen  an  einem  Faden  Fic.  017. 
2  Gewichte  Q,  7.  So  tief 
das  gröfsere  Gewicht  Q  sinkt 
so  hoch  steigt  das  kleinere 
Gewicht  7.  Die  reber- 
wacht ist  Q  -  c,  die  Masse 
auf  welche  die  Schwere 
wirkt  ist  Q  i  7  und  die  Be- 
schleunigung G  =  g 
V  T  7 

Hieraus  findet  mau  wie 
ad  A.  in  t  Secunden  die 
Höhe  des  Falls  von  Q  und 
der  Steigung  von  7 

die  Endgeschwindigkeit  beider  Gewichte 

2.  Mit  Berücksichtigung  der  Reibung 
zwischen  dem  Zapfen  der  Rolle  und  dem 
Lager,  wenn  das  Gewicht  der  Rolle  mit 
tp,  der  Halbmesser  der  Rolle  mit  R  ,  der 
Halbmesser  des  Zapfens  mit  r  und  der 
Reibungscoeffkient  mit  11  bezeichnet  wird, 
hat  man  das  Reibungshindernifs  in  das 
rechts  für  Q  befindliche  Fadenende  re- 
ducirt 

(0  f  7  +  »>~  » 
mithin  die  Ueberwucht 

=  0-7-«?-r?  +  «)^p< 


0 
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und  die  Beschleunigung 

Q-q  -  «?  +  ♦  +  *)  "jj 7H 
=  Q  +  q  9 

C.  Der  Fall  auf  der  schiefen 
Ebene. 

I.  Ohne  Rücksicht  auf  Reibung. 

Auf  der  schiefen  Ebene  AB  liegt  ein 
Körper  A  vom  Gewicht  Q;  die  Schwere 
strebt,  ihn  nach  der  luthrechten  Rich- 
tung AD  berab  zu  bewegen,  die  Wan- 
dung AB  der  schiefen  Ebene  hindert  dies, 

Fig.  618. 


i  / 
i  / 
i  / 
i  / 
i  / 
i  / 
i  '  / 
i  / 
I  / 


•iie  Bewegung  kann  nur  nach  der  Rich- 
tung AB  geschehen  und  das  Gewicht  Q 
■M  dabei  einen  Druck  nach  AE  lothrecht 
auf  AB  ans. 

Stellt  AF  als  Länge  das  Gewicht  Q 
vor,  so  entsteht  ans  dieser  als  Mittelkraft 
«las  Parallelogramm  AEFG  der  Kräfte. 

Es  ist  AE=  AF  cot  EAF  =  AF  cos  « 
also  der  Normaldruck  nach  AE=  Q  cos  n, 
welche  von  der  festen  Wandung  AB 
aufgehoben  wird. 

Es  bleibt  daher  nur  für  den  Fall  die 
zweite  Seitenkraft 

AG  =  Q  sinn 
als  bewegende  Kraft. 

Die  Masse  auf  welche  die  Schwere  wirkt 
ist  Q,  folglich  die  beschleunigende  Kraft 


Q  sin  n 


stn  a 


Daher  wie  in  A  und  B. 

Die  Endgeschwindigkeit  C  =  2gt  sin  n 
der  Weg  8  =  gt7  sin  a 

oder  wenn  man  die  Länge  AB  der  schie- 
fen Ebene  mit  /,  deren  Ilöhe  AC  mit  h 
bezeichnet , 

C'=2j-y  I 


S  =  g 


l 


Für  den  Fall  auf  der  schiefen  Ebene 
ergeben  sich  einige  interessante  Gesetze: 

1.  Beim  freien  Fall  ist  C  =  2gT 
auf  der  schiefon  Ebene  c  =  2g-j-t 

Bei  T  -  t  ist  also 

C:  c  =  l :  h  =  AB :  AC  =  AD  :  AB 

D.  h.  Wenn  von  zweien  Körpern 
der  eine  senkrecht  nach  AD,  der 
andere  längs  AB  fällt,  so  geben 
beide  Linien  AB  und  AC  oder  AD 
und  AB  das  Verhältnifs  der  in 
gleichen  Zeiten  erlangten  End- 
geschwindigkeiten. 

2.  Ist  C  =  c  so  hat  man 

T:i  =  h:l=AC:AB 

d.  h.  wenn  2  Körper,  von  denen 
der  eine  senkrecht  Dach  AD  herab, 
der  andere  längs  /Iß  fällt,  gleiche 
Geschwindigkeiten  erlang tnaben, 
so  geben  die  beiden  Linien  AC  und 
AB  das  Verhältnifs  der  von  ihnen 
durchlaufenen  Fallzeiten. 

3.  Beim  freien  Fall  ist  S  =  gT1 
auf  der  schiofen  Ebene  s  -  g  .  —  <« 

Bei  gleichen  Fallzeiten  T  und  I  ist 
S:s  =  l:h  =  AD:AB 

d.  h.  wenn  2  Körper  nach  AD  und 
AB  fallen,  so  gehen  die  Linien  AD 
und  AB  das  Verhältnifs  der  von 
ihnen  gleichzeitig  durchlaufenen 
Wege. 

4.  Da  /_ABD  ein  Rechter  ist,  so  lie- 
gen die  3  Punkte  A%  B,  D  in  der  Pe- 
ripherie eines  Halbkreises,  AD  ist  der 
Durchmesser,  AB  eine  Sohne.  Es  folgt 
also  aus  No.  3,  dafs  alle  von  dem 
obersten  Punkt  eines  senkrehten 
Durchmessers  gezogene  8ehnen 
des  Kreises  von  einem  Körper 
gleichzeitig  durchlaufen  werden. 

C« 

5.  Beim  freien  Fall  ist  S  = 


*9 


anabhängig  von  dem  Gewicht  des  Kör- 
pers, und  die  Beschleunigung  G  ist  = 


auf  der  schiefen  Ebene  ist  i  = 


$  sin  ir. 
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ßei  gleichen  Endgeschwindigkeiten  ist 
daher 

S-.$  =  h.l=  AC.AB 
d.  h.  2  Körper,  die  nach  der  Höhe 
und  der  Länge  der  schiefen  Ebene 
fallen,  erhalten  an  der  Basis  BC 
gleiche  Endgeschwindigkeiten. 

II.  Mit  Rücksicht  auf  Reibung. 

Wegen  der  Reibung  zwischen  dem  Kör- 
per vom  tiewicht  Q  und  der  Wandung 
AB  widersteht  dieso  jetzt  nicht  in  der 
lothrechten  Linie  AEt  sondern  nach  einer 
Richtung  AE',  welche  mit  AE  den  Rei- 
bungswinkel f  bildet 

Demnach  entsteht  ein  Parallelogramm 
AE'FG,  und  es  ist: 


hieraus 


AF.AE' :  AG  =  sin  AEF :  sin  ÄFFT  :  sin  E'AF 

=  sin  (90°  -|- 1 ) :  sin  (90°  -  «)  l  sin  (a  -  1) 

AG  =  *i«Ty>  AF  =  "*(a-T)  AF 


sin  (90°+  7) 


cos  1 


Es  ist  also  die  bewegende  Kraft 
_  sin  («  -  t) 


cos  1 


die  Schwere  wirkt  auf  die  Masse  Q 
mithin  die  beschleunigende  Kraft 
_  sin  («  -  t)    Q  _  sin  (a  -  1) 

'  Q 


cos  1 


und  die  Beschleunigung 


cot  T 

sin  («  —  ?) 
cos  r  3 

D.  Fall  durch  oinen  Kreisbogen. 

Ein  durch  die  Schwere  angegriffener 
Körper  bewegt  sich  durch  den  senkrecht 
aufgestellten  beliebigen  Kreisbogen  BA\ 

Fig.  ßäO. 


es  ist  die  Zeit  zu  ermitteln,  in  welcher 
er  von  ß  und  von  der  Ruhe  aus  bis  zu 
dem  tiefsten  Punkt  A  gekommen  ist. 

Es  sei  C  der  Mittelpunkt  des  Bogens, 
BD  horizontal;  nimmt  man  ein  beliebi- 
ges Stück  BE  des  Bogens,  zieht  EF^BD, 
setzt  BF»  f.  I)F=jt,  so  kann  man  den 
Bogen  BE  als  eine  Monge  sehr  kleiner 
aneinander  liegender  Polygonseiten  oder 
schiefe  Ebenen  betrachten.  Da  nun  nach 
No.  C,  I.,  5,  ein  Körper  einerlei  Geschwin- 
digkeit erhält,  er  mag  die  Höhe  der  schie- 
fen Ebene  frei  herab  fallen  oder  längs 
der  schiefen  Ebene  sich  bewegen,  so  er- 
hält der  Körper  auch  dieselbe  Geschwin- 
digkeit (vergl.  auch  No.4)  wenn 
er  durch  mehrere  an  einander 
liegende  schiefe  Ebenen  sich 
bewegt.  Die  Geschwindigkeit 
des  Körpers  in  E  ist  also  = 

t  =  2  ygm 

Dasselbe  Resultat  erhält  man 
durch  die  allgemeinen  phoro- 
nomischen  Gleichungen,  Bd.  L, 
pag.  357 ,  No.  4. 

Denn  bezeichnet  f  die  Zeit 
für  den  Weg  durch  den  Bo- 
gen BE  =  s ,  so  ist  nach  For- 
mel 2  die  Beschleunigung  in 
E  und  zwar  nach  der  Tan- 
gente Ell  gerichtet 

Diese  ist  aber  offenbar  die 
Beschleunigung  der  Schwere, 
wenn  dieselbe  nach  der  Rich- 
tung, EU  reducirt  wird.   D.  h. 
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wenn  EJ  die  Beschleunigung«  der  Schwere  d*«  8*  9* 

Torstellt  und  G  die  nach  der  Tangente  §7>  *  9i  ~  ^  9i 

EH  reducirte  Beschleunignng  bezeichnet,  nnd  Mch  f  iotegrirt 

11  c«:i:w  (*)'=<»*+c 

EJ  *  Nun  ist  nach  Bd.  I.,  pag.  357,  Formel  1: 
oder  durch  die  Seiten  des  sehr  kleinen 

Dreiecks  ELM  ausgedrückt  9l  =  " 
ML  9x 

G  ~YLS=9  b$  folglich  hat  man 

9'f      9x  e'  =  4y* 

Man  hat  demnach  1  ^  =  5  ^  oder              .  =  3  ^x  (1) 

».„h...,.  _      ...  ..  .  9*   indem  die  Constante  fortlallt  ,  weil  für 

Multipücirt  man  beiderseits  mit  4^,  x  =  0  aach  p  =  0  fat 

so  erhält  man  Nun  ist  nach  Formel  4,  pag.  358 

Ferner  ist   ££,'  =  £ÄS  +  Ht'  .         _  9y  . 

oder         (9s)»  =  (9y)»  +  (9*)»  Und         2*  9a =  2  (r "  m) 

|-'=lA  +  <-yV  Öa      9y    ,  x9. 

Und  wenn   man  den  Halbmesser  AC  ft 
mit  r,  die  Höhe  ;4D  des  Bogens  jIÄ  mit  und        g-y=  — -  =  —  (6) 
A  bezeichnet  °*      *  j/n(2r-i») 

ys=(A-*)(2r-a  +  *)        (3)  hiernach 
oder  fM  =  k  -  x  =  u  gesetzt :  a         /      r~_^"  - 

y»  =  «(2r-t,)  (4)  |f  =  1/l-f-  •  :  =         ^-=,  (7) 

9*"  Folgüch  ferwandelt  sich  Gl.  2 

y  2  ^y  (Ä  -  «)   l  «  (2r  -  «)         2^  K(*  -  «0  (2rü  - 
Dieses  Integral  läfst  sich  nur  näherungsweise  angeben,  indem  man  es  in 
Reihe  entwickelt.   Zu  diesem  Behuf  forme  man  um 

-1  .  -1  -1   1  1 

in  —  .  =  -n  •  -  -  •  —   (9) 


(8) 


Entwickelt  man  die  letzte  Wnrzelgröfse  mit  Hülfe  des  binomischen  Satzes, 
so  hat  man 

K-J    \      2r)      ~l    {    *}2r*     1-2      ^2r/       1  •  2  .  3  \2r/ 
1  2r 


2«  —  1 


2_/«y 


1 


u     1.3/»\3    l*3«S/»\  l»3«5»7...(2it-  !)/»  V 

1  +  i2r  +  2.4\2rj  *2*4>6\2rJ  +'"  * +  2  »4. 6-8  . ..  (2n)  \2r) 


+  ... 


Multiplicirt  man  daher  das  2te  Glied  Gleichung  9  mit  jedem  einzel- 

nen  Güede  dieser  Reihe  so  erhält  man  die  zu  integrirende  Function: 
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Fall,  beschränkter  Fall.       74       Fall,  beschränkter  Eall. 

»2r[     ,Am-m3         2r,'All_ttlT2.4    \2r/     i  Am  -  u3 
,  1  .3.5....2»-l  /m\»         1        ,  I 

+  ,    ,    fi  o      (ö  l  •---+...  (10) 

2«  4-  b  ....   2»    \2r/     jAm-m3  J 

Das  allgemeine  Glied  der  entwickelten  und  zu  integrirenden  Reihe  ist  demnach 
1  -3-5....  2»  -  1        I  /*  M« 

"2.4.6....     2n    \2r)^i  X7  pVtTT^ 

-     /"  -«" 
Schreibt  man  nun  für  /    .  .  •-• 

jAm-m3 

IÄm-m3  jÄM-u«  "•/|A«-tts 

so  hat  man  zur  Anwendung  die  alige-  hierausist   q'r  - (* -  1)  m"~2 
meine  Roductionsfonucl:  |A  -  m 

X./-X.  dx = v  * //>  0*       ff*  e>x]  ö*  ferner       = pivif^ 

I  m  mit  Hülfo  dieser  Formel  das  erste  so  jst 

Intejjral  rechts   des  Gleichheitszeichens  /%lA— m   

zu  finden ,  setzt  man  //*  •  9*  =  /   <°)m  =  |  Am  -  m3 


</*  =  «*"  1  Mithin 


1  Am  -  m* 

m-1     7  — ..      /         .v    /  m''~*(Am  — M*)  - 

=  M         |  Au  —  M   —  (#1  •   1)   /  .  -'ÖM 

J  An  -m'j 

=       1  I  A«  —  «-  -  («  -  I)  A  /  Om  f  (»  -  1)  /.- 

•    |  Am  -  «    |  Am  —  h3 

Dieken  Werth  in  Gleichung  11  gesetzt  gibt 
/•  _M"  ,    /•  Ji-l  /•  u>> 

y,.ita-^=-,-,'ta-rf-("-»vJtaz..^^-Vi*^1 

^  |Am  — 

und  reducirt: 


ÖM 


u3 


»  f  -  m"-1  I  Ä«  - „M  (m  -  4)  A  /-^  - 

1  Am-m3  •/  |  Am-m« 


Dividirt  man  mit  n,  so  erhält  man  das  Integral  des  allgemeinen  Gliedes  der 
Reihe 

»1-1 

Om  (12) 


/ —  u  1  „_i  ,  =  2m-  1,  /  -  » 
 —  -     m"  1  |  Ah  -  h«  +  —  —  A  /  - 


\  Am-m2     "  -»          l  Am-m3 

In  der  Reihe  10  ist  das  erste  Glied  auf  Fig.  G20  beim  Anfang  des  Schwnn- 

/'—~  ]-     A«a             r  ~u  K08  *  in  <lem  Punkt  D  =  0  ist  und  bis 

,  Am-«*'                ./  yhu-u*     S'  zur  Mitto  <les  Schwunges  auf  die  Höhe 

w.  und  bei  demselben  Nenner  sind  die  !\A= h  w£chst:    |/a  "un  «  = 

Zähler   der   Integrale   der  Reibe  nach  i,e,bt.  a.U      M  ,nde"  Grenzen  zwischen 

0     1               ii          ,  .  ,  ,     .    ,  0  undA,  es  mufs  daher  jedes  der  obigen 

VJ1'  r,o"A  U  , .  Man  .hat  d^?r 'n  d«m  Integrale  zwischen  den  Grenzen  0  Änd 

Integral  12  des  allgemcmen  Gl.edcs  für  A  genommen  werden,  und  dies  geschieht 

n  nach  nnd  nach  d,e  Werthe  O  l,  2,  S  wenn  Inan  bei  jedem  einzelnen  Integral 

u.  b.  w   zu  setzeu  und  jedes  der  ein-  das  für  0  ge„5mmene  von  dem  für  A 

zclnen  Glieder  zu  integnren.  genommener!  abzieht. 

Ferner  ist  zn  bemerken,  dafs  in  Benig  Das  erste  Glied  des  Integrals: 
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Fall,  beschränkter  Fall.       75       Fall,  beschränkter  Fall. 

wird  für  n  =  A  und  für  «  =  0  zu  Null  es  J 
kommt  dies  Glied  also  iti  der  Reihe  nicht  mnn 

vor  und  mau  hat  nur  j  L™j 

I   ~       =  2n "-1  A  f  -u"S--  o„  (13)  A  =  \h  j\  =  i  •  f  A«  J0 

^  |A«-«'      2»     ^  »  An-««  J,  =  |-A ya  =  ^ . f - |A» y0 

Bezeichnet  man  daher  das  Integral   

2n-  1 


y  i A«-»»  y  i Au-«9  , 

,  Diese  Werthe  in  die  Reihe  10  gesetzt, 

mit  J  und  den  gemeinschaftlichen  Factor  JD 

j/Ai»-«5»  vorangestellt,  gibt  das  Integral  der  Reihe 


A 


-j-  •  •  •  • . 


,  /l  •  3  -  5  ....  (2h-  in*  /  *  \*  ,  1 

+  (2.4.6....   2*  )  '(2^  +""J 

Es  ist  jetzt  noch  das  Integral  J0  =  I  —        zu  bestimmen,  und  es  ist  dies 

I  Att— H* 

=  -  Are  •  sin  -        -  r  Const. 

Für  m  =  A  wird  JA0  =  —  Are  («in  =  1)  =  —  ±n  +  C 
für  11  =  0  wird  J°0  =  -  Are  (»in  =  —  1)  =  +  \rt  +  C 

Das  obere  J  von  dem  unteren  abgezogen  gibt  das  zwischen  beiden  Grenzen 
genommene  Integral  J„  =  n 

Man  hat  demnach  die  integrirtc  Reihe  vollständig 

+G:r.:::::p»T-£M 

r 

und  wenn  man  nach  Gleichung  8  dieses  Integral  mit  —  niultiplicirt ,  so  erhält 
man  die  Zeit,  in  welcher  der  Körper  von  B  nach  A  fällt: 

•-T^^<*(^),tAJ,+fe2:8,(.y,+  ]  <15> 

Ist  die  Höhe  AD  =  A  des  Schwingungs-  werden  in  der  gleichen  Zeit  I  zurückge- 
zogen» gegen  den  Halbmessers  CB  =  r  legt,  Bogen  BAU  ist  der  Schw  in  gu  ng*- 
sehr  klein,  so  kann  man  näherungsweise  bogen,  die  Bewegung  von  B  nach  G 

und  die  von  G  nach  B  heifst  eine  S  c  b  w  i  n  - 


TT  |  /  r  >      gung  und  die  Zeit  dazu,  die  Schwin- 

t~~^  I  2g  gungszeit  ist 

Der  Körper  bei  dem  Fall  von  B  nach  7  =  2/  näherungsweiso  =  n  \'  ~  (17) 
^  erreicht  in  diesem  Punkt  eine  Ge-  ,  "f 

sehwindigkeit  mit  welcher  er  vermöge  Elne  gewichtlos  zu  denkende  Stange 
des  Beharrungsstandes  die  Bewegung  CH  von  der  LanKe  r  rait  einem  schwe- 
rer fortsetzt;  beim  Aufsteigen  nach  ron  Pl,nkt  B  versehen,  heifst  ein  ein- 
C  hin  wird  diese  Geschwindigkeit  immer  faches  Pendel  und  wenn  dieses  eine 
geringer  und  in  dem  Punkt  G  =  0,  wo  Schwingung  BAG  in  einer  Secunde  voll- 
dann  der  Körper  wieder  über  A  nach  B  bringt,  ein  Secundenpendel. 
zurückschwingt.  Beide  gleiche  Bogen  HA  Aus  der  Formel  10  erhält  man  das  Se- 
und  GA  beim  Fallen  und  Aufsteigen  condenpendel  7*,  wenn  man  21  =  1  setzt: 
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Fallmaschine. 


F  ü  r  o  =  1 5 1  Fute  also  r  =0, 1 0 1 32 1 2  x  3 1 ,25 
=  3,1662875  pr.  Fufs  =  37,9995  ...  preufs. 
Zoll. 

Fallmaschine,  s.  Atwood's  Fallma- 
schine. 

Falsche  Worzel  einer  Gleichung  ist 
die  ehemals  vorgekommene  Bezeichnung 
für  negative  Wurzel. 

Falschrechnnng  oder  Falslrechnnng 

ist  eine  indirecte  Rech nungs webe,  um  die 
unbekannte  Zahl  aus  einer  Rechnung- 
aufgäbe  zu  finden,  indem  man  eine  will- 
kührliche  (eine  falsche)  Zahl  für  die  un- 
bekannte annimmt  und  diese  probirt  um 
auf  die  richtige  Unbekannte  zu  kommen. 
Z.  B.  die  Zahl  (x)  zu  finden ,  welche  mit 
4  dividirt,  hierzu  5  addirt  und  diese  Summe 
mit  3.  multiplicirt  die  Zahl  30  gibt.  An- 
statt zu  rechnen 

nimmt  man  für  xt  da  sie  zunächst  durch 
4  dividirt  werden  soll,  die  Zahl  4  selbst 
und  erhält  nach  den  verlangten  Rech» 
nungsoperationen  die  Zahl  18  statt  30 
Hiemach  versucht  man  höhere  Zahlen 
bis  man  auf  das  richtige  x  =  20  kommt. 

Familie  von  Gorven,  s.  Curven,  IV., 
pag.  184. 

Feldmefskanst,  s.  Baculometrie. 

Fermat's  Sätie.  Fermat,  ein  franzö- 
sischer Mathematiker  des  17teu  Jahrhun- 
derts hat  mehrere  arithmetische  Gesetze 
aufgefunden,  deren  Richtigkeit  noch  nicht 
hat  angegriffen  werden  können,  ohne  dafs 
jedoch  der  Beweis  ihrer  Giltigkeit  gege- 
ben worden  ist,  und  die  unter  dem  Na- 
men :  Fermat's  Sätze  oder  Fermat's  Lehr- 
sätze bekannt  sind. 

I.  Die  Sätze  über  die  Polygonalzahlen 
lassen  sich  in  folgenden  allgemeinen  Satz 
zusammenfassen : 

Jede  ganze  Zahl  ist  entweder  eine 
i* eckige  Zahl  oder  sie  ist  aus  2,  3  ... 
oder  n  n  eckigen  Zahlen  zusammengesetzt. 

Hieraus  entspringt  der  Satz: 

A.  Jede  ganze  Zahl  ist  entweder  eine 
dreieckige  Zahl  oder  sie  ist  aus  2  oder  3 
dreieckigen  Zahlen  zusammengesetzt: 

Beispiele : 

Dreieckige  Zahlen  sind:  1,  3,  6,  10, 
15,  21,  28,  36,  überhaupt  Zahlen  von 
der  Form  $n  {n  +  1). 

Die  Zahl  30  ist  =  3  +  6  +  21  =  15  +  15 

=  1  +  1  +  28 


6  Fermat's  S&tze. 

die  Zahl  31  ist  =  3  +  28 

32  „  =1+10  +  21 

33  „  =3  +  15  +  15  =  6  +  6  +  21 

34  „  =6  +  28 

35  ,  =1  +  6+28  =  10+10+15 
30  n  =36 

B.  Jede  ganze  Zahl  ist  entweder  eine 
viereckige  Zahl  oder  sie  ist  aus  2 ,  3  oder 
4  viereckigen  Zahlen  zusammengesetzt 

Beispiele : 

Viereckige  Zahlen  sind  1,  4,  9,  16  .... 
überhaupt  Zahlen  von  der  Form  »». 

30=1  +  4  +  9  +  16=1+4  +  25 

31  =  1  +  1+  4  +  25  =  4  +  9  +  9  +  9 

32  =  16+16 

33  =  4  +  4  +  25 

34  =  9  +  25 

35  =  1  +  9  +  25 

36  =  36 

C.  Jede  ganze  Zahl  ist  entweder  eine 
fünfeckige  Zahl  oder  sie  ist  aus  2,  3,  4 
oder  5  fünfeckigen  Zahlen  zusammenge- 
setzt. 

Beispiele: 

Fünfeckige  Zahlen  sind  1,5,  12,  22, 
35....  überhaupt  Zahlen  von  der  Form 
§*(3n-  1). 

30=1  +  5+12+12  =  1  +  1  +  1  +  6  +  22 

31  =  1  +  1  +  5+  12  +  12 

32  =  5  +  5  +  22 

33  =  1  +  5  +  5  +  22 
34=  12  +  22 

35  =  35 

36  =  1  +  35 

Und  nach  demselben  Gesetz  für  sechs- 
eckige, siebeneckige  u.  s.  w.  Zahlen. 

II.  In  jeder  Reihe  von  Potenzen 

a,  a»,  a»,  a*  ....  a" 

gibt  es  ein  Glied  am  von  der  Beschaffen- 
heit, dafs  am—  1  durch  eine  gegebene 
Primzahl  p  theilbar  ist,  wenn  zugleich 
p  -  1  durch  m  ohne  Rest  getheilt  wird. 

Z.  B.  in  4«  -  1  =  728  geht  die  Prim- 
zahl 13  auf,  weil  6  ein  Theiler  von 
13  -  1  =  12  ist:  Es  ist  728  =  13  x  66. 

Die  Primzahlen  31,  37  u.  s.  w.  gehen 
nicht  in  728  auf,  wenngleich  6  ein  Thei- 
ler von  31  -  1  =  30  und  von  37  -  1  =  36 
ist.  Nur  noch  die  Primzahl  7  genügt 
und  728  ist  =  7  x  104. 

III.  Ist  om  -  1  durch  j>  theilbar,  so  ist 

auch  jede  Potenz  amn  —  1  durch  p  theilbar. 

Z.  B.  2*  —  1  =  15  ist  durch  5  theilbar 
und  4  ist  ein  Theiler  von  5  —  1=4.  Da- 
her ist  auch  24  »- 1  =4095  durch  5 
theilbar. 

IV.  Der  Satz  II.  ist  vonJJuler  und  Gauss 
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Fermat's  Sfitzo. 


77 


Fernrohr. 


in  folgenden  Satz  umgeändert  worden, 
der  aber  dennoch  xu  Fermat's  Sätzen  ge- 
rechnet wird: 

Es  ist  —  1  durch  p  theilbar,  wenn 
p  eine  Primzahl  und  a  nicht  durch  p 
theilbar  ist. 

Z.  B.  2 10  -  1  =  1023  ist  durch  1 1  theil- 
bar: Es  ist  1023^  11x93. 

V.  Jede  Primzahl  von  der  Form  4»  +  1 
ist  die  Summe  zweier  Quadrate.   Z.  ß. 

17  =  4x4+1;    17  =  1+4' 
29  =  4x7+1;    29  =  2'+5* 
89  =  4  x  22  +  1 ;  89  =  5*  +  8a 

Fernglas,  ein  Glas  durch  welches  mit- 
telst Brechung  der  Lichtstrahlen  ferne 
Gegenstände  als  Bilder  dem  Auge  näher 
geruckt  und  dadurch  deutlicher  gesehen 
werden.  Die  Form  und  Wirkung  der 
Gläser  siehe  in  dem  Art.:  Brille,  B, 
Brille  für  die  Ferne,  pag.  433. 

Fernrohr  ist  ein  optisches  Instrument 
zu  dem  gleichen  Behuf  mit  Fernglas  (s. 
astronomisches  Fernrohr  mit  Fig.  91).  Die 
von  einem  fernen  Gegenstande  NN'  aus- 
gebenden Lichtstrahlen  werden  von  einem 
Glase  DE,  dem  vordersten  im  Rohre, 
dem  Objectiv  glase  aufgefangen,  durch- 
gelassen, zugleich  in  ihrer  Richtung  ab- 
gelenkt und  wieder  von  einem  zweiten 
Glase  oder  auch  von  mehreren  Gläsern 
hintereinander  aufgefangen,  durchgelassen 
und  dem  Auge  dergestallt  zugeführt,  dafs 
der  Gegenstand  vergrößert  erscheint. 

Von  der  hierbei  stattfindenden  Brechung, 
Refraction  der  Lichtstrahlen  wird  das 
Fernrohr  auch  Refractor  genannt;  denn 
man  hat  auch  Fernröhre,  welche  mittelst 
Spiegelung,  also  durch  Zurückwerfung 
oder  Reflection  der  Lichtstrahlen  Gegen- 
stände vergröfsern  und  welche  daher  Re- 
flectoren,  Teleskope,  Spiegelte- 
leskope heifeen.  Erstere  Fernröhre  sind 
dioptrische,  letztere  katoptriscbe 
Fernröhre;  von  den  Ersteren  ist  hier  die 
Rede. 

Sämmtliche  Fernröhre  kommen  darin 
überein,  dafs  sie  ein  biconvexes  Objectiv 
wie  DE  haben,  und  deren  Systeme  un- 
terscheiden sich  nur  in  der  Form  des 
Oculars  AB  und  dafs  statt  eines  auch 
mehrere  Oculargläser  zwischen  AB  und 
DE  eingelegt  werden.  Sämmtliche  Glä- 
ser liegen  mit  einander  in  einer  und  der- 
selben Axe  und  sind  zur  Abhaltung  des 
Seitenlichts  mit  einem  undurchsichtigen 
Rohre  umschlossen. 

Da  jedes  Fernrohr  ohne  Ausnahme  ein 
biconvexes  Objectiv  DE  hat,  so  gilt  auch 
für  alle  Fernröhre  die  Betrachtung  der 


Erscheinungen,  welche  mit  Hülfe  des 
Glases  DE  hervorgehen,  wie  sie  in  dem 
Art.:  Ast  ronomisches  Fernrohr  bis 
pag.  145  vorgetragen  sind;  und  zwar  bis 
zur  Gestaltung  des  Luftbildes  in  der  Ebene 
C'C";  wobei  noch  zu  bemerken  ist  dafs 
dieses  Bild  nur  dann  als  wirkliches  Bild 
dem  Auge  erscheint,  wenn  man  die  Ebene 
C'C"  mit  weifsem  Papier  oder  mit  einer 
sonst  hellfarbigen  Ebene  belegt ,  dafs  es 
aber  auch  ohne  selbstständig  sichtbar  zu 
sein,  in  seinen  einzelnen  Strahlenpunk- 
ten als  Bild  von  dem  Ocular  AB  aufge- 
fangen und  zu  einem  dem  Auge  nun 
sichtbaren  Bilde  gesammelt  wird. 

Von  diesem  Luftbilde  ab  nach  dem 
Ocular  hin  fängt  das  Fernrohr  an  ein 
Keppler'sches  Fernrohr  zu  sein,  indem 
Keppler  es  so  wie  es  Fig.  91  zeigt,  con- 
struirt  hat,  und  der  zu  dieser  Figur  ge- 
hörige Artikel  gibt  Beschreibung  uud 
Theorie  desselben. 

2.  Das  Galileische  oder  das  hol- 
ländische Fernrohr,  welches  früher 
als  das  ad  1  gedachte  astronomische  Fern- 
rohr erfunden  worden  ist,  hat  dasselbe 
Objectiv  DE  (Fig.  91),  dessen  Brennpunkt 
sei  n  (Fig.  621),  so  würde  in  derselben 
Ebene  C'C"'  dasselbe  Luftbild  wie  in  Fig. 
91  entstehen,  wenn  nicht  ein  Glas  GH 
zwischen  gelegt  wäre.  Es  würde  also 
der  aus  dem  sehr  fernen  Punkt  N  her- 
rührende Strahl  NC  ungebrochen  gerad- 
linig nach  n  hin  fortgehen  und  alle  von 
N  +  mit  NC  auf  die  Fläche  CD  fallen- 
den Strahlen  werden  wie  der  Strahl  N'D 
in  den  Strahl  Dn  nach  n  hin  gebrochen 
werden  und  sich  sämmtlich  in  n  ver- 
einigen. 

Ferner  würde  der  aus  dem  sehr  fernen 
Punkt  M  ausgebende  Strahl  M°C  gerad- 
linig nach  m  fortgeben  und  alle  von  M 
*  mit  ßPC  auf  die  Fläche  CD  fallenden 
Strahlen  würden  wie  der  Strahl  M'D  in 
den  Strahl  Dm  nach  m  hin  gebrochen 
werden  und  sich  sämmtlich  in  m  vereini- 
gen. Es  würde  also  wie  bei  dem  astro- 
nomischen Fernrohr  von  dem  fernen  Ge- 
genstände NM  das  verkehrte  Luftbild  hm 
in  CC"  entstehen.  Diese  Strahlen  aber, 
welche  das  Luftbild  hervorbringen  sollen, 
werden  von  einem  zwischen  gelegten  bi- 
concaven  Glase  unterbrochen,  dessen 
hohle  nach  dem  Brennpunkt  »»  hiu  ge- 
richtete Fläche  GH  diesen  Punkt  »  zu- 
gleich zum  Zerstreuungspunkt  hat  (s. 
Brille,  B,  pag.  433  mit  Fig.  2G5).  Die 
hohle  Fläche  G  H  fängt  die  durch  DE 
gebrochenen  Lichtstrahlen  auf  und  leitet 
sie  durch. 

Der  Strahl  Dn  z.  B.  wird  in  p  aufge- 
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fangen;  er  geht  aber  nicht  wie  hier  ge- 
zeichnet ist,  geradlinig  durch.  Mindern 
wie  der  Art.:  „  A  l»l  e  n  k  u  n  g  d  e>  Licht- 
strahls* mit  Fig.  s  angibt,  nach  dem 
Kinfallsloth  hin  geneigt.  Ist  /»/»'  dieses 
Kinfallsloth  für  den  Punkt  p,  so  fällt  der 
gebrochene  fortgesetzte  Strahl  über  pn 
hinaus,  der  Anstrittspuukt  des  Strahls 
liegt  oberhalb  n,  so  dafs  das  wirklich 
entstehende  Luftbild  mm  um  ein  Gerin- 
tjes  von  n  über  im  verlängert  wird.  Von 
diesem  beiläufigen  und  geringfügigen  Um- 
stände ist  bei  der  Zeichnung  abgesehen 
worden. 

Fig.  265  zeigt  aber,  dafs  wenn  mit  der 
Axe  parallele  Strahlen  aA,  bB  ...  auf  ein 
Uohlglas  fallen ,  dieselben  durch  das  Glas 

hindurch  nach  Aa,  lib'         hin  und  zwar 

so  gebrochen  werden,  als  wenn  sie  ans 
einem  vor  dem  Glase  befindlichen  Punkt 
JV,  dem  Zerstreuungspunkt  unge- 
brochen ausgegangen  wären.  Nun  tindet 
in  Fig  621  der  umgekehrte  Fall  statt: 
sämmtliche  |-  mit  der  Axe  auf  DK  fal- 
lende und  daselbst  gebrochene  Strahlen 
▼ereinigen  sich  ungebrochen  in  »;  nun 
ist  dies  dieselbe  Erscheinung,  als  wenn 
Lichtstrahlen  von  mim  aus  -r  der  Axe 
auf  die  Glasfläche  GH  fielen,  folglich  w  er- 
den die  von  iV  herkommenden  Strahlen, 
indem  sie  aus  GH  heraustreten,  \  mit 
der  Axe  gebrochen;  der  Strahl  Dn  also 
in  die  mit  h"m  parallele  Richtung  mm,. 

Desgleichen  vereinigen  sich  alle  unter 
dem  Z_  M°CN  auf  DK  fallenden  und  da- 
selbst gebrochenen  Strahlen  ungebrochen 
in  »m,  dieselben  scheinen  aber  von  der 
hohlen  Oberfläche  GH  herzukommen; 
folglich  werden  diese  Strahlen,  indem  sie 
aus  GH  heraustreten,  in  Richtungen  ge- 
brochen, die  mit  m°im  f-  sind,  wie  z.  B. 
der  Strahl  Dm  in  die  Richtung  tn'm,  ; 
der  Strahl  Cm  in  die  Richtung  m°fn0. 


dieser  letzte  Satz  stimmt  auch  voll- 
kommen übereilt  mit  dem  letzten  Satz 
des  Art.  .Brille"  zu  Fig.  266:  Ks  wird 
hier  von  dem  Gegenstand  ab,  welcher 
in  nur  geringer  Entfernung  von  dem 
Glase  AB  sich  befindet,  das  dem  Glase 
näher  genickte  Bild  ab'  construirt.  In 
Fig.  621  ist  tun .  das  Bild,  und  der  Ge- 
genstand NM,  welcher  in  Wirklichkeit 
jenseits  des  Glases  GH  liegt,  übt  durch 
die  Brechung  der  Lichtstrahlen  eine  Wir- 
kung auf  das  Auge,  als  wenn  es  dies- 
seits des  Glases  GH,  weit  über  mwi  hinaus 
sich  befände. 

In  Fig.  266  sind  die  beiden  Strahlen 
Aa'  und  Ca',  welche  das  Bild  o'  hervor- 
bringen, nach  dessen  Gegenstand  a  ge- 
richtet; je  weiter  a  von  AB  entfernt  ist, 
desto  kleiner  wird  Z.Aaa\  für  eine  un- 
endliche Entfernung  wird  dieser  Winkel 
=  0  und  die  Strahlen  Aa,  Ca  werden  +1 
mit  einander.  Dies  ist  aber  Fig.  621  der 
Fall,  weil  JVA7  als  Gestirn  in  einer  so 
grofsen  Entfernung  sich  befindet,  dafs 
h°/ii  und  m°iM0,  welche  rückwärts  verlän- 
gert in  M  zusammen  treffen  sollen,  als 
£  erscheinen. 

Wenn  das  Auge  dicht  vor  die  Fläche 
GH  gebracht  wird,  so  empfängt  es  alle 
Strahlen,  die  von  dem  Gegenstand  NM 
auf  DK  fallen,  und  derselbe  erscheint 
in  einem  Bilde  mim,  und  da  dieses  Bild 
auf  der  Netzhaut  verkehrt  sich  abspie- 
gelt, so  wird  es  durch  die  Vernunft  wie- 
der zurück  also  verkehrt  aus  dem  Auge 
hinausgeworfen  und  man  sieht  es  wie  der 
Gegenstand  in  Wirklichkeit  ist,  während 
bei  dem  Keppler  sehen  Fernrohr  der  Ge- 
genstand verkehrt  erscheint. 

In  Betreff  der  Vergrölserung  hat  man 
den  natürlichen  Sehewinkel  für  den  Ge- 
genstand NM  den  ^N°CN  =  Z.»Cm,  der 
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durch  Brechung  der  Lichtstrahlen  entste- 
hende Sehwinkel  ist  der  Z_nnüm. 

Nun  ist 

tun  -  Cn  •  Ig  nCm  =  hm"  Ig  nn°m 
mithin 

tg  £  nCm  :  Ig  nn°m  s  wm°  :  Cn 

Die  Tangenten  heider  Winkel ,  und 
mit  diesen  die  Mühen  des  Gegenstandes, 
wie  sie  natürlich  und  vergrölsert  gese- 
hen werden,  verhalten  sich  also  wie 
die  Brennweiten  «"«  und  Cn  heider 
Gläser  und  die  Vergröfscrung  beträgt  das 

n  fache. 

3.  Diese  heiden  einfachsten  Fernrohre, 
das  zweite  älteste,  welches  Galilei  nach 
einem  in  Holland  erfundenen  Kohr  con- 
struirte  und  das  erste,  welches  Kepler 
erfunden  hat,  geben  die  Uauptprincipieu 
derselben  an.  Sie  haben  zugleich  die 
meiste  Helligkeit,  weil  nur  2  Gläser  dazu 
gehören,  deren  Anzahl  die  Lichtstärke 
vermindert.  Zu  astronomischen  Beob- 
achtungen wird  nur  noch  das  Kepler'sche 
Fernrohr  angewendet. 

4.  Die  Fernrühre  für  Beobachtung  ent- 
legener iniischer  Gegenstände,  die  Erd- 
feruröhre  müssen  die  Gegenstände  in 
ihrer  natürlichen  Lage  darstellen.  Das 
Theaterperspecti v  hat  ein  Ocular  in 
einem  verschiebbaren  Einsatz.  Ks  ist 
dies  also  ein  biconeaves  Glas  und  nach 
Galileischem  Prineip. 

Die  längeren  verschiebbaren  Köhre  ha- 
ben entweder  2  oder  3  biconvexe  Ocu- 
lare  in  Einsätzen ,  die  das  innere  ver- 
kehrte Luftbild  wieder  aufrichten. 

Wird  nämlich  durch  das  Obiectiv  DE 
innerhalb  des  Kohrs  das  verkehrte  Luft- 
bild um  erzeugt,  so  wird  zuerst  ein  bi- 


convexes  Glas  EG  in  einer  größeren  Ent- 
fernung von  nm  eingesetzt  als  dessen 
Brennweite  beträgt.'  Alsdann  brechen 
sich  die  Strahlen  von  nm  durch  FC  und 
erzeugen  ein  aufrechtes  Bild  n'm',  indem 
dieses  Glas  in  Beziehung  auf  hm»  dieselbe 
Wirkung  hat  als  das  Glas  DE  in  Bezie- 
hung NU  (s.  auch  Brille,  No.  .')  mit  Fig. 
2G4,  nag.  433).  Von  mW  nun  gehen  die 
Strahlen  nach  dem  zweiten  Ocular  AB, 
und  da  n'm  in  dessen  Brennweite  steht, 
so  hat  AB  in  Beziehung  auf  n'm  dieselbe 
Wirkung  wie  das  Ocular  AB  (Fig.  91) 
des  Keplerschen  Fernrohrs. 

Wird  Fig.  023  das  biconvexe  Glas  FG 
so  eingelegt,  dafs  NC  dessen  Brennweite 
ist,  so  ist  Fl) EG  ein  Keplersches  Fern- 
rohr: dio  Strahlen  hinter  EG,  die  von 
n  kommen,  laufen  +  der  Axe,  dio  von 
m  kommen ,  |  mit  mC.  Werden  diese 
nun  von  dem  zweiten  biconvexen  Glase 
HJ  aufgefangen,  so  entsteht  aus  dem 
verkehrten  Luftbilde  nm  ein  aufrechtes 
Bild  n'm  in  der  Brennweite  Cn',  wie 
durch  DE.  ein  verkehrtes  Bild  nm  von 
dein  aufrechten  Gegenstand  NU  in  der 
Brennweite  von  DE  entstanden  ist  ;  und 
wird  ein  drittes  Ocular  AB  so  eingestellt, 
dafs  n'  gleichfalls  dessen  Brennweite  ist, 
so  hat  Aß,  Fig.  623  mit  AB  Fig  9t  den- 
selben EinHufs:  das  Bild  n'm',  also  der 
Gegenstand  NU  wird  aufrecht  gesehen. 
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Fernsichtig,  s.  Auge,  No.  6,  pag.  184. 

Feste  Punkte  in  der  Feldmefskunst 
sind  Punkte,  welche  die  Natur  oder  die 
Kunst  entweder  durch  Form  oder  Lage 
in  die  Augen  springend  hervorgebracht 
oder  ausgezeichnet  hat ,  so  dafs  dieselben 
als  Fundamentalpunkte  einer  Vermessung, 
als  Ecken  grofser  Dreiecke  zu  einem  Netz 
gewählt  werden,  als  Bergkuppen,  hohe 
und  starke  Baume,  Thürme,  ferner  Aus- 
gänge oder  Endpunkte  von  einem  durch 
Sumpfboden  geführten  Damm,  an  welche 
als  feste  Punkte  Vermessungen  geknüpft 
werden. 

Am  Hebel  wird  auch  der  Drehpunkt 
oder  der  Aufhängepunkt  fester  Punkt 
genannt. 

Fettigkeit  ist  der  Widerstand  gegen 
Trennung  und  besteht  bei  einem  Korper 
in  der  GröTse  der  Kraft,  welche  die  Co- 
häsion  der  Massentheile  desselben,  wenn 
sie  angegriffen  wird,  zu  entwickeln  Ter- 
mag,  bevor  die  Trennung  erfolgt. 

Die  Trennung  geschieht  auf  fünferlei 
Weise: 

1.  Durch  Zerreifsen,  wenn  in  dem 
Körper  die  Massentheile  mit  einer  auf 
ihn  wirkenden  Zugkraft  in  einerlei  Rich- 
tung getrennt  werden. 

2.  Durch  Zerbrechen,  wenn  in  dem 
Körper  die  Massentheile  durch  Bebelwir- 
kung, also  auf  die  Richtung  der  Kraft 
rechtwinklig  gerichtet  getrennt  werden. 

3.  Durch  Zerquetschen,  wenn  in 
dem  Körper  die  Massentheile  dadurch, 
dafs  sie  zusammengedrückt  werden,  recht- 
winklig mit  der  Richtung  der  Druckkraft 
von  einander  sich  trennen. 

4.  Durch  Zerknicken,  wenn  der 
Körper  durch  eine  auf  ihn  wirkende  Druck- 
kraft in  Folge  seiner  grofseren  Höhe  nach 
der  Richtung  dieser  Kraft  einbiegt  und 
wie  ad  2  zerbricht. 

6.  Durch  Verdrehen,  wenn  in  dem 
Körper  die  Massentheile  durch  zwei  in 
verschiedenen  Ebenen  befindliche  entge- 
gengesetzt wirkende  Tangentialkräfte  von 
aufsen  nach  innen  um  eine  sich  selbst 
bildende  mittlere  Längenaxe  von  einan- 
der verschoben  und  endlich  an  einem 
zwischen  beiden  Kräften  liegenden  Ort 
dadurch  von  einander  getrennt  werden. 

So  viele  Arten  von  Trennungen  es 
gibt,  so  viele  Arten  von  Festigkeiten  un- 
terscheidet man  auch:  die  Festigkeit  ge- 

fen  das  Zerreifsen  heilst  die  absolute 
estigkeit;  die  gegen  das  Zerbrechen 
heifst  die  respective  oder  relative 
F.;  die  F.  gegen  das  Zerquetschen  und 


Zerknicken  ist  die  rückwirkende  F., 
die  dann  auf  beide  Wirkungen  untersucht 
wird;  die  F.  gegen  das  Verdrehen  end- 
lich heifst  die  Torsionsfestigkeit. 

Die  Cohäsionskraft  oder  die  Festigkeit 
ist  je  nach  Beschaffenheit  des  Stoffs,  aus 
dem  der  Körper  besteht  verschieden  und 
man  hat  aus  Versuchen  die  Festigkeiten 
verschiedener  Stoffe  ermittelt  und  tabel- 
larisch geordnet;  es  sind  dies  die  Ta- 
bellen über  die  Festigkeit  der  Ma- 
terialien. 

3.  In  allen  diesen  Tabellen  ist  die 
Festigkeit  als  das  Maximum  des  natür- 
lichen Zusammenhanges  der  Molecüle 
eines  Stoffes  (Eisen,  Messing,  Holz  u.  s. 
w.)  angegeben;  also  als  Gröfse  der  Kraft 
oder  des  Gewichts  unter  welchem  gerade 
die  Trennung  der  einzelnen  Theile  des 
Köroers  von  gewisser  Gröfse  und  Form 
erfolgt. 

Für  die  theoretische  Betrachtung  und 
Untersuchung  der  Festigkeiten  mufs  vor- 
ausgesetzt werden: 

1.  Dafs  einfache  Molecüle  derselben 
Art  einerlei  Festigkeit  haben. 

2.  Dars  jeder  Körper,  welcher  seiner 
Form  nach  auf  F.  untersucht  wird,  von 
durchaus  gleichartigem  und  durchweg 
gleicher  Art  zusammen  gefügtem  Stört 
besteht 

Beiden  Annahmen  widerspricht  die  Er- 
fahrung, dals  die  Festigkeit  eines  Stoffes 
den  Versuchen  gemäfs  verschieden  ge- 
funden worden  ist.  Es  hat  diese  Er- 
scheinung darin  seinen  Grund,  dafs  einerlei 
Stoff  in  verschiedenen  Körpern  unter  ver- 
schiedenen Bedingungen  zusammengesetzt 
ist.  So  s.  B.  hat  man  verschiedene  Sor- 
ten Schmiedeeisen  von  verschiedenen 
Festigkeiten.  Dasselbe  findet  bekannt- 
lich bei  einerlei  Holz  statt,  selbst  wenn 
man  von  Rissen,  Aesten  und  anderen 
Ungleichartigkeiten  absieht. 

A.  Absolute  Festigkeit. 
Die  absolute  Festigkeit  kommt  zur  Er- 
scheinung, wenn  ein  Körper  in  seinem 
oberen  Querschnitt  frei  aufgehängt  und 
in  seinem  unteren  Querschnitt  durch  eine 
Zugkraft  so  stark  belastet  wird,  dafs  er 
zerreifst. 

Je  gröber  der  Querschnitt  des  Kör- 
pers ist,  desto  mehr  Molecüle  sind  der 
Länge  nach  mit  einander  vereinigt  und 
die  absoluten  Festigkeiten  zweier  prisma- 
tischen Körper  desselben  Stoffs  verhalten 
sich  also  wie  deren  Querschnitte,  wobei  . 
die  Form  des  Querschnitts  in  beiden  ver- 
schieden, bei  dem  einen  z.  B.  rund  bei 
dem  anderen  eckig  sein  kann. 
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Jeder  prismatische  Körper  zerreifst  in 
seinem  obersten  Querschnitte,  weil  für 
diesen  das  Gewicht  des  ganzen  Körpers 
zur  Belastung  hinzutritt,  und  der  oberste 
Querschnitt  also  immer  die  gröfste  Be- 
lastung erhält. 

Ist  ein  Körper  auf  seine  Länge  von 
verschiedenen  Querschnitten,  so  zerreifst 
er  in  seinem  kleinsten  Querschnitt  und 
zwar  bei  derjenigen  Belastung,  welche 
der  absoluten  Festigkeit  des  Körpers  in 
diesem  Querschnitt  zukommt. 

Wird  ein  Körper  successive  oder  auf 
einmal  mit  dem  seiner  absoluten  Festig- 
keit gleich  grofsen  Gewicht  belastet,  so 
zerreifst  er  nicht  augenblicklich,  sondern 
er  verlängert  sich  zuerst.  Das  Gesetz, 
nach  welchem  diese  Verlängerung  vor  sich 
geht ,  rindet  sich  in  dem  Art.  El a s t i c i - 
tät  No.  1  bis  9.  No.  10  gibt  die  tabel- 
larische Zusammenstellung  der  absoluten 
Festigkeiten  und  der  Elasticitätsmodel 
verschiedener  Stoffe.  Nun  ist  No.  7,  For- 
mel 10. 

d.  h.  /  ist  die  Länge ,  um  welche  ein  pris- 
matischer Körper  von  der  Länge  L,  dem 
Querschnitt  k  und  dem  Elasticitätsmo- 
dul  E  durch  die  Belastung  /'  als  Zug- 
kraft ausgedehut  wird.  Setzt  man  den 
Querschnitt  Jk  =  1,  so  hat  man : 

l=|  L. 

Nimmt  man  nun  für  /'  die  absolute 
Festigkeit,  so  hat  man  in  /  die  Länge, 
um  welche  ein  Körper  sich  verlängert 
bevor  er  xerreifst.  In  der  genannten  Ta- 
belle ist 

für  Akazie  £=1200  000 
P-  14  000 

Mithin  ist  vor  dem  Zerreifsen  bei  14000 
Pfuud  Belastuug  die  Verlängerung 
,  =  Jiooo  _1_ 

1200  000  85,7 

wofür  in  der  4ten  Columne  die  ganze 
Zahl  86  steht. 

Die  Angaben  der  absoluten  Festigkeiten 
beziehen  sich  in  jedem  Lande  auf  die 
dort  üblichen  Maafs-  und  Gewichtsein- 
heiten: in  Frankreich  für  l[jCentimeter 
Querschnitt  die  Belastung  in  Kilogram- 
men; in  Preufsen  für  1  DZoll  Quer- 
schnitt, die  Belastung  bis  jetzt  noch  in 
alten  preufs.  Pfunden. 

Nach  der  Tabelle  pag.  24  zerreifst  also 
ein  Stab  von  Akazienholz  von  I  nZoll 
Querschnitt  bei  einer  Belastung  von  14000 
Pfund.    Hat  der  Stab  1  □Linie  Qoer- 

III. 


schnitt,  so  zerreifst  er  bei  einer 
von  1^  Pfund  =97|  Pfund. 

144 

Ein  Stab  von  3  Linien  Breite,  2  Linien 
Höhe  zerreifst  bei  einer  Belastung  von 
2  x  3  x  97  J  Pfund  =  683,  Pfund. 

In  dem  Art. :  Brechungscoefficient, 
pag.  403  und  404  finden  sich  die  abso- 
luten Festigkeiten  der  gebräuchlichsten 
Stoffe  in  alten  preufs.  Pfunden  alphabe- 
tisch angegeben.  Hier  folgt  dieselbe  Ta- 
belle in  Zollpfunden. 

Die  Kraft  gegen  die  absolute  Festig- 
keit, d.  h.  fürs  Zerreifsen  des  Körpers 
durch  Zugkraft  nach  dessen  Länge,  wenn 
der  Querschnitt  1  preufs.  □Zoll  beträgt 
in  Zollpfunden. 

Ahorn   16900 

Akazie  13100 

Apfelbaum   9360  bis  14030 

Basalt  1030 

Birke   14030 

Birnbaum   9360  bis  10300 

Blei,  gegossen      ....  842  bis  1780 

Blei,  gewalzt  1870 

Bleidraht  (Eytelwein)    ....  3660 

Bronze,  gegossen    2980 

Buchsbaum  (Eytelwein)     .   .  14780 

engl.  (Barlow)  18710 

Ebenholz   12630 

Eichenholz 

Sommereichen,  Kern,  (Eytelwein)  24320 

zwischen  Kern  und  8plint  (ders )  20520 

Splint  (ders.)  13810 

Steineichen  (ders.)     ....  20670 

englisch  (Barlow)  .  .  9350  bis  10290 
Eisen,  deutsches,  gegossen  (Eytelw.)  66850 

englisch,  gegossenes  (Ren nie)  .  89620 

englisch  (Mosely,  Scheffler)    .  17770 

schlesisches,  geschmiedet(Ey  telw.)  72960 

gewöhnliches,  geschmiedet  .    .    71650  . 

englisch,  geschmiedet  (Tredgold)  66415 

englisch,  geschmiedet  (Mosely, 

Scheffler)  61740 

Eisendraht  (Eytelwein)  ....  56500 

englischer  (Mosely,  Scheffler)  .  84190 

französischer   87930 

englischer  in  Seilen  ....  41160 

Elfenbein  .   .  •   15900 

Erle  (Eytelwein)   26415 

englische  (Barlow)   14030 

Esche  (Eytelwein)  20110 

englische  (Barlow)   16370 

Fichte,  Rothtanne  (Eytelwein)   .  10290 

englische  11225 

Fischbein   7480 

Flieder  11225 

Glas  2620  bis  2806 

Gold,  gegossen   19640 

Golddraht   62670 

Granadillenholz   15900 

6 
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Guajakholz   11 225  bis  13470 

Hagedorn   10290 

Hainbuche   18710 

Hanfseile,  neue  ....    7480  bis  9260 

alte   5610 

neue  englische   5240 

Hasel   16840 

Hollunder   9820 

Horn  von  Ochsen   8420 

Kalkstein  von  Portland     ...  842 

zum  lithographiren   421 

oolithischer   187 

Kampferbaum   15300 

Kastanienbaum   11225 

Ketten, eiserne  mit  ovalen  Gliedern  32740 

mit  geraden  verbolzten  Gliedern  43960 

Kiefernholz,  stärkstes    ....  20020 

schwächstes   11690 

englisches   11225 

Kirschbaum,  wild   13100 

Klavierdraht  II  7300  bis  1 27600 

Knochen  von  Ochsen    ....  4677 

Kupfer,  gegossen,  englisch     .    .  18710 

desgl  japanisches   19550 

desgl.  spanisches   20390 

desgl.  ungarisches   30490 

desgl.  schwedisches    ....  36390 

geschmiedet,  englisches  .    .    .  32740 

desgl.  schwedisches    ....  36390 

desgl  französisches  ....  31800 
Kupferdraht     ....  37420  bis  65480 

Lerche   9354 

Linde   13000 

englische   16840 

Mahagoni  (Barlow)   8280 

spanisches   13100 

Marmor,  weifser  (Tredgold)  1743 

Mauerziegel  (ders.)   265 

Messing   16840 

Messingdraht  ....    45370  bis  65480 

Mispelbaum   11225 

Mörtel   47 

hydraulischer   94 

Nufsbaum   13380 

Olivenbaum   11785 

Pappel   5612 

Pflaumenbaum   11225 

Platane   11225 

Kohr,  spanisches   1612 

Rothbuche  (Eytelwein)  ....  20920 

(Barlow)   10730 

Sackerdanholz   21310 

Sandelbaum   9475 

Sandstein,  stärkster   700 

Schiefer,  italienischer    ....  11040 

von  Westmoreland     ....  7580 

schottischer   9237 

Silber,  feines,  gegossenes  .    .    .  39290 

Silberdraht   41965 

Spiefsglanz,  gegossenes  ....  1864 
Stahl  zu  Scheermessero     .    .    .  148000 
zu  gewöhnlichen  Messern    .    .  133200 


SUhl,  mittelmafsig  biegsamer .   .  122350 

bester  biegsamer   117400 

bester  gehärtet   110470 

englischer  .  .  .  102900  bis  125070 
Teak,  indische  Eiche     .   .   .   .  14125 

Ihne   13845 

Wallnursbaum   7480 

Weide   14030 

Weifsbuche   19080 

Weifsdorn  17120 

Weifstanne   1 1 500  bis  14400 

Wismuth,  gegossen   2990 

Zeder  '  11225 

Zink,  gewalzt    .......  6830 

gegossen   8230 

Zinn,  englisch,  gegossen    ...  4116 

Zuckerkistenholz   17590 

B.  Respective  oder  relative 
Festigkeit. 

1.  Die  respective  Festigkeit  kommt  zur 
Rrschoinung  wenn  in  einem  unverrück- 
baren Körper  mit  einer  Endebene  E  ein 
Körper  befestigt  ist,  um  eine  Länge  her- 
vorragt und  an  dem  Ende  durch  eiue 
mit  E  parallele  Kraft  P  belastet  wird, 
so  dafs  dann  eine  Trennung  der  Tbeile 
quer  durch  die  Länge  des  Körpers  her- 
vorgeht. 

In  Figur  624  ist  zu  diesem  Körper  die 
einfachste  Form,  ein  rechtwinkliges  Pa- 
rallelepipedum  gewählt,  dessen  letzter 
befestigter  Querschnitt,  welcher  mit  der 
lothrechten  Ebene  E  zusammenfällt,  ist 
ABCD,  dessen  Höhe  AC,  dessen  Breite 
AB  und  in  dem  lothrechten  Endquer- 
schnitt FGHJ  im  Abstand  AF  von  E  in 
dessen  lothrechten  Mittellinien  das  Ge- 
wicht P  aufgehängt. 

Man  ersieht,  dafs  eine  Trennung  der 
Tbeile  des  belasteten  Körpers  quer  gegen 
die  Richtung  der  Kraft  P  erfolgen  wird. 

l'eber  den  Vorgaug  dieser  Trennung, 
Bruch  genannt,  hat  man  jetzt  wohl  all- 
gemein eine  Ansicht,  nämlich  die,  welche 
in  dem  Art.  Bruch  (Dynamik)  pag.  437 
vorgetragen  ist  nnd  welche  von  Ber- 
noully  herrührt.  Dagegen  sollen  hier 
der  Vollständigkeit  wegen  die  früher  dar- 
über stattgehabten  Ansichteu  und  die 
daraus  hervorgegangenen  Resultate  auf- 
geführt werden. 

2-  Die  älteste  Hypothese  vou  Galilei 
ist  offenbar  unter  der  Annahme  aufge- 
stellt, dafs  der  zu  zerbrochende  Körper 
nicht  die  geringste  Elasticität  besitzt, 
sondern  durchaus  hart  ist,  denu  er  sagt: 
die  Theile  des  Körpers  werden  vor  dem 
Zerbrechen  nicht  ausgedehnt,  der  Körper 
wird  also  nicht  gebogen;  der  Querschnitt, 
in  welchem  Bruch  erfolgt,  setzt  in  jedem 
seiner  Tbeile  dem  Bruch  einen  gleich 
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jjrofsen  Widerstand  entgegen  und  dieser 
ist  gleich  der  absoluten  Festigkeit.  Da- 
gegen ist  deren  Wirkung  gegen  die  heim 
Zerreifsen  der  Länge  nach  dadurch  ver- 
schieden, dafs  sie  für  das  Zerbrechen  mit 
Hehelsarmeu  um  Axen  drehbar  dem  Zer- 
reifsen  der  Theile  des  Körpers  widersteht. 

Fig.  624. 


T  H 


 hfi-ff 


Aus  dieser  Hypothese  entspringt  fol- 
gende Theorie  für  die  respectivo  Festig- 
keit: 

Es  sei  in  dem  Parallelepipedum,  Fig. 
624  die  Breite  CO  =  b,  die  Höhe  AC  =  h, 
die  Lauge  AF  —  l\  dann  wird  bei  der  Ein- 
wirkung von  /'  die  Linie  CD  zur  Dreh- 
axe, nämlich  zu  der  Axe,  um  welche  der 
Körper  im  Augenblick  des  Bruchs  sich 
drehen  würde.  Bezeichnet  mau  den  Co- 
efficient  der  absoluten  Festigkeit,  d.  h. 
die  Kraft  durch  welche  der  Körper  von 
der  Flächeneinheit  als  Querschnitt  zer- 
reifst mit  k,  s<»  ist  die  absolute  F.  des 
Körpers  =  kbh. 

Nun  ist  die  absolute  F.  auf  den  Quer- 
schnitt gleichmäfsig  vertheilt,  also  kann 
dieselbe  in  dem  Schwerpunkt  n  allein 
thätig  gesetzt  werden;  (lieser  liegt  auf 
der  halben  Höhe  SL  -  kh,  es  wirkt  also 
der  Widerstand  kbh  an  dem  llebelsarm 
\k  und  dessen  statisches  Moment  ist  = 
\kbhJ.  Die  Kraft  P  wirkt  am  llebelsarm 
/,  folglich  ist  fürs  Gleichgewicht: 

bh* 

woraos  P  =  \  ^  k 

3.  Die  zweite  Hypothese  von  Leibnitz 
and  Mariotte  nimmt  gleichfalls  an ,  dals 


bei  der  Aufserung  der  respectiven  Festig- 
keit sich  eine  Drehaxe  CÜ  bildet,  ferner 
dafs  die  Theile  eines  festen  Körpers  als 
ausdehnbar  betrachtet  werden  müssen  und 
dals  die  in  dem  Befestignngsouerschnitt 
ABCD  befindlichen  Körpertheiie  in  dem 
Verhältnifs  ihrer  Entfernung  von  der 
Drehaxe  sich  ausdehnen. 

Nun  wird  vorausgesetzt,  dafs  der  Kör- 

)>er  zerbricht,  wenn  die  der  Drehaxe  eut- 
erntesten  Theile  des  Befestigungsouer- 
schnitts  diejenige  Ausdehnung  erhalten, 
mit  welcher  sie  beim  Angriff  ihrer  ab- 
soluten Festigkeit  zerreifsen  würden. 

Aus  dieser  Hypothese  entspringt  fol- 
gende Theorie  für  die  respective  Festig- 
keit s 

besetzt  es  sei  AN  -  BT,  Fig.  62-1,  die 
Ausdehnung  der  von  der  Drehaxe  CD 
um  AC  =  h  entfernten  auf  der  Linie  AB 
befindlichen    Körpertheiie,    bei  welcher 

diese  nach  den  Richtungen  .1  Y  BT 

zerreilsen  müssen ,  so  ist  deren  Wider- 
stand =  b  •  k  und  deren  Moment  -  bk-h. 
Die  in  der  Eutfernung  CO  —  m  von  der 
Drehaxe  befindlichen  Körpertheiie  haben 

x 

die  Ausdehuung  OH  =  -j-  AN,  folglich  ist 
deren  Widerstand  gegen  das  Zerreifseu 
nach  der  Richtung  OB  —  j  bk  uud  de- 

*  bk 

reu  Moment  =  —  b  •  I  •  r  —  —  x*  (1) 

Folglich  haben  säniiuüiche  auf  die  Höhe 
CO  in  dem  befestigten  Querschnitt  be- 
findlichen Körpertheiie  CÜOU  das  Mo- 
ment: 

wo  die  (Jonstante  fortfällt  weil  für  sr »0 
das  Moment  ebenfalls  =  0  wird.  Also 
das  Moment  auf  CO  = 

*ÄTX 

Für  m  —  k  erhält  man  das  Moment  der 
absoluten  Festigkeit  für  die  Körpertheiie 
des  ganzen  Querschnitts  ABCÜ=z 

\bk'Jk  (3) 

Nun  ist  das  Moment  der  Kraft  P-tP 
folglich  für's  Gleichgewicht 

IP=  JM'* 


woraus 


4.  Die  dritte  Hypothese  von  Beruoully 
sagt,  dafs  bei  der  Einwirkung  einer  Kraft 
P  auf  Zerbrechen  der  Körper  gebogen 
wird  und  dafs  sämmtliche  Molecüle  des 
Körpers  zum  Tbeil  ausgedehnt,  zum  Theil 

6' 
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zusammen  gedrückt  werden.  Diese  Theile 
werden  bei  einem  prismatischen  Körper 
durch  eine  Ebene  geschieden,  welche  in 
der  Mitte  des  Körpers  mit  den  Längen- 
kanten parallel  läuft. 

Ist  MOVQ  diese  Kbene,  so  werden  die 
Theile  des  über  derselben  befindlichen 
Körpers  OAHQ  ausgedehnt,  die  des  un- 
ter derselben  Ebene  befindlichen  Körpers 
OCJQ  zusammengedrückt,  die  in  der 
Ebene  MOVQ  befindlichen  Theile  blei- 
ben unverändert  und  die  mit  QU  und 
MQ  parallelen  Linien  in  derselben  bilden 
für  die  dazu  gehörenden  normalen  Quer- 
schnitte die  Drehaxen. 

Aus  dieser  Hypothese  entspringt  nun 
folgende  Theorie  für  die  respective  Festig- 
keit: 

Es  sei  in  dem  Körper  AFGC,  Fig.  625, 
OM  die  unverändert  bleibende  (die  neu- 
trale) Ebene  $CGt  BD  ein  beliebiger 
normaler  Querschnitt,  so  wird  dieser  durch 
die  Belastung  mit  P  die  Lage  NR  an- 
nehmen. 

Fig.  625. 


genausdebnung,  und  da  man  hier  E  als 
Drehaxe  annehmen  mufs,  so  hat  man 
das  Moment  der  absoluten  Festigkeit 
nach  No.  3  in  Beziehung  auf  E 
IM  =  A>  {HE)2  k 
Oder  wenu  man  BE  =  m  •  BD  —  mh 
setzt 

=  Jni2  bh%  k  (1) 
Die  Zusammendrückung  der  Theile  in 
CG  auf  die  Länge  DR  sei  von  der  Art, 
dafs  wenn  dieselbe  auf  sämmtliche  Theile 
einer  Flächeneinheit  stattfände,  dazu  eiue 
Kraft  *'  erforderlich  wäre.  Man  hat  so- 
dann das  Moment  9t1  für  die  Zusam- 
mendrückung der  Theilo  des  Querschnitts 
von  der  Höhe  DE  in  Beziehung  auf  E 
eben  so  wie  Vi 

W=hb{DE)*k'=>Ai-m)*bh*k'  (2) 

Also  fürs  Gleichgewicht  mit  P 

//»z=  jfcA'O'A  +  O -»O**']  (3) 

Von  diesen  beiden  Momenten  sind  die 
durch  die  Dreiecksflächen  BEN  und  DER 
bildlich  dargestellten  Widerstände 

{BN  •  BE  und  ±DR  •  DE 
also  die  wirklichen  Widerstände 

■„,!■■  '••/:  und  J(l-w)A-6-k'  (4) 
und  deren  Hebelsanue  in  Beziehung  auf 
E  die  Entfernungen  der  Dreiecksschwer- 
puukte  von  der  Axe  OM,  nämlich 
\BE  und  jOßoder  \mh  und  J(l  -  m)A  (5) 

Beide  wirken  einander  +  und  entge- 
gengesetzt gerichtet  und  können  folglich 
in  der  Axe  OM  wirksam  angenommen 
werden.  Da  nun  aus  beiden  entgegen- 
gesetzten Wirkungen  keine  Wirkung  auf 
die  Axe  erfolgt,  so  sind  beide  Wider- 
stände einauder  gleich,  also 

*«A6«  -  *  (1  -  w) 


woraus 


I  m 


(6) 


Für  den  Bruch  ist  BN  die.  dem  Zer- 
reiben  unmittelbar  vorangehende  Län- 


Diesen  Werth  in  die  obige  Momenten- 
gleichung gesetzt,  gibt 


IP=  J6A1  [m>A  +  (!-•»)"  —™m*]  =  4»iM'* 


(7) 


woraus 


P  =  J  —  •  mk 


(8) 


5.  Den  3  Hypothesen  nach  hat  man 
also  die  respective  Festigkeit  des  Balkens 
Fig.  624,  weun  er  an  einem  Ende  be- 
festigt und  an  «lern  auderen  belastet  wird: 

AA»  . 


nach  Galilei 


P=\ 


l 

AA» 


nach  Leibnitz  undMariotte  P=  i  —r-  k 


IM 

nach  Bernoulli  P  =  h  — r-  •  »»* 

AA1 

In  allen  dreien  sind  -y  und  der  Co- 

efficient  k  der  absoluten  Festigkeit  über- 
einstimmende Factoren ;  aber  der  aliquote 

AA» 

Theil,  welcher  von  dem  Product  -|-  k  ge- 
nommen werden  mu£s,  um  die  respective 
Festigkeit  zu  finden,  ist  verschieden. 
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Setzt  man  6  =  A  =  /=lZoll,  so  erhält  keit  eines  prismatischen  Körpers  von  be- 

man  analog  der  absoluten  Festigkeit  den  liebig  begrenztem  Querschnitt. 

Coefficient  der  respectiven  Festigkeit  Es  sei  Fig.  626  der  Querschnitt  des 

entweder  \k  Körpers  an  der  Befestigungsebene,  die- 

oder  \k  selbe  vertical  und  normal  auf  der  cen- 

oder  \mk  trischen  Linie  des  Körpers,  die  also  ho- 

.    _  .  .      .      -  . ,  rizontal  ist     Sämmtliche  diesem  Quer- 

wo  m  einen  noch  unbekannten  achten    „%,•♦♦   n  i  „,„ j  Ä:„ 

p     im,    *  .  schnitt  parallele  Querschnitte  sind  ein- 

X\e™cbiedenheit  weg«  drückt  »"d<"  conKfuent  und  in  der  EntfernnnR 

man  den  Coefficient  n  der  respectiven 

Festigkeit  nicht  als  aliquoten  Theil  des  '»ß-  C2C- 
Coefficient  k  aus, 

raittelt  ihn  direct  aus  Versuchen.  ^  ^ 
Das  Moment  der  respectiven  Festig- 
keit eines  vierkantig  rechtwinkligen 
Körpers  ist  dann  IP  =  nhh* ,  wo  n 
der  Coefficient  der  respectiven  Festig- 
keit ist.  In  dem  Art.  Brechungs- 
coefficient  unter  No.  2  ,  pag.  404  sind 
die  Coefficienten  der  respectiven  F. 
für  mehrere  Stoffe  angegebeu. 

Diese  sind  aber  für  die  Formel 
(Mosely-Scheffler,  Formel  648,  pag. 
bc* 

268)  P  =  t<  —  angenommen,  so  dafs  1 
o 

—  —  H  ist.    Deshalb  mufs  von  den 
6 

dortigen  Zahlen  der  6te  Theil  genom-  /  von  diesem  Querschnitt  ist  ein  Gewicht 

men  werden  um  n  in  alten  preußischen  V  aufgehängt ,  welches  mit  der  respecti- 

Pfunden  zu  erhalten,  und  diese  auf  Zoll-  ven  Festigkeit  des  Körpers  im  Gleichge- 

pfund  reducirt  ergeben  folgende  Tabelle,  wicht  ist. 

Die  Kraft  gegen  die  respective  Festig-  ZieDt  man  durch  den  untersten  Punkt 
keit,  d.  h.  gegen  das  Zerbrechen  des  Kor-  j  der  Begrenzung  die  waagerechte  Be- 
pers,  dessen  Querschnitt  1  breit,  1  hoch  rührungslinie  CD,  so  wird  diese  Linie 
ist,  durch  Einwirkung  normal  auf  die  zur  Drehaxe  des  Querschnitts.  Die  Be- 
Länge in  1"  Entfernung  von^der  Dreh-  grenznng  sei  durch  eine  rechtwinklige 
axe,  in  Zollpfund  :  Coordinatengleichung  gegeben,  es  sei  CD 

Ahorn                                         1528  dje  Abscissenlinie,  C  der  Anfangspunkt 

Akazie  1715  der  Abscissen ,  so  ist  jede  Ordinate  y  wie 

Birke  I-**1  die  in  E  eine  zweilörmige  Function  von 

Eiche  1715  x>  weji  sje  (\\e  Begrenzung  in  2  Punk- 
Eisen,  Gufseisen                           6236  ten  f  und  6'  schneidet. 

Schmiedeeisen   10290 

Erle                                           1560  ist  nun  »  "er  höchste  Punkt  in  dem 

£scne  1715  Querschnitt,  so  findet  bei  B  die  gröfste 

Kiefer   1560  Spannung  statt,  welche  die  Thefle  er- 
Lerche, griin  811  leiden  könifen  ohne  zu  zerreifsen.  Ist 

trocken   1107  a'so  ('er  Coefficient  der  absoluten  Festig- 

Mahagoni,  spanisch     .  *  .    .    .    !    1 216  keit  =  *»  90  ist  die  Spannung  der  Theile 

Mauerziegel                                     47  'm  Punkt  D  gleich  der  Spannung  der 

Pappel,  italienische.                       936  Theile  eines  Körpers   vom  Querschnitt 

Portlandkalk  156  =1,  der  die  summarische  Spannung  k 

Rothbuche  1715  ha*-    Wird  die  Ordinate  AB  des  Punkts 

Rothtanne  .    .    .    .    .    .    .    !    !    1560  B  = A»  die  Ordinate  EG  =  y,  die  EF- y' 

Sandstein                                      109  gesetzt,  so  verhält  sich,  wenn  man  vor- 

Thebabaum                                   1927  läufig  von  einer  Zusammendrückung  von 

Ulme  1185  Theilen  absieht,  die  Spannung  in  B  zu 

Wallnufsbauin  ......  .  1388  AeT  in  G  und  in  F  wie  h\y.  y'  (s.  Leib- 
Weide                                          1045  ™tz  Hypothese  No.  2). 

Weifstanne                                  1637  Werden  die  Spannungen  in  G  und  in 

Zeder  von  Canada  1185  F  auf  sämmtliche  Theile  einer  Flächen- 

6.  Ermittelung  der  respectiven  Festig-  Einheit  bezogen,  so  ist  diese  für  die 
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Flächeneinheit  bei  G  =  j-  k  und  die  für 

die  Flächeneinheit  bei  F=^k. 

h 

Das  Moment  mit  dem  das  Stück  JGF 
dem  Zerbrechen  widersteht,  sei  TO.  Läfst 
man  CE=x  um  die  sehr  kleine  Länge 
EK  =  &x  wachsen,  so  ist  das  Moment 
der  Spannung  des  Flächenstücks  FING 
=  A3«. 

Zeichnet  man  die  mit  der  Abscisse 
Parallelen  GO,  FP  so  ist  das  Moment 
der  Spannung  des  Flächenstücks  FGOP 
=  (y-y)A*  offenbar  kleiner  als  (das 
der  Flache  GFLN)&Vl,  und  denkt  man 
sich  Ton  L  und  N  auf  EG  Parallelen 
gezogen,  so  ist  das  Moment  des  nun  ent- 
stehenden Flächenstücks  tÄfx  A*  = 
[y  +  Ay  -(y*  +  Ay*)]  Ax  gröfser  als  aTO. 

Nun  ist  das  Moment  des  Rechteckts 


FGOP  =  dem  Moment  des  Rechtecks 
EGOK  —  dem  Moment  des  Rechtecks 
BF  PK.  Da  nun  Eh  für  beide  Rechtecke 
die  Drehaxe  ist,  so  hat  man  die  Momente 
der  Spannung  in  beiden  Rechtecken  wenn 
die  Spannung  einmal  in  6',  das  andere 
Mal  in  F  für  die  Flächeneinheit  =  k  ist, 
nach  No.  3  Formol  3 

A  EK  •  EG*  •  A  und  4  EK  •  EF2k 
nach  No.  4,  Formel  7 

hEK  •  EG*  .  mk  und  \EK  •  BF*  •  mk 
Also  ist  das  Moment  des  Rechtecks 
von  der  Grundlinie  EK  und  der  Höhe 
FG  nach  No.  4 1 

im*  •  A-r  y*  -  i»«*  •  Ax  (y')* 
Die  Spannung  in  C  ist  aber  nicht  k 

sondern  4r  *  und  in  F=-~  k  folglich  hat 

man  das  Moment  für  das  Rechteck  FGOP 


Am*  |- .  Ax  •  (y?  =  b  j  *  Ax  [y3  -  (y')3]  (l) 

Setzt  man  in  diesen  Ausdruck  y  +  Ay  für  y  und  y'-f  Ayf  für  y'  so  erhält  man 
das  Moment  der  respectiven  Festigkeit  des  Rechtecks  von  der  Grundlinie  EK-/\x 
und  der  Höhe  LN 

W  =  1  j  *  Ax  [(y  +  Ay)3  -  (y'  +  Ay)3]  (2) 

Das  Moment  TO'  ist  kleiner,  das  Moment  TO"  ist  gröfser  als  Aql  Man  hat  also 
die  Vergleicbnng 

k  j  *      [f1  -  (y')3]  <  A  TO  <  4  y  *  Ax  [(y  +  Ay)8  -  (y'  +  Ay')3]  (3) 


Dividirt  man  mit  Ax,  so  wird  das  mitt- 
A 

lere  Glied  — —  der  Zuwachsquotient  des 
Ax  1 

Moments  TO  und  das  erst«  Glied  ist  der 

Grenzwerth  des  dritten  Gliedes,  demnach 

hat  man  auf  die  Diflferenziale  übergehend 

woraus 

W  =  A*  */[yJ    (y')3]  dx  +  C. 

Für  A»iA  den  Coefficient  der  respec- 
tiven Festigkeit  gesetzt  gibt 


W  =  }flyl-(y')*]  öx  +  c. 


Fig.  627. 


r 

I 

1 

D 

r 

hat  also  das  Moment  des  Flächenstück.-» 
(o)  .4«  «VF. 


Beispiel.    Es  sei  der  Balken  ein  (Zy- 
linder von   dem  Halbmesser  =  r;  nach 
Fig.  627  sind  die  Abscisscn  vom  b»th-      Ks  ist 
rechten  Durchmesser  AR  ab  genommen, 
AK=x  gesetzt  und  A=  AB  -  2r.    Man  mithin 


n 

fr 


«'=  "  Av3  -  (y')3|?>x  +  c. 


Art  -  y  -  r  +  |  r*  x- 
KF  =  y  =  r  —  |  r1  -  x* 


(1) 
(2) 


W  =  fr/I(r+  I  r»  -x»)3  -  (r  -  |  r«  -.r')'!  8x  +  C. 
=  4r|y  r»-ar»  -  jj  /*»  |  r»^T» 


(3) 
(4) 
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Nun  ist  «r  /]/r*-x*  -  Ar  f  \ 

* 


r*  -  x*  +  5  Are  sin 


v] 


=  2rx  l/r»  -  x»  -f  2r*  i4rc  sin  —  (5) 
r  r 

Kur  das  zweit«  Integral  No.  4  hat  man  die  Reductionsformel 

/>(«+cx>)"  9*-  [(•+e»»>^1  •  x"-1  -(«-  l)«/(«  +  cx»)"  x»-2J 

_  '  r  {in  -\-  tn  -\  i) 

Hier  ist  a  =  r c  =  -  1,  »  =  |,  w  =  2 

Also 

/|  r'-x'  -x»  9x  =  -  *  [(r»  -        x  -  r»/(r»  -  x>)*J 

=  -  Jx(r»  -  x»)]r»-x»  +  [r>       |'^^»  +  y  Aresin  y  J 

und 

—  f\  r»  -T»  x»  9x  =  -  ,rx  \'r^^  +  ,  ^-  ^r»-x»  +  1  r»  ilrc  <i»  y  (6) 


Mitbin  den  Ausdruck  6  von  dem.No.  5  abgezogen  gibt 


17r»x-2x» 


15 


8r 


 |  f  >  _  j?»  +  —  r*  j4rc  «in 


7) 


wo  die  Constante  fortfallt,  weil  für  x  =  0 
auch  97t  =  0  wird. 

Für  x  =  r  entsteht  das  Moment  des 
Halbkreises. 

Das  erste  Glied  fällt  fort,  —  «  1  folg- 

r 

lieh  Are  (lin  =  1)  =  <=■  und 

_  15 

w=r6"r'" 

Für  den  ganzen  Cylindenjuerschnitt 
erhalt  man 


schnitt  zerbricht 


16 
8 


(7) 


7.  Ein  vierkantiger  Balken  von  den 
Abmessungen  /,  b,  h  ist  an  einem  Knde 
in  horizontaler  Lage  befestigt,  so  findet 
man  das  aaf  das  andere  Ende  anzubrin- 
gende Gewicht  Q  durch  welches  er  ■er- 
bricht, wenn  sein  eigenes  Gewicht  mit 
heräeksichtigt  wird  wie  folgt: 

Ist  §  das  Gewicht  der  Körpereinheit, 
so  ist  das  Gewicht  des  Balkens  =  r»4«; 
dieses  ist  in  seinem  Schwerpunkt,  also 
auf  der  Hälfte  seiner  Länge  wirksam, 
mithin  sein  Moment  in  Beziehung  auf 
den  Befestigungsouerschnitt  =  J  6  * /» e, 
das  Moment  des  Gewichts  Q  ist  -/•(>, 
daher  hat  man  die  Momentengleichung 
IQ+  J»iW"e  =  «e4» 

woraus    Q  =  — .  ibhlg 

Für  Q  =  0  hat  man  in  /  die  Länge,  bei 
welcher  der  Balken  vermöge  seines  eige- 
nen Gewichts  in  dem  Befestigungsijuer- 


t  =  l2"7 

8.  Ein  vierkantiger  Balken  von  den 
Abmessungen  I,  I,  k  ist  in  horizontaler 
Lage  an  seinen  Enden  unterstützt  nnd 
zwischen  beiden  Unterstätzungspunkten 
in  Entfernung  a  von  dem  einen  Ende 
mit  einem  Gewicht  Q  belastet,  so  findet 
man  das  Maximum  von  Q,  bei  welchem 
also  der  Balken  zerbricht,  wenn  auf  das 
Gewicht  des  Balken  keine  Rücksicht  ge- 
nommen wird,  durch  folgendes  Verfahren. 

Das  Gewicht  Q  hat  zur  Gegenwirkung 
den  Druck  des  Balkens  auf  beiden  Un- 
terstützungen in  A  und  B.  Der  Druck 
auf  A  sei  P,  s<>  kann  man  die  8tütze  A 
hinweg  und  d;»für  lolhrecht  aufwärts  eine 

Fig.  t;2S. 


Kraft  P  angebracht  denken ,  so  dafc  das 
Gleichgewicht  hergestellt  bleibt.  Durch 
diese  Abänderung  ist  nun  der  Balken  / 
zum  Hebel  mit  dem  festen  Drehpunkt  B 
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geworden  und  man  hat  in  Beziehung  auf 
den  Punkt  B  die  Momentengleichnng 

Pl=Q(l-a) 

woraus  der  Druck  auf  A  = 

Diese  Kraft  P  hat  nun  das  Bestreben, 
den  Balken  in  C  zu  zerbrechen,  deren 
Hebelsarm  ist  a,  folglich  ist  «P=  dem 
Moment  der  respectiren  Festigkeit,  .oder 

ap=aQ.LzJ?  =  btfn 

woraus  die  Last  in  C,  welche  den  Bal- 
ken in  C  zerbricht 

P— — a  v  " 

a  (l  -  a) 

denselben  Werth  für  Q  erhält  man  für 
Annahme  eines  Drucks  P  auf  den  Punkt  B. 

Das  Gewicht  Q  wird  am  geringsten, 
wenn  der  Nenner  a  (J  -  «)  am  grofsten 
wird  und  da  für  jeden  Werth  die  Summe 
der  Factoren  =  /  ist,  so  ist  der  Nenner 
ein  Maximum  für  a  =  U.  Mithin  wird 
der  Balken  durch  das  kleinste  Gewicht 
zerbrochen,  wenn  es  in  seiner  Mitte  auf- 
gehängt wird  und  ist 

=  4n  •  — 

Ein  Balken  auf  beiden  Enden  unter- 
stützt und  in  der  Mitte  belastet  trägt 
also  die  4 fache  Last  von  der  wenn  er 
an  einem  Ende  befestigt  und  an  dem 
andern  belastet  wird. 

9.  Ein  Tierkantiger  Balken  von  den 
Abmessungen  6,  A,  /  ist  in  horizontaler 
Lage  an  beiden  Enden  unterstützt  und 
eine  Belastung  auf  denselben  gleichmä- 
fsig  Tertheilt.  Man  bestimmt  die  Gröfse 
derselben  für  das  Gleichgewicht  mit  der 
respectiTen  Festigkeit  folgender  Art. 

Es  sei  Fig.  629  die  Belastung  =  Q,  so 
erleidet  jede  Unterstützung  in  A  und  ß 
den  Druck       und  auf  jeden  Fürs  Länge 

des  Balkens  wirkt  die  Last  -j .  Bringt 

man  daher  statt  der  Unterstützung  in  A 
die  lothrecht  aufwärts  wirkende  Kraft 
\Q  an,  so  Terbleibt  das  Gleichgewicht. 
Diese  Kraft  hat  nun  das  .Bestreben  den 
Balken  zu  zerbrechen  und  es  ist  zu  un- 
tersuchen, in  welchem  Querschnitt  des 
Balkens  der  Bruch  erfolgt,  in  welchem 
Querschnitt  nämlich  die  groTste  Span- 
nung zum  Zerbrechen  statt  findet. 

Demnach  sei  C  dieser  Querschnitt  in 
dem  Abstand  a  von  A ,  so  ist  auf  diese 

Länge  a  die  Belastung  ~  Q  gleich  Ter- 


theilt und  man  kann  daher  dieselbe  in 
der  Mitte  von  AC  allein  wirkend  anneh- 
men. Man  hat  also  in  dem  Querschnitt 
C  das  Moment  der  Spannung 


a  „        l  —  a 


Die  Grflfse  der  Spannung  ist  also  in 
den  verschiedenen  Querschnitten  Terschie- 
den  und  sie  wird  in  demjenigen  Quer- 
schnitt am  gröfsten,  für  welchen  a  (/  —  a) 
ein  Maximum  ist,  also  für  a=U.  Mit- 
hin erfolgt  der  Bruch  in  der  Mitte  des 
Balkens.  In  diesem  Querschnitt  ist  nun 
das  Moment  der  Spannung 

mit  diesem  im  Gleichgewicht  soll  die  re- 
spectiTo  Festigkeit  sein,  d.  h. 

klQ  =  nbh* 


woraus 


Eine  auf  einen  in  beiden  Endpunkten 
unterstützten  Balken  gleich  Tertheilte 
Last  Q  kann  also  das  doppelte  Ton  der 
botragen,  mit  welcher  man  allein  die 
Mitte  des  Balkens  belastet  und  das  8fache 
Ton  der,  mit  welcher  der  mit  einem  Ende 
befestigte  Balken  an  dem  anderen  Ende 
belastet  werden  kann. 

10.  Ein  Tierkantiger  Balkon  Ton  den 
Abmessungen  A,  A,  l  ist  in  horizontaler 
Lage  an  beiden  Enden  A,  B  unterstützt, 
eine  Belastung  Q  auf  denselben  gleich- 
mäfsig  Tertheilt  und  aufsenlem  in  einem 
Querschnitt  CzwischendenUnterstützungs- 
punkten  im  Abstand  a  Ton  A  noch  mit 


Fig.  G29. 

Ff 

c  P 

I 

ß 

HB 

Ä 

einem  Gewicht  q  belastet.  Das  Gleich- 
gewicht für  die  respectiTe  Festigkeit  und 
der  Ort  des  Bruchs  wird  folgender  Art 
bestimmt. 

Denkt  man  sich  die  Unterstützung  in 
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A  fortgenommen   nnd   eine  senkrecht  Dies  Moment  ist  mit  *  veränderlich 

aufwärts  wirkende  Kraft  P  dafür  gesetzt,  nnd  wird  ein  Maximum  wenn  das  Pro- 

so  erhält  man  diese  durch  die  Momen-  dnct  der  zwei  ersten  Factoren  des  ersten 

tengleichnng  in  Beziehung  auf  den  End-  Summand  ein  Maximum  ist. 

punkt  B  Da  |,jer  wieder  die  Summe  der  Facto- 

Pl  =  q  .  (/  —  a)  +  Q  •  ren  constant  bleibt,  so  entsteht  das  Ma- 

/  _  a  ximnm  für 

P  =  -r9  +  W  0)  _P~q 


*  =  -_*-./  (3) 
Auch  hier  sind  die  Spannungen  für       ,  «    .      ,„  . 

den  Bruch  in  den  Querschnitten  verschie-  und  wouu  man  fur  p  80106,1  Werth  setzL 
den.   Nimmt  man  den  Querschnitt  D  in  x  =  \l  —  a  —  (4) 

der  beliebigen  Entfernung  *  Ton  A  zur  Q 


Untersuchung,  so  hat  man  für  die  Span-  Das  Moment  $  (2)  ist  unter  der  Be- 

nung  in  D  dingung  ausgedrückt,  daJfe  der  Querschnitt 

Erstens  die  Kraft  P,  welche  den  Theil  D  zwischen  C  und  B  liegt,  es  ist  also 

AD  des  Balkens  um  D  aufwärts  zu  dre-  erforderlich  die  Bedingung 

hen  strebt,  deren  Moment  also  P •  *  «  _ 

Zweitens  die  Kraft  q  für  die  Drehung  *-**-a^>a  tf) 

senkrecht  abwärts  mit  dem  Hebelsarm  Für  das  Gleichheitszeichen,  also  für 

CD=*-a  x-9  erfolgt  der  Bruch  in  C  und  es  ist 

Drittens  die  Belastung  des  auf  AD  fal-  . .  Q 

_  a  =  */  •  (6) 

lenden  Theils  von  Q  =  ±  Q,  die  in  der  Q  +  9 

*  l  —  2a 

Mitte  von  Aß also  in  Entfernung  \x  f  =  ~ö«~^  ^T 

von  D  allein  thätig  gedacht,  den  Balken  ,    ...  .... 

um  D  Gleichfalls  niederwärts  drehen  will  ln  helden  Fallen'  fur  *  =  a  erhaIt  man 
am  u  gieicniaus  niederwärts  drehen  will.  das  Moment  der  gröfeten  Spannung,  wenn 

Das  Moment  der  Spannung  im  Quer-  man  in  dem  Ausdruck  2,  für  x  den  Ma 
schnitt  D  ist  demnach  P-  q 

x  ximalwerth  No.  3,  =  -~  l  setzt ,  also 

,  =  xP-(x-.),-ix.7p  ie-.\*o       V  (F-,y 

-  r«(t!>  i»  M1-,,(V)n+-»=»<Sa+,,,w 

~*L      Q         *J  "2.ffl?      W     Und  aus  1  den  Werth  von  P  gesetzt 

Dieses  Moment  mufs  also  für'»  Gleichgewicht  dem  Moment  der  respectiven 
Festigkeit  gleich  sein,  also 

de) 

woraus        aq  =  \2n  bh'lQ-  \IQ  =  ([/-  ^ *-  -,/)<?  (11) 

Soll  nun  der  Bruch  zwischen  C  und  ß  rechts  stehende  nur  von  den  Dimensio- 

oder  in  C  erfolgen,  so  ist  die  Bedingung  nen  des  Balkens  und  der  Gröfse  der 

No.  5  zu  erfüllen  Festigkeit  seines  Stoffs  abhängige  Aus- 

worans   aq^(\l  —  a)Q  druck,  so  kommt  auf  einen  Querschnitt 

nnd  für  aq  den  Werth  aus  11  gesetzt:     zwifcheu  C  "5*  Äw  l^^fT01*8^  Spannung 

rvoc^i..     00(j  man  ß0(jet  bei  bekanntem  Q  aus 

0A.«J_  i/l  /j<  /■/  n  /•         Gl.  11  die  Belastung  q  in  C  mit  welcher 

p       i  ;  v  -  ;  v         der  ^iijgn  Äerbricht;  den  Ort  des  Bruchs 

i/3w6a9/  iR  dem  Abstände  von  A  gibt  dann  Glei- 

woraus     \  -  Q  -  ■-  '-««  chung  4. 

„i  •  ji  Ist  Q  —  dem  rechts  befindlichen  Ans- 

und         <??/,    -vi'*  (12)  druck  in  12,  so  ist  die  gröfste  Spannung 

<•-«)  in  C;  man  findet  q  für  den  Bruch  ent- 

Ist  die  auf  den  Balken  von  der  Länge  weder  ans  11  oder  ans  4,  wenn  man 

/  gleich  vertheilte  Last  Q  gröfser  als  der  x  =  a  seUt. 
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Aus  4  ersieht  man  ferner,  dafs  die 
gröfste  Spannnng  nicht  jenseits  der  hal- 
ben Balkenlänge  fallen  kann;  soll  die 
gröfste  Spannung  in  der  Hitte  des  Bal- 
kens sein,  so  rnufs  7  =  0  werden  und  der 
Balken  darf  keine  andere  Belastung  er- 
halten als  das  gleich  verthcilte  Q. 

Ist  Q  kleiner  als  der  rechts  befindliche 
Ausdruck  in  12,  und  findet  eine  Bela- 
stung q  in  C  statt,  so  ist  auch  in  C  die 
gröfste  Spannung  und  zwischen  A  und  C 
kann  sie  niemals  fallen. 

Man  hat  dann  statt  des  Ausdrucks  4 
das  Maximum  von  x  =  a,  die  Spannung 
in  C  erhält  man,  wenn  man  C  zum  Dreh- 
punkt nimmt,  wo  dann  P  mit  dem  He- 
belsarm a  aufwärts,  die  Belastung  y  Q 

über  a  mit  dem  Hebelsarm  ka  abwärts 
wirkt  = 


Beispiel.  Ein  kieferner  Balken,  der 
10  Fufc  frei  liegt,  hat  die  Breite  6=  10 
Zoll,  die  Höhe  A  -  10  Zoll,  in  einem  Ab- 
stände 2'  6"  =  30  Zoll  von  dem  einen 
Ende  soll  er  mit  dem  Gewicht  q  und 
aufserdem  noch  mit  einem  gleichförmig 
vertheilten  Gewicht  Q  belastet  werden. 

Der  Balken  selbst  hat,  wenn  man  den 
Cubikfufs  Kiefernholz  48  Pfund  setzt,  ein 
Gewicht  von  10  •  ff  •  |f  •  48  Pfund  = 
330  Pfund. 

Nach  No.  9  kann  derselbe  bevor  er  zer- 
bricht eine  gleichvertheilte  Last  erhalten 

=  8»T  =  <? 


Es  ist  m  = 


10000 


1666  Pfund,  wofür 


Pa-^Q^nbh* 


für  P  den  Werth  aus  1  gesetzt: 
woraus  f-^— 


(13) 


1650  Pfand  genommen  werden  soll,  also 
die  gleichvertheilte  Last 

Q  =  8  •  1650  •  -  330= 109670  Pfd., 

bei  welcher  er  zerbrechen  würde. 

Würde  der  Balken  in  Entfernung  40 
Zoll  von  einem  Ende  A  allein  belastet, 
so  würde  er  nach  No.  8  zerbrechen  durch 
die  Last 


10.120.10* 


Nun  ist  Formel  12 
2AA3/ 


n  — 


30-90 


2  .  10.  10"  •  120 


1650  =  73333  Pfund 


.  1650  =  48888  Pfund 


(/  -  af  "  90« 
Hiervon  das  Gewicht  des  Balkens  330  Pfund  bleibt  48558  Pfund  Belastung; 

Es  kann  aber  sein    Q  |  48888  Pfund. 
1.  Nimmt  man  Q  =  80000  Pfund,  so  hat  man  nach  Gleichung  11 
/2  •  1650«  10.  10».  120 


30.9  =  (|- 


80000 


2-  -  60J  80000  Pfund  =  10,35625  x  80000  -  828500 


woraus  q  =  27617  Pfund. 

Nach  No.  4  erhält  man  nun  den  Ort 
den  Bruchs 

971«  1  7 

=  60  -  30  •  — —  =  491  Zoll  von  dem 
80000 

Ende  A  oder  191  Zoll  von  C,  dem  Ort 
des  Gewichts  q. 

Eine  Prüfung  gewährt  Formel  10,  welche 
mit  dem  Resultat  übereinstimmt. 

2.  Nimmt  man  Q  -  48558  Pfund,  so 
hat  man  für  Gleichung  4  weil  *  ~  «  -  30 
ist,  und  das  Gewicht  des  Balkens  mit 
330  Pfund  hinzukommt: 

30  =  60-30.^- 

woraus     q  =  Q  =  48888 


3.  Nimmt  man  Q  kleiner,  z.  B.  25000 
Pfund,  so  hat  man  nach  Formel  13 
10-10«  ^120.  1650 

'  30  -  90  1 

=  60833  Pfund. 

In  allen  3  Fällen  sind  die  ermittelten 
Werthe  für  q  diejenigen,  bei  welchen  der 
Balken  so  eben  zerbricht. 

11.  Ein  vierkantiger  Balken  von  den 
Abmessungen  b,  A,  l  ist  in  horizontaler 
Lage  mit  dem  einen  Ende  frei  aufliegend, 
mit  dem  anderen  Ende  unbeweglich  be- 
festigt (z.  B.  eingemauert)  und  zwischen 
beiden  Enden  in  der  Entfernung  a  von 
dem  befestigten  Ende  mit  einem  Ge- 
wicht Q  belastet,  so  findet  man  die  Gröfse 
dieses  Gewichts  für  das  Gleichgewicht 
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mit  der  respectiven  Festigkeit  folgen- 
der Art: 

Das  Gewicht  Q  zerbricht  den  Raiken 
in  dem  Querschnitt  C,  und  da  der  Hai- 
ken in  A  nicht  nachgeben  kann,  auch  in 
dem  Bcfestijrungsquerschnitt  A.  Mithin 

• 

Fi?.  fi:?o. 


ist  das  Gewicht  Q  ans  2  Theilen  beste- 
hend zu  denken,  in  den  einen  Q\  wel- 
cher den  Balken  in  C,  und  in  den  an- 
deren Theil  Q",  welcher  ihn  in  A  zer- 
bricht. 

Wenn  Q'  für  den  Bruch  des  Balkens 
in  C_ wirkt,  so  entsteht  in  A  senkrecht 
aufwärts  ein  Widerstand  und  Ii  zum 
Momentenpunkt  genommen  ist 

Pt  =  Q'{l-a)  (l) 


woraus 


(2) 


und  da  C  Drehpunkt  ist,  das  Moment 
Pa  =  dem  Moment  der  respectiven  Festig- 
keit in  C  =  «A43. 


Folglich  Pa^—j^aQ^nbh} 


»orans 


I 

o  =  nbhtL 

v  «(/-«) 


(3) 


(4) 


(Vergleiche  Xo.  8  mit  Flg.  628.) 

Für  den  Bruch  in  A  wirkt  die  Kraft 
Q"  mit  dem  Hebelsarm  n,  mithin  ist  nach 
Xo.  7  das  Moment 

aQ"  =  «ÄA»  (5) 

woraus  Q'  =   (6) 


hieraus 


..<W-r 


<>>  +  <>"  =  (>  =  Ä  + 

a  (<  -  o)  a 

V~  «(/-«) 


Die  Gröfse  des  (iewichts  ()  für  den 
Brnch  in  A  und  V  ist  also  von  dem  Ab- 
staud  (i  abhängig;  es  entsteht  für  a  =  l 
und  «  =  o,  also  für  die  Punkte  Ii  und 
A  anstatt  C,  für  Q  der  Werth  <»,  folg- 
lich mufs  zwischen  A  und  B  ein  Ort  C 
sein,  für  welchen  Q  ein  Minimum  wird, 


und  dieser  ergibt  sich  ans  dem  Minimum 

2/  -  a 

von  ~r — - 

Man  erhält  aus  Bd.  II.,  pag.  300,  Xo.  4 
am  Schlufs  dieses  Minimum  für  die  Glei- 
chung al  -  4al  +  2/*  =  0 

woraus         a  -  (2  -  |  2)  I 

und  das  Minimum  von  Q 

=  (3  +  2,  =5,6284...^' 

Wird  @  in  die  Mitte  des  Balkens  gehängt, 
so  ist  a  =  4/  und 

"nM«(2/-  \  f)_  nU> 

W-iÖ  "b  * 

12.  Die  gröfste  Last  0  zu  bestimmen, 
die  der  Balken  ad  11  tragen  kann,  wenn 
(J  auf  den  Balken  gleichmäßig  vertheilt 
wird. 

Da  eine  gleichförmige  Belastung  auf 
Bruch  eines  horizontalen  Balkens  gerade 
so  wirkt  wie  eine  auf  den  brechenden 
Querschnitt  direct  wirkende  Last  (s.  Xo.  9) 
so  mufs  auch  hier  wie  in  No.  11  für  den 
Fall  des  Bruchs  der  Balken  in  dem  Be- 
festigungsquerschnitt A  und  in  einer 
Stelle  zwischen  A  und  B  zerbrechen. 
Der  gegen  die  Festigkeit  schwächste  Quer- 
schnitt C  hat  nach  No.  11  von  A  eine 
Entfernung  a  =  (2  -  l  2)/  und  es  wird 
folglich  auch  bei  gjeichinäfsiger  Be- 
lastung der  Bruch  in  diesem  Querschnitt 
erfolgen. 

Es  sei  nun  auch  hier  von  der  auf  den 
Balken  gleichmäi'sig  vertheilten  Last  Q 
der  Theil,  welcher  den  Balken  in  C  zer- 
bricht =  Q'  und  der  welcher  ihn  in  A 
zerbricht  =  Q". 

Die  gleichförmig  vertheilte  Last  Q  ver- 
anlafst  in  A  und  Ii  die  gleichen  Druck- 
wirkungen \Q,  die  ebenso  in  ]  Q'  4-  \Q" 
zu  theilen  sind.  Für  den  Bruch  in  C 
erhält  man  nun  die  Spannung  daselbst, 
wenn  C  als  Drehpunkt  genommen  wird 
entweder  aus  den  Wirkungen  links  von 
C  oder  rechts  von  C.  Links  von  C  wirkt 
W  mit  dem  Hebelsarm  AC  und  die  auf 

1  ( ' 

AC  vertheilte  Last  —  Q'  mit  dem  He- 

iS 

belsarm  \AC,  also  das  Moment 

Hechts  von  C  wirkt  t()'  mit  dem  He- 
belsarm BC  und  die  auf  BV  jjleich  ver- 
BC 

theilte  Last  >»>t  dem  Hebelsarm 

\BC,  also  das  Moment 
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das  Moment  der  Spannung  ist  für  den 
Eintritt  des  Bruchs  =  dem  der  respec- 
tiven  Festigkeit,  also 


woraus 


I 


Es  ist  diese  Last  das  doppelte  Q'  (No. 
11,  Gl.  4),  welches  direct  auf  C  wirkend 
Bruch  erzeugt. 


Für  den  Bruch  in  A  hat  man  das  Ge- 
wicht Q"  in  der  Mitte  von  AB,  also  in 
Entfernung  W  Ton  A  wirksam  zu  denken. 

Es  ist  also  das  Moment 

woraus         Q  =  — r— 

Es  ist  also  dieses  Q"  zu  dem  No.  11, 
Gl.  6  bei  directer  Belastung  in  C=a  .±l. 

Man  hat  nun 


Für  o  den  Werth  (2  -  i  2)  /  gesetzt  und 
reducirt: 

nbh1 

P  =  3(2  +  V2)  -r 

13.  Ein  vierkantiger  Balken  von  den 
Abmessungen  b,  h,  /  ist  mit  seinen  bei- 
den Enden  A ,  B  unbeweglich  befestigt 
(eingemauert)  und  zwischen  denselben 
in  Entfernung  a  von  A  mit  einem  Ge- 
wicht Q  belastet,  die  Gröfse  von  Q  für 
das  Gleichgewicht  mit  der  respectiven 
Festigkeit  zu  finden  unter  der  Bedin- 

Fig.  631. 


gnng,  dafs  ein  Bruch  in  den  3  Stellen 
A,  B,  C  erfolgt. 

Es  ist  hier  die  Last  Q  in  3  Theilen 
bestehend  zu  denken:  Q'  welcher  den 
Bruch  in  A,  Q''  welcher  den  Bruch  in  B 
und  Q  "  welcher  den  Bruch  in  C  hervor- 
bringt, wobei  man  sich  vorzustellen  hat, 
dafs  jedes  einzelne  Gewicht  unabhängig 
von  den  beiden  anderen  Gewichten  wirkt. 

Das  Gewicht  Q'  wirkt  also  auf  Bruch 
in  A  mit  dem  Hebelsarm  a  und  es  ist 

r-s« 

a 

Desgleichen  Q"  auf  Bruch  in  B  mit 
dem  Hebelsarm  /  —  a,  woher 

»MP 


Q  = 


I  -  a 


Das  Gewicht  Q  "  wirkt  auf  Bruch  in 
r,  so  als  wenn,  da  zugleich  Bruch  in  A 
und  B  erfolgt,  der  Balken  in  A  und  B 
frei  aufläge.    Also  ist  nach  No.  8 

Q.„_  nbh*l 

hieraus 


Q  +  Q- + r = Q = ^ + •-»"  +  «« = »™ 

v      v       v       *       a       l  -  a     a(t-a)  a(l-a) 


Der  Balken  kann  also  eine  doppelt  so 
grofse  Last  tragon  als  wenn  er  an  bei- 
den Enden  blofs  unterstützt  wäre. 

Ist  ti  -  U  so  ist  Q  die  kleinste  Last, 
die  der  Balken  je  zu  tragen  vermag 

8nU' 

Ist  folglich  die  Last  Q  auf  die  ganze 
Länge  gleichmäfsig  vertheilt,  dann  ist 

16«  kW 

C.  Rückwirkende  Festigkeit. 
Die  rückwirkende  Festigkeit  kommt  zur 


Erscheinung,  wenn  ein  Körper  auf  eine 
feste  Ebene  gestellt  und  auf  seinem  obe- 
ren Querschnitt  so  lange  belastet  wird, 
bis  die  einzelnen  Theile  des  Körpers  von 
allen  Seiten  sich  verbreitern ,  während 
um  so  viel  die  Höhe  sich  vermindert; 
oder  auch ,  wenn  die  Höhe  gegen  die 
kleinste  Querschnittsdimension  etwa  das 
Funfzehnfache  beträgt,  dafs  der  Körper 
einbiegt  und  endlich  zerbricht.  Die  erste 
Erscheinung  heifst  das  Zerquetschen, 
die  zweite  das  Zerknicken.  Es  ist 
also  dieser  Angriff  der  Festigkeit  eines 
Körpers  dem  der  absoluten  Festigkeit 
durch  Zerreifsen  gerade  entgegengesetzt 
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and  die  erforderliche  Kraft  für  das  Zer-  Säulen  an  einem  Ende  eben ,  an  dem 

quetschen  und  das  Zerdrücken  eines  Kör*  anderen  abgerundet ,  zeigten  eine  Stärke 

pers  wächst  eben  so  wie  für  das  Zer-  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  zwischen 

reiften  mit  dessen  Querschnitt.  Säulen  mit  2  ebeneu  und  Säulen  mit  2 

Es  existiren  mehrere  wissenschaftliche  abgerundeten  Endflächen. 
Untersuchungen  über  die  rückwirkende  In  dem  Art  :  Brechungscoefficient  No.3, 
Festigkeit  in  Beziehung  auf  ihr  Verhal-  pag.  404  «nd  die  Coefficienten  für  blofses 
ten  bei  verschiedenen  Dimensionen  des-  Zerquetschen  zusammengestellt.  Bei  Pris- 
selben Stoffs,  allein  alle  stimmen  mehr  men  Von  einer  Höhe  die  unter  30  und 
oder  weniger  mit  den  Erfahrungen  nicht  15mai  der  kleinsten  Querscbnittsdimen 
uberein  und  man  mnfs  auf  dieselben  vor-  8ion  ijegt  f  geschieht  der  Bruch  theils 
läufig  noch  -/erachten  durch  Zerknicken,  theils  durch  Zerquet- 

Unter  den  wenigen  Versuchen,  welche  schen;  nun  soll  das  Gewicht  P  für  den 

nur  existiren  werden  die  von  Hodgkinson  wirklich  erfolgenden  Bruch  zwischen  dem 

angestellten  für  die  zuverlässigsten  ge-  durch  Versuche  ermittelten  W  und  dem 

-»»•'ten.  durch  Zerquetschen  W  liegen  und  zwar 

Mosel y,  ubersetzt  von  Scheffler,  II.,  80n  sein  (Mosely  pag.  296,  Formel  693) 

}>ag.  295  hat  aus  llodgkinsons  versuchen  w  w, 

olgende  Resultate  aufgeführt:  P=  ( 

Kunde  Säulen,  deren  Länge  -  15  mal  W  +  \W 

dem  Durchmesser,  die  an  beiden  Enden  Diese  Formel,  welche  auch  in  andere 

abgerundet  sind,  zerknicken  durch  eine  technische  Bücher  übergegangen  gibt  aber 

Belastung  W  in  preufs.  Pfunden ,  wenn  Resultate,  die  aufser  der  Wahrscneinlich- 

L  die  Lange  in  preufs.  Fufsen ,  d  und  tt  keit  liegen,  z.  B. 

äofsere  und  innere  Durchmesser  in  preufs.  Ein  Pfeiler  von  Kiefernholz  10Q"  stark 

Zollen  bedeuten:  10'  hoch  hat  nach  Formel  5  die  Kraft 

1.  Eine  volle  cylindrische  Säule  aus  füys  Zerknicken- 

yH7twr£2b*¥  »'= ^= "»"oopf„„d. 

(in  Zollpfund  32139)/    /,«.'  100 

2.  Eine  hohle  desgl.  Der  Coefficient   für'»  Zerdrücken  ist 

W  =  290771    rf3,7*  -    3,78  ß300  daher  die  Kraft  zum  Zerdrücken 

(in  Zollpfd.  =  28040/  X  — iTf  ^^7°  Pfd- 

8"  ESh  'vi!6  .CyIindrische  Siule  8U.8  p0.18»»'«  W  _  1797700^630000 

tT-Q^m  W~+  *  W'  ~  17977004472000 

IT -9i  8301     d^  =499000  Pfd. 

(in  Zollpfd.  =  91512/     i*  also  noch  geringer  als  der  einfache  Co- 

Wenn  die  beiden  Endflächen  eben  sind,  efficient  der  Zerdrückuug  die  Kraft  P 

wo  dann  die  Länge  L  das  HO  fache  des  ergibt. 

Durchmessers  d  betragen  kann:  Nachstehend  sind  die  Coefficienten  für 

1.  Eine  volle  cylindrische  Säule  von  rückwirkende  Festigkeit  (Bd.  I.,  pag.  405) 
Gufseisen       W  =  1012541     d3*55  auf  Zollpfund  reducirt. 

(in  Zollpfd.  =  94715(    i1'7  Die  Kraft   gegen   die  rückwirkende 

2.  Eine  hohle  cylindrische  Säule  von  Festigkeit,  und  zwar  für  Zerquetschen 
d  f  •           w-inißiai              i3,s5  allein,  von  einem  Korper,  dessen  Quer- 
'Turseisen      rr -loibiui                _  hnitt  l  QZoll  preufs.  beträgt,  in  Zoll- 
en Zollpfd.  =  95053/  X      LiS  pfänden. 

3.  Eine  volle  cylindrische  Säule  von  Apfelbaum   6267 

Schmiedeeisen  W-  3038471     «Z3-55  Basalt  27130 

(in  Zollpfd.  =  28422/  X  1 »  B»*«.  g™n  -*400 

trocken  6174 

4.  Eine  volle  quadratische  Säule  von  R;*  u,,.,,.  er'Äu 

Danziger  Eichenholz  trocken  (Seite  =  d)  gÄaL,  irocken  .*  .*   .*       .*  9m 

W=  252051     d*  Eiche,  grün   4303 

(in  Zollpfd.  =  23577/  9     trocken  9167 

5.  Eine  volle  quadratische  Säule  von  Ei*en>  9ul&e!se,u   130960 

Fichtenholz  (trocken)  »      Schmiedeeisen     ....  84190 

179771  ^  |£he ;;;;;;;;;;  S£ 

(iu  Zollpfd.  =  16816/    x,2  Flieder  8138 
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einander  gezeichnet  sind,  sollen  über  ein- 
ander liegend  gedacht  werden.  Das  unten 

Fig.  033. 


Granit                            4677  bis  9354  Schiebung  jedes  äußeren  Massenelements 

Hainbuche  .     7016  =  Ub\  so  ist  die  Länge  dereu  Verscbie- 

Kalkstein                           280  bis  8420  bung  in  der  Schicht  HJ  =  HM  und  die 

Kiefer                                         5893  der  Schicht  KL  =  EN. 

Lerche,  grün                                3090  2.  Der  Vorgang  bei  dieser  Torsions- 

,       trocken                             5332  wjrkung  wird  nun  folgender  Art  erklärt 

Mahagoni  .     7860  (Mosely-Scheffler  II.,  pag.  297): 

Marmor                            3740  bis  10290  »J«     .       ..  1  1     ,     '  . 

Mauerziegel                        4677  bis  1871  -  Zw?  Massenteilchen  «A,  ac,  d,e  neben 

Mörtel   4677 

,     hydraulischer   6548 

Pappel,  grün   3090 

.      trocken   4958 

Pflanmbanm,  grün    .  .  •  .  .  .  3555 
„  trocken     ....  S'.imi 

Porila  ndkalk     I  5612 

Rolhbucbe,  grün   7483 

„  trocken   8980 

Kolhtanne  5145 

Sandsieiii ,  stärkster   9354 

Ulme   9728 

Wallnufsbauui   6360 

Zeder   4864 

D.  Torsionsfestigkeit. 
1.   Ist    ein   cvlindrischer  Körper  mit 
einem  EndMuerschuitt  AB  unverrückbar  a,lu,ere.  ^  e,nt'  KraLft  P»  durch  welche 
befestigt  und  wirkt  an  dem  anderen  Knde  «»a*  1  beliehen  ac  nach  de  geruckt  wird. 


Theilcheu  ab  wird  festgehalten,  auf  das 


ED  in  Entfernung  C'C-l  an  der  l'eri 
pherie  eine  Tangentialkraft  /',  so  «erden 
die  Masseutheile  von  AB  bis  DE  von 
der  festbleibendeu  Cylinderaxe  ab  um 
dieselbe  als  Drehaxe  in  Form  von  Schrau- 
beuwinduugen  verdreht,  und  zwar  ist  die 
Gröfse  der  Verdrehung  in  den  einzelnen 
von  AB  ab  nach  DE  hin  genommenen 
Schichten  proportional  ihren  Abständen 


Sind  A  und  B  die  Mittelpunkte  der  Theil- 
rben ,  ist  /;  um  die  Länge  BC  =  •;  nach 
C  gezogen  worden  und  bezeichnet  mau 
eine  Kraft,  durch  welche  die  Verrückung 
BC  s  BA  =  a  wird,  mit  I  so  ist 

ji :  t  =  ß  :  <t 


also 


-4« 


(1) 


Bestehen  die  Flächen  ab  uud  ac  jede 


von  AB,  und  von  der  Axe  ab  nach  der  ans  einer  Schicht  von  »  Massentheilchen, 


Oberfläche  hin  in  jedem  einzelnen  Quer 
schnitt  proportional  ihren  Halbmessern 

Wenn  man  daher  die  Schraubenlinie 
der  Cyliuder- Oberfläche  in  einer  Kbene 

Fig.  632. 


so  sei  nl  —  T,  np  =  /»,  und  so  ist  dann 


P=-fl  T 


(«) 


abwickelt,  so  erhält  man  für  dieselbe  eine 

{gerade  Linie  AF.  Ist  die  in  der  Kreia- 
inis  der  Schiebt  DE  gemessene  Ver- 


Liegen nun  m  solcher 
Schichten  übereinander  und 
man  bringt  au  die  oberste 
eine  Kraft  P  an,  so  soll  diese 
Kraft  P  eine  Spannung  /' 
auf  die  zunächst  untere,  diese 
wieder  eine  Spannung  P  auf 
die  ihr  folgende  und  so  fort 
eine  Spannung  /'  bis  auf 
die  unterste  Schicht  erzeu- 
gen, so  dafs  in  allen  Schich- 
ten einerlei  Spannung  =  P 
statt  findet,  wäre  demnach 
die  (lesammthöhe  der  Schich- 

ten   -  h  so  würde  P=  ■£  T 

sein,  uud  setzt  mau  ß  =  h 
so  ist       P~T  (3) 
Hiernach  ist  die  Länge  eines  Körpers 
für  die  Torsionswirkuug  auf  denselben 
gani  gleichgültig     Ob  also  Fig.  632  in 
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Fig.  634. 


D  oder  in  //  dieselt*  Kraft  /'  angebracht 
wird,  die  Wirkung  bleibt  dieselbe;  für 
ß  -  n  nnd  für  /*  =  k  bleibt  also  P=  T, 
und  wenn  jede  Schicht  ein  C]Zoll  Gröfse 
bat  und  säinintliche  Schichten  zusam- 
111  en  ein  Prisma  von  der  beliebigen  Höhe 
k  und  1  DZoll  (Querschnitt  ausmachen, 
«i  »ird  die  für  die  Verdrehung  dieses 
Pri>uia  um  die  beliebige  Länge  h  erfor- 
derliche Kraft  T,  der  Torsionsmodul 
geuauut,  der  eine  für  jedes  Material  con-. 
stante  Gröfse  i.-t. 

Mit  diesem  Vortrag  kann  man  sich 
nicht  einverstanden  erklären.  Denn  ge- 
setzt es  wären  nur  die  beiden  in  der  um 
die  Peripherie  gewundenen  Linie  AF  be- 
findlichen Molecüle  N  und  /•'  zu  verdre- 
hen gewesen,  so  ist  klar,  dais  eine  viel 
geringere  Kraft  dazu  gehört,  das  Mole- 
cüi  V  auf  die  Länge  KN  als  das  ihm 
gleiche  Molecül  F  auf  die  gröfsere  Länge 
ÜF  fortzubewegen;  um  so  mehr  Kraft 
also  für  die  Bewegung  sämmtlicher  auf 
die  Linie  AF  vertheilteu  Molecüle  um 
die  Längen  HM,  KN  ....  DF. 

In  dieser  Theorie  wird  auch  der  Win- 
kel', der  in  einem  Querschnitt  von  den 
Endpunkten  des  Verdrehungsbogens  mit 
den  Radien  gebildet  wird,  der  Torsions- 
wiukel  genannt:  also  für  den  Querschnitt 
L  K  der  Winkel,  den  die  Endpunkte  h,  N 
des  Verdrehuugsbogens  KN  mit  den  Ra- 
dien des  Cylinders  bilden. 

Ist  ^DAF-n,  AH  -  !,  AD  =  l,  so  ist 

der  Torsiouswinkel  in  // J  -  1  «,  in  DF 

r 

! 

—  —  a. 
r 

Ist  ATD"  der  Querschnitt  des  Cylin- 
ders, so  ist  uach  der  obigen  Bezeichnung 

P=TK^-  (4) 
n 

Ist  AB  DE  (Fig.  632)  ein  sehr  dünner 
Cyliuderniantel,  dessen  innerer  Halbmes- 
ser s  (>,  die  Dicke  des  Mantels  =  ^c. 
also  der  Querschnitt  K-'2no&o;  ist  J 
der  Bogeu  des  TorsionswinkeU  iu  ÜF 
für  den  Halbmesser  =  1,  also  der  ßogeu 
selbst  =  (mI,  die  Länge  CT"  a  /,  so  ist  die 
Kraft  für  die  Verdrehung  nach  Formel  4  i 


und  das  Moment  dieser  Kraft  in  Bezie- 
hung auf  die  Axe  des  Cylinders 

PQ  =  2nT-jQi^e  (6) 

Ist  der  < 'y linder  voll  und  man  denkt 
sich  denselben  aus  lauter  concentrischen 
Scheiben  von  der  unendlich  kleinen  Dicke 
A o  bestehend,  so  erhält  mau  das  Mo- 
ment des  Cylinderquerschnitts  für  die 
Torsion 

Pr  =  2«T  jfe'dQ 

=  i'Tjr*  (7) 

3.  Denselben  Vorgang  der  Torsions- 
wirkung  erkläre  ich  folgendermaafsen : 

Der  Winkel  (Fig.  632)  DAF  =  n  um 
welche  die  Verschiebung  sämmtlicher  auf 
dem  Cyliudermantel  behndlicheu  Massen  - 
elemente  geschehen  ist,  sei  der  Tor- 
sioii!>  w  i  uke  I,  und  unter  dem  Maximum 
dieses  Winkels,  welches  von  der  jedes- 
maligen Festigkeit  des  Materials  abhängt, 
eschieht  der  Bruch,  d  h.  die  Ablösung 
er  äufseren  Molecüle  von  den  zunächst 
unteren,  oder  wenn  man  statt  des  volleu 
Cylinders  einen  äufserst  dünnen  Cyliu- 
dermantel sich  vorstellt,  eine  Treuuung 
des  ganzen  Körpers  innerhalb  eines  Quer- 
schnitts. 

henkt  man  sich  den  sehr  dünnen  Cy- 
lindermantel  ABDE  vuu  der  Länge  /  in 
ii  gleich  hohe  Schichten  getheilt,  ist  HJ 

die  erste  Schicht  im  Abstand  —  /  von 

2 

AB,  KL  die  zweite  iu  Entfernung  —  /  von 

n 

AB  u.  s.  w. ,  ist  in  dem  Umkreise  HJ 
die  Kraft  p  erforderlich  um  dessen  Mas- 

se n t heile  um  die  Länge  HM  =  —  DF  ge- 
gen die  des  Querschnitts  AB  zu  ver- 
schieben, so  machen  die  von  HJ  bis  DE 
mit  HJ  zusammenhangenden  Theile  diese 
Verschiebung  ebenfalls  mit,  ohne  jedoch 
unter  sich  verschoben  zu  werden.  Sollen 
nun  die  Massentheile  in  der  Schicht  KL 
ebenfalls  um  die  Länge  HM  gegen  die 
in  HJ  befindlichen  Massentheile,  also  um 
die  Länge  IHM  -  KN  gegen  die  Massen- 
theile iu  AB  verschoben  werden,  so  ist 
noch  eine  Tangentialkraft  p  iu  hl.  er- 
forderlich, oder  eine  Kraft  =  '2p  in  KL 
allein  thätig.  So  fortgeschlosseu  ergibt 
für  die  Verschiebung  der  Massentheile  iu 
DR  um  die  Länge  DF  =  n  •  HM  eine 
Kraft  P 2  np  tangential  iu  £>/£,  mit  wel- 
cher allein  thätigeu  Kraft  die  Ver- 
drehungen sämmtlicher  Massentheile  des 
Mantels  von  AB  bis  DE  gesebebeu 
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Um  also  in  dem  Material  des  Quer-  fsert  als  die  Fortpflanzung  der  Kraft  P 

schnitts  AB  die  Spannung  hervorzubrin-  bis  zu  AB  geschieht,  upd  der  Bruch  er- 

gen,  welche  mit  der  Verdrehung  der  dar-  folgt  zwischen  AB  und  DE  und  diesem 

über  befindlichen  Massentheile  nm  einen  Querschnitt  um  so  näher,  je  schneller  die 

Torsionswinkel  «  verbunden  ist,  bleibt  Vergröfserung  der  Kraft  erfolgt. 

,  .  ,     ,          .              ,  I  -  -,.  Die  Festigkeit  gegen  die  Torsion  ist 

es  gleich  ob  man  im  Abstand  -  /  die  Ela*ticitaf  §eg  Materials  abbän- 

1  j  ßiff»  erfordert  eine  ähnliche  Wissenschaft  - 
Kraft  —  P  oder  in  dem  Abstände  /  die  [icue  Behandlung;  man  hat  daher  auch 
Kraft  P  wirken  läfst  dieselbe  einen  Modul,  den  Torsions- 
Ist  p  die  Kraft  in  HJ  für's  Maximum  eingeführt,  und  dieser  ist  dann 
von  «  und  also  zugleich  die  Spannung  diejenige  Kraft  welche  erforderlich  wäre 
p>  UYAB  für  den  Bruch,  und  wirken  auf  *J  ">  der  Ober  flache  von  1  □  Quer- 
die  weitere  Länge  des  Cylinders  keine  |<*niU  befindliche  Massentheile  einer 
anderen  Kräfte,  so  *ird  wie  schon  oben  Schicht  von  der  Hohe  1  Zoll  um  diese  Hohe 
gesagt,  der  Cylinder  auf  diese  weitere  J"  ^"'rrVZ k  ^/ 
län|e  DH  mit  um  den  Z  «  gedreht  ohne  Quadrateo  e>n°r 

irgend  eine  Spannung  zu  erleiden.    Soll  einem  Zoll  Halbmesser  verteilten  Mas- 

nun  in  KL  eine  Drehung  um  den  Z«  seuelemente  einen  Zoll  weit  im  Umfang 

geschehen,  so  muh  notwendig  in  KL  um  die •  Axe  herumzudrehen  wenn  die 

ebenfalls  eine  Tangentialkraft  p  ange-  Elasticitat  dies  zuhefse. 

bracht  werden,  von  welcher  wiederum  der  4.  Nach  diesem  Vortrage  (3)  hat  man 

Cylinder  von  K  bis  D  nicht  afficirt  wird,  nun  nachstehende  Folgerungen. 

Dagegen  übt  diese  Kraft  p  auf  den  Quer-  Wenn  in  dem  Cylindermantel  ABDE 

schnitt  HJ  eine  Spannung  p'  auf  Bruch,  Von  einer  unendlich  geringen  Dicke  und 

und  dasselbe  geschieht  wenn  in  HJ  die  AC  =  1  Zoll  Halbmesser  die  Länge  AH 

Kraft  p  fortgenommen  und  in  KL  eine  =AC'=l  Zoll  und  der  Z«  =  45°,  also 

Kraft  2p  angebracht  wird.  HM  -  AH  =  1  Zoll  ist,  so  hat  man  in  der 

Ist  somit  auf  der  mten  Schicht  das  al-  jn  HJ  angebrachten  Tangentialkraft  p, 

leinige  Gewicht  mp  thätig  und  man  bringt  um  einen  in  dem  Querschnitt  JH  des 

auf  die  (w  +  l)te  Schiebt  noch  das  Ge-  Mantels   befindlichen  Flächenraum  von 

wicht  f>,  so  nehmen  die  ersten  (m+1)  i  rjZoll  auf  die  Bogenlänge  HM  von  1 

Schichten  Thcil  an  der  Torsion  und  jede  Zoll  zu  verdrehenden  Torsionsmodul  T. 

einielne  Schicht  bis  zur  mten  erhält  die  DJe  Torsionsfestigkeit  wirkt  nun  senk- 

Spannung  p  für  den  Bruch ;  dasselbe  ge-  recht  um  eine  DT^axe  wie  die  nsptsC. 

schieht  wenn  man  die  Kraft  mo  von  der  ÜV<J  Fes(igkeit>  nnd  daher  kann  man 

mten  auf  die  m  +  lie  Schicht  bringt,  so  gcnUefg0I1)  dafs  der  Torsionsmodul  zu  dem 

dals  dort  (m+l)p  allein  wirken.  Elasticitätsniodul  sich  verhalte  wie  der 

Es  hat  also  seine  vollkommene  Rieh-  Ooefficient  der  respectiven  Festigkeit  zu 
tichkeit,  dals  die  Welle  bei  jeder  belie-  dem  der  absoluten  Festigkeit  in  Bezie- 
higen Lance ,  sobald  das  eine  Ende  der  nu„g  auf  einerlei  Material. 
seTben  befestigt  und  das  andere  Ende  Dieger  Torsionsmodnl  wird  aber  eben 
von  einer  Tangentialkraft  /;  angegriffen  SQ  weQ.  .  .  d  eiQem  Material  „. 
wird  in  allen  Querschnitten  einerlei  iSpan-  reicht  a,*der  El;sticitätsmodul,  der  Bruch 
SS^Ä  -bou  bei  einem  kleineren  Win- 

der  Kraft  aus  der  Spannung  des  Quer-  "*  ..        y  .  .  .    „  w.  „, 

schnitts  gegen  die  Spannung  des  unmit-  ..FuJ  d*e8enj^  wt  dann  nach  0bl&em 

telbar  vorhergehenden  Querschnitts.  Die  dle  Krafl  in  H 

zu  Hervorbringung  aller  der  Spannungen  p  _  "  j-  ff  f  (g) 

erforderliche  Kraft  selbst  aber  wächst  45°  n 

mit  der  Länge  der  Welle.  In  D  ist  dann  die  Kraft 

Wird  die  Kraft  P  in  DE  allmählich  P_2«, 
bis  zum  Maximum  vermehrt,  so  pflanzt  n 
sich  deren  Wirkung  bis  zum  Befestig»  ngs-  „  .     p  . 
querschnitt  AB  fort,  und  da  nun  hier  I*  der  Halbmesser  ,46   des  Cyhnder- 
3as  Material  elastisch  nicht  nachgeben  niantels  =  r  so  geschieht  beimTorsion  an- 
kann, so  erfolgt  auch  der  Bruch  in  AB.  ™M  a  die  r/ache  Verdrehung* lange, 
Durch  augenblickliche  starke  Ver-  folghcQ  wt  «e  Kraft  10  " 

(10) 


gröfserung  von  P  dagegen  wird  der  Z«  p  =  2arT 

in  der  Nahe  von  DE  schneller  vergrö-  n 
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und  die  Kraft  in  D  dal  und 'dem  Elasticitätsmodul  allgemein 

o„  mit  Cauchy  festgestellt,  dafs  für  jedes 

P=  —  rlT  (11)  Material  T  =        d.  h.  der  Torsionsmo- 

n  dul  ist  =  |  des  Elasticitatsmoduls. 
Für  die  Verdrehung  einer  Fläche  von     ß  De#  Coefficient  für  den  Bruch  dürch 

t^?VtVn  a"eD  V°ngeQ  Fall6n  Torsion  ist,  wie  ad  4  schon  bemerkt,  klei- 
ne Mache  Kraft.  ner  a,s  der  Tor8ioil8modai  und  hat  wie 

Hat,  wie  ad  2  betrachtet  worden,  der  dieser  denselben  ad  4  gedachten  Zusani- 

hohle  Cylinder  den  innereu  Halbmesser  menhaug  mit  dem  Coefficienten  der  re- 

p,  die  Mantetdicke  A?,  so  ist  in  Formel  5:  »pectiven  Festigkeit.  Aus  diesem  Grnnde 

*=2/ipAp  and  in  ff  die  Kraft  i8t  dem  Torslonabrechungscoefficient  t 

2«     „         _         _  ,  der  Coefficient  n  der  respectiven  Festig- 

p  =  -  p  •  2/ip  Ap  T=4«  p«  Ap  T    (12)  keit  IU  0runde  und  ^  nimiut 

und  deren  Moment  statt  Formel  6  n"h  ?™h*  1  =  .  .   .    Q<  . 

.     3A    t  /iii      Es  ist  hier  r  die  Kraft,  welche  im  Stande 

f»p-4«p  Ap  '  CUJ  ist  eine  Schicht  von  1  DZoll  Fläche  über 

Für  die  Kraft  in  D  mute  in  den  Jor-  die  ÄUnichst  untere  Schicht  so  weit  zu 

raein  12  und  13  das  /fache  genommen  Terschieben,  dafs  Bruch  erfolgt. 

w<rden*  Gesetzt  der  Querschnitt  AB,  Fig.  632, 

Ist  der  Cylinder  vom  Halbmesser  r  erhalte  die  Spannung  für  den  Bruch,  so 

▼oll ,  so  hat  man  das  Moment  der  Kraft  beginnt  dieser  an  der  Oberfläche  um  die 

in  D  statt  Formel  7  Axe  und  pflanzt  sich  nach  und  nach  bis 

Pr  =  4«iT fr9  8r  =  nr*lT        (14)  zur  Axe  fort.    Es  ist  demnach  in  dem 

und  wenn  P  an  einem  Stirnrade  oder  Umfange  für  ein  DZoll  Oberfläche  die 

einer  Scheibe  vom  Halbmesser  Ä  in  Ent-  Spannung  =  r,  in  der  Entfernung  p  von 

[ngebmht  ilt™  BefestiKun&^aerscboiU  der  Axe  augenblicklich  =  £  t  und  wenn 

PH  —  ttr*if  (15)  der  Umfang  vom  Halbmesser  o  die  sehr 

,  o  l  ir  kleine  Höhe  An  hat,  also  die  Fläche 

5.  So  wie  man  aus  versuchsweiser  Ver-  „„    .  -ff       .!  ,.'  Q  nnn  • 

i;n^...«^.        a*:k-..  r»;  */ipA(»  enthalt, -so  ist  die  Spannung  in 

langerun*  von  8Uben  verschiedener  Di-  u  \    '  ümf      '  v 

mensionen  durch  angehängte  Gewichte  8  • 

den  Elasticitätsmodul  flndet  (s.  Elastici-  2/rp  Ap  •  ™  »  =  2.7  —  Ap» 

tat  No.  8)  so  findet  man  aus  Versuchen  r  r 

mit  Wellen  den  Torsionsmodul:  und  deren  Moment  in  Beziehung  auf  die 

Aus  Gleichung  15  hat  man  nämlich  Axo  t 

T^  W=2n^Apr 
a  Ir* 

„  .  *     i    •  das  Moment  der  Kreisebene  vom  Hall)- 

Hat  mau  nun  durch  einen  sorgfaltigen  dnh«r 

Versuch  für  eine  Kraft  P  an  dem  He-  n,e  -er  V  aauer  4 
belsarm  II  Zoll  die  Verdrehung  eines  mar-  =  27  •  —  /«*  ö  p  =  J  /i  —  t 

kirten  Punkts  0  in  der  Peripherie  der  r  r 

Wellenstirnfläche  D£  vom  Halbmesser  und  das  Moment  der  Spannung  für  den 

CD  =  r  Zoll  =  einem  Bogen  DF=6Zoll  Bruch  beim  Halbmesser  r: 
gefunden,  so  ist  der  Bogen  daselbst  für  Vl  =  kntr* 

den  Halbmesser  =  1  Zoll  =  ~-  —  — .  Bezeichnet  p  die  Kraft  in  HJ  in  Eut- 

DC     r  fernung  BJ  =  1  Zoll  an  dem  Halbmesser 

Dieser  Bogen  gehört  nun  zugleich  zu  einem  R  so  ist  das  Moment  der  Kraft  gleich 

Kreis  von  dem  Halbmesser  CC  =  l  Zoll,  dem  des  Torsionswiderstaudea 
und  wenn  man  CA  =  AH  =  1  Zoll  setzt,  „o  _  i_  _  _j 

tou  dem  Mittelpunkt  A.    Es  ist  mithin      .  /   '  **  '     ,  .  n 

der  Bogen  ff  Jf  =  un"  wenn  "le  ^ra"  r=/j»  in  D  ange- 

8  .  bracht  ist 

b  p 

n  =  rT  TÄ=i"^ 
Pll  PR 

und  T=-^  =  _s        (n)     Figur  ist  eine  begrenzte  Fläche,  die 

—  I .  r4      r  Grenzen  sind  Linien  und  heifsen  8eite  n 

"  der  Figur.    Ist  die  Fläche  eine  Ebene, 

Uebrigens  wird  der  ad  4  gedachte  Zu-  so  beifst  die  Figur  eine  ebene  Figur, 

sammenbang  zwischen  dem  Torsionsmo-  ist  sie  eine  unebene  Fläche,  eine  unebene 

III.  7 
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oder  krummf läcbige  Figur.  Von 
den  letzteren  Figuren  werden  nur  dieje- 
nigen betrachtet,  welche  auf  der  Kugel- 
oberfläche von  Kreislinien  als  Seiten  ein- 
geschlossen werden.  Zwei  zusammen- 
treffende Seiten  bilden  einen  Urafangs- 
winkel;  jede  Figur  hat  also  so  viele  Um- 
faugswinkel  als  Seiten,  die  Scheitelpunkte 
der  Umfangswinkel  heifsen  Ecken. 

Die  ebenen  Figuren  sind  geradlinige, 
wenn  sie  von  lauter  geraden  Linien, 
krummlinige  wenn  sie  von  lauter 
krummen  Linien,  gemischtlinige,  wenn 
sie  theils  von  geraden,  theils  von  krum- 
men Linien  begrenzt  werden. 

Krummlinige  Figuren  sind  der 
Kreis,  die  Ellipse  und  die  von  Kreis- 
und  elliptischen  Bogen  eingeschlossenen 
Figuren;  man  kann  zu  ihnen  auch  die 
durch  vollständige  einmalige  Abwicke- 
lung einer  Epicycloide  und  einer  Hypo- 
cycloide  auf  ihren  Grundkreisen  begrenz- 
ten Ebenen  rechnen - 

Gemischtlinige  Figuren  sind  alle 
Segmente  und  Sectoreu  von  Kreisen, 
Ellipsen  und  anderen  Curven. 

Die  geradlinigen  Figuren  werden 
nach  der  Anzahl  der  sie  begrenzenden 
Seiten  bezeichnet  mit  dreiseitige, 
vierseitige  u.  s.  w.  Figureu,  die 
mehr  als  4  Seiten  habenden  Figuren  wer- 
den mit  dem  gemeinschaftlichen  Namen: 
vielseitige  Figuren  belegt.  Da  jede 
Figur  so  viele  Lmfangswinkel  als  ein- 
schliefsende Seiten  hat,  so  nennt  man 
sie  nach  der  Anzahl  der  mit  den  Seiten 
gleich  vielen  Ecken  kürzer:  Dreiecke, 
Vierecke,  Fünfecke  ..  .  Vielecke. 

Figuren  sind  gleichseitig,  wenn 
sie  lauter  gleiche  Seiten  haben,  wie  der 
Khombus,  eins  Quadrat;  gleichwinklig, 
wenn  sie  lauter  gleiche  Umfangswinkel 
haben,  wie  das  Quadrat,  das  Rechteck. 
Gleichseitige  und  gleichwinklige  Figuren 
heifsen  regelmäßige  Figuren- 
Figuren,  auch  von  verschieden  vie- 
len Seiten,  die  einen  gleichen  Flächen 
inhalt einnehmen  sind  einand ergleich. 
Eine  Figur  constmiren,  die  einer  gege- 
benen anderen  von  mehrereu  Seiten  oder 
von  überhaupt  anderer  Form  gleich  ist, 
heifst  die  gegebene  Figur  verwandeln 
in  dem  Art.:  Constructionen  aus 
der  Elementargeometrie  finden  sich 
mehrere  Heispiele  davon 

Figuren  sind  einander  ähnlich, 
wenn  sie  durch  gleichliegende  Diagona- 
len in  gleichliegende  ähnliche  Dreiecke 
zerlegt  werden  können. 

Figuren  sind  einander  cun  gruent, 


wenn  die  eine  F.  in  eine  solche  Lage 
gebracht  werden  kann,  dafs  sie  mit  ihrer 
Begrenzung  die  der  ersten  Figur  in  allen 
Punkten  deckt. 

Figurirte  Zahlen  sind  Zahlenreihen, 
deren  Gesetz  für  die  Fortschreitung  im- 
mer eine  gerado  regelmäßige  Figur  (ein 
Polygon),  oder  ein  regelmässiger  Körper 
(ein  Polyeder)  zu  Grunde  liegt  und  die 
nach  der  Anzahl  der  Ecken  dieser  Flä- 
chen und  Körper  ihren  Namen  erhalten. 

Den  dreieckigen  Zahlen  liegt  das 
Dreieck,  den  viereckigen  Zahlen  das 
Viereck,  überhaupt  den  neckigen  Zah- 
len das  iVeck  zu  Grunde  und  diese  Zah- 
len heifsen  deshalb  auch  viel  eckige 
Zahlen,  Polygonalzahleu.  Dieje- 
nigen flgurirten  Zahlen,  denen  ein  regel- 
mäfsiges  Polyeder  zu  Grunde  gelegt  wird, 
werden  gewohnlich  Polyedralzahleu 
genannt. 

I.  Die  Polygonal  -  oder  vielecki- 
gen Zahlen 

I.  Es  sei  ABC  ein  rogelmäfsiges  Drei- 
eck, deren  Seiten  AB  =  AC  =  BC  =  1  sind ; 
die  Anzahl  der  Eckpunkte  A,  B,  C  =  3 
bildet  die  Grundzahl  der  dreieckigen  Zah- 
len.   Um  die  folgende  dreieckige  Zahl 


Fig.  635. 


zu  erhalten  verlängert  man  die  Seiten 
AB,  AC  um  die  Längen  BD-CE-\t 
zieht  DE,  so  ist  AI)  -  AR  -  DB  =  2.  Nun 
sollen  die  für  die  zweite  Zahl  neu  hin- 
zukommenden Punkte  den  gleichen  Ab- 
stand —  1  von  einander  erhalten ,  folglich 
ist  in  DE -'2  noch  ein  mittlerer  Punkt 

zu  setzen,  hierzu  die  Punkte  />,  /£, 
gibt  die  folgende  dreieckige  Zahl  =8+  3=6. 

Verlängert  man  wieder  die  Seiten  AD 
und  AE  um  die  Längen  DG=EH=l, 
zieht  Gll ,  so  ist  GH  =3;  es  sind  dem- 
nach in  GH  die  beiden  Punkte  J ,  K  in 
gleichen  Abständen  =  1  einzusetzen,  xu 
den  vorigen  6  Punkten  kommen  die  4 
Punkte  G,  J,  h,  II  hinzu  und  die  fol- 
gende dreieckige  Zahl  ist  6  +  4=  10.  So 
wird  die  nächstfolgende  10+5  =  16,  die 
nächstkommeude  15  +  6  =  21  u.  s.  w. 
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Für  die  Bildung  der  vollständigen  Zah- 
lenreihe stellt  man  sich  vor,  dais  die  bei- 
den Seiten  AB  und  AC  nach  A  hin  im- 
mer mehr  abnehmen,  so  dafs  beide  Punte 
B,  C  endlich  in  dem  einen  Punkt  A  ver- 
schwinden ,  und  somit  ist  die  erste  drei- 
eckige Zahl  und  überhaupt  jede  erste 
neckige  Zahl  =  1. 

Die  Reihe  der  dreieckigen  Zahlen  ist 
demnach 

1-3.6.  10.  15-21  

Man  sieht,  wie  auch  aus  der  Bildungs- 
weise der  auf  einander  folgenden  Zahlen 
hervorgeht,  dafs  diese  Reihe  eine  arith- 


metische Reihe  der  zweiten  Ordnung  ist 
(s.  Arithmetische  Reihe,  pag.  122, 
mit  der  Bezeichnung).  Deren  Differen- 
zenreihen  sind 

2.3.4.  5  

1    1  1 

Es  ist  also  hier  B  —  \,  A  =  2,  d  l 
daher  nach  der  Formel 

«-1    ,  ,  (n- l)(n-3)  , 
B  +  —  .A+      l     ;     2     d  (1) 

das  nte  Glied  der  Reihe  =  *  '  ("  ±  1} 

1  •  2 

Nach  der  Formel  (pag.  128,  rechts) 


n        nj(n-l)        n  .  (n  -  1)  (n  -  2) 

o  —  —  a  +  a,  -i  a . 

11-2       1 T    1  •  t    •    3  1 


(2) 


wo  fl  =  ß  -  1 ;  ay  =  A  =  2;  at-d=l 

ist  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der 
dreieckigen  Zahlen 

».(»  +  l)(n  +  2) 
1-2.3 
2.  Es  sei  ABCD  ein  regelmäfsiges  Vier- 
eck (Quadrat)  von  den  Seiten  AB- AD 
—  BC=  CD  =  1;  die  Ecken  desselben  lie- 
fern 4  Punkte  als  Grundzahl  4  der  vier- 
eckigen Zahlen ;  das  durch  Verlängerung 
der  Seiten  AB  und  AD  u m  B E  -  DG-\ 
entstehende  zweite  Quadrat  AF.FG  lie- 
fert zur  2ten  Zahl  noch  die  5  Punkte  in 

Fig.  636. 


Fig.  637. 


KF,  FG  und  die  2te  viereckige  Zahl  ist 
4  +  5  =  9.  Die  dritte  Zahl  erhält  in  DJ, 
Jh  noch  7  Punkte  und  es  ist  die  3te 
viereckige  Zahl  =  9  +  7  =  16  n.  s.  w. 
Die  erste  Zahl  ist  wie  bei  den  dreiecki- 
gen Zahlen  =  1  also  wird  die  nte  Zahl 
=  n':.  Die  Summe  der  ersten  n Zahlen 
wird  nach  Formel  2,  wo 
a  =  B  =  1  ;  fl ,  =  A-  ll;  a,  =  d=  2  ist 
n(n+ 1)(2»+1) 

1  •  2     •  3 
3.  Es  sei  ABC  DE  ein  regelmäfsiges 
Fünfeck,   die  5  Eckpunkte  liefern  die 
Grundzahl  5  für  die  fünfeckigen  Zahlen  5 


zur  folgenden  Zahl  liefern  die  Seiten 
FG,  GH,  IIJ  noch  7  Punkte,  zur  näch- 
sten die  Seiten  KL,  LM,  JMiY  wieder  lü 
Punkte;  die  folgenden  vierten  nicht  ge- 
zeichneten 3  Seiten  liefern  4  Eckpunkte 
+  3x3  Seitenpunkte  =  13  Punkte,  die 
fünften  3  Seiten  liefern  4  Eckpunkte 
+  3x4  Seitenpunkte  =  16  Puukte  u  s  w. 
Die  «ten  3  Seiten  liefern  4  Eckpunkte 
+  3x(n-  1)  Seitenpunkte  =  3n  +  1  Punkte : 
die  Reihe  der  fünfeckigen  Zahlen  ist  also 
1  •  5  •  12  •  22  •  36  •  51  ... 
Das  wte  Glied  ist  nach  Formel  1,  wo 

1.1.  J  =  4,rf=3ist=^^-) 

Die  Summe  der  ersten  n  Glieder 

S  =  |M»(»  +  1) 
4.  Auf  dieselbe  Weise  findet  man  die 
6,  7,  8,  9  — neckigen  Zahlen.    Bd.  I., 
pag.  252  sind  die  10 eckigen  oder  Deca 
gonalzahlen  aus  Fig.  556  abgeleitet. 

Die  allen  Polygonalzahlen  gemein- 
schaftliche Reihe  ist 

1.2-M  •3  +  3</*4  +  6<f.5+10J  

Das  allgemeine  nte  Glied  ist 

n  +  *n(n-l)rf  =  n[l+^</] 
7* 
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Die  Summe  der  ersten  n  Glieder  ist 

Für  d  =  l  entstehen  die  dreieckigen  Zahlen 
für  d  =  2        9        .    viereckigen  , 


für  d-n-2  9        „    neckigen  „ 

Die  vieleckigen  Zahlenreihen  zusammengestellt,  ergeben  demnach: 

dreieckig       1  •  3.  6-10    l«(n+l);  S  =     ("  £  !)  ("  j  2) 

1*2     •  3 

viereckig       1  .  4  .  9  .  16    S  =  ?-'("  +  » <?*  +}) 

1  •  2     •  3 

fünfeckig       !•  5  «12.  22    \n  (3n  -  1);  S  =  Jn3  («  +  1) 

sechseckig     I  .  6  •  15  •  28    ■  (2n  -1);  .S  =  "  |~(-+-^4"  „  0 

siebeneckig    |.  7.18-34    J«(6»  -  3):  S  =  "  "  } 

1  •  2      •  3 

achteckig       1-   8-21.40    n  (3a  -  2);  S  =  fcfl  («  +  1)  (2*  -  1) 

neuneckig     l  .  9  .  24  •  4G    |N  (7„  -  5);  8  -=         1 l)(7<>~4> 

1  •  ■     •  «1 

zehneckig      1  •  10  .  27  .  52   «  (4»  -  3) ;  8  =  *  ' ("  *  ')(8W  ~  &) 

1  •  2     •  3 


Band  II.,  |>ag.  321  befindet  sich 
noch  ein  kurzer  Artikel  über  die 
zwölfeckige  oder  Dodekagonalzahl. 

II.  Die  Po lyedral zahlen. 

Ks  sind  diejenigen  figurirten  Zah- 
len, denen  die  regelmäfsigen  Po- 
lyeder zu  (lrunde  liegen  und  zwar 
in  derselben  Weise  durch  die  Sum- 
inirung  der  Eckpunkte,  welche  mit 
der  ein  -  und  mehrmaligen  Verlän- 
gerung der  Polyederseiten  von  Neuem 
hervortreten. 

Es  gibt  nur  5  regelmäßige  Po- 
lyeder und  demnach  auch  nur  5 
verschiedene  Polyedralzahleu. 

1.  Die  Tetraedralzahlen. 

2.  Die  Octaedralzahlen. 

3.  Die  Icosaedralzahlen. 

4.  Die  Hexaedralzahlen. 

5.  Die  Dodekaedralzahlen. 

Die  erste  jeder  Polyedralzahlen  ist  wie 
die  erste  jeder  Polygonalzahl  und  aus 
dem  dort  angeführten  Örunde  =  1 ;  die 
zweite  ist  die  Anzahl  der  dem  betreffen- 
den Polyeder  zugehörigen  Reken. 

1.  Die  Tetraedralzahlen.  Das  Te- 
traeder wird  begrenzt  durch  4  Dreiecks- 
flächen mit  6  Kanten  und  4  Ecken,  von 
denen  jede  3  Dreiecksflächen  begreift. 

Es  sei  abcd  ein  Tetraeder,  dessen  Sei- 
ten oder  Kanten  ab,  ae,  ad,  bd,  bc,  cd 
=  1  sind,  so  bilden  die  4  Ecken  a,  b,  r,  d 
die  4  Punkte  für  die  Grundzahl  4. 


Fig.  638. 


r  

A 

Verlängert  man  nun  die  3  Kanten  ab, 
ae,  ad  um  die  gleichen  Längen  =  1,  so 
dafs  sämmtliche  6  Kanten  ae,  af,  ag,  ef, 
eg,  fg  =  2  werden,  so  erfordern  die  letz- 
ten 3  Kanten  noch  jede  einen  Punkt  r 
in  ihrer  Mitte.  Es  sind  also  zu  der  drit- 
ten Tetraedralzahl  hinzugekommen  3  Eck- 
punkte f,  f,  g  t  3  Kanteupuukte  o;  mithiu 
ist  die  Zahl  =  4  +  2  x  3  =  10. 

Verlängert  man  die  3  Kanten  wieder 
um  die  Länge  1,  so  dafs  die  Kanten  ah, 
ai,  ak,  tu,  hk,  ik  =  3  werden,  so  erfor- 
dern die  3  letzten  Kauten  jede  2  mittler» 
Punkte  ß;  es  sind  also  zur  4 ton  Tetrae- 
dralzahl hinzugekommen  3  Eckpunkte  h, 
i,  k  und  3x2  =  6  Kantenpunkte  ß. 
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Jede  der  drei  sichtbaren  Dreiecksebenen 
hat  nun  4  Reihen  Punkte,  z.  B.  die  Ebene 
oai;  die  Reihe  a  mit  1  Punkt,  die  Reihe 
bc  mit  2  Punkten,  die  Reihe  ef  mit  3 
Punkten  und  die  Reihe  ki  mit  4  Punk- 
ten. Die  untere,  nur  in  den  3  Kanten 
ki,  kk,  ik  sichtbare  Ebene  hat  in  der 
obersten  Reihe  k  einen  Punkt,  die  zweite 
Reihe  ßß  mit  2  Punkten,  die  dritte  Reihe 
ß'ß1  nnr  mit  2  Punkten,  die  Reihe  ik 
wieder  mit  4  Punkten;  es  fehlt  also  in 
der  Mitte  zwischen  ß'ß'  ein  Punkt,  und 
dieser  eingesetzt  entsteht  die  4te  Tetrae- 
dralzahl  10  +  3  +  3  x  2  +  l  =  20. 

Verlängert  man  wiederum,  zieht  die 
mit  ki,  ik,  kk  parallelen  Kanten,  so  kom- 
men hinzu  3  Eckpunkte,  in  jeder  der 
neuen  Kante  3  Punkte  also  3x3  Kan- 
tenpunkte. In  der  neugebildeten  unte- 
ren Ebene  aber  fehlen  aurser  dem  zu  ß'fl' 
gehörenden  einen  mittleren  Punkt  die  in 
der  mit  ik  correspondirenden  Reihe  die 
beiden  mit  ß,  ß  correspondirenden  Mit- 
telpunkte. Es  sind  also  zu  der  5ten  Te- 
traedralzahl  an  Punkten  hinzugekommen  : 
3  Eckpunkte,  3x3  =  9  Kantenpunkte  und 
3  Flächenpunkte  und  diese  5te  Zahl  ist 
20  +  3  +  9  +  3  =  35. 

Znr  6ten  Tetraedralzahl  kommen  hinzu 
3  Eckpunkte  +  3  x  4  =  12  Kantenpunkte 


+  (1  +  2  +  3)  =  6  Flächenpunkte  und  die 
Zahl  ist  36  +  3  +  12  +  6  =  56. 

Zur  Bildung  der  Tetraedralzahlenreihe 
kommen  zu  jeder  unmittelbar  vorherge- 
henden Zahl 

zur  lten  die  Zahl  1 


2ten 
3ten 
4ten 
5ten 
6ten 


3 

2x3  =  6 

3x3+1  =  10 

4  x  3  +  (1  +  2)  =  15 

5x3  +  (l  +  2  +  3)=  21 


,   nten  ,      „  (it-l)3  +  K«-2)(»-3) 

=  *»<»+  1) 

Diese  Zahlen  bilden  die  erste  Differen- 
zen reihe : 

1  •  3  •  6  •  10.  15  •  21   4n(i»+l) 

die  zweite  Differenzenreihe  ist: 

2  •  3  •  4  •  5  •  6  .... 
die  letzte:     I  •  1  •  1  •  1  

Die  Tetraedralzahlen  bilden  also  eine 
arithmetische  Reihe  der  3ten  Ordnung, 
und  diese  ist 

1  •  4  •  10  •  20  •  35  A  n  (n  +  1)  (»  +  2) 

Die  Summe  der  ersten  n  Glieder  ist 
nach  der  Formel  Bd.  I.,  pag.  128. 


5=T«+- 


.  ».(»- !)(■-!)  n-(n-l)(n-2)(n-3) 
— 5—  ai  +    i  .  o     .    q     '  a>  +    i  .  o  ~  —  *' 


3 


wo  a  =  l;  «,=3;  a,  =  3;  at  =  l  ist;  mithin 
s  =  n  «(»  +  l)(n+2)  (i»  +  3) 
1*2    •  3-4 
2.  Die  0 ctaedralzahlen.    Das  Oc- 
taeder  wird  begrenzt  durch  8  Dreiecks- 
flächen, 12  Kanten  und  6  Ecken,  deren 
jede  ron  4  Dreiecksflächen  gebildet  wird. 

Fig.  639  sei  das  (halbe)  Octaeder  mit 
der  einen  Ecke  a  in  der  Mitte,  Fig.  640 

Fig.  639. 


die  Seitenansicht  desselben,  mit  welcher 
eine  Fläche  der  unteren  Hälfte  sichtbar 
wird.  Das  Octaeder  abcdea'  habe  die 
Kanten  =  1 ,  so  liefern  die  6  Ecken  die 
zweite  Octaedralzahl  6. 

Mit  der  Verlängerung  der  Kanten  bis 
f%  g>  k,  %  um  die  Länge  =  1  entsteht  das 

Fig.  640. 


X—/' 
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neue  Octaeder  na",  es  kommen  also  an 
Punkten  hinzu  5  Eckpunkte  f.  g,  A,  i,  a"; 
die  4  Kantenpunkte  a  in  dem  Quadrat 
fgki,  welches  der  unteren  Pyramide  gia" 
gemeinschaftlich  ist;  ferner  die  in  den 
Kanten  ga'\  fa'\  ha",  ia"  noch  erforder- 
lichen 4  Kantenpunkte  fr',  c',  d\  e\  zu- 
sammen 2x4=8  Kantenpunkte  und  die 
3te  Octaedralzahl  ist 

6  +  5  +  2x4  =  19 
Bei  abermaliger  Verlängerung  der  Kan- 
ten nach  k ,  /,  m ,  n  entsteht  das  dritte 
Octaeder  aa'".  Es  kommen  hinzu  die  5 
Eckpunkte  k,  /,  m,  n,  a'";  die  8  in  dem 
den  beiden  Pyramiden  gemeinschaftlichen 
Quadrat  befindlichen  Kantenpunkte  ß  und 
die  in  den  4  unteren  Kanten  noch  feh- 
lenden mit  6  und  g  etc.  correspondiren- 
den  8  Kantenpunkte  fr",  o";  e'\  f";  d'\ 
i";  e",  h".  Endlich  4  Flachenpunkte  af 
in  den  unteren  4  Dreiecksflächen  in  den 
Mitten  zwischen  g'\  f ;  f*% •";  »"»  *"  und 
*"i  g">  welche  den  oberen  4  Punkten  n 
entsprechen  und  mit  der  Projection  von 
a"  (Fig.  640)  zusammenfallen.  Mithin 
kommen  hinzu:  5  Eckpunkte  +  4x4  Kan- 
tenpunkte +  4  Flächenpunkte,  und  die 
4te  Octaedralzahl  ist 

19  +  6  +  4x4  +  4  =  44 

Bei  nochmaliger  Verlängerung  kom- 
men hinzu  ö  Eckpunkte,  4x3  Kanten- 

f unkte  (;■)  in  dem  neuen  gemeinschaft- 
irhen  Quadrat,  und  die  in  den  unteren 
4  neuen  Kanten  noch  fehlenden,  mit  fr, 
g,  l  correspoudirenden  4x3  =  12  zusam- 
men 6  x  4  Kantenpunkte;  endlich  in  den 
4  neuen  unteren  Dreiecksflächen  4  Punkte 
a"  und  2x4  =  8  Punkte  ß'\  zusammen 
3x4  =  12  Flächenpunkte,  überhaupt  also 

5  +  6x4  +  3x4  =  41  Punkte; 
daher  die  5te  Octaedralzahl  =44  +  41  =85. 

Zur  Bildung  der  Octaedralzahlenreihe 
kommen  zu  jeder  unmittelbar  vorherge- 
henden Zahl 

zur  lten  die  Zahl  1 

2ten  .     .  6 


»  •»•»»»■  • 

,  3ten  „ 

„  4ten  , 

n  6t«n  , 

.  6ten  . 


,  5  +  2x4=13 

,  5  +  5x4  =  25 

,  6  +  9x4  =  41 

,  5  +  14x4  =  61 


nten 


5  +  ^72)("t1)-4 


1    •  2 
=  2n  (i»  -  1)  +  1 

Diese  Zahlen  bilden  den  Octaedralzah- 
len  die  erste  Differenzenreihe 

1  •  5.  13*25  •  41  •  61  ....2r<(»-  1)+  1 

Die  zweite  Difforenzenreihe  ist 


4  •  8  •  12  •  16  •  20.... 

die  letzte: 

4-4-4-4   

Die  Octaedralzahlen  bilden  also  eine 
Reihe  der  3ten  Ordnung  und  diese  ist 

1  •  6  •  19  •  44  .  85  •  146  in  (2n3  +  1) 

Die  Summe  der  ersten  n  Glieder  nach 

der  Bd.  I.,  pag.  128  aufgeführten  Formel 

für  x'  -  S 

wo  a=l;  ai=b;  a,  =  8;  a,=4,  ist 
mithin 

S  =  An  («  +  1)  («a  +  »  +  1) 
3.  Die  Icosa edralzahlen.    Das  Ico- 
saeder  wird  begrenzt  durch  20  Dreiecks- 
flächen, 30  Kanten  und  12  Ecken,  deren 
jede  von  5  Dreiecksflächen  gebildet  wird. 

Die  Grundzahl  der  Icosaedralzahlon  ist 
die  Anzahl  der  Ecken  =  12. 

Es  sei  A  eine  der  12  Ecken  mit  den 
5  regelmäßigen  Dreiecken  Aaa,  deren 
Seiten  oder  Kanten  Aa  und  aa  =  1  sind. 
Bei  der  Verlängerung  der  Kanten  Aa  bis 
fr,  so  dafs  Ab  =  bh  -  2  wird,  entsteht  ein 
neues  Icosaeder,  in  welchem  nur  die  eine 

Fig.  641. 


Ecke  A  mit  dem  ersten  gemeinschaftlich 
ist,  folglich  kommen  hinzu  12-1=11 
neue  Eckpunkte.  Von  den  30  neuen 
Kanten  haben  nur  die  5  Kanten  Ab  einen 
mittleren  Punkt  a,  die  übrigen  30-5  =  25 
Kanten  erhalten  also  noch  25  mittlere 
Punkte  wie  c  in  frfr,  mithin  kommen  für 
die  3te  Icosaedralzahl  hinzu  11  +  25  =  36 
Punkte  und  die  Zahl  ist  12  +  36  =  48. 

Bei  einer  wiederholten  Verlängerung 
der  Kauten  um  bd  entsteht  ein  3tes  Ico- 
saeder, dessen  einzige  gemeinschaftliche 
Ecke  mit  dem  vorigen  ist  A,  mithin  kom- 
men hinzu  1 1  neue  Eckpunkte.  Von  den 
neuen  Kanten  haben  nur  die  5  verlän- 

Jerten  Kanten  Ad  2  mittlere  Punkte  a, 
,  folglich  kommen  hinzu  25  x  2  =  50 
Kantenpunkte  f.  Endlich  haben  nur  die 
5  Dreiecksflächen   den  einen  mittleren 
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Flächenpunkt  e,  mithin  kommen  hinzu  Kanten  Ad  entsteht  ein  4tes  Icosaeder; 

noch  20  -  ö  =  15  Dreiecksflichen  jode  mit  für  dieses  kommen  hinzu  11  Eckpunkte, 

eioem  Mittelpunkt,  sind  16  Flächenpunkte.  25  x  3  =  75  Kantenpunkte  und  16  x  3  =  45 

In  Summa  kommen  hinzu  11  +  50+  15  Flächenpunkte,  in  Summa  11  +  75  +  45 

-  76  Punkte  und  die  4te  Icosaedralzahl  =  131   und  die   5te  Icosaedralzahl  ist 

ist  48  +  76=  124.  124  +  131  =  255  u.  s.  w. 

Bei  abermaliger  Verlängerung  der  5  Die  Reihe  der  Icosaedralzahlen  ist 

1  •  12  •  48  •  124  •  255   •  • 

11  •  36  »76  •  131    (lte  Differenzen  reihe) 

25  •  40  •  55    (2te  Differenzenreihe) 

15  •  15  •  15    (3te  Differenzenreihe) 

Das  ute  Glied  der  Icosaedralzahlen  ist  nach  der  Formel  Bd.  I.,  pag.  122  : 
r±*  '  1  „  ,  (n-l)(n-2)       (»  -  1)  (»- 2)  (»  -  3) 
C+— p-  Ä+      l    #    j       +  1-2-3 


wo  C~-  1,  B  =  11,  A  =  25  und  d  -  15  ist; 
also     »tes  Glied  =     (da»  -  5»  +  2) 

Die  Summe  der  ersten  n  Glieder  nach 
der  Bd.  1  ,  pag.  128  aufgestelten  Formel 
wo  a  =  1 ,  a,  =  11,  «,  =  25;  a,  =  15,  ist 
mithin    S  =       (15n»  +  10»«  -  3»  +  2) 

4.  Die  Hexaedralzahlen.  Das  Hexa- 
eder oder  der  C'ubus  hat  zur  Begrenzung 
6  Vierecksflächen,  12  Kanten  und  8  Ecken, 
deren  jede  von  3  Vierecksflächen  gebil- 
det wird.  Es  sei  ABC/),  Fig.  636,  eine 
der  Vierecksflächen ,  deren  Seiten  =  I 
sind;  die  im  Abstände  =  1  darunter  be- 
findliche Fläche  sei  A'B'C'D'  dann  sind 
die  4  Seitenflächen  mit  welchen  diese 
beiden  Grundflächen  verbunden  werden 
AA\  BB\  BB'CC,  CC'DD'  und  AA'DD'. 
Die  8  Ecken  A,  B,  C,  D,  A',  B',  C,  D' 
bilden  die  Grundzahl  8  der  Hexaedral- 
zahlen. 

Verlängert  man  die  3  Kanten  .iß,  AD, 
AA'  um  1  bis  AE,  AG,  AA"  und  man 
▼ollendet  das  dazugehörige  Hexaeder 
AEFG  A"  E"  F'G",  so  ist  mit  diesem  die 
einzige  Ecke  A  des  ersten  Hexaeders  ge- 
meinschaftlich. Zu  der  3ten  Hexaede»- 
zahl  kommen  also  hinzu  7  Eckpunkte. 
Von  den  12  Kanten  haben  nur  die  3  Kan- 
ten AE,  AG  und  AA''  schon  die  Mittel- 

S unkte  B,  D,  A\  folglich  erhalten  von 
en  übrigen  9  Kanten  jede  einen  Punkt 
«  und  es  kommen  hinzu  9  Kantenpunkte. 
Ferner  haben  nur  3  Flächen  einen  Mit- 
telpunkt wie  C,  nämlich  die  Fläche  AEFG 
den  Punkt  C,  AEA'E"  den  Punkt  B' 
nnd  die  Fläche  AG  AG"  den  Punkt  D'; 
folglich  erhalten  von  den  übrigen  3  Flä- 


chen noch  jede  einen  Mittelpunkt  und  es 
kommen  hinzu  3  Flächenpunkte,  die  3te 
Hexaedralzahl  ist  demnach 

8  +  7  +  9  +  3  =  27 

Verlängert  man  wieder  bis  AH,  AK, 
AA'",  so  Kommen  zur  4ten  Hexaedralzahl 
hinzu  7  Eckpunkte;  9  Kanten  jede  mit 
2  Punkten  wie  3,  ß,  also  9x2  =  18  Kan- 
tenpunkte und  3  Flächen  jede  mit  4  Flä- 
chenpunkten wie  r,  rr,  F,  a  =3x4=12 
Flächenpunkte,  die  4te  Hexaedralzahl 
ist  also    27  +  7+18+12  =  64 

Die  Zahlen,  welche  den  vorangegange- 
nen Hexaedralzahlen  zugezählt  werden, 
nm  die  nächstfolgenden  zu  geben  sind 

1)  7 

2)  7  +  9-1  +  3 

3)  7  +  9.2  +  4-3 

4)  7  +  9.3  +  9-  3 


n)  7  +  9(h-  l)  +  3(»-  l)2 

Die  Hexaedral-  oder  Cubikzahlenreiho  ist 

1  •  8  •  27  .  64  •  125  n» 

und  die  Summe  der  ersten  »Glieder  nach 
der  Formel  Bd.  I.,  pag.  128  wo  a  -  1, 
*i  =  7;  a,  =  12;  «,  =  6  ist 
S  =  ±n»(»  +  n« 

5.  Die  Dodekaedralzahlen  sind 
Bd.  II.,  pag.  319  mit  Fig.  565  abgehan- 
delt. Die  Reihe  derselben  ist 
1-20 -  84-  210.  455....  in  (9m1  -  9«  +  2) 
die  Summe  derselben  findet  man  nach 
der  schon  vorher  gedachten  Formel  wo 
a  =  1 ;  at  =  19;  n,  =  45 ;  «,  =  27  ist 


S=  |-(9»l+6»J-ö»-2)=i»(a  +  l)(3n+  l)(3»-2) 

6.  Die  Polyedralzahlen  sind  Zahlen  der  Reihe  3ter  Ordnung  von  folgender 
Form: 
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ltes  Glied  =  1 


2tes 
3tes 


5tes 
6tes 


=  1-M 

=  1  +  ZA  +  3Ä  +  C 
=  l+4vl  +  6Ä  +  4C 
=  l  +  6^  +  10Ä+10C 


iite»  Glied  =l  +  "^A+n~lt*~*B 

»-l-»-2»»-3 
+    1    •    2  •  3 
Die  Summe  der  ersten  n  Glieder  ist 


1+- 


n  -  1 


*  —  2  „  ,  » •  *  —  1 
ß  + 


»-2.H-3 


8-- 

1  *  1  1  •  2  1  1-2  •  3  "  ' 
1  -M  ist  die  Anzahl  der  Ecken  des  Polyeders. 
Für  Tetraedralzahlen  ist  A  =  3,  Ä  =  3,  C=  1 
für  Octaedralzahlen  ist  i4  =  5,  £  =  8,  C  =  4 
für  Icosaedralzablen  ist  A—  11,  B  =  25,  C=l5 
für  Hexaedralzahlen  ist  -4  =  7,  £  =  12,  C  =  6 
für  Dodekaedralzahlen  ist  A  =  19,     =  4«,  C  =  27. 


Firmament  (firmus,  fest)  ist  die  schein-  sie  sind  Sonnen  nnd  bilden  höchstwahr- 
bare  hohle  Kugeloberfläche  des  Himmels,  scheinlich  mit  den  ihnen  zugehörenden 
so  genannt  weil  sie  als  eine  feste  Ku-  uns  unsichtbar  bleibenden  Planeten  selbst* 

Seioberfläche  gedacht  wurde,  an  welcher  ständige  Sonnensysteme, 

ie  Sterne  angeheftet  sind.  Die  Fixsterne  sind  Ton  verschiedener 

Fi5Che  (X)  das  6te  und  letale  Hirn-  Lichtstärke  und  man  unterscheidet  «e 

yovuv  \ry;  uo»         uuu  »s»«.  danach  in  Sterne  erster,  zweiter,  dritter 

meißener i  <■ .  absteigendes  Zeichen)  der    0r5f8e  (     ton»  Lichtstärke  zu 

südlichen  Halbkugel.    Es  fängt  *an  am  .  oh 

Endpunkt  des  Wassermanns,  60°  Tom  f-u  i"  wi  —  (f>~, 

„r...*  j  i_4   j  j*4  »_  Lichtstarke  von  ihrem  geringeren  und 


sagen).    Ob  diese  gröfsere  und  geringere 

Winterwendepunkt  und  endet  am  An- 

fangpunkt  d*  WH4»,  d,m  Frühling.-  ^Mä^  ^Z'Si 

Pu  geringeren  körperlichen  Inhalt  und  ihrem 

Fixsterne  sind  diejenigen  Sterne  am  Umfang  ist  nur  bei  einigen  erweislich  uns 
Himmel,  die  ihren  Stand  gegen  die  Erde  näheren  Sternen  ermittelt.  Beides >  die 
nicht  ändern  (davon,  dafs  wahrend  eines  wirkliche  körperliche  Gröfse  und  der  Ab- 
sehr langen  Zeitraums  kleine  Ortsände-  stand  von  uns  hat  auf  deren  Lichtstärke 
rangen  dieser  Sterne  entdeckt  worden  Einflufs. 

sind  vorläufig  abgesehen).  Dieser  feste  Man  hat  18  Sterne  erster,  55  Sterne 
Stand  liegt  in  der  grofsen  Entfernung  zweiter,  197  Sterne  dritter  Gröfse;  die 
derselben  von  unsrem  Sonnensystem:  Ist  Sterne  der  nachfolgenden  Gröfsen  betra- 
Bd.  I.,  pag.  31,  Fig.  33,  S  die  Sonne,  E  gen  das  etwa  3$ fache  an  Anzahl  der 
ein  Standpunkt  der  Erde  in  der  Ekliptik  Sterne  der  ihnen  vorhergehenden  Klasse, 
in  irgend  einem  Augenblick,  so  ist  E'  in  p0lge  des  Vorrückens  der  Nacht- 
deren  Stand  nach  einem  halben  Jahre  gleichen  unserer  Ekliptik  um  50,24  8e- 
und  die  Lange  EE  ,  der  Durchmesser  canden  jedes  Jahr  scheinen  alle  Sterne 
der  Ekliptik  ist  etwa  42  Millionen  Mei-  parallel  mit  der  Ekliptik  ebenfalls  fort- 
len.  Nun  ist  ein  Fixstern  $  um  die  brücken,  so  dafs  deren  Breite  dieselbe 
Länge  $S  so  weit  von  der  8onne  ent-  bleibt  und  nur  deren  Länge  sich  ändert, 
fernt,  dafs  der  £$ED  von  dem  Z'ED  go  hat  Hipparch  im  J.  128  v.  Chr.  die 
durch  noch  so  scharfe  Meßinstrumente  Länge  des  Sterns  Spica  in  der  Jungfrau 
an  Gröfse  nicht  unterschieden  gefunden  n^gefunden,  de  la  Lande  im  Jahr  1750 
wird  und  dafs  folglich  der  Stern  $  fest-  dieselbe  200°  21',  gibt  also  in  1878  Jah- 
zustehen  scheint.  ren  ejnen  Unterschied  =  26°  21',  beträgt 

Diese  Fixsterne  befinden  sich  in  einer  in  einem  Jahr  50,5  Secnnden.  Bei  der 
nnzählbaren  Menge  am  Himmel,  sie  ha-  Vorrückung  der  Nachtgleichen  um  50,24 
ben  sämmtlich  ein  funkelndes  Licht  nnd  Secunden  würde  die  Aenderung  der  Länge 
unterscheiden  sich  dadurch  von  den  Pia-  nur  26,2085°  =  26°  12'  30,6"  betragen 
neten,  dafs  diese  durch  Fernröhre  be-  und  Hipparch  hätte  den  Winkel  nm  8' 
trachtet,  in  einem  ruhigen  reflectirten  29,4"  zu  klein  angegeben,  was  bei  der 
Lichte  erscheinen.  Die  Fixsterne  sind  damaligen  Unvollkoinraenheit  der  Instru- 
also  wie  unsere  Sonne  selbstleuchtend,  mente  ganz  erklärlich  ist,  so  dafs  die 
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8pica  seit  1878  Jahren  ihre  Lage  gegen 
unser  Sonnensystem  nicht  geändert  hat. 

In  dem  Art.  Attraction  ist  schon  nach- 

S »wiesen,  da/s  ein  unverrückt  bleibender 
Und,  die  absolute  Ruhe  eines  Weltkör- 
pers nicht  denkbar  ist  und  die  Spica  ist 
demnach  entweder  so  enorm  weit  von 
der  Sonne  entfernt,  dal*  ihr  Lauf  in  so 
langen  Jahren  noch  nicht  als  Bogenlänge 
aar  Wahrnehmung  gekommen  ist,  oder 
sie  hat  mit  unsrem  Sonnensystem,  wel- 
ches ebenfalls  nicht  in  Ruhe  bleiben  kann, 
eine  fast  parallele  und  gleich  gerichtete 
Bewegung. 

Es  gibt  aber  auch  Fixsterne ,  deren  Be- 
wegung Ton  uns  wahrgenommen  wird. 
Ein  Beispiel  hierfür  zeigt  der  Art.:  Dop- 
pelsterne. 

Aufeer  der  Unterscheidung  der  Fixsterne 
nach  deren  Leuchtvermögen  theilt  man 
dieselben  in  Gruppen,  deren  Sterne  zu- 
sammengenommen ein  Sternbild  aus- 
machen wie  z.  B.  das  allgemein  bekannte 
nördliche  Sternbild:  der  grofse  Bär. 

Fixxterntrabant,  s.  u.  Doppelsterne. 

Fläche  ist  eine  Ausdehnung  des  2ten 
lirades,  eine  Ausdehnung  nach  2  Haupt- 
richtungen,  der  Länge  und  der  Breite; 
sie  bildet  die  Begrenzung  einer  Ausdeh- 
nung des  dritten  Grades,  die  Begrenzung 
eines  Körpers,  indem  sie  kein  Theil,  kein 
Restandtheil  derselben  ist,  aber  den  Cha- 
rakter des  Körpers  mit  ausmacht. 

Die  Flächen  sind  entweder  gerade 
oder  krumme  Flächen.  Eine  gerade 
Fläche  oder  Ebene  ist  eine  Flache,  in 
welcher  jede  beliebig  eingezeichnete  ge- 
rade Linie  mit  allen  ihren  Punkten  liegt ; 
oder  die  in  jeder  beliebigen  Richtung  eine 
gerade  Linie  ist,  oder  die  mit  jeder  zwi- 
schen 2  beliebigen  in  ihr  befindlichen 
Punkten  verbundenen  geraden  Linie 
sämmt liehe  Punkte  derselben  gemein  hat, 
so  daJs  mit  jedem  noch  so  kleinen  Stück 
einer  Ebene  deren  ganze  Ausdehnung 
gegeben  ist  und  durch  beliebige  Verbrei- 
tung vergröfsert  werden  kann  (s.  den 
Art.  Ebene). 

Jede  Fläche,  die  nicht  Ebene  ist,  ist 
eine  krumme  Fläche.  Diese  ist  re - 
gelm äfaig  oder  nnregelmäfsig.  Re- 
gelmässige Flächen  sind  die  Oberflächen 
von  regelmäßig  gebildeten  Körpern:  die 
Kugeloberflacnen,  die  paraboli- 
schen, hyperbolischen,  ellipti- 
schen, eyhndrischen  durch  Umdre- 
hung um  eine  Axe  entstehenden  Ober- 
flächen. 

Die  Durchschnittsebenen  und  die  Grund- 
ebenen von  Körpern  werden  auch  Durch- 


schnittsflächen, Grundflächen  ge- 
nannt. 

Fliehen  eines  KrystalU  sind  die  den 

Kry stall  einschliefsenden  Ebenen ;  sie  sind 
stets  geradlinig  begrenzt  und  heifsen  nach 
der  Zahl  ihrer  Seiten  drei-,  vier-  und 
vielseitig.  Ein  Krystall  hat  entweder 
lauter  congruente  Flächen  (gleiche 
Flächen  genannt)  oder  Flächen  von 
verschiedener  Form  In  diesem  Fall  hat 
der  Krystall  von  jeder  Fläche  einer  be- 
sonderen Form  noch  eine  oder  mehrere 
ihr  gleiche  Flächen  und  diese  in  sym- 
metnscher  Anordnung  belegen;  sie  hei- 
Isen  unter  sich  gleichnamig,  in  Be- 
ziehung auf  die  Flachen  der  anderen  Form 
ungleichnamig. 

Man  unterscheidet  Seitenflächen, 
Scheitelflächen  und  Endflächen. 
Seitenflächen  sind  solche,  die  mit  der 
Hauptaxe  laufen,  wie  Fig  303,  Bd.  IL, 
pag.  37,  die  4  vierseitigen  Flächen;  Schei- 
telflächen solche,  die  mit  den  Endpunk 
ten  der  Hauptaxe  und  unter  sich  in  Ecken 
zusammentreffen,  wie  dieselbe  Fig.  die 
8  dreieckigen  Flächen,  und  Endflächen 
solche,  deren  Mittelpunkte  zugleich  die 
Endpunkte  der  Hauptaxe  sind.  Wenn 
also  in  einem  Krystall  Scheitelflächen 
sich  befinden,  so  können  in  demselben 
keine  Endflächen  sein-,  und  gegenseitig : 
die  Einen  schliefsen  die  anderen  ans  wie 
Fig.  303.  In  dem  Hexaeder  (s.  Bd.  L, 
pag.  256,  Fig.  135)  ist  jede  Fläche  zu- 
gleich Endflache  und  Seitenfläche,  weil 
jede  der  drei  Axen  ab,  de,  fg  als  Haupt- 
axe betrachtet  werden  kann. 

Gleichnamige  Flächen,  die  noch 
so  weit  verlängert,  für  sich  einen  Raum 
nicht  einschließen,  heifsen  zusammen- 
gehörige Flächen;  sie  können  nur 
in  zusammengesetzten  Formen,  d.  h.  in 
demselben  Krystall  nicht  allein,  sondern 
nur  mit  gleichnamigen  Flächen  anderer 
Art  vorkommen.  In  Fig.  303  sind  die 
4  Seitenflächen  zusammengehörige  Flä- 
chen ;  im  Würfel  Fig.  135  sind  alle  Flä- 
chen gleichnamig,  desgleichen  in  dem 
Octaeder  Fig.  138,  in  dem  Granatoeder 
Fig.  664,  Bd.  I.,  pag.  319,  und  daher  ha- 
ben diese  Krystalle  keine  zusammenge- 
hörigen Flächen. 

Flächenaniiehang,  s.  v.  w.  Adhäsion. 

Flächeneinheit  ist  die  bestimmte  Gröfse 
einer  Fläche,  in  deren  Anzahl  man  die 
Gröfse  einer  anderen  Fläche  ausdrückt. 
Sie  ist  eine  Ebene  und  der  Einfachheit 
wegen  das  Quadrat  der  Längeneinheit, 
daher  auch  wie  diese  in  Beziehung  auf 
zu  messende  Längen  nach  der  Gröfse  der 
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zu  messenden  Fläche  grofs  und  klein, 
jedoch  so  dafs  die  kleineren  Einheiten 
aliquote  Thcile  der  größeren  sind  Fer- 
ner sind  sie  in  den  verschiedenen  Län- 
dern verschieden:  In  Frankreich  hat  man 
die  Quadratmeter,  in  anderen  Ländern, 
wie  in  Preufsen  Quadratmeilen ,  Qnadrat- 
rnthen,  Quadratfufsc  u.  s.  w.  (s.  Flächen- 
maals). 

Flächeninhalt  ist  die  Anzahl  der  Flä- 
cheneinheiten einer  Fläche  als  üröfse  der- 
selben. 

Fläch enkörperiahl  ist  das  Product  aus 
der  Mnltiplication  von  5  Zahlen  mit  ein- 
ander, von  welchen  2  Factoren  die  Flä- 
che n zahl  und  die  anderen  3  Factoren 
die  Körperzahl  geben. 

Flächenkraft,  s.  v.  w.  Flächenanzie- 
hung. 

Flächenmaafs.  Jedes  Maafs  mufs  mit 
dem  Gegenstand  den  es  mifst  gleichartig 
und  die  möglich  einfachste  Gröfse  der- 
selben Art  sein.  Ein  Flächenmaafs  mufs 
also  eine  Fläche  und  zwar  die  möglich 
einfachste  Fläche,  also  eine  Ebene  sein 
In  keiner  begrenzten  Ebene  sind  aber 
die  beiden  Hauptausdehnungen  «Länge 
und  Breite"  so  unmittelbar  vor  Augen 
liegend  als  in  dem  rechtwinkligen  Pa- 
rallelogramm, nnd  als  Maafseinheit  des- 
selben das  Quadrat  der  Längeneinheit. 

Es  ist  aber  in  den  meisten  Fällen  nicht 
möglich,  ein  Quadrat  als  Maalsebene  auf 
die  zu  messende  Fläche  wiederholt  zu 
legen  und  deren  Gröfse  direct  zu  messen, 
wie  bei  der  geraden  Linie  geschieht.  Z.  B. 
ist  dies  bei  dem  Dreieck,  jeder  vielecki- 
gen Figur,  dem  Kreise  und  allen  Figu- 
ren mit  krummen  Begrenzungen  nicht 
möglich;  noch  viel  weniger  bei  krummen 
Flächen  und  aus  diesom  Grunde  müssen 
solche  zu  messende  Ebenen  und  krumme 
Flächen  in  rechtwinklige  Parallelogramme 
verwandelt,  d.  h.  solche  angegeben  wer- 
den ,  die  mit  den  zu  messenden  Flächen 
einerlei  Flächeninhalt  haben  ,  welches  die 
Geometrie  lehrt,  und  diese  Parallelo- 
gramme werden  dann  mit  der  Maafeein- 
neit  verglichen. 

Die  Elementargeometrie  lehrt  nämlich, 
dafs  Parallelogramme  von  gleichen  Grund- 
linien sich  verhalten  wie  ihre  Höhen  und 
Parallelogramme  von  gleichen  Höhen  wie 
ihre  Grundlinien,  also  Parallelogramme 
überhaupt  wie  die  Producte  aus  Grund- 
linie una  Höbe  Ist  also  die  zu  messende 
Fläche  in  ein  Parallelogramm  von  a  Fufs* 
Grundlinie  nnd  6  Fufs  Höhe  umgewan- 
delt, so  vergleicht  sich  dessen  Flächen- 
Inhalt  mit  dem  der  Maafseinheit  von  1 


Fnfs  Länge  und  ein  Fufs  Höhe,  dafs  6s 
ax  &  dieser  Einheitsquadrate  enthält 

Diese  Mnltiplication  von  2  Linien  mit 
einander  und  die  Natur  des  daraus  ent- 
stehenden Producta  läfst  sich  folgender 
Art  veranschaulichen. 

Denkt  man  sich  irgend  eine  endliche 
gerade  Linie,  so  entsteht  aus  deren  Be- 
wegung nach  einer  anderen  als  deren 
Längenrichtung  eine  Fläche.  Die  mög- 
lich einfachste  Bewegung  der  Linie  ist, 
dafs  jeder  Punkt  derselben  einen  glei- 
chen Weg  zurücklegt  und  dafs  dieser 
Weg  eine  gerade  Linie  ist.  Es  entsteht 
dann  ein  Parallelogramm,  und  dem  oben 
angeführten  Satze  gemäfs  bei  einerlei 
Weg  das  grätete  wenn  dieser  Weg  nor- 
mal mit  der  sich  bewegenden  geraden 
Linie  ist. 

Hält  man  mit  dieser  Bewegung  irgend 
wo  an ,  so  hat  die  gerade  Linie  offenbar 
so  viele  gleich  gröfse  gerade  Linien  oder 
Wege  zurückgelegt  als  Punkte  in  ihr  vor- 
handen sind.  Weifs  man  die  Anzahl 
dieser  Punkte,  so  hat  man  diese  Zahl 
nur  mit  dem  gleich  großen  Weg  jedes 
einzelnen  Punkts  zu  multipliciren  um 
die  summarische  Länge  der  ganzen  Be- 
wegung zu  erhalten.  Da  aber  die  Punkte 
der  Linie  unendlich  nahe  au  einander 
liegen,  so  drückt  die  Länge  der  ursprüng- 
lichen Linie  selbst  die  Anzahl  ihrer  Punkte 
aus  und  folglich  ist  die  summarische  Be- 
wegung gleich  dem  Product  wenn  man 
die  bewegte  Linie  mit  der  Länge  der  Be- 
wegung multiplicirt. 

Denkt  man  sieb  die  ursprüngliche  Linie 
nach  beiden  Richtungen  unendlich  lang 
und  deren  Bewegung  in  demselben  Sinn 
nach  2  entgegengesetzten  Richtungen  bis 
in  die  Unendlichkeit  fort,  so  hat  auch 
diese  Ebene  noch  das  Vermögen,  ihren 
Ort  zu  ändern  und  zwar  wo  sie  sich  auch 
befinden  möge,  weil  sie  überall  in  der 
Mitte  des  unendlichen  Raums  sich  be- 
findet. Bewegt  sich  nun  die  Ebene  nach 
beiden  Richtungen,  so  dafs  wieder  jeder 
einzelne  Punkt  der  Ebene  gleich  gröfse 
geradlinige  Wege  normal  der  Ebene  zu- 
rücklegt, so  wird  nach  und  nach  jeder 
einzelne  Punkt  des  unendlichen  Raumes 
durchlaufen  und  eine  weitere  Ortsände- 
rung ist  nicht  mehr  möglich:  Zu  Länge 
und  Breite  ist  noch  eine  dritte  Normal  - 
dimension,  die  Höhe  gekommen  und  der 
mit  diesen  drei  Dimensionen  begriffene 
Raum  ist  der  gesammte  Raum,  der  kör- 
perliche Raum  und  wird  mit  dem  Kör- 
permaafs  gemessen  (vgl.  eubisches  Maafs). 

Flächenraum  ist  die  Gröfse  einer  be- 
grenzten Fläche. 


Digitized  by  Google 


Flächenwinkel. 


107 


Flaschenzug. 


Flächenwinkel  ist  ein  Winkel  den  zwei 

Ebenen  mit  einander  bilden,  die  Neigung 
zweier  Ebenen  zu  einander,  wie  die  Nei- 
gung zweier  geraden  Linien  ebener 
Winkel  oder  schlechtweg  Winkel  ge- 
nannt wird.  Der  F.  wird  gemessen  durch 
den  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen, 
welche  den  F.  bilden  (s.  Ebene  No.  21) 
und  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  wird 
anch  Neigungswinkel  des  Flächen- 
winkels genannt  Man  sagt  daher, 
Flächenwinkel  verhalten  sich  wie  ihre  Nei- 
gungswinkel, Flächenwinkel  sind  gleich, 
ungleich,  wenn  ihre  Neigungswinkel  gleich, 
ungleich  sind;  sie  sind  mit  diesen  rechte, 
stumpfe,  spitze  und  erhabene  F. 

Die  Ebenen  oder  die  Stücke  derselben, 
welche  den  F.  bilden,  heifsen  die  Schen- 
kelflächen, die  gerade  Durchschnitts- 
linie derselben  heiutf  die  Kante  oder 
die  Scheitellinie  des  F. 

Flächenzahl  i-t  das  Product  aus  der 
Mnltiplication  von  2  Zahlen  mit  einander. 
(Vergl  Flächenkörperzahl). 

Flascheniag  ist  ein  uralter  Apparat 
zur  Gewältigung  von  Lasten,  ein  Hebe- 
zeug, dessen  Erfindung  dem  Archimedes 
zugeschrieben  wird.  Es  besteht  aus  2 
Rahmen  oder  Gehäusen,  Flaschen  ge- 
nannt, in  welchen  eine  oder  mehrere  je- 
doch nur  selten  über  3  Rollen  um  Axen 
drehbar  befestigt  sind.  Heide  Flaschen 
haben  unterhalb  Ilaken;  an  den  Haken 
der  unteren  Flasche  wird  die  zu  hebende 
Last,  au  den  der  oberen  Flasche  das  feste 
Ende  des  Zugseils  befestigt.  Die  obere 
Flasche  wird  mit  einer  Oese  um  einen 
festen  unverrückbaren  Haken  h  aufge- 
hängt. 

2.  Ist  in  jeder  Flasche  nur  eine  Rolle 
iFig.  642),  so  wird  das  Zugseil  mir  die 
Rolle  der  unteren  Flasche  geschlungen, 
von  dort  in  die  Höhe  genommen  über 
die  Rolle  der  oberen  Flasche  geführt  und 


Fig.  642. 


an  das  über  diese  Rolle  hinwegreichende 
Ende  die  Kraft  P  zum  Angriff  gebracht. 

Führt  /'  das  Seilende  d  um  die  Länge 
/  fort,  so  macht  das  Seilende  c  ebenfalls 
den  Weg  /,  und  da  das  Seilstück  c  an 
dem  festen  Haken  a  um  eben  so  viel 
sich  verkürzt  nnd  zu  dem  Ende  c  hinzu- 
tritt, so  geben  beide  Enden  b  und  e  die 
Länge  /  her  und  die  Rolle  m  steigt  mit 
der  Flasche  und  der  Last  Q  nur  um  die 
Höhe  U-  Da  nun  bei  einem  System  von 
Kräften  diese  mit  den  von  ihnen  gleich- 
zeitig zurückgelegten  Wegen  in  umge- 
kehrtem Verhaltnifs  stehen ,  so  ist  P-.Q 
=  i:l  nnd  die  anr  Hebnng  der  Last  Q 
erforderliche  Kraft  P  ist  ■  \Q. 

3.  Befinden  sich  in  jeder  Flasche  2 
Rollen  (Fig.  643),  so  geschieht  die  Seil- 
führung über  die  Rollen  m  und  n  wie  in 


Fig.  643. 


dem  ersten  Fall;  anstatt  aber,  dal's  an 
das  Seilende  d  die  Kraft  P  angreift,  wird 
es  unter  die  unterste  Rolle  o  der  unte- 
ren Flasche ,  von  hier  über  die  oberste 
Rolle  p  der  oberen  Flasche  genommen 
und  an  das  freie  Ende  f  die  Kraft  V  zum 
Angriff  gebracht. 

Wird  nun  die  Last  Q  mit  der  unteren 
Flasche  und  den  beiden  Rollen  m,  o  um 
die  Höhe  /  gehoben,  so  wird  das  Seilende 
b  um  die  Länge  l  verkürzt,  mitbin  legt 
das  Seilende  c  den  Weg  2/  zurück  und 
mit  demselben  das  Seilende  d  denselben 
Weg  21.  Das  Seilende  e  verhält  sich  aber 
zu  dem  Ende  d  wie  e  zu  6,  folglich  macht 
das  Seilende  e  und  mit  demselben  die 
Kraft  /'  den  Weg  AI.  Es  ist  mithin  für 
den  Flaschenzug  mit  2  Rollen  in  jeder 
Flasche  P=\Q. 

4.  Befinden  sich  in  jeder  Flasche  3  Rol- 


Flaschenzng. 


1 


9* 


Flaschensog. 


len  (Fig.  644),  so  geschieht  die  Seilfüh- 
rung über  die  Rollen  m,  o  and  n,  p  wie 
vorher.  Das  Seilende  F  wird  nun  unter 
die  3te  Rolle  q  der  unteren  Flasche,  von 
dort  über  die  3t e  Rolle  r  der  oberen 
Flasche  geführt  und  das  freie  Seilende  k 
mit  der  Kraft  P  bespannt. 

Fig.  644. 


Wird  nun  die  Last  Q  mit  der  unteren 
Flasche  und  den  3  Rollen  »,  o,  q  um 
die* Höhe  /  gehoben,  so  macht  wieder  das 
Seilstück  c  den  Weg  2/,  mit  diesem  das 
Seilstück  d  den  Weg  2/  und  das  Seil- 
stück e  den  Weg  4/  und  auch  f  und  g 
den  Weg  4/.  Wegen  der  um  /  aufstei- 
genden Rolle  q  macht  jedes  der  beiden 
Seilstücke  noch  den  Weg  /  und  zwar  f 
durch  Verkürzung,  folglich  das  Seilstück 
g  wie  in  den  vorigen  Fällen  allein  noch 
2/,  zusammen  also  6/  und  auch  die  Kraft 
/»macht  den  Weg 6/,  folglich  ist  P=\Q. 

Ueberhaupt  verhält  sicn  P  zu  (>  wie  1 
zu  der  Anzahl  der  Rollen  in  beiden  Fla- 
schen zusammengenommen. 

5.  Hat  jede  Flasche  nur  eine  Rolle, 
so  sind  beide  von  gleichem  Durchmesser, 
sthd  aber  mehrere  Rollen  darin ,  so  wer- 
den die  inneren  Rollen  hinter  einander 
kleiner  genommen,  weil  sonst  die  Seil- 


stücke an  einander  sich  reiben  und  be- 
schädigen. Wenn  grofse  Lasten  sehr 
hoch  zu  heben  sind,  so  spannt  man  Pferde 
vor  das  Seil  und  damit  deren  Zugkraft 
immer  gleichmäfsig  angreife  fuhrt  man 
das  freie  Seilende  senkrecht  abwärts  und 
unten  in  der  Zugbahn  über  eine  feste 
Leitrolle,  damit  die  Pferde  stets  einen 
ihrer  Natur  angemessenen  horizontalen 
Zug  behalten-  Die  Kraft  P  wirkt  dann 
auf  die  oberste  Rolle  der  oberen  Flasche 
senkrecht  abwärts. 

6.  Berücksichtigt  man  bei  Berechnung 
der  Kraft  P  die  Nebenbindernisse ,  so  sei 
für  eine  Rolle  in  jeder  Flasche  (Fig. 
642) 

der  Halbmesser  der  Rolle  n  bis  in  die 

Mitte  des  Seils  =  r  Zoll 
der  Halbmesser  des  Bolzenzapfens  -  o  Zoll 
der  Durchmesser  des  Seils  =  cf  Zoll 
die  Spannung  des  Seilstücks  c  =  $ 
das  Gewicht  des  Seils  und  der  Rolle  nebst 

Zapfen  =  w 
der  Reibungscoefficient  =  u 
so  ist  der  Öesammtdruck  auf  die  Zapfen 

von  n  =  P  +  $  +  » 
das  Moment  der  Reibung  =/jq  (P+s  +  ie) 
das  Moment  von  P=  rP 
das  Moment  von  t  wegen  der  Steifigkeit 

des  Seils  auf  dessen  Seite  =  (r  +  Id*)  $ 
folglich  hat  man  die  Momente ngleicnung 

rP  =  (r  +  4d«)  i  +  fig(P  +  •+  «0  d) 

Nennt  man  die  Spannung  des  Seil- 
stücks b  s  «',  und  gelten  die  übrigen  Be- 
stimmungen für  die  Rolle  m  wie  für  n, 
so  hat  man  den  Druck  auf  die  Bolzen- 
zapfen =  Q,  mithin  die  Momentenglei- 
chung 

{r+ + m,Q  =  r-$  (2) 
hierzu  die  Kräftegleichung 

$+?=Q+»  (3) 

In  Gleichung  2  die  Wertbe  für  «  und 
$  aus  Gleichung  3  gesetzt  entsteht 


2r+|J«  V 
2r  +  4J«V1 


2r+  jd« 


(4) 

(5) 


2r  +  fd« 

Schreibt  man  für  Gleichung  1 
(r  -  ji(j)  P  b  (r  +  $d«  +  jug)  t  -f 
und  setzt  hierin  den  Werth  für  $  aus 
Gleichung  4,  so  erhält  man 


(r-w)P«__?Fi-P4  i 


(6) 


Läfst  man  in  Vergleich  mit  der  be-  so  erhält  man 
deutenden  Last  Q  und  der  noch  gröfser  (r+  jjrj  „„)' 

erforderlichen  Kraft  das  Gewicht  u>  der  P  =  STT"!  tt>  tr  1  ,.n\  9 

Flasche  und  des  Seils  aufser  Betracht,  ^*t«W  t*Q) 


(7) 
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7.  Di«  Entwickelung  der  Kraft  P  durch  sind  2  Folgen  gleichnamiger  (Ites  and 

Q  ausgedrückt  wird  für  2  Rollen  in  je-  2tes  Glied  +  +,  3tes  und  4tes  Glied  ) 

der  Flasche,  Fig.  643,  viel  schwieriger,  and  eine  Folge  ungleichnamiger  Vor- 

besonders  wenn  man  berücksichtigen  will,  seichen  (2tes  und  3tes  Glied  -f  -). 

dais  beide  Rollen  in  derselben  Flasche  In  der  Gleichung  x"  -  ox*  -  bx  -  c  =  0 

verschiedene  Halbmesser  r,  r'  und  ver-  sind  2  Folgen  gleichnamiger  Vorzeichen 

schiedene  Gewichte  w,  w'  haben.  Nimmt  (2tes  und  3tes  Glied  ;  3tes  und  4tes 

man  für  die  Halbmesser  beider  Rollen  Glied  )  und  eine  Folge  ungleichna- 

einen  mittleren  =  r,  für  die  Halbmesser  miger  Voneichen  (+-\ 

der  Bolienzapfen  einen  mittleren  =  (i  und  jD  der  Gleichung  <rs  -  ax*  ±  bx  +  c  =  0 

lifst  das  mittlere  Gewicht  »  fort,  so  er-  Bind  für  jedes  der  beiden  Vorzeichen  des 

hilt  man  durch  Fortsetzung  der  Schlüsse  3ten  Gliedes  eine  Folge  gleichnamiger 

*d.  6 :  und  2 Folgen  ungleichnamiger  Vorzeichen : 

Für  2  Rollen  in  jeder  Flasche:  entweder  +-•-+;++. 

p=2Pfi+td>          (r+ifg  +  fd*)4  oder        +-;  --;  -+. 

r  -  (in     (r  +  uq  +  JJ3)4  -  (r -  /jp)4  iQ  der  Gleichung  *4  +  ax*  -  bx  +  c  =  0 

Für  3  Rollen  in  jeder  Flasche  (Fig.  644)  fehlt  das  Glied  mit  x\  d.  h.  der  Coeffi- 

D    2P^i  +              (r  +  fi{,  +  4d»)>  rfwt  von ii1 'ist  =  0.    Um  zu  bestimmen, 

P=  ~ — —  •  ;~r  77,..    ,       -.s  welches  die  Folgen  der  Vorzeichen  in  der 

r-,,u     ir  +  Mf+\äY-ir-pVr  Gleichung  aia£  hat  ^  da8  fehlende 

Fliehkraft ,  s.  Centrifugalkraft.  Glied  =  0  mit  ±  als  Vorzeichen  hinzu- 

Fllsligkelt  ist  jeder  Körper,  welcher  "setzen  slso 

fliefst,  der  also  nicht  starr  ist,  und  x*±0  +  ax*-  A*  +  c  =  0 

man  unterscheidet  tropfbare  und  ex-  also  entweder   + +,  +  +,  +  — ,  - +. 

pansible  oder  luftförmige  Flussi g-  oder  +-,—+»+-»-+• 

leiten.    Die  Statik  und  Mechanik  der  Im  e„ten  Fal,  2  Fo|  g,eichoailliger 

tropfbaren  *   heiben  die  Hydrostatik  und  2  FolgMl  „gleichnamiger,  im  z*V 

ü a?*,?yAdrÄU'lk;.^  d«TJ/«ft/5'nu-  ten  Fall  4  Folgen  ungleichnamiger  Vor- 
gen e.  die  Aerostatik  und  die  Aero-  ieicoen 

dynamik   oder  Aeromechanik  (s.  '    .          ,  .  ,             _  .  , 

genannt. 

FMBI  a.  v.  w.  Brennpunkt  bei  wirk-  Welchen  Einflute  die  Folgen  und  Wecb- 

hcher  Sammlung  von  Lichtstrahlen ,  s.  8el  der  Vorzeichen  auf  die  Vorzeichen 

Breunglas,  Brennspiegel.  der  Wurzeln  haben  zeigt  der  Art.:  al- 

Folgen  der  Vernich«  in  den  auf  Null  gebraische  Gleichung:  Für  quadra- 
redueirten  geordneten  Gleichungen  sind  tische  Gleichungen  No.  12,  pag.  49  näm- 
je  nach  Beschaffenheit  der  Vorzeichen  Kch,  dafs  jede  quadratische  Gleichung  so 
zweier  auf  einander  folgender  Glieder  ▼M«  positive  Wurzeln  hat  als  Wechsel 
entweder  Folgen  gleichnamiger  oder  Fol-  and  90  viele  negative  Wurzeln  als  Fol- 
gen ungleichnamiger  Vorzeichen.  gen  der  Vorzeichen.    No.  17,  pag.  51  er- 

In  der  Gleichung  *>  +  a*'  +  bx  +  e  =  0  g*?!  dafe  dif  s  *uf,h.       den  ™*wh™ 

befinden   sich   3  folgen  gleichnamiger  Oleichnn gen  der  Fall  ist.    No  19  beweist 

Vorzeichen,  nämlich  zwischen  dem  ersten  aus.de"  }0}&*  und  Wechseln  der  Vor- 

und  zweiten  Gliede  (++)  dem  2ten  und  "J*".  dafs  die  gegebene  onrollatandige 

SS  Sittel         ^  3t8n  "Ä^^ 

In  der  Gleichung     +      +        c  =  0  Die??8  °.eKsetz  Ä™!£  bei  ^nPU^n' 

befinden  sich  zwischen  dem  lten  und  Ken  al,er  ttDn&en  hoheren  0rade  8tatt: 

2ten  Gliede  (+  +)  und  zwischen  dem  2ten  Für  die  Gleichung  vom  4ten  Grade 

und  3ten  Gliede  (++)  also  im  Ganzen  *«ien  die  Producte 

3  Folgen  gleichnamiger  Vorzeichen,  das  (*  +  «)(*+  4) (x  +  c)(x  +  d)  =  0 

3je  und  4te  Glied  bilden  eine  Folge  un-  die  Wurzeln  «,  b,  c,  d    also  simmtlich 

gleichnamiger  Vorzeichen  (+  -).  negativ,  so  entsteht  die  geordnete  Glei- 

In  der  Gleichung  *»  +ax*-bx-  c  =  O  chung 

*4+(«  +  6+c+ir)            +  «c  +  orf+  6c  +  W+ cw)  +  «W+  acd+bcd)x  +  abcd=0 

ausbin  für  4  negative  Wurzeln  4  Folgen  von  Vorzeichen. 
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Sind  die  Producte: 

(x  -  o)  (x  -  b)  (x  -  c)  (x  -  d)  =  0 

so  entsteht 

x*  -  (a  +  b  +  c  +  d)  x*  +  (ab  +  ac  +  . . .)  x*  -  (abc  +....)  x  +  abcd  =  0 
also  für  4  positive  Wurzeln  4  Wechsel  der  Vorzeichen. 
Sind  die  Prodncte 

(■r  +  o)(x+5)(*  +  c)(*  -  d) 
so  entsteht  die  Gleichung 

x*+(a-\-b  +  c  —  (/)**  +  (ab+ac—ad  +  bc—  bd- cd) x7  +  (abc  -  abd  —  aed  -  bcd)  x  —  a&crf = 0 

Je  nachdem  d  kleiner  oder  gröTser  als  a  -f  b  +  r  ist,  entsteheu  die  Gleichungen 
von  der  Form 

x*±  Ax*±Bx*-Cx-  0  =  0 
Also  in  beiden  Fällen  entstehen  3  Folgen  nnd  1  Wechsel  der  Voneichen  für 
3  negative  und  1  positive  Wurzel. 
Sind  die  Producte 

(x  +  a)  (x  +  b)  (x  -  c)  (r  -  d)  =  0 

so  entsteht  die  Gleichung 

x*  +  (<i+&-  c-<f)**+  (ab  -  ac- ad-  4e-M+«0*H  (-  abc  -  abd+  acd  +  bcd)  x  +  abcd-0 

Je  nachdem  nun"  c  +  d  kleiuer  oder  sei  der  Vorzeichen  für  2  negative  und  2 
gröfser  ist  als  a+6,  bat  mau  die  Glei-  positive  Wurzeln, 
cbungen  von  der  Form  Sind  endlich  die  Producte 

x*±Ax*  -  tfx«  +  Cx+  D  =  0  (x  +  a)(x-b)(xrc)(x~d)  =  0 

In  beiden  Fällen  2  Folgen  und  2  Wech-  so  entsteht  die  Gleichung 

**-(-«+  b+c+d)x*H-  ab-ac- adi  bc  +  bd+cd)x-  +  («6c  +  «W  +  acd-bcd)x-abcd=  O 

Je  nachdem  nun  a  kleiner  oder  gro-  punkt  bis  wieder  zum  Früblingspunkt  hin 

fser  ist  als  b  +  c  -f  d  entstehen  die  beiden  gezählt  werden. 

Gleichungen  von  der  Form  \n  dem  Art.  .Absteigendes  Zei- 
x*  T  Äx3  ±  Itx*  +  Cx  -  D  =  0  c  h  e  n  *  mit  Fig.  19  sind  die  12  Rimmels- 
In  beiden  Fällen  1  Folge  und  3  Wech-  «eichen  der  Reihe  nach  im  Kreise  ab- 
sei der  Vorzeichen  für  eine  negative  und  gebildet,  sie  werden  auch  in  der  dort  tm- 
3  positive  Wurzeln.  gegebenen  Jolge  gezahlt,  es  wird  aber 

\\'     u       i    i>  •    •  i      *■   e-u  *-  ....    mit  dem  Widder  angefangen. 
Die  oben  als  Beispiel  antgeluhrte  un-  *  6. 

vollständige  Gleichung:  ,  1°  dem  Art.  ,  Lrde«  mit  l ig.  615  ist 

4,     »_Ä+r  =  n  "ie  w,r'c'lcne  Bewegung  der  Krde  h  und 

x              X~C  die  scheinbare  Bewegung  der  Sonne  S 

hat  also  2  unmögliche  Wurzeln,  weil  sie  in  (ler  Ekliptik  über  F,  S,  //,  W  darge- 

je  nach  Ergänzung  des  Ichlenden  Glie-  ste\\t    jjan  nennt  diese  Bewegungen  die 

des  einmal  2  Folgen  und  2  Wechsel  und  von  (!er  fochten  zur  Linken ,  oder  von 

das  andere  Mal  4  Wechsel  hat,  weil  sie  Abend  (über  Mittag)  nach  Morgen.  Wenn 

also  sowohl  2  positive  und  2  negative  man  at,er  die  Ekliptik,  wie  Fig.  19  ge- 

und  zugleich  4  positive^  Wurzeln  haben  schehen,  mit  den  himmlischen  Zeichen 

müfste,  welches  nicht  möglich  ist  versieht,  so  kann  man  auch  sagen,  dafs 

Diese  Entwickelnden  und  Schlüsse  die  Bewegungen  der  Erde  und  der  Sonne 

auf  Gleichungen  von  jedem  noch  so  ho-  nach  der  Folge  der  Zeichen  geschehen; 

hen  Grade  angewendet  ergeben,  dafs  die  wenn  man  nämlich   mit  dem  in  dem 

ausgesprochene  Regel  allgemein  gilt  (s.  Frühlingspnnkt  F gezeichneten  Sternbilde, 

Fouriers  Lehre  etc.)  dem  Widder  anfängt. 

Folge  der  Zeichen,  der  himmlischen     Die  Erde  bewegt  sich  also  wirklich  und 

Zeichen,  der  Himmelszeichen  ist  die  Sonne  scheinbar  nach  der  Folge  der 

die  Reibenfolge  nach  welcher  die  12  8tern-  Zeichen : 

bilder,  welche  die  12  Zeichen  des  Thier-      1.  Widder  (Frühlingspunkt  F) 

kreises  um  die  [Ekliptik  am  Himmel  aus-     2.  Stier 

machen,  vom  Krühlingspunkt  nach  dem     3.  Zwillinge 

Sommer-,  dem  Herbst-  und  dem  Winter-     4.  Krebs  (Sommerpunkt  S) 
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5  Löwe 

6.  Jungfrau 

7.  Waage  (Herbstpunkt  H) 

8.  Skorpion 

*^    3  0  h  U  t  Z  6 

10.  Steinbock  (Winterpnnkt  W) 

11.  Wassermann 
1«.  Fische 

Der  angegebene  Stand  dieser  Sternbil- 
der ist  der  wie  er  vor  uralten ,  den  chal- 
däisch-astronomischon  Zeiten  gewesen  ist. 
Seit  damals  bis  jetzt  sind  die  beiden 
Nachtgleichenpunkte ,  der  Frühlingspunkt 
F  und  der  Herhstpunkt  H  um  cc.  30° 
zurück,  F  nach  Fische  und  H  nach  Jung- 
frau, die  Sternbilder  also  um  so  viel  vor- 
gerückt: das  Ite  Sternbild,  der  Widder 
steht  jetzt,  wenn  F  und  //  constant  ge- 
dacht bleiben,  in  dem  Ort  wo  der  Stier 
damals  sich  befand. 

Folgerang  ist  die  Erkennung  einer 
Wahrheit  aus  vorangegangenen  Bedin- 
gungen oder  l.i runden. 

Folgesatz  ist  die  in  Form  eines  Satzes 
aufgestellte  Folgerung.  Er  wird  auch 
Zusatz,  Corollarium  (s.  d.)  genannt, 
und  ist  dann  ein  Lehrsatz,  dessen  Wahr- 
heit ans  einem  vorher  aufgestellten  Lehr- 
satz entweder  unmittelbar  oder  doch  mit 
Hülfe  von  nur  wenigen  Schlufsfolgen  sirh 
ergibt.  Wenn  z.  B.  erwiesen  worden  ist, 
daTs  in  einem  Dreieck  nur  ein  Winkel 
sein  kaun,  der  gleich  einem  rechten  Win- 
kel oder  der  gröfser  ist,  so  ergibt  sich 
als  Folgesatz,  dafs  in  jedem  Dreieck  noth- 
wendig  zwei  spitze  Winkel  sein  müssen. 

Forderang  ist  das  Verlangen,  einen 
Begriff,  dessen  Merkmale  aus  Definitio- 
nen und  Grundsätzen  hervorgegangen 
sind,  anschaulich  zu  machen,  ihn  zu  cou- 
struiren.  Z.  B.  einen  Kreis  zu  zeichnen, 
ein  Product  aus  2  Factoren  darzustellen, 
von  denen  jeder  eine  Summe  zweier  Sum- 
manden ist. 

(Instructionen,  die  auf  Lehrsätzen  be- 
ruhen, sind  ausgeschlossen. 

Forderangssatx,  Postulat  ist  ein  Satz, 
der  eine  Forderung  ausspricht. 

Form  einer  Größe  ist  das  Gesetz,  nach 
welchem  die  Gröfse  zusammengesetzt  oder 
gebildet  ist.  Zu  jeder  Form,  der  allge- 
meinen Form  gehören  mehrere  Gröfsen; 
diese  sind  Grofsen  von  einerlei  Form. 
Jede  quadratische  Gleichung  hat  die  Form 

x8  +  ax  +  6  =  0 
oder  sie  ist  in  diese  Form  zu  bringen. 

Alle  Kreise  haben  einerlei  Form  und 
diese  wird  in  der  Erklärung  desselben 
ausgesprochen. 


Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  ist  2»  die 
Form  jeder  geraden  Zahl;  2»  +  l  die  Form 
jeder  ungeraden  Zahl. 

Formen  der  Krystalle  sind  entweder 
e i n f a c h e  oder  zusammengesetzte 
F.  Die  ersteren  bestehen  aus  lauter 
gleichnamigen  Flächen,  die  letzteren  aus 
zweierlei  gleichnamigen  Flächen.  Durch 
Verlängerung  der  gleichnamigen  Flächen 
einerlei  Art  verschwinden  die  anderen, 
nnd  es  entsteht  eine  einfache  Form,  eine 
Kernforra  oder  Grundform  des  Kry- 
stalls. 

Man  wählt  zur  Grundform  diejenige, 
welche  ans  den  gröfseren,  den  vorherr- 
echenden Flächen  gebildet  wird.  8.  Com- 
bination  pag.  36  mit  Fig.  301  und  302. 
Vergröbert  man  immerfort  die  gröfseren 
8eckigen  Flächen,  so  verschwinden  die 
dreieckigen  und  es  entsteht  das  Hexaeder 
nbcdefgh. 

Eben  so  wird  ans  einer  einfachen  Form 
durch  Entecknngen  nnd  Entkantungen 
eine  zusammengesetzte  hervorgebracht. 
Setzt  man  diese  Enteckungen  oder  Ent- 
kantungen bis  zum  Maximum,  also  bis 
zu  den  Mitten  der  anliegenden  Kanten 
fort',  so  entsteht  wieder  eine  einfache 
Form,  eine  abgeleitete  Form.  Z.  B. 
aus  dem  Würfel  entsteht  durch  fortge- 
setzte Enteckung  das  reguläre  Octaeder, 
wie  Fig.  302,  wo  die  Enteckung  des  He- 
xaeders so  weit  fortgesetzt  ist,  dafs  das 
Octaeder  aßyifuj  hervorgeht. 

Die  Begriffe:  einaxige  und  viel- 
axige  Formen  s.  u.  Axen  der  Krystalle, 
Bd.  I.,  pag.  256. 

Es  ist  hier  noch  ganz  besonders  der 
Unterschied  von  ho moedri sehen  und 
hemiedrischen  Formen  zu  merken: 
die  Krystalle  werden  nach  Axensystemen, 
s.  d.,  so  unterschieden,  dafs  in  jedem 
Krystall  die  Axen  nachzuweisen  sein 
müssen,  welche  dem  System  angehören; 
desgleichen  die  ihm  zugehörige  Anzahl 
von  Flächen.  Nun  gibt  es  aber  Krystalle, 
in  welchen  nur  die  Hälfte,  auch  wohl 
nur  t  der  ihm  zukommenden  Flächen 
vorhanden  sind,  die  deshalb  II  älftfläch- 
ner  oder  Viertel  flächner  genannt 
werden  und  der  hemiedrischen  Form 
angehören,  während  die  Krystalle  der 
ursprünglichen,  der  homoedrischen  Form, 
Vollflach  ner  heifsen. 

Z  ß.  dem  Octaeder,  einer  homoedri- 
schen Form  des  regulären  Systems  von 
8  gleichseitigen  Dreiecksflächen  gehört 
als  abgeänderte  hemiedrische  Form  das 
Hemioktaeder  oder  Halbacbtfläch- 
ner  an.  Dieser  hat  nur  4  gleichseitige 
Dreiecksflächen ,  ist  also  das  eigentliche 
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reguläre  Tetraeder  und  wird  auch  Vier- 
i'lächner  genannt. 

Wenngleich  nun  dieser  Körper  ein  re- 
gulärer, also  ein  Körper  von  primitiver 
Form  ist,  so  wird  er  dennoch  dem  Kry- 
stallisationssystem  gemäfs  aus  dem  Ok- 
taeder entstanden  gedacht. 

Es  sei  ABCDEF  das  Oktaeder.  Man 
denke  die  Flächen  AED  und  ABC  beide 
+  mit  sich  selbst  einander  entgegenge- 
rückt, E  ist  in  D  in  D\  B  in  B'  und 
C  in  C,  so  schneiden  sich  beide  Flächen 

Fig.  645. 


in  der  geraden  Linie  nfl-,  der  Endpunkt 
«  liegt  in  der  Fläche  ABE,  der  Endpunkt 
,i  in  der  Fläche  ACD. 

Eben  so  rücke  man  die  Flächen  FBE 
und  PCD  4-  mit  einander  näher  bis  sie 
sich  in  der  geraden  Linie  y>)  schneiden; 
Y  liegt  in  der  Fläche  FBCy  J  in  der 
Fläche  FEI),  Die  Linien  itß  und  ytl 
liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  und 
£  der  Basis  BCUE  in  einem  Abstände 
von  derselben  a  I  AF  und  aß  und  6y 
zugleich  rechtwinklig  zu  einander  in  einem 
gegenseitigen  Abstand  \  A F  =  \  Hl)  —  \CE. 
Sie  sind  =  lang  =  \CB  =  }  BF  und  lie- 
gen wie  die  Halbirungslinie  der  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Quadrats  HCl) F.. 
Nimmt  man  also  aß  und  yJ  als  Kanten, 
construirt  die  Dreiecksebenen  aßy ,  «j'J, 
ßyd  und  aßd,  so  sind  die  Dreiecke  gleich- 
seitig, congruent  und  bilden  das  regu- 
läre Tetraeder. 

So  nun  wie  dieses  Uemioctaeder  aus 


dem  Oktaeder  entstanden  gedacht  wird, 
so  werden  alle  übrigen  hemiedrischen 
Formen  aus  den  ihr  zu  Gründe  liegen- 
den homoedrischen  Formen  entstanden 
gedacht. 

Formel  ist  in  dem  Art.  .algebraische 
Formel"   deiinirt  und  für  diese  sind 
Beispiele  gegeben.    Aufser  der  Algebra 
liefert  die  Analysis  Formeln  für  Diffe- 
renziale,  Integrale,  Reihen  -  Entwickelun- 
ge n  (s.  Differenzialrechnung) ;  die  alge- 
braische Geometrie  (s.  d.)  Formeln  für 
den  Zusammenhang  zwischen  den  Sei- 
ten, den  Diagonalen  und  dem  Inhalt 
der  Figuren;  die  Trigonometrie  liefert 
k  Formeln  zwischen  genannten  Stücken 
und  den  Winkeln. 

Fortschreitende  Bewegung,  i.  u.  Be- 
wegung No.  2. 

Fouriers  Lehre  von  der  Auffin- 
dung der  Wurzeln  algebraischer 
OHeichungen  mit  einer  unbe- 
kannten (iröfse. 

Die  Methode,  die  Wurzeln  einer  auf 
Null  reducirten  geordneten  Gleichung 
zu  finden  besteht  darin,  dafs  deren 
Differenziale  der  Reihenfolge  nach  ge- 
bildet und  deren  Wurzeln  mit  denen 
der  gegebenen  Gleichung  verglichen 
werden. 

Ist  X  =  fm  =  xm  +  «*"  1  +  bx"-1 

+  ...  +  />*  +  «7  =  0 
X,  =  fx  =  nxu-l+a(n-  1)*"-* 
+  6(»-2)*"-s  +  ...  +  P 

.V,  =T*  =  «(«-  1)  *"-*  + .... 


XM  =  n(»i—  l)(n-2)....2.  1 
so  kann  mau  in  jede  dieser  Functionen 
einen  so  grofsen  Werth  M  für  x  setzen, 
dafs  das  erste  Glied,  weil  es  den  höch- 
sten Exponent  hat,  gröfser  wird  als  alle 
übrigen  Glieder  zusammengenommen. 
Ist  M  positiv,  so  werden  die  Wertbe  aller 
Functionen  positiv,  ist  M  negativ,  so 
werden  die  Werthe  der  Functionen  po- 
sitiv oder  negativ,  je  nachdem  deren  erste 
Glieder  gerade  oder  ungerade  Exponen- 
ten haben.  Die  Folgen  oder  Wechsel 
der  Vorzeichen  spielen  aber  eine  wichtige 
Rolle  für  die  Auffindung  der  Wurzelu 
der  gegebenen  Gleichung. 

Beispiel.    Es  ist  folgende  Gleichung 
vom  5ten  Grade  gegeben  und  von  der- 
selben sind  der  Reihe  nach  die  5  mög- 
lichen Differenziale  genommen. 
[(*  +  l)(*  +  5)(*-2)(*-6)(*-50)] 
X  -  **  -  52*4  +  69*»  +  1582**  -  1540* 

  3000  =  0 

Xt  =  5*«  -  208*J  +  207*»  +  3164*  -  1640 
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Xi  =  20**  -  624**  +  414x  +  3164 
Xt  =  Mkc*-  1248*  +  414 
XA  =  120*  -  1248 

jr,  =  i2o 

Um  in  Betreff  der  positiven  und  ne- 


gativen  Vorzeichen  alle  nur  möglichen 
Zahlen wertbe  einzusehliofaeu  sei  J&  =  ±«o 
so  sind  für  *  =  M  —  +  <*>  die  Wertbe 
sämmtlicher  6  Functionen  positiv;  für 
x  =  Jf  -  -  oo  sind  die  Werthe  der  Glei- 
chung und  der  geraden  Differenziale  sub- 
tractiv, die  der  ungeraden  Differenziale 
additiv.  Man  hat  demnach  folgendes 
Schema: 

Für  *  =  +  oo       für  x  =  —  vo 
X  =  +  X  =  ~ 

*•=+  *»=+ 

Man  sieht,  dafs  diese  Ordnung  der  auf- 
einander folgenden  Voneichen  hei  jeder 
geordneten  auf  Null  reducirten  Gleichung 
vorkommen  mufc ;  nämlich  dafs  für*  =+oo 
die  Wertbe  der  Gleichung  und  deren  * 
Differenziale  »  Folgen  der  Voneichen 
und  für  *  =  -*>,  n  Wechsel  der  Vor- 
zeichen abgeben. 

Ist  das  erste  Glied  *"  subtractiv,  so 
sind  für  *  =  +  oo  sämmtliche  Voneichen 
subtractiv. 

2.  Diese  n  Zeichenwechsel  bei  einer 
Gleichung  vom  nten  Grade  gegen  die 
voranstehenden  n  Folgen  sind  nun  nach 
Fourier  die  Ursache,  dafs  zwischen  *=+  » 
und  x  =  —  oo ,  also  dafs  überhaupt  it  Wur- 
zeln für  die  Gleichung  existiren. 

Setzt  man  in  dem  Beispiel  *  =  10,  so 
erhält  man 

X  =  -  280200 

Xt  =-107200 
XM  =  -  35096 
Xt  =  -  6066 
*4  =  -48 
JT4  =  +  120 

Die  enten  5  Functionen  geben  4  Zei- 
chenfolgen, die  öte  und  die  6te  geben 
einen  Zeichen  Wechsel.  Es  sind  also  4 
Folgen  nnd  1  Wechsel  in  diesem  Bei- 
spiel.  Da  nun  für  *  =  +  »  6  Folgen 
existiren,  so  wird  geschlossen,  dafs  zwi- 
schen *  =  10  und  *  =  oo  eine  Wunel  der 
Gleichung  existirt. 

Dies  ist  nun  freilich  schon  ans  dem 
subtractiven  Werlh  von  X  zu  schliefsen. 
Denn  wenn  für  *=oo,  X  additiv  und 
r  =  10,  X  subtractiv  wird,  so  mufs 

III. 


zwischen  beiden  Werthen  ein  *'  existi- 
ren, für  welches  X~0  wird,  also  eine 
Wurzel  *'  und  es  geht  noch  nicht  her- 
vor, dafs  die  Fourier'sche  Lehre  Vortheile 
darbietet. 

3.  Setzt  man  um  der  Wurzel  näher 
zu  kommen  *  =  100,  so  hat  man  X  = 
+  4884663000.  Man  weifs  also,  dafs  die 
Wunel  zwischen  10  nnd  100  liegt;  allein 
man  weifs  nicht,  ob  zwischen  *  =  100 
und  *=oo,  d.  h  ob  über  «  =  100  noch 
eine  Wunel  für  die  Gleichung  existirt 
oder  nicht,  weil  die  Uebereinstimmnng 
der  Voneichen  (+)  hierbei  nichts  ent- 
scheidet. 

Denn  setzt  man  *  =  3 ,  so  erhält  man 
für  X  den  Werth  +  9724.  Nun  ist  der 
Werth  von  X  für  *  =  +  »  ebenfalls  + 
und  gleichwohl  existirt  zwischen  *  =  10 
und  *  =  100  eine  Wunel. 

Hier  nun  gibt  die  Fourier'sche  Lehre 
bestimmte  Auskunft.  Nämlich  für  * 
=  100  ist 

JT=  +  4884663000 
Xt  =  +  294384860 
X%  =  +  13804664 
X,  =  +  475614 
A4=  +  10752 
*4  =  +120 

Da  nun  bei  *=  100  nnd  *  =  4-  »  kein 
Zeichenwechsel  statt  findet,  so  ist  nach 
Fourier  auch  über  *=  100  keine  Wur- 
zel der  Gleichung  vorhanden. 
Setzt  man  *  =  0,  so  erhält  man 
X  =  -  3000 
A\  =  -  1540 
Xt  =  +  3164 

£,  =  +  414 
XA  =  -  1248 
A,  =+120 

Man  findet  hieT  2  Zeichenfolgen  und 
3  Wechsel ;  da  nun  für  *  =  «o  6  Folgen 
existiren,  so  existiren  nach  Fourier  zwi- 
schen *  =  0  und  *  =  +  oo  oder  nach  dem 
vorigen  Satz  zwischen  *  =  0  und  *  =  100 
drei  Wnneln ;  und  da  für  *  »  10  vier 
Folgen  und  1  Wechsel  statt  haben,  so 
existiren  zwischen  *  =  0  und  *=  10  zwei 
Wnneln,  die  dritte  Hegt  demnach  zwi- 
schen *  =  10  und  *  =  100. 

Da  ferner  bei  *  =  —  oo  fünf  Zeichen- 
wechsel vorkommen,  so  hat  die  Gleichung 
zwischen  *  =  0  und  *  =  -  oo  noch  (5  -  3) 
=  2  Wuneln. 

4.  Nimmt  man  nämlich  für  *  zwei 
Werthe  A  und  B,  zwischen  welchen  kein 
Werth  von  *  weder  Jf  noch  eins  der 
Differenziale  zu  Null  macht,  so 
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für  alle  Werthe  von  x  innerhalb  A  und 
B  die  Zeichenreihen  dieselben  bleiben. 

Setzt  man  x  =  1,  so  erhält  man  in  dem 
obigen  Beispiel 

X  =  -  2940 

Xt  =+1628 

X%  =  +  2974 

Xt  =  -  774 

Jf4  =  -1128 

*,  =  +  120 
Die  Zeichenwechsel  siud  also  mit  denen 
für  x  =  0  nicht  dieselben;  man  ersieht 
auch ,  dafs  es  zwischen  x  =  0  und  x  =  1 
Werthe  von  x  gibt,  durch  welche  Xt  und 
Xt  zu  Null  werden. 

5.  Wird  ferner  mit  einem  Werth  C  für 
x  die  Function  =  0,  der  Werth  jedes  der 
DifTerenziale  aber  nicht  =  0  so  ist,  unter 
*  eine  positive  Grübe  gedacht,  nach  der 
Taylor'schen  Reihe: 

/(c+ a) =r c + *rc + £  r  c + y  r  'C+  • . . 
nc  - ») = rc  -  >rc + y  r<?  -  £  r<?+ . . . 

Nun  ist  fC=0;  aber  nicht  =  0, 
folglich  ist 

nc- ») = -  »rc  +  y  r c  -  y  r c + . . . . 

Nun  kann  man  sich  unter  s  eine  so 
kleine  GröTse  denken ,  dafs  tfC  >  ist  als 
die  absolute  Summe  aller  übrigen  Glie- 
der, und  es  hat  sodann 

f(C  +  %)  das  Vorzeichen  + 

f(C  - 1)  das  Vorzeichen  — 
für  Werthe  von  x  >  C  behält  also  die 
Function  das  Vorzeichen,  für  Werthe  von 
x  <  C  wird  es  geändert  und  es  entsteht 
für  die  Function  bei  x=A  gegen  die 
bei  x  =  B  ein  Zeichenwechsel.  Da  der 
Voraussetzung  nach  für  keinen  Werth 
▼on  x  zwischen  A  und  B  eins  der  Dif- 
ferenziale  =0  wird,  so  bleiben  nach  Satz 
4  die  Vorzeichen  derselben  für  x  =  C±* 
dieselben  mit  denen  für  x  =  A  und  B, 
oder  mit  A  allein  oder  mit  B  allein,  je 
nachdem  die  Vorzeichen  der  abgeleiteten 
Functionen  für  x  =  A  und  B  überein- 
stimmen oder  nicht. 

In  dem  Beispiel  ist  zwischen  x  =  10 
und  x  =  100  die  Wurzel  C=bO. 

Man  hat: 
für  x  =  51  für  x  =  49 

X  =  +  6420960        X=- 5456700  • 

J\s  +  6932828      X,  =  +  6003616 


jr,=+  1054274  Xt  =  +  878206 
*,=+  92826  Xt=+  83322 
Xt  =  +  4872  X4  =  +  4632 
*,=  +  120  AT,  =+  120 
Es  stimmen  also  die  Vorzeichen  der 
DifTerenziale  mit  denen  für  x  =  B  =  1 00. 

Man  hat  zusammengestellt: 
für  x=  10,  fürx=49,  für x  =  51,  fürx=  100 
X  =  -  =-  =+  =  + 
xt  =  -  =+  =+  =  + 
xt=  =+  =+  =  + 
A,=-  =+  =+  =  + 
Xt-  =+        =  +         =  + 

A'j  =  +  =+  =+  =  + 
Setzt  man  x  =  -  2  so  erhält  man 
X  =  +  4992 
X,  =  -  5296 
Xt  =  -  320 
Xt  =  +  3150 
XA  =  - 1488 

jst»  =  +  120 

Für  x  =  0  (No  3)  hat  man  3  Zeiche  n- 
wechsel,  für  x  =  —  2  hat  man  4  Zeichen- 
wechsel, es  existirt  also  eine  Wurzel  von 
X  für  einen  Werth  von  x  zwischen  0  und 

-  2  und  diese  Wurzel  ist  =  —  1.  Nimmt 
mau  wieder  2  benachbarte  Werthe  von 

-  1,  z.  B.  -  1,1  und  -  0,9  so  erhält  mau 
für  x  =  -  1,1         für  x  =  -  0,9 

X  =  +  438  X  =  -  418 

X,=-  1002  Xt  =  ~  4065 

X,  =  +  1927  Xt  =  +  2192 

Xt  =  +  1859  Xt  =+1585 

A'4  =  -  1116  Jf4  =  -1366 

A'.=+  120  X,  =  +  120 

und  eine  Zusammenstellung  der  Vorzei- 
chen für  A,  Bt  C  +  *  und  C  —  *  ergibt 

fürx=0,fürx=-0,9,fürx=-l,l,fürx=-2 

X  =  -  +  + 

A',=-  - 

*,  =  +  +  + 

*,=+  +  +  + 

A\=- 

*,=  +  +  +  + 

In  beiden  Fällen,  für  die  Wurzeln  60 
und  -  1  ersiebt  man  die  Uebereinstim- 
mung  der  Vorzeichen  für  sämmtlicbe  Dif- 
ferenziale  und  die  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen in  der  gegebenen  Gleichung.  Fer- 
ner ist  ersichtlich,  dafs  die  Anzahl  der 
Zeichenwechsel  in  den  zusammengestell- 
ten Functionen  von  x  =  +  oo  bis  nach 
x  =  -  co  hin  sich 
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Für  x  =  l  wird  X  =  Xt  =0. 

Setzt  man  x  =  0  und  =10,  so  erhält 


man  gewöhnlich  es  ausdrückt:  es  gehen 
die  Zeichen  Wechsel  von  x  =  -  «  bis 
i  -  +  co  hin  durch  die  Wurzeln  verloren. 

6.  Hat  eine  Gleichung  mehrere  gleiche 
Wurzeln,  so  gehen  durch  dieselben  eine 
gleiche  Anzahl  von  Wechseln  verloren. 

Denn  ist  zwischen  den  Grenzen  A  und 
B  für  x  die  Zahl  C  zweimal  als  Wurzel, 
macht  also  C  die  Gleichung  2mal  zu  Null, 
so  wird  für  x  =C,  fx  und  fx  oder  fC 
und  f'C=  0.    Man  hat  wie  ad  5 

nc + *> = rc+  s/'c+  ^  r  c + £  f"'c  +  •  •  • 
nc->)=rc->rc+  ^rc-  rc+ ... 

Unter  s  wieder  eine  sehr  kleine  Gröfse 
gedacht  wie  ad  5,  ergibt 

f{C  +  »)  mit  dem  Vorzeichen  -f 
und/"(C  — s)  mit  dem  Vorzeichen  -f- 
fC  =  0  hat  aber  den  Zeichenwechsel  +  — 
gegeben,  und  fC-0  ergibt  nun  den  Zei- 
chenwechsel -  +    folglich  sind  von  B 
nach  A  hin  2  Zeichenwechsel  entstanden, 
oder  von  A  nach  £  hin  verloren  gegan- 
gen.   Aus  den  abwechselnden  Vorzeichen 
in  der  zweiten  Taylor'schen  Reihe  er- 
sieht man,  dafs  bei  3  gleichen  Wurzeln 
3  Zeichenwechsel,  bei  n  gleichen  Wur- 
zel n  n  Zeichenwechsel  verloren  gehen, 
indem  fx  =  fx  =  ...  f*~l  x  =  0  wird. 
Beispiel  ((x  -  1)  (x  -  1)  (x  +  5)] 
A  =  x3  +  3x«-  9x  +  5  =  0 
Xi  =  3x»  +  6x-  9 
X,=6x  +  6 
A,  =  +6 


fm+i  (C-»=Lc->fm+lc+±fm_,c-.... 

oder  da  fmC=0  ist 

fm+i(C+*)  =  +  *fm+lC  +  ^fm+iC+... 


A"  =  +  5  A  =  +  1215 

A\=-9  Xt=  +  361 

X,  =  +  6  Xt  =  +  66 

A,  =  +  6  Xt=+  6 

Bei  x  =  0  sind  2  Zeichenwechsel,  die 
bei  x=10  verloren  gegangen  sind. 
2tes  Beispiel. 

[(x-l)(x-l)(x-l)(x-rö)] 
A*  =  x«  +  2x»  -  12x*  +  I4x  -  5  =  0 
Xl  =  4x"  +  6x>  -  24x  +  14 
A,  =  12xa+  12x-24 
X%  =  24x  +  12 
A4  =24 

Man  erhält 
für  x  =  0  und  für  x=10: 

X  =  -  5  X  =  -f-  10935 

A4  =  +14  A,  =+  4364 

Xt  =  -  24  X,  =  -h  129C 

Xt  =-{-12  Xt  =  +  252 

X4  =  +  24  X4  =  +  24 

Bei  x  =  0  sind  3  Zeichen wechse  I ,  die 
bei  x  =  10  verloren  gegangen  sind.  Für 
x  =  1  wird  A'  =  A,  =  A,  =  0. 

7.  Es  ist  No.  4  in  dem  Beispiel  gezeigt, 
dafs  Differenziale  für  Werthe  von  x  in- 
nerhalb zweier  Grenzen  A  und  B  zu  Null 
werden.  Gesetzt  es  gehe  für  einen  Werth 
von  x  =  C  zwischen  A  und  B  das  tnte 
Differenzial  in  den  Werth  =  0  über,  so 
liegon  der  Gleichung  und  deren  ersten 
(m  -  1)  DirTerenzialen  die  vorhin  ermit- 
telten Gesetze  zu  Grunde.  Dann  aber 
hat 


Es  hat  Äso  wie  No.  5  nachgewiesen,  fahren 
bei  sehr  kleinem  t  das  erste  Differenzial 
das  Vorzeichen  +  ,  das  zweite  das  Vor- 
zeichen — . 

Stellt  man  diese  Werthe  mit  fm+\C 
und  fm  _XC  zusammen ,  so  erhält  man, 
da  X  bis  Xm_l  keine  Aenderung  er- 


Für  x  = 

C+s 

c 

LS 

0 
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Ilaben  nun  fm__xC  und  fm+xC  gleiche  Vorzeichen,  etweder  + 
stellen  folgende  Zeichenreihen 


X  — 

c  +  » 
c 
c-% 

+      +     +  c+» 
+      o      +  c 

+      -     +  c-% 

o 

+ 

wobei  sn  bemerken,  dafs  für  -  Xm+{=  -  fm+lC  auch  *  X  fm+\C)  =  -  %fm+\C 
«^-»(-/^C)  =  4-*/^  wird. 

Die  3  Differentiale  für  *  =  C-fs  haben  also  2  Zeichenfolgen,  die  3  Differen- 
zial«  für  x=C  — *  haben  2  Zeichen  Wechsel  nnd  die»  gehen  bei  dem  Durchgang 
bei  «  =  C  durch  den  Werth  0  verloren. 

Sind  die  Vorzeichen  von  fm_xC  und  fm+xC  ungleich,  *  oder  t  so  entsteht 


X  = 


C+s 

C 
C-s 


, . . .  xm  _,   .X^  ^ 


+ 
+ 

+ 


0 

+ 


C+s 

c 

C-s 


—  Xm_i  xm  xm+1 


+ 


+ 
+ 
+ 


In  beiden  Fällen  haben  die  drei  Diffe- 
rentiale für  *  =  C  +  s  und  *  =  C—  s  einen 
Wechsel  und  eine  Folge  und  es  ist  kein 
Zeichenwechsel  verloren  gegangen. 

Wenn  also  ein  Differential  =  0  wird, 
so  gehen  entweder  2  Zeichenwechsel  oder 
es  geht  keiner  verloren,  nnd  dies  findet 
für  jedes  Differenxial  statt,  wenn  mehrere 
derselben,  die  anch  aufeinander  folgen 
können,  zu  Null  werden. 

8.  In  einer  Gleichung  können  höhere 
Werthe  von  x  nie  mehr  Zeichenwechsel 
liefern  als  niedrigere :  für  *  —  +  «o  ent- 
stehen nur  Folgen,  für*=—  «o  nnr  Wech- 
sel von  Zeichen.  Wird  für  einen  Werth 
von  x  die  Gleichung  A'  =  0,  so  geschieht 
dies  immer  mit  Verlust  eines  Zeichen- 
wechsels. Bei  gleichen  Wurzeln  werden 
immer  so  viele  hintereinanderliegende 
Funtionen  von  X  ab  gerechnet  su  Null 
als  die  Anzahl  der  gleichen  Wurzeln 
beträgt. 

Hat  eine  Gleichung  vom  wten  Grade 
n  reelle  Wurzeln ,  so  kann  kein  Zeichen- 
wechsel verloren  gehen,  ohne  dafs  zwi- 
schen den  dazu  gehörigen  Grenzen  (A 
nnd  B)  eine  Wurzel  sich  befinde. 

Hat  eine  Gleichung  vom  «ten  Grade 
n  —  m  reelle  Wurzeln,  so  gehen  durch 
dieselben  n  —  m  Zeichenwechsel  verloren, 
und  m  gehen  verloren,  ohne  dafs  dabei 
X  =  0  wird,  also  dadurch,  dafs  Difleren- 
ziale  zu  Null  werden.  Da  dies  immer 
nnr  paarwewe  geschehen  kann ,  so  muJe 
m  eine  gerade  Zahl  sein  und  es  kann  in 
einer  Gleichung  mit  laoter  reellen  Glie- 
dern nnr  eine  gerade  Anzahl  von  un- 
möglichen Wurzeln  sich  befinden. 


9.  Beispiele  1.  In  dem  ad  1  gewähl- 
ten Beispiel: 

X  =  **- Ö2*4  +  69**+  1582*«  -  1640* 

=  3000=0 

hat  man  folgendes  Schema: 


x  — 

+  <*> 
100 

61 
60 
49 
10 
6 
5 
2 
1 
0 
-1 
-2 
-6 

—  eo 


X    Xt    Xt    X,    XA  Xt 


+ 
+ 
+ 

0 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


4- 
+ 
+ 
+ 
+ 


0 

+ 

0 


0 

+ 

0 


+ 
+ 


+ 
+ 


+ 
+ 
+ 
+ 


+ 
+ 
+ 

+ 


+ 
4- 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


Von  *  =  +«obia*  =  5l  bleiben  die- 
selben Zeichenfolgen,  es  existirt  also  in 
diesem  Interwall  keine  Wurzel  der  Glei- 
chung. Für  *  =  49  ist  ein  Zeichenwech- 
sel mit  4  Zeichenfolgen,  für  *  -  10  ent- 
stehen 4  Folgen  und  ein  Wechsel ,  zwi- 
schen *=10  und  *  =  49  ist  also  keine 
Wurzel.  Da  aber  *  =  51  fünf  Folgen, 
*  =  49  nnd  *  =  10  vier  Folgen  hat,  so 
existirt  zwischen  *  =  10  nnd  *  =  4-  •  eine 
aber  nur  eine  Wurzel  und  diese  ist  =  50. 

Nimmt  man  das  Intervall  für  *  =  10 
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bis  *  =  I  oder  *  =  0,  so  hat  man  bei 
*  =  10  ein  Wechsel ,  bei  *  =  0  oder  1 
drei  Wechsel;  es  existiren  also  in  die- 
sem Intervall  entweder  2  Warsein  oder 
es  gehen  auch  Differentiale  in  den  Werth 
=  0  aber.  Um  dies  sa  finden  theilt  m;ui 
das  Intervall:  für  x  =  5  erhält  man  nun 
2  Wechsel,  bei  x  =  10  ist  nur  1  Wechsel 
also  liegt  ganz  bestimmt  zwischen  5  nnd 
10  eine  Wurzel,  und  diese  ist  =  6.  Aus 
demselben  Grunde  ist  zwischen  0  and  5 
eine  Warzel  (2)  vorhanden. 

Da  für  x  =  0  drei  Wechsel,  für  x  =  —  «> 
fünf  Wechsel  vorhanden  sind,  so  ex  ist  i- 
ren  entweder  2  negative  Wurzeln  oder 
es  gehen  Differenziale  verloren.  Durch 
T  hei  In  np  des  Intervalls  rindet  man,  dafs 
2  reelle  Wuraeln  (-  1  und  -  5)  existiren. 

10.  Folgendes  Beispiel 

[(x'-3x+4)(*-3)(x+l)) 

hat  2  unmögliche  Wurzeln.    Es  ist 

X  =  x«-5x»+7x*  +  x-12  =  0 
Xt  =  4x»  -  15x>  +  Hx  +  1 
X%  =  12x»  -  30x  +  U 
X.  =  24x  -  30 
X4=+24 

Es  entsteht 
für  x  =  |     X     Xt     X%     Xt  XA 


-«         4-      -       +       -  +(24) 
0       -(12)  +(!)  +(14) -(30)  4(24) 

Da  für  x  =  0  ein  Zeichen  Wechsel  we- 
niger ist  als  für  x  =  —  oo ,  so  hat  die 
Gleichung  nothwendig  eine  negative  Wur- 
zel, die  übrigen  3  Wurzeln  stnd  positiv, 
wie  dies  auch  x  =  0  mit  3  Zeicheuwech- 
seln  aneibt,  indem  x  =  +  *>  vier  positive 
Folgen  liefert. 


Für  x  =  1  entstehen  die  Zeichen 

-(8)   +(4)    -(4)   -(6)  +(24) 
in  3  Wechseln,  so  dafs  zwischen  0  und  1 
keine  Wurzel  liegt. 
Für  x  =  10  entstehen  die  Zeichen 
+  (5698)  +  (2641)  +  (914)  +  (210)  +  (24) 

so  dafs  keine  Wurzel  existirt,  die  >  10 
ist,  die  3  Wurzeln  also  zwischen  1  und 
10  liegen.   Man  erhält  ferner 
für  x  b  4  :  +  40  +  73  +  86  +  66  +  24 
=  2:-  6+  1+  2+18  +  24 
hierzu  =1:-  8+  4-  4-  6  +  24 

x  =  4  stimmt  in  den  Zeichen  mit  x  =  « , 
also  gibt  es  keine  Wurzel  >  4.  Für  x  =  2 
entsteht  ein  Wechsel,  mithin  liegt  eine 
Wurzel  zwischen  2  und  4-  Zwischen  1 
und  2  für  x  liegen  also  entweder  2  Wur- 
zeln oder  es  existirt  keine  reelle 
W  urzel. 

11.  Das  Verfahren  um  zu  erkennen,  ob 
Wurzeln  vorhanden  sind  oder  nicht,  ist 
nach  Fourier  etwas  weitläufig  und  soll 
mit  den  Beweisen  für  die  Richtigkeit  fort- 
gelassen werden.  Hat  man  das  Intervall 
auf  möglichst  enge  Grenzen  gebracht, 
wie  es  auch  von  Tourier  geschieht,  ao 
ist  es  in  vielen  Fallen  am  einfachsten, 
wenn  man  die  Differenziale  ignorirt  und 
sich  einzig  mit  der  gegebenen  Gleichung 
beschäftigt. 

Man  thut  wohl,  das  Intervall  auf  eine 
Einheit  mrofs  zu  bringen,  wie  in  dem 
vorliegenden  Beispiel,  wo  die  beiden  Wur- 
zeln zwischen  x  =  1  and  x  =  2  angezeigt 
sind.  Nun  setze  man  x=l  +  n,  wo  a 
einen  positiven  ächten  Bruch  bedeutet 
und  ermittle  durch  «  den  Werth  von  X. 

Man  erhält 


x4=     (l  +  <0«=    1+  4a+  6«t  +  4aa+«4 
-  öx»  =  -  ö(l  +  e)"  =  -  5  -  15a  -  15a«  -  5a3 
+  7x*=  +  7(l  +  a)a=  +  7  +  14a  +  7a» 

x  =                      1+  a 
-12  =  -J12  

X  =  -8+   4a-   2a'-  al+a« 


Der  gröfste  Werth,  den  a  annehmen  von  x,  der  die  Function  X  =  0  macht, 

kann,  ist  =  1,  mithin  der  gröfste  negative  also  auch  keine  Wurzel,  woraus  hervor- 

Werth  von  X    —  6 ,  nämlich  für  x  =  2;  geht,  dafs  die  Gleichung  2  unmögliche 

für  jeden  kleineren  Werth  von  a  bleibt  (imaginäre)  Wurzeln  hat. 

X  zwischen  -  6  und  -  8  und  es  existirt  12.  Man  soll  aus  folgender  gegebenen 

mithin  zwischen  l  und  2  kein  Werth  Gleichung  die  Wurzeln  finden: 

X-      x»-  21x4+  43xa-486xt  +  4öOx  + 1000  =  0 
Es  ist    Xt=    5x«-  84x»  +  129xa  -  970x  +450 
Xt=  20x»-252xa+268x  -970 
X.  =  60xa  -  504x  +  268 
XA  =  120x  -  504 
X ,  =  120 
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Man  erhält  folgendes  Schema 


X  = 


10 


lOO  +oo 


X 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

x> 

i 

+ 

+ 

+ 

*  =  -  eo  sind  5  Wechsel,  folglich  existirt 
eine  negative  Wurzel.  Ueberx  =  +100 
ist  keine  Wurzel  vorhanden ;  bei  x  =  +  10 
ist  ein  Zeichen  Wechsel,  daher  liegt  eine 
positive  reelle  Wurzel  zwischen  10  und 
100;  die  übrigen  3  Wurzeln  liegen  zwi- 
schen 0  und  10;  bei  0  sind  4  bei  10  ist 
ein  Zeichenwcchsel.  Um  nun  zu  erfah- 
ren, ob  nur  eine  oder  ob  3  reelle  Wur- 
zeln zwischen  0  und  10  vorhanden  sind 
schränke  das  Intervall  ein 
für  *  =  0  sind  die  Zeichen  ++_+_+ 
fÜT.T=l     ,      ,         ,       +  + 

Es  existiren  mithin  zwischen  0  und  1 
entweder  2  reelle  Wurzeln  oder  keine- 
die  3te  Wurzel  liegt  jedenfalls  zwischen 
1  und  10  und  ist  reell. 

Um  nun  das  Intervall  0-1  auf  Wur- 
zeln zu  untersuchen,  ignorire  die  Diffe- 
rentiale, setze  x  =  a  =  einem  ächten  Bruch, 
so  hat  man 

X  =  oB  -  2 1 ««  +  43«»  -  485««  +  450«  + 1000 
für  «  =0  ist  X  =  +  1000 
für  «  =  1  ist  X=  +  988 

Für  «sl,  den  höchsten  Werth  den  « 
annehmen  kann,  wird  die  algebraische 
Summe  der  mit  «  versehenen  Glieder 
=  -12. 

Für  jeden  kleineren  Werth  wird  die 
Summe  gröfser,  X  bleibt  also  von  *  =  0 
bis  x  =  1_  positiv  und  es  existirt  keine 
Wurzel  für  X  innerhalb  *  =  0  und  x  =  1. 
13.  Folgende  Gleichung  ist  gegeben 
id  es  sind  deren  Differentiale  aufee- 


und 

führt: 

X=    x*-  6x«  +  6*»+8x  +  2  =  0 
Xt  -  4x»  -  18*«  +12*  +8 
X,  =  12*«  -  36*  +  12 
X,  =24*  -36 
X4=24 

Man  erhält  vorläufig  folgendes  Schema 

10 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


Man  ersieht,  dals  über  +  10  hinaus 
keine  Wurzel  mehr  statt  findet,  dafs  zwi- 
schen 1  und  10  zwei  Wurzeln  und  dafs 
zwischen  0  und  -  »  ebenfalls  2  Wur- 
zeln angezeigt  werden. 

Für  *  =  -  1  erhält  man  die  Zeichen- 
reihe 

X  =  +  (7);  Xt  =  -  (26);   X,  =  +  (60); 

X,=-(60);  X4  =  +  (24) 
also  4  Wechsel,  mithin  ist  unterhalb  -  1 
keine  Wurzel  mehr  und  beide  angezeigte 
Wurzeln  können  nur  zwischen  0  und  -  1 
liegen. 

Für  *  =  0,5  ist  die  Zeichenreihe  für 
X  bis  A*4 

+  +       -  + 

.  0,1875 '      3;     33 ?     24?  24 

Es  liegen  mithin  die  angezeigten  Wur- 
zeln zwischen  0  und  —  0,5. 

Für  *  =  -  |  =  -  0,375  ist  die  Reihe 

+  +  +  -  + 

die  Wurzeln  liegen  also  zwischen  -  0,375 
und  —  0,5 

Für  *  =  -  4  hat  man  +  +  +  -  + 
für  x  =  -  o,45  +  -  +  -  + 

Es  liegt  mithin  zwischen  -  0,4  und 
-0,45  ein  Werth  von  *,  welcher  A',  zu 
Null  macht  während  X  positiv  bleibt,  und 
also  sind  die  beiden  angezeigten  Wurzeln 
nicht  vorhanden. 

Fürx=10istX  =  +  4682;  X,  =  +  2328 
*=  5istX  =  +  227;  X,  =  +  112 
x  =  2istX=  +    10;X,=-  8 
*=  1  ist  X  =  +     11;  Xt  =+  6 
Für  einen  Werth  von  *  zwischen  1  und 
2  wird  also  X,  =  0  und  es  existiren  auch 
diese  beiden  Wurzeln  nicht,  woher  die 
gegebene  Gleichung  keine  reelle  Wurzel 

14.  Es  ist  die  Gleichung  gegeben: 
X  =  x*  —  4x«  —  5*  —  1  =  o 
hieraus 

X,  =  3x«  -  8*  -  5 
X,  =  6*  -  8 
X,  =6 
Man  findet: 


X  = 

-  «o     |  0 

i  1 

X 

+ 

+ 

+ 

!■ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

für  x  = 

X 

xt 

10 

+ 

+ 

+ 

+ 

549 

216 

58 

6 

5 

+ 

+ 

+ 

1 

30 

22 

6 

% 

-»■ 

1 

5 

8 

6 

-  1 

+ 

+ 

1 

6 

14 

6 
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Für  x  =  10  sind  nur  Zeichenfolgen,  für 
x  =  —  1  nur  Wechsel,  daher  existirt  über 
+  10  und  unter  —  1  keine  Wurzel.  Eine 
Wurzel  liegt  zwischen  5  und  10,  2  Wur- 
zeln (oder  keine)  zwischen  0  und  - 1. 

Für  x  =  -  0,5  erhält  man 

+     -     -  + 
2,375  0,25   11  6 

Es  sind  also  2  Wurzeln  vorhanden,  die 
eine  zwischen  0  und  —  0,5  die  zweite 
zwischen  —0,5  und  —1. 

15.  Die  Gleichung 
X  =  x*  +  x-l=Q 

Xt=bx*+l 

*,  =  20x» 

Xt  =  60x> 

Xt  =  120* 

X,  =  120 


für  x  = 

X 

xt 

x, 

xt 

+  • 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+  1 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

0 

+ 

0 

0 

0 

+ 

-  1 

+ 

+ 

Für  x  —  + 1  bestehen  sämmtliche  Fol- 
gen, bei  x  =  —  1  sämmtliche  Wechsel, 
mithin  liegen  alle  5  Wurzeln  der  Glei- 
chung zwischen  +  1  und  —  1. 

Setzt  man  einen  beliebig  kleinen  po- 
sitiven Bruch  «  für  x,  so  erhält  man  die 
Zeichenreihe 

-+++++ 
und  setzt  man  einen  beliebig  kleinen  ne- 
gativen Bruch  —  a  für  x,  so  entsteht 

-+-+-+ 
Innerhalb  der  beliebig  kleinen  Differenz 
zwischen  -f  «  und  —  o  gehen  also  4  Zei- 
chenwechsel, mit  diesen  4  Wurzeln  ver- 
loren und  es  existirt  mithin  nur  die  eine 
reelle  Wurzel  zwischen  0  und  -f  1 ,  die 
übrigen  4  sind  unmögliche  Gröben. 

16.  Es  liegt  oft  sehr  daran,  eine  irra- 
tionale Wurzel  genau  in  möglichst  vielen 
Dezimalstellen  zu  erhalten,  und  man  hat 
für  die  möglichst  schnelle  Berechnung 
derselben  auch  mancherlei  Hilfsmittel. 
Bevor  ich  auf  die  Fourier  sehe  Methode 
komme,  soll  auf  anderen  Wegen  die  Wur- 
zel zwischen  0  und  1  in  Gleichung  15 
berechnet  werden. 

Um  dieser  Wurzel  sich  durch  Probiren 
Mthneller  zu  näheren,  schreibe  die  Glei- 
chung 

x(x4  +  l)  =  1 

Man  erhält  den  links  stehenden  Aus- 
druck X 


Für  x  =  0,5  X  =  0,53125 

x  =  0,6  X-  0,67776 

x  =  0,7  X  =  0,86807 

x  =  0,8  X-  1,12768 

Die  Wurzel  liegt  also  zwischen  0,7 
und  0,8. 

Wendet  man  die  Regula  falsi  an,  so 
hat  man 

08  -  07  :  x  -  0,7 

=  1,12768  -  0,86807 : 1  -0,86807 

woraus  x  (x4  +  1)  =  0,92778 
die  Regel  wiederholt  gibt 
0,8  -0,75  :  x  -0,75 

=  1,12768  -  0,92778  : 1  -  0,92778 
woraus  x  =  0,768 
und      x(x«+  1)  =  1,03518 
wiederum 

0,768  -  0,75  :  x  -  0,75  =  0,10740  : 0,07222 

woraus  x  =  0,7621  und  x  (x4  +1)=  1,01917 

Versucht  man  nun  nahe  Werthe,  so 
erhält  man 

X  =  1,0135 
X  =  1,00042 
X  -  0,99248 
X-  0,99508 
X  =  0,99770 
X  =  0,90900 
x  =  0,75495;  X=  1,000194 
x  =  0,7549;    X  =  1,000058 
x  =  0,75481 ;  X  =  0,999822 
w.  Es  sind  bis  jetzt  erst  die  4  ersten 
Dezimalen  richtig  gefunden. 

17.  Um  nach  Fouriers  Methode  eine 
zwischen  2  Intervallen  liegende  Wurzel 
zu  finden  mufe  diese  allein  und  von 
allen  übrigen  Wurzeln  gesondert 
in  dem  Intervall  sich  befinden. 

In  dem  Beispiel  No.  12  hat  man 

fürx  =  |    X     Xl    Xt    Xt    Xt  Xt 


für  x  =  0,76; 
x  =  0,755; 
x  =  0,752; 
x  =  0,753; 
x  =  0,754; 
x  =  0,8545; 


u.  s. 


0 
10 


+ 


4- 


+  - 
+  + 


+ 


Der  erste  Werth  von  x  liefert  4,  der 
zweite  nur  einen  Zeichenwechsel,  in  dem 
Intervall  0+10  befinden  sich  also  3  Wur- 
zeln und  es  mufs  dasselbe  durch  Zwi- 
schenwertbe  von  x  so  eingeschränkt  wer- 
den, dafs  der  Unterschied  beider  Reihen 
nur  in  einem  Zeichenwechsel  bestehe. 
In  demselben  Beispiel  hat  man 


für  x  = 

X 

Xt 

xt 

x: 

x> 

10 
100 

+ 

+ 

+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

Digitized  by  Google 


Fouriers  Lehre. 


120 


Fouriers  Lehre. 


Es  ist  also  bei  dem  einen  Zeichenwech- 
sel nar  eine  reelle  Wurzel  zwischen  10 
upd  100,  dagegen  kann  das  Intervall  noch 
nicht  zur  Anwendung  kommen,  weil  in 
demselben  Xt  und  X,  ebenfalls  Wur- 
zeln haben,  welche  nicht  sein  dürfen  and 
durch  Einschränkung  des  Intervalls  fort* 
geschafft  werden  ir  " 

Man  erhält  nun 


(6) 


für  x  = 

X 

40 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

20 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

und  dieses  Intervall  ist  mithin  für  die 
Anwendung  der  Methode  geeignet. 

18.  Es  ist  also  erforderlich,  daü  die 
Zeichen  der  X  entgegengesetzt  sind  und 
dafs  die  der  Differenziale  einzeln  mit  ein- 
ander übereinstimmen.  Ferner  ist  zur 
Auffindung  der  Wurzel  nur  das  erste  Dif- 
ferenzial  zu  beachten.  Bezeichnet  man 
im  Intervall  den  höheren  Werth  von  * 
mit  b,  den  niederen  mit  at  so  sind  in 
Beziehung  auf  die  Zeichen  für  das  Inter- 
vall b  -  a  folgende  4  Fälle  möglich 
*=      X     Xt         x=\-  X  Xt 


-  + 
+  + 


a 

b 


a 
b 

x  — 

a 
b 


+  - 


X  Xt 


+  + 

-  + 


Die  Werthe  von  X;  Xt  sind  für  x  =  b 
und  x  =  a  bekannt;  die  Wurzel  liegt  zwi- 
schen a  und  b  und  man  bestimmt  die 
Gröfsen  «  und  ß  so,  dafs  a  -f  R  =  b  -  ft 
die  Wurzel  gibt.    Es  ist  dann 

X  =  r(«  +  «)=f{b-ß)  =  o  (i) 

Nun  ist  nach  der  Taylor'schen  Reihe 

f{b-ß)=rb-ßrb+ß~rb-.... 

Für  ein  kleines  Intervall  b  —  a  sind  a 
und  ß  ebenfalls  nur  klein  und  dann  sind 
ttfa  und  ßfb  mit  den  Zeichen  vorherr- 
schend; bezeichnet  demnach  n  einen  po- 
sitiven ächten  Bruch,  so  kann  man  setzen 

f(«  +  ft)  =  /a  +  «/'(«4-/ia)  =  0  (2) 

f{b-ß)  =  fb-ßf(b-Hß)  =  o  (3) 

wo  ju  in  beiden  Formeln  verschiedene 
Werthe  hat. 

Es  ist  hieraus 


Für  den  Fall  I.  ist  Xt  -  fx 
da  mithin  die  Werthe  von  X  von  x  =  a 
bis  x  =  b  fortdauernd  wachsen,  so  ist 

r*>r  (*-/./*> 

Diese  Vergleichung  mit  4  und  5  ver- 
bunden gibt 

.>-'• 

7*" 

Berechnet  man  also         addirt  dies  zu 

a,  so  erhält  man  einen  Werth  von  *,  der 
kleiner  ist  als  die  Wurzel  a  +  <t,  und  be- 

fb 

rechnet  man       zieht  diesen  von  b  ab, 

so  erhält  man  einen  Werth  von  x,  der 
gröfser  ist  als  die  Wurzel  b-fl;  mithin 
erhält  man  die  beiden  neuen  Werthe 

näher  liefen  als  a  und  b  und  welche  als 
Grenzen  die  Wurzel  einschließen. 

Für  den  Fall  II.  hat  man  dieselben  Ver- 
pleichungen  wie  I.  Nur  ist  zu  beachten, 
dafs  n  und  ß  positive  Größen  sind  und 
daüs  man  also  für  fa,  fb  und  f'b  deren 
absolute  Werthe  einsetzen  niu/s 

also         a  > 

Ct 

'>% 

und  a  +      und  b  -  f±  geben  nähere,  die 

Wurzel  einschließende  Grenzen. 
Z.  B. 


welche  einander 


x= 

+  X7 

Zx*  +  2x 

(ÜTX 

X  X' 

«  =  -2 

+  12  -16 

6  =  +  2 

-  4  -  8 

Man  hat  nun  zu  neuen  Grenzen 


ß  4 

=  +2--  =  +14 


r*~ ' '  8 

Nun  ist  eine  Wurzel  =  +  1  mithin 
«  =  ,-  „=  !- (-  2)  =  +  3  und  ß  =  b-s 
=  2-l=  -f  l. 

Es  ist  also 
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Für  den  Fall  III.  hat  man  dieselben 
Rücksichten  wie  für  den  rongen  Fall. 
Beispiel.   X=  x*  -  10a*  +  3 
Xt  =  4x*  -  20* 


für  x 

X 

a  =  -3 

-6 

-48 

+  A 

_  l» 
> 

Man  erhält  die  engeren  Grenzen 
13  19 


+*    16*  2  "+152 
(Die  Wurzel  hegt  zwischen  - 1  und  —  \). 
Dieselbe  Bewandnifs  bat  es  mit  Fall  IV. 
19.  Es  soll  nun  das  Beispiel  No.  15  so 
Prüfung  der  Fourier'schen  Methode  be- 
nutzt werden. 

Es  ist  X  =    +  1 
Xt  =  5*4  +  1 

Bekannt  ist»  dafs  die  Watzel  zwischen 
0,7  and  0,8  liegt 

Es  ist  also   a  =  0,7 

5  =  0,8 

das  Intervall  ist  0,8-0,7  =  0,1 

Es  ist  nnn  fa-  —  0,13193 
/*  =  + 0,12768 
f*  =  +  3,048 


Die  3  ersten  Decimalen  sind  also  richtig. 
Nnn  ist   fa  =  /0,7545  =  -  0,00099 
f6  =  /0,7549  =  + 0,00006 
r*=ro,7649=  +  2,62375 

und 

«+^  =  0,7*5  +  ^  =  0,7*4,77 

Bis  hierher  reichen  nur  die  Logarith- 
men ans,  und  man  ersieht,  dafs  das  Fou- 
rier'sche  Verfahren  weniger  mühsam  and 
sogleich  sicherer  ist  als  das  vorher  bei- 
spielsweise ausgeführte  Probiren.  8ollen 
noch  mehrere  Decimalen  zugefügt  wer- 
den, so  werden  die  directen  fünffachen 
Potenzirungen  laugwierig  und  man  ver- 
fahrt am  zweckmäßigsten  mit  Anwen- 
dung des  Taylor  sehen  8atzes,  wenn  man 
die  Werthe  der  Function  für  einen  zu- 
nächt  kleineren  oder  gröfseren  Werth 
von  *  vorher  genau  bestimmt  hat. 

Die  Taylor'sche  Reihe  ist: 


also  a  + 
and 


-fa 


•  t        =  0,7  + 

•-fi-M-2 


0,13193 


3,048 
,12768 


3,048 

Das  Intervall  ist  jetzt 


=  0,743 
0,758 


0,015 

Nun  ist  fa  =  /0.743  =  -  0,03056 
/5  =  /0,758  =  + 0,00823 
/•6=/0,768=  +  2,6506 
mithin  von 


«  +  -^£  =  0,743  + 


0,03056 
2,6506 


=  0,7545 


Es  ist  die  Bestimmung  der  Function 
und  der  Differenzialen  bei  *  auf  obige 
6  Decimalen  nicht  so  schwierig  wenn  man 
die  1  bis  9  fachen  der  Zahl  tabellarisch 
unter  einander  stellt,  so  dafs  man  diese 
bei  der  Multiplication  nur  abzuschreiben 
hat. 

Nämlich  <t=  754877 
2a  =  1509754 
3«  =  2264631 
4«  =  3019508 

5«  =  3774385 
6«  =  4529262 
7o  =  5284139 
8a  =  6039016 
9a  =  6793893 
10a  =  7548770 
Man  erhält  zunächst 


a  =  0,754877 
aa  =  0,56983  92851  29 
a»=  0,43015  85700  40324  133 
a*  =  0,32471  68108  76329  76054  6641 
a6  =  0,24512  12520  43891  18065  21667  18157 
Hieraus  ist 

=  o»  -f  a  -  1  =  -  0,00000  17479  56108  81934   

/'a  =  5a«  +  1     =  +  2,62358  40543  81648  80273  3205 
f"a  =  20a»         =    8,603 1 7  14008  1 1402  66 
f"'a  =  60a3         =  34,19035  71077  4 
fa  =  120a  - 

fa=>lV) 
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Setzt  man  nun  das  Mittel  der  Diffe- 
renz zwischen  a  und  &  =  +  *  =  0,0000005 
So  hat  man 

/(a  +  *)  = /"0.7548775 
=  fa  =  -  0,00000  17479  56108  81934  .... 

Wa  =  +  13117  92027  19082.... 


.3 


0,1076  39642  .... 


71 .... 


/(ä +  »)  =  - 0,00000  04361  63006  23139 

Man  kann  sich  nun  mit  weniger  Mühe 
der  Wurzel  schnell  nähern,  wenn  man 
erwagt,  dafs  den  meisten  Einflufe  das 
Glied  s-f«  hat. 

Es  ist  f  a  =  2,62358  40543  

die  Grenze  ist  fa  =  -  0,00000  17479  

dividirt  man  daher  17479  ....  durch 

2,623584.... 

so  erhält  man  sehr  nahe  *  in  den  gel- 
tenden Decimalen  =  6662  und  f{a  +  s) 
=  0,7548776662 

Dieser  Werth  probirt  gibt 

s  .  fa  =  0,00000  17478  31686  36304 


Nun  ist  ^  =  0,05995 ;  also  *  =  0,75995 

^  =  0,04189 ;  also  x  =  0,75811 
Tb 

Da  nun  zwar  immer  ein  zu 

grofses,  aber  bei  Wiederholung  ein  immer 
kleiner  werdendes  x  liefert,  so  ist  die 
Anwendung  der  Reihe  für  f(b  —  »)  vor- 
zuziehen,  wenn  man  sich  Ton  einer  Seite 
nur  der  Wurzel  nähern  will. 
Aus  No.  19  ersieht  man 
fU758 

*  =  0,758 -^—=0,7549 


f'a  = 


1909 14026 


+  0,00000  17478  33595  50630 
fa  =  -  0,00000  17479  56108  81934 

/•0,7548776662  = 

-  0,00000  00001  22513  31304 

Für  x  =  0,7548776663 
entsteht  X  positiv,  die  ersten  10  Deci- 
malstellen  sind  also  richtig  und  man  kann 
das  Verfahren  für  beliebig  mehrere  De- 
cimalen wiederholen. 

20.  Das  letzte  abgekürzte  Verfahren 
mit  Hülfe  der  Taylorschen  Reihe  ist  so 
recht  geeignet  zu  erkennen,  dafs  Fourier 
seine  Lehre  aus  der  Taylorschen  Reihe 
entnommen  hat.  Denn  man  dividirt  f  a 
durch  f'at  man  erhält  also,  wenn  man 
die  Division  vollständig  ausführt,  den 
Werth  von  *  zu  grofs;  sowie  man  den 
_    ,  .     i  fb 

Werth  von  ;  durch       zu  klein  also  beide 

f b 

Werthe  (ä  +  *)  und  (A  —  ;)  für  x  zu  grofs 
erhält.  Wendet  man,  unbekümmert  um 
Fouriers  Satz  gleich  von  vorn  herein  die 
Taylor'sche  Reihe  an,  so  habe  man  durch 
Probiren  vorläufig  gefunden:  (s.  No.  19) 

fl  =  -  0,13193 

f8=  +  0,12768 
so  erhält  man 

f'7  =  2,2005 
f  8  =  3,048 


^0,758 

x  =  0,7549  -  ff'7549  =  0,754878 
v,««/»*     /»o,7549  v»,*r»0<0 

und  x  schon  auf  5  Decimalstellen  richtig. 

Fourier  hat  also  verstanden,  aus  der 
Taylorschen  Reihe,  welche  von  selbst 
eine  Grenze  für  die  Wurzel  gibt,  noch 
kleinere  Grenzen  zu  entwickeln. 

Frageglied  oder  Frageiahl  ist  beim 
bürgerlichen  Rechnen  die  Zahl,  über  welche 
eine  Frage  geschieht;  die  übrigen  Zahlen 
oder  Glieder  heifsen  Bedingungsglie- 
def.  In  der  Regel  de  trie  wird  das 
3te  Glied  zum  Frageglied  genommen,  z.  B. 

Wenn  4  Pfund  einer  Waare  3  Thlr. 
kosten,  was  kosten  7  Pfund  davon?  Hier 
ist  7  Pfund  das  Frageglied  weil  über 
dessen  Preis  gefragt  wird. 

Die  Regel  quinque  hat  2,  die  Re- 
gel septem  hat  3  Fragezahlen  u.  s.  w. 
Z.  B.  Wie  viel  Zinsen  geben  350  Thlr. 
in  8  Monaten  zu  5  pro  cent  pro  anno; 
wird  angesetzt: 

lOOThaler  }  geben  5  Thlr. j  350  Thaler? 
in  12  Monat)     was  geben  {in  8  Monaten? 

wo  350  Thaler  und  8  Monat  die  Frage- 
zahlen sind. 

Die  Gesellschaftsrechnung  hat 
so  viel  Frageglieder  als  Theilnehmer  zur 
Gesellschaft  gehören:  z.  B.  5  Personen 
spielen  gemeinschaftlich  ein  Lotterieloos, 
welches  50  Thlr.  kostet:  A  gibt  dazu 
1  Thlr.,  B  gibt  2  Thlr  ,  C  gibt  5  Thlr., 
D  gibt  10  Thlr. ,  E  gibt  12  Thlr.  upd  F 
gibt  20  Thlr.  Sie  gewinnen  5000  Thlr. 
wie  viel  bekommt  jeder?  der  Ansatz  ist 

II  Thlr.? 
2  Thlr.? 
5  Thlr.? 
10  Thlr.? 
12  Thlr.? 
20  Thlr.? 

Die  Kettenrechnung  hat  nur  ein 
Frageglied.  Z.  B.  Wie  viel  an  preufsi- 
schem  Courant  sind  300  oldenburger  Pi- 
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stolen,  wenn  35}  Stück  derselben  auf  1 
Mark  bei  21$  Karat  fein  kommen,  wenn 
35  preußische  Friedrichsd'or  auf  1  Mark 
bei  21  Karat  8  Gran  fein  kommen  und 
wenn  1  preußischer  Friedrichsd'or  5  Thlr. 
20  gr.  Courant  gilt?  der  Ansatz  ist 

Wie  Tiel  preufs. 

Thaler  sind  =  300  oldenb.  Pistl.  ? 
wenn  35$  Pistolen  =  21  1  Karat 
wenn  21}  Karat    =  35  Friedrichsd'or 
wenn  lFrd'or       =  5]  preufs.  Thaler 

Frühling  ist  in  der  von  uns  bewohn- 
ten nördlichen  Erdhalbkugel  die  Jahres- 
zeit von  dem  Augenblick  des  scheinba- 
ren Eintritts  der  Sonne  (mit  ihrem  Mit- 
telpunkt) in  den  Frühlingspunkt  bis  zu 
dem  Augenblick  des  scneiubaren  Ein- 
tritts der  Sonne  in  den  Sommerpunkt 
der  Ekliptik.  Also  die  Jahreszeit  von 
dem  wirklichen  Eintritt  der  Erde  in  den 
Herbstpunkt  bis  zn  dem  wirklichen  Ein- 
tritt derselben  in  den  Winterpunkt  der 
Ekliptik  (vergl.  astronomische  Jahreszei- 
ten, Ekliptik,  Erde,  Aequator  der  Erde). 

FrÜhlingsnachtgleiclie,  s.  u.  Aequa- 
tor der  Erde,  Ekliptik. 

Früülingspnnlt,  Punkt  der  Früh- 
lingsnachtgleiche, Widderpunkt, 
SVidder-Nnllpunkt  ist  oiner  der  bei- 
den Punkte  (F,  H,  Fig.  34,  pag.  33,  Bd.  I.) 
in  der  Ekliptik  FSHW,  in  welchen  diese 
mit  der  durch  die  Sonne  gelegten  dem 
Erdaequator  parallelen  Ebene  sich  schnei- 
det. Beide  Punkte  F,  H  sind  zugleich 
die  Aequinoctial  pu n kte  der  Ekliptik, 
weil  wenn  die  Erde  in  diesen  Punkten 
sich  befindet,  innerhalb  24  Stunden  auf 
jedem  Punkt  der  Erdoberfläche  Tag  und 
Nacht  gleich  also  12  Stunden  lang  ist, 
wie  auch  Fig.  34  in  I.  und  III.  darstellt 

Die  Astronomen  des  Alterthums  wufsten 
nicht,  dajs  die  Sonne  in  dem  Brennpunkt 
innerhalb  der  Ekliptik  steht,  nnd  dafs 
die  Erde  es  ist,  welche  in  der  Ekliptik 
um  dieselbe  sich  horumbewegt.  Befand 
sich  also  die  Erde  in  H,  so  glaubten  sie 
die  Sonne  stehe  in  F,  und  da  von  nnn 
ab  die  wärmeren  Tage  begannen,  so  nann- 
ten sie  den  Punkt  F,  den  in  welchen 
ihrer  Wahrnehmung  nach  die  Sonne  tritt, 
wann  der  Frühling  beginnt,  den  Früh- 
lingsp  nnkt. 

Seitdem  die  von  Copernicus  entdeckte 
nnd  ron  den  späteren  Astronomen  be- 
stätigte Umdrehung  der  Erde  und  der 
Stillstand  der  Sonne  in  mitten  der  Erd- 
bahn bekannt  geworden,  ist  nun  eigent- 
lich H  Frühlingspunkt  und  F  Herbat- 
punkt,  so  wie  W  der  Sommerpunkt  und 
S  der  Winterpunkt,  weil  die  Erde  beim 


Beginn  des  Frühlings  in  H,  beim  Beginn 
des  Herbstes  in  f,  beim  Beginn  des 
Sommers  in  W  und  beim  Beginn  des 
Winters  in  5  steht;  allein  die  neueren 
Astronomen  haben  aus  Pietät  gegen  die 
Gelehrten  des  Alterthums  die  Punkte 
und  deren  Namen  der  Ueberlieferung  nach 
beibehalten  und  erklären:  Frühlingspunkt 
ist  derjenige  Punkt  der  Ekliptik,  in  wel- 
chen die  Sonne  zu  treten  scheint 
wann  der  Frühling  beginnt.  Und  in  der- 
selben Weise  werden  die  anderen  3  Haupt- 
punkte der  Ekliptik  erklärt. 

Die  4  Hauptpunkte  der  Ekliptik,  oder 
vielmehr  die  beiden  Nacht  gleiche  npunkte 
F  nnd  H  sind  nicht  constant,  sie  rücken 
jährlich  um  50,1  bis  50,24  Secunden  von 
links  nach  rechts,  oder  der  Zeichenfolge 
entgegen  (s.  Folge  de#  Zeichen),  indem 
die  Weltaxe  (die  der  Krdaxe  parallele 
Axe)  um  die  feste  Axe  der  Ekliptik  die- 
sen Bogen  jährlich  beschreibt,  womit  die 
Punkte  F  und  H  des  Aequators  den 
Punkten  W  und  S  der  Ekliptik  sich  nä- 
hern, eine  Bewegung,  die  seit  der  chal- 
däisch  astronomischen  Zeit  schon  über 
30  Grade  betragen  hat. 

Da  die  in  dieser  uralten  Zeit  bekann- 
ten Planeten  in  ihren  Bahnen  nur  um 
9°  bis  10°  von  der  Ekliptik  abwichen, 
so  zogen  die  damaligen  Astronomen  2 
in  Entfernung  10°  von  der  Ekliptik  be- 
legene mit  dieser  parallele  Kreise,  bil- 
deten somit  eine  20°  breite  Zone,  ver- 
einigten von  30°  zu  30°  Länge  die  Sterne 
zu  12  Sternbildern,  gestalteten  dieselben 
zu  Thieren ,  gaben  ihnen  Thiernamen  und 
nannten  sie  die  12  Himmelszeichen, 
so  wie  die  Zone  in  denen  sie  sich  be- 
fanden, den  Thierkreis,  und  bestimm- 
ten vermittelst  der  Zeichen  die  Stand- 
punkte der  Planeten  und  anderer*  Ge- 
stirne (s.  Folge  der  Zeichen).  In  den 
Frühlingspunkt  wurde  der  Widder  ge- 
setzt, woher  der  Name  Widderpunkt, 
und  da  dieser  Punkt  zugleich  Anfangs- 
punkt (Nullpunkt)  für  alle  Längenbe- 
stimmungen war  und  noch  jetzt  es  ist, 
so  wird  der  Frühlingspunkt  noch  heut 
Widderpunkt,  Widder-Nullpunkt 
genannt,  wenngleich  dieses  Sternbild  über 
30°  vorwärts  steht  und  der  Frühlings- 
pnnkt  in  dem  8ternbild  „Fische"  sich 
befindet 

Gestirne,  die  in  F  sich  befinden,  haben 
weder  Länge,  noch  Breite,  noch  Abwei- 
chung, noch  gerade  Aufsteigung.  Daher 
bestimmt  man  auch  diesen  so  wichtigen 
Punkt  alljährlich  (um  den  21ten  Marz) 
durch  Beobachtung  der  Sonne  und  es  ist 
derjenige  Punkt  der  Frühlingspunkt,  in 
welchem  die  Sonne  in  dem  Augenblick 
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steht  in  welchem  sie  sich  ohne  Abwei- 
chung ergiebt. 

Füllung  eines  Gefäfses,  einer  Schleu- 
senkammer mit  Wasser,  eines  leeren 
Raums  mit  Luft  unter  gegebenen  Bedin- 
gungen, s.  Inhaltsverzeichnifs  und  Sach- 
register des  lten  Bandes,  pag.  450. 

Fünfeck  ist  eine  ebene  ton  5  geraden 
Linien  (Seiten)  begrenzte  Figur.  Aus 
jeder  Ecke  sind  2  Diagonalen  möglich, 
die  das  Fünfeck  in  3  Dreiecke  zerlegen. 
Der  Winkel,  von  dessen  Ecke  (r)  aus  die 
Diagonalen  gezogen  werden  wird  in  3 
Theüe,  jeder  der  beiden  Winkel  nach 
deren  Ecken  (A,  E)  hin  sie  gezogen  wer- 
den, in  S  Theile  getheilt,  die  beiden  an- 
deren Umfangswinkel  f/>\  D)  bleiben  un- 
geteilt. Die  5  Uftifangswinkel  des  Fünf- 
ecks sind  also  in  Summa  die  Umfangs- 
winkel von  3  Dreiecken  and  da  in  jedem 
Dreieck  die  3  Umfangswinkel  zusammen 
=  2  rechton  Winkeln  sind,  so  ist  die 
Summe  der  Umfangswinkel  jedes  Fünf- 
ecks =  6  Rechten.  Daher  können  in  einem 
Fünfeck  höchstens  2  convexe  Winkel 
statt  finden  (s.  Fig.  650  und  651). 

Jedes  Dreieck  erfordert  zu  seiner  Ver- 
zeichnung 3  Bestimmungsstücke,  die  3 
Dreiecke  also,  in  welche  das  Fünfeck 
zerlegt  wird ,  orfordern  zusammen  9  Be- 
stimmungsstücke. Ist  aber  das  mittlere 
Dreieck  (CAE)  bestimmt,  so  hat  dieses 
Dreieck  für  jedes  der  beiden  anliegenden 
Dreiecke  in  der  Diagonale  schon  ein  Be- 
stimmungsstück, folglich  bedarf  jedes  der 
beiden  8eitendreiecke  nur  noch  2  Be- 
Stimmungsstücke,-  das  Fünfeck  im  Gan- 
zen also  3  +  2x2=7  Bestimmungsstücke. 

2.  Bezeichnet  man  den  Winkel,  den 
die  Seite  AB-a  mit  der  Seite  AE  =  e 
macht  mit  ae,  den  Winkel  zwischen  BC-  b 


und  e  mit  be,  den  Z  zwischen  CD-o 
und  e  mit  ce,  den  Winkel  zwischen  DE 
=  d  und  e  mit  de  jedoch  so  verstanden 
dafs  man  immer  einerlei  Richtung  der 
Seiten  gegen  die  feste  Seite  AE  =  e  zu 
beobachten  hat. 

Nimmt  man  für  die  Seite  a  die  Rich- 
tung BAy  also  der  spätere  Buchstabe 
voran,  so  ist  die  analoge  Richtung  Ton 
4  =  CB ,  die  von  c  =  DC  von  d  =  ED. 
Beide  letzte  Richtungen  treffen  die  Seite 
e  nicht  und  damit  dies  geschehe  weil 
Winkel  gebildet  werden  müssen,  so  denkt 
man  sich  in  C  und  D  Parallelen  Cüf, 
DJ  mit  e. 

Ist  nun  für  die  Ecke  A  der  /_  BAE  —  ae, 
so  ist  /_CB¥ —  be,  der  links  liegende 
erhabene  Z.DCH  =  ce  und  der  links  lie- 
gende erhabene  ZFDJ  -  de.  In  diesem 
Sinne  genommen  ist 
c  —  a  cos  aeArb  cot  beA-ccos  er  *  d  cos  de  (I) 

denn  fällt  man  auf  die  verlängerte  AE 
die  Lothe  BB\  CC\  DD'  und  zieht  die 
mit  e  Parallelen  BF  und  DO  bis  in  die 

Normale  CE  so  ist 

Fig.  646. 


K  '  , "  v 

Y;  i  N  7 


£  D 


a  cos  at=  a  cos  BAE  =  -  AB' 
b  cot  be  =  b  cos  CBF=  +  BF 


ccosce-c  cos  (convex  ^  DCH)  =  c  •  cm  (concav  Z  DCH)  =  cos  CDG  =  +  DO 
d  cos  de  =  d  -  cos  (convex  Z  EDJ)  -d  •  ccs  (concav  Z  EDJ)  -  cos  DEA  =  -  ED' 
Mithin 

a  cos  aeA-b  cos  be  -f-  c  cos  ce  Ar  +  d  cos  de  =  -  AB'  A-  BF  Ar  DG  -  ED'  =  AE  =  • 


3.  Bezeichnet  man  die  Umfangswinkel 
mit  deren  Eckpunkten  A,  H,  C,  D,  E 
so  hat  man 

Z«e  =  A ;  cos  ae  —  cos  A 

ferner  ist  Z  FBA  A-  Z.BAE  =  2R 

oder       ZÄ-Z*«  +  Zj4  =  2ä 

hieraus    z*«=  ^  +  B  -2R 

und      cos  be  =  cos(AAr  B  -  2Ä) 

=  —  cos  {A  Ar  B) 

Noch  i»t  ZCÄF+ZC+ ZCDÖ  =s2Ä 


oder  z*«  +  /C-  Z<*  =  2/1 

oder  AA-B-2RA-C-  Zce  =  2Ä 
woraus     /ce  =  (4  A-  B  -f-  C)  -  4F 

und  cos  ce  =  cos  [(A  A-  B  Ar  C)  -  4Ä] 

=  +  cos  (A  Ar  B  Ar  C) 
endlich  ist  Zde-~  E=(A\B\CArD)-  6A 
folglich    cosd9  =  -cos(AArB  +  CArD) 

Man  hat  daher  auch 
e  =  a  cos  A  -  b  cos  (A  +  B)  +  c  cos  (A  +  B  +  C) 
-dcos(A-^BArCArD)  (2) 
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4.  Bezeichnet  man  nach  Fig.  647  die 
nach  einerlei  Richtung  genommenen 
Außenwinkel  der  Unifangswinkel  mit  a, 
ß,  j',  «I,  ij  so  ist 

A  =  2R-  a 

B-2R-  ß 

C=3Ä-y 

D-2R-Ö 

E  =  2Ä  —  ij 
Man  hat  demnach  nach  Formel  2: 

e  =  acot  (2Ä  -  o)  -  b  cot  [4Ä  -  (a  +  /})]  +  c  cot  [6Ä  -  («  +  ß  +  y)] 
-  rf  ro*  [8Ä  -  («  +  /J  +  y  +  «')] 

oder  reducirt 

e  =  —  i  cot  o  —  6  co*  («  4-  /J)  —  c  co*  («  +  ß  4-  }')  —  d  t ot  («  4-  ß  +  y  +  d) 
oder  -  e  =  «  an  a  4-  i  cos  («  4-  /?)  4-  c  co*  («  +  /J  4-  y)  4-  </  co*  («  +  /?  +  y  +  d)  (3) 

Beispiel. 

Es  sei    A-  110°,  also  ae=     110°  und  «  =  70° 

£=120°,  also  A«=      50°  und  ß-  60° 

C=100°,  also  et--  30°  und  y  =  80° 

D  =  80°,  also  rfe  =  -  130°  und  d=  100° 

£=130°,  also  Ms-  180°  und  »j=  50° 
Nach  Formel  1  ist     «  =  a  cos  1 10°  4-  b  om  60°  +  c  co*  (-  30°)  4-  </co*  (-  130°) 
Nach  Formel  2  ist     e  =  a  ro*  1 10°  -  b  cot  230°  +  c  cot  330°  -  d  cot  410° 
Nach  Formel  3  ist  -  0  =  a  cot  70°  4-  *  cot  130°  +  c  cot  210°  +  o*  co*  310° 


Reducirt  man  auf  Winkel  unter  90°  a-sinew  =  a-sm  HAK-BB' 

so  erhält  man  aus  allen  3  Formeln  b'tinbe=b-tinCBF=CF 

«  =  -a co* 70°+  b  cos  50°+c  co*  30°- d cot  50°  •  ,   ,,n/*  .  «n/, 

'  c**iNce=c**tn  (   CÜO)-  —  cstnCDG 
5.  Ls  ist  in  jedem  Fünfeck:  =  -  CO 

a-sinae+b-tin  ie+  ein M  4-  d>tin de=0  (4)  «f i„  Je = rf. sin  (-  D EA)  =  -  rf  •  sin  DEA 
denn  nach  Fig.  646  und  No.  2  hat  man  =  -  DD' 


Mithin  atinac  +  b  tinbe  +  etinet  +  d  tin  de  —  IIB  4-  CF  -  CO  -  DD'  =  Q 

6.  Um  diese  Formel  durch  die  Umfangswinkel  A,  Ii ,  C ,  D  auszudrücken  hat 
man  nach  No.  3 

a*««il4-o«m(4  4-Ä-2Ä)4-c*in  (^4  4-  B  4-  C- 4Ä)  +dsin(A  +  B  +  C+  D-6Ä)  =  0 
und  reducirt 

a  tin  A  -  b  sin(A -±  B)  +  c  tin  (A  +  B  +  C)  —  d  tin(A  +  B  +  C  +  D$  =  Q  (5) 

7.  Um  diese  Formel  durch  die  Augenwinkel  a,  ß,  y,  d  auszudrücken  hat  man 
nach  No.  4 

a  tin  (2Ä- o)  -  b  tin  [4  Ä-  («  4-  ß)]  +  c  *m[6  ft  -  (a  +  ß + y)]  -  d  ti  n  [8  R  -  («  4-  ß  4-  y  +  i)]=0 
und  reducirt  • 

atina  + btin(a  + ß)  f  c*in  (a4-0  +  y)  4-  rf*i»(«  4- £4/)'  +  d)  =  0  (6) 

Nach  dem  Beispiel  No  4  hat  man  • 

aus  Formel  4    a  tin  110°  4-  b  sin  §0°  4-  c  sin  (-  30°)  4-  d  tin  (-  130°) 

aus  Formel  5    a  tin  1 10°  -  b  tin  230°  4-  c  tin  330°  -  d  tin  410° 

aus  Formel  6    a  tin  70°  4-  b  tin  130°  4-  c«n  210°  4-  d«in  310° 

Die  Winkel  auf  den  1  Quadrant  reducirt  gibt  übereinstimmend 

a  tin  70°  4-  b  tin  50°  -  c  «in  30°  -  dsin  50° 

Aus  den  vorstehenden  2  Formeln  (1  bis  3)  und  (4  bis  5)  lassen  sich  nun  For- 
meln finden,  aus  welchen  man  bei  gegebenen  7  Restiniuiungsstücken  die  fehlenden 
3  Stücke  finden  kann. 
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8.  Es  sind  4  Seiten  a,  6,  c,  d  und  die  3  von  ihnen  gebildeten  Winkel  B,  C, 
D  oder  ß,  y,  <f  oder  die  Winkel  a6,  ac,  ad,  bc,  bd  und  ed.  So  sind  zu  finden  die 
Seite  e  und  die  Winkel  A  und  JE. 

Wenn  man  die  Gleichung  1  mit  e  multiplicirt,  so  erhält  man 

1 .    e*  =  ae  com  ae  +  be  cos  be  +  ce  cos  et  +  de  cos  de 

Eben  so  erhält  man  für  die  4  anderen  Seiten 

a*  =  ab  cos  ab  -f-  ac  cos  ac  -f     co*  ad  +  ae  cos  ae 

6*  —  ab  cos  ab  -f  bc  cos  bc  +  bd  cos  bd  -f  6«  co»  6e 

c'  =  ac  cos  ac  -f  bc  cos  bc  +  cd  cos  cd  -f  ce  ro*  ce 

dP  =  ad  cos  ad  +  6d  co«  6d  +  cd  co«  cd  +  de  cos  de 

Zieht  man  von  der  ersten  Gleichung  die  folgenden  4  Gleichungen  ab  so 
erhält  man 

e>_  a*—  6*—  c'—  d* =  —  2  [ab  cos  ab  +  ac  cos  ac  +  ad  cos  ad  +  bc  cos  bc  +  6d  cof  bd  +  edeo*  cd] 
woraus 

e»=  0»+6»-f  c'+d«-  2  [«•  ™s  ab  +  aeco«  ac  +  orf«M  arf  +  Acco»  6c  +  6d  co«  bd + cd  cos  cd]  (7) 
Schreibt  man  aus  No.  3  die  Werthe  dieser  Winkel  in  Umfangswinkel  ausge- 
drückt, so  erhält  man: 

e*=o*  +  6t  +  c>  +  d,-2[a6co»Ä+acco*(Ä  +  C-2Ä)  +  «dco«(Ä  +  C+D-4H)  +  6cco«C 

+  bd  cos  (C  +  D  -  2 Ä)  +  cd  cos  D\ 

und  reducirt 

e» = aa  +  6*  +  ca + d*  -  2  [a6  co«  Ä  -  ae  cos  (ß  +  C) + ad  cos  {B  +  C  +  ß)  +  6c  cos  C 

-bdcos(C+D)+cdcosD]  (8) 

Schreibt  man  aus  No.  4  für  die  Umfangswinkel  deren  Aufsenwinkel,  so  erhält  man 
e«  =  a*  +  6« + ca + <P  -  2  [«6  co«  (2Ä  -  ß)  -  ac  cos  (4R  -  ß  -  y)  +  ad  cos  (6  R  -  ß  -  y  - 1») 

+  6c  cos  (2  K  -  y)  -  bd  cos  (4Ä  -  y  -  ())  +  cd  cos  (2  R  -  J] 

und  reducirt 

ea  =  a»  +  6*+ c'  +  dH  2a6  co*  ß+  2accos(ß  +  y)  +  Zadcos(ß  +  y  +  if)  +  26ccot  y 

+36dcof(y  +  t))+2cdr«fd  (9) 

9.  Nun  findet  man  eine  Formel  für  cos  ae  oder  co«  A  oder  co«  o  aus  den  For- 
meln 1,  2,  3  wenn  man  mit  der  Seite  a  statt  mit  e  anfängt. 

Aus  No.2  Formel  1  erhält  man 

a  =  6  cos  ba  +  c  cos  ca  +  d  cos  da  +  e  cos  ea 

Nun  ist  ea  =  540°  —  ae 
also  co«  ea  =  cos  (6Ä  —  ae)  =  —  cos  ae 

Mithin  hat  man 

cos  ae  —  —  [—  a  +  6  cos  ba  +  c  co*  ca  -f  d  co«  da]  I 

;  \  ao) 

=     [-f-  a  —  (6  co«  6a  -f-  c  co«  ca  -J-  d cos  da)]\ 

Aus  No.  3  Formel  2  hat  man 

a  =  bco$B-ccos(B+C)  +  dcos(B  +  C+  D)-ecos(B  +  C+  D+  E) 
Hier  ist  wieder  Ä  +  C  +  ZJ  +  £  =  540e-yl 
folglich  -ec©*(Ä  +  C+D  +  £)  =  eco«i4 

hieraus       cos  A  =  — [a- 6  cos  B  +  ccos(B  +  C)- d  co#(Ä  +  C  +  D)]  (11) 

Aus  No.  4  Formel  3  erhält  man  # 

-  a  =  6  co«  ß  +  c  co«  (/J  +  y)  +  d  cos  (ß  -f  y  +  <T)  +  e  co«  (ß  +  >•  -f  J  +  ij) 

Nun  ist   /J  +  y  +  d  +  »7  =  4Ä-« 
also    co«  0?  -f  y  +  J  +  ij)  =  +  cos  a 

daher       -co««  =  -i  [a  +  6co«^  +  cco«0*  +  y)  +  dco«03-|-y  +  il)]  (12) 

10.  Man  findet  eine  Formel  für  den  Sinus  der  um  die  Ecke  A  liegenden  Win- 
kel, wenn  man  die  Formel  4,  5,  6  mit  der  Seite  6  anfängt: 

Aus  No.  5,  Formel  4  bat  mau 

6  sin  6a  +  c sin  ea-\-d «in  da  +  e  sin  ea  =  0 
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Nun  ist   >inea  =  -sinas 
hieraas       Hm  ae  =  —  (6  sin  ba  +  c  sin  ca  +  dsin  da)  (13) 

Aus  No.  6,  Formel  5  hat  man 

bsinB-csin  (B  +  C)  +  dsin  (B  +  C  +  D)  -  e  sin  (Ä  +  C+  D  -f  E)  mO 
Nun  ist     «n(Ä  +  C+Z>  +  E)  =  «nj4 

folglieh       sin  A  =  -  [6  sin  B  -  c  sin  (B  +  C)  +  rf  sin  (B  +  C  +  D)]  (14) 

Aus  No.  7,  Formel  6  hat  man 

6«i»/9  +  c«»0?  +  y)  +  rfii»05  +  y  +  J)  +  e«inO?  +  j'  + J  +  1?)  =  0 

Nun  ist   «»G5  +  y  +  <r  +  i;)  =  -«n« 
hieraus        sin  a  =  i-  [6  sinß  +  esin  (ß  +  y)  +  dsin(ß-\-  y  +  d))  (15) 

11.  Verbindet  man  die  Formeln  10  bis  13  mit  den  Formeln  13  bis  15  so  erhält 
man  3  Formeln  für  Tangente  ae,  A  und  o,  und  zwar  unabhängig  von  der  Seite 
*,  nämlich: 

b  sin  ba  +  c  sin  ca -\- d  sin  da 

tgae=  rr  , — .  — ;       ,  .  (16) 

a  —  (6  cos  ba  -f-  c  cot  ca  +  d  coj  aa) 

&  »»  g  -  c  li»  (g  +  O  +  d  sin  (B  +  C  +  D) 

9       a-beos  B  +  ccos(B+C)-  dcos(B  +  C+  £>)  C 

_    b  sin  ß  -f  c  sin  (ß  -f  y)  +        (ß  +  y  +  d)  (lg. 

*  "    a  +  6  cos  /J  +  c  co*  (0  +  y)  + «/  «w  (0  +  y  +  d) 

12.  Den  Inhalt  des  Fünfecks  findet  Formel  4  au  Hülfe  genommen,  nämlich 
man  folgender  Art:  asinae+bsinbe+csince  +  dstnde  =  0 

Es  ist  (Fig.  646)  gibt,  wenn  man  mit  dem  in  Buchstaben 

&CBA  =  \b-  asinba  nnr  einmal  Torhandenen  letzten  Gliede 

/\c  Atr-i+.ri? ri         ,  cd  sin  cd,  oder  den  Factor  c  als  gegeben 

ACAK-}*.Ce-&.[bnnbe+asinae]     fortgelassent  mit  d,incd  beginntf  8B0  hat 

-\bennbe  +  baestnae  man  Formei  4  gemäfs  d  sin  de  zu  schrei- 

und       A  CED  =  bed  sin  cd  ben  und  über  c,  a,  b  weiter  fortzugehen, 

also  J=  {  {ab $xn ab  +  be, in  be  +  ae  sin  ae  es  ist  also 

+  cd  sin  cd)   (19)     dsindc+esinec  +  asinac+bsinbc=  0 

Ifan  sieht  dafs  dies  keine  Formel  ist,  ™d  dsindc^-esinec-asinac- bsinbc 
deren  Gesetz  mau  wie  die  früheren  über-  Diesen  Werth  von  d  sin  de  in  den  Aus- 
sehen kann.  druck  für  J  gesetzt  gibt 

J—\[ab  sin  ab  -f  be  sin  be  +  ae  sin  ae  —  et  sin  ec  —  ca  sin  ac  —  cb  sin  bc] 
In  diesem  Ausdruck  sind  die  Winkel  nicht  nach  einerlei  Richtung  bezeichnet. 
Nimmt  man  e  als  die  erste  Seite,  also  die  Winkel  in  der  Ordnung  ae,  be,  ce,  ba,  ca,  cb 
so  hat  man       —  c«  sin  ec  =  -f  ce  sin  ce 

—  ca  sin  ac  =  +  ca  «in  ca 

—  cb  sin  bc  =  +  cb  sin  eb 
und  es  wird  wenn  man  ordnet 

J  —  ^  [ae  sin  ae  -f-  be  sin  be  +  ce  sin  ce  +  ba  sin  ba  +  ca  sin  ca  -f  cb  sin  cb"] 

oder  wenn  man  wie  gewöhnlich  mit  a  anfängt  und  die  Ordnung  nach  b,  c,  d 
nimmt :  (Tergl.  Formel  7) 

J=\{absin  ab  +  ac  sin  ac  +  ad  sin  ad  +  bc  sin  be  +  bd  sin  bd  +  cd  sin  cd)  (20) 

Wenn  man  diese  Formel  durch  die  Umfangswinkel  ausdrücken  will  so  erhält 
mau  wie  man  Formel  8  aus  7  gefunden  bat 

J  =  |  [ab  rin  Ä  +  acsin(B  +  C -  2R)  +  ad sin(B  +  C+  D-  4Ä)  +  be  sinC 

+  bdsin(C+D-2R)+cdsinDl 

Hiersus  reducirt: 

J=iiobsinB-ac$in(B  +  C)+aJtin(B+C+D)+bc$inC-bdsin(C+D}+cdsin  D)  (21) 
und  durch  die  Aufsenwinkel  ausgedrückt: 
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♦ 

/=  l[fllii^+«it»(«+i})+dij»(«+^,Hifiwy+  W(y+<T)+«l»m*]  (22) 
Beispiel  tu  No.  8  bis  12. 
Es  sei  «=20,  6  =  25,  c  =  30,  4  =  35 

fl  =  110°  also  &a=110°  und  0  =  70° 
C=  90°  also  c«=  20°  und  y  =  90° 
D=  120°  also  <fo  =  320°  und  ö*  =  60° 
ferner      bc  =  90°,  bd  =  30°,  c<i  =  120° 

Nun  ist  also  ans  Gleichung  7 
e»  =  20a  +  25*  +  30»  +  35«  -  2  (600  cos  110°  +  600  cot  20°  +  700  cot  320°  +  750  cot  90° 

+  875  cot  30°  +  1050  cot  120°] 

aus  Gleichung  8 

««  =  20»  +  25»  +  30»  +  35«  -  2  [6Q0<cos  110°  -  600  cos  200°+  700  mm  320°+  750  cot  90° 

-  875  cos  210°  +  1050  cm  120°J 

aus  Gleichung  9 

e»  =  20»  +  25'  +  30»  +  35»  +  2  [500 cot  70°  +  600 cot  160°+  700 cot  220°  +750  cot  90° 

+  875  cot  150°  +  1050  cot  60°) 

Alle  3  Gleichungen  geben 
e»  =  3150  +  1000  cot  70°-  1200  cot  20°  -  1400  cot  40°  +  0  -  1750  cot  30° 

+  2100  cot  60°  =  826,39 

woraus   e  =  28,76 

Aus  Gleichung  10  bis  12  erhält  man 

C     4  1     [20  +  25  cot  70°  —  30  cot  20°  —  36  cot  40°] 


co*  j4  1 
—  cot  a  J 


28,75 


11,255352  _ 

c^)2MM89  -"W5-0'3915 
)         28,75  '^^^  woraus 


woraus    «=  2303±'  entweder 23° 2|' oder  156° 57f 

it=156°66|' 


Aus  Gleichung  16  bis  18  erhält 


Aus  Gleichung  13  bis  15  erhalt  man      tg  A\  11,255352 

-35     40°)  ii=156°67' 


Nun  ist   ^E- 640° - (110°  +  90°  + 180°  +  166° 67'  =  63° 3' 
also  Zi?  =  H6°67' 

Der  Inhalt  J  ist  nach  Formel  20  bis  22 
J  =  *  [20  •  25  »in  70° + 20  •  30  ri»  20°  -  20  •  35  •  m  »  40° + 25  •  30  -1  + 26 . 36  •  »im  30° 

+  30 . 35  •  m  60°]  =  1 160,987  QFui». 
13.  Es  sind  3  Seiten  s.  B.  *,  b,  d  und  sämnitliche  Winkel  gegeben.    Für  die 

1  bis 


beiden  unbekannten  Seiten  c,  e  hat  man  die  beiden  Gleichungen  1  bis  3  und  4  bis  6 
1)  e  =  «  cot  ae  +  b  cot  be  +  c  co»  co  +  d  cot  de 
4)  0  =  a  tin  ae  +  b  sin  be  +  c  $in  et  +  d  «in  de 


«»«••«+  b  tinbe+dsin  de  mny 

Aus  Gleichung  4  ist  c  =   (23) 

diesen  Werth  in  Gl.  1  gesetzt  ergibt  e. 

Diese  Gleichungen  in  den  Umfangswinkeln  ausgedrückt  hat  man  die  Gleichung  2 : 

2)  e  =  acotA-  bc»(A  +  B)  + ccoe(4  +  B  +  C)  -  dest  (A  + B  +  C  +  D) 

und  aus  Gleichung  6: 

^atinA  +  btinU  +  W  +  dtin^A  +  B  +  C+D)  .... 

»i-M  +  Ä  +  O  W 

Diese  Gleichungen  in  den  Anisenwinkeln  ausgedrückt,  hat  man  Gleichung  3. 

3)  -•  =  ««*»a  +  6e«(rt  +  0)  +  ec*»(«  +  0  +  y)  +  rf«o»(«  +  /l  +  y  +  «*) 

nnd  aus  Gleichung  6: 
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c  =  — 


a  sin  «  +  &  i in  (o  +  ß)  +  d  «»»(«  +  /?  +  y  +  d) 


sin  (er  +  /?  +  y) 

Sind  c  und  e  gefunden,  so  erhält  man  J  aus  Formel  20  bis  22. 

Beispiel  (das  vorige  pag.  128). 
Gegeben  a  =  20,  6  =  25,  rf  =  35ö 

Z  A=156°  57';  Ä=  110°;  C  =  90°;  D  =  120°;  £  =  63°  3' 
Man  findet  aus  den  Formeln  23  bis  25 

20  •  sin  20°  3'  +  25  »in  93°  3'  -  35  •  »in  63°  3' 


(25) 


e  =  — 


=  +  30 
cos  63°  3 


-  sin  3°  3' 

Diesen  Werth  in  Gleichung  (1  bis  3)  gesetzt  gibt  reducirt: 

-  e  -  20  ■  cot  23°  3'  -  25  cos  86°  57F-  30  ■  cos  3°  3'  -  35  cos  63°  3' 

-woraus       •  =  28,75 

14.  Es  sind  4 Seiten,  z.  B.  a,  4,  «/,  i  und  3  Winkel  B,  C,  D  oder  /?,  y,  J 
gegeben,  so  dafs  die  beiden  unbekannten  Winkel  A,  E  oder  «,  ij  an  einer  gege- 
benen Seite  e  liegen. 

Aus  Gleichung  7  hat  man  folgende  geordnete  Gleichung  für  die  Unbekannte  c: 

c*  -  2c  [a  co*  ac  -f  fr  cos  bc  -f  d"  co*  cd*]  +  aa  +  fr*  +  o*'  -  e*  -  2  (ufr  co*  oA 

+  ad  cos  ad  +  bd  cos  bd)-Q  (26) 

oder  aus  8 

ca  +  2c  [a  cos  (B  +  C)  -  b  cos  C  -  d  cos  D]  +  a9  +  b*  +     -  e3  -  2afr  co*  ß 

-  2a</ co*  (ß -|- C  +  Z>)  +  Arf  co*  (C  +  D)  =  0  (27) 

oder  aus  9 

c*  +  2c  [a  co«  (ß  +  y)  +  4  cos  y  +  cf  co«  J]  +  o*  +  6»  +  o'  -  e2  +  2afr  co*  0 

+  2<k*  co«  03  +  y  +  J)  +  26rf  co«  (y  +  J)  s  0  (28) 


Ist  c  gefunden,  so  erhält  man  aus  For- 
mel 10  bis  18  die  Winkel  A  und  E. 

15.  Es  ist  nur  eine  Seite  gemessen, 
z.  B.  AB  —  a  und  sämmtliche  Winkel 
von  A  und  von  B  aus  mit  den  beiden 
Seiten  AE  und  UV  und  mit  den  nach 
C,  D  und  £  Tisirteu  Diagonalen;  das  Fünf- 
eck zu  bestimmen.  (Feldmesser-Aufgabe.) 

Man  theile  das  Fünfeck  in  die  3  Drei- 
ecke ABE,  BDE  und  BCD,  so  hat  man 
aus  dem  Art.  »Dreieck"  pag.  331,  For- 
mel 35  und  38 

„  .  .         »in  BAE 

die  Seite  BE  =  fr  =  ■  •  -r— rErn  (1) 


Fig.  G48. 


»in 


AEB 


,  .  ,  ,  .  ,„„  .  »iniifiK-  «in  ß^E 
den  Inhalt  des  &  ABE  =  \  a 1  •  -t-   

,    sin  BEI)      sin  BAE  sin  BED 
Eben  so  BD  =  c=b--. — — — .  ,.D  •  . — „ 

stnBDE      «in  AEB  sin  Buh 


(2) 


und  =  £  .BinDBE.^Jf? 

2  «in  ///Jn 

Aus  den  nur  bei  A  und  B  zu  messen 
möglichen  Winkeln  lassen  sich  aber 
die  Z.BAR  und  BDE  nicht  berechnen, 
daher  können  dieselben  nicht  in  die  For- 
mel aufgenommen  werden. 

Nun  hat  man  aber 


Setzt  man  für  diesen  letzten  Werth 

den  ersten  in  die  eben  erhaltene  Formel 

für  das  A  BDE  so  hat  man 

fr-     .  sin  HM) 

A  BDE=  —  •  «in  DBE  •  a  -. 
"  2  sinADB 

Setzt  mau  hierein  den  Werth  von  fr  aus 

Gleichung  1,  so  ist 

sinBAD-sinBAE 


BD=c=a 


sin BAD 
siisÄDB 


=  b 


sin  BED 
sin  BDE 


(3) 


III. 


Aßß£=K- 


sinADB'sinAEB 


sin  DBE  (4) 


Endlich  ist 
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*  «*n    .  *    •  non  »*nBDC  Diesen  Werth  in  die  Formel  für  &BCD 

*bCD=^-"nCBD  rinBCD  gesellt  gibt 

wo  wiederum  die  beiden  Winkel  BDC  .MB         ,  txnBAC 

und  BCD  nicht  zu  berechnen  sind.  Man  &BCD  =  Je  *m  CBD  •  a  • 

hat  aber  aus  &A.BC  .         n.  .  .        _  ,  m 

sinßy4C  Gleichung  3  den  Werth  von  c 

die  Seite  ÄC=  a^.^^—  entnommen 

und  BC .  (ÄD  =  c)'=  tin  fiDC :  »i«  BCD  &BCD  =  $a*  •  'j^f'""  ^1 »  ■  CÄO 

«inflDC              «»Äi4C  sinACB'tmADB 

WOn,US  C'  $inBCD  ~  BC-*'  tinACB  Es  ist  demnach  der  Inhalt  des  Fünfecks 

,     .  tr$i*BAC-sinBAD     .   __n    iin  BAD  >  tin  BAE     .  n._ 
L mm  AC  fi  •  sin  A  DU  ttn  ADB •  an  AEB 

,  sin  BAE     .  .„„1 


In  dieser  Formel  für  .7  ist  ja*  multi- 
plicirt  mit  dem 

Iten  Klammerglied  der  Inhalt  von  &CBD 
2ten         .  ,      ,  &DBE 

3ten         ,  „      „       .  &ABE 

Der  in  der  KlaminergröTse  befindliche 
ZACB  ist  =  180°-  /_ABC-  /_BAC 
/_ADB  n  —  180°  -  £ABD  -  /_  BAD 
ZAEB  n  =  180°—  z_ABE  -  /_BAE 

Die  Seiten  und  Diagonalen  des  Fünf- 
ecks sind  übrigens  leicht  zu  finden: 
Seite  BC  und  Diagonale  AC  aus  &ABC; 

gegeben  eine  Seite  a  und  2  anliegende 

Winke). 

Diagonalen  AD  und  BD  ans  £±ABD\  ge- 
geben af  2  anliegende  Winkel. 

Seite  CD  und  aus  &BCD;  gege- 
ben BDy  BC  und  der  eingeschlossene 
Winkel. 

Seite  AE  und  Diagonale  BE  aus  &ABE-, 
gegeben  «  +  2  anliegende  Winkel. 

Seite  DE  und  /_  E  aus  A  A DE ;  gege- 
ben >4£,  und  der  eingeschlossene 
Winkel. 

Der  Umfangswinkel  CDE  ist 

=  540°  -(A  +  B+C+E) 

10.  Das  zu  berechnende  auf  dem  Felde 
befindliche  Fünfeck  kann  einen  auch  2 
convexe  Winkel  haben;  je  nachdem  dar- 
aus die  Gestalt  desselben  hervorgeht  sind 
die  Klammerglieder  positiv  oder  negativ 
zu  nehmen. 

Rezeichnet  man  die  Klammerglieder  in 
Formel  5  der  Heihe  nach  mit  A,  )  X 
so  ist 

für  Fig.  648:  J=  i/i'(.V+  Y  Ar  Z) 
für  Fig.  649:  J=  Ja'(A'  -  Y  +  Z) 
für  Fig.  650:  J  =  |aa(*  +  Y  -  Z) 
für  Fig.  G51 :  J  =  fr*  (-  X  +  Y  -  Z) 


Fig.  650. 


c 

Fig.  651. 


Fünfeck,  regelmüfsiges. 

Kuklid  (IV,  II)  enthält  die  geometrische 
Construction  des  regulären  Fünfecks  im 
Kreise,  nachdem  der  Satz  vorher  die  Con- 
struction eines  gleichschenkligen  Dreiecks 
zeigt,  iu  welchem  jeder  Winkel  an  der 
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Grundlinie  das  Doppelte  des  Winkels  an 
der  Spitze  beträgt.  In  dem  Art  „Con- 
structionen,  geometrische"  Bd.  II., 
pag.  71  ist  No.  88  mit  Fig.  404  der  lOte 
Satz  nnd  No.  93  mit  Fig.  405  der  Ute 
SaU  des  Euklid,  die  Construction  des  Fünf- 
ecks ausgeführt. 

Der  Centriwinkel  für  die  Seite  ist  = 
|ÄZ=72° 

der  Umfangswinkel  ist  =  JÄZ  =  108° 
Die  Seite  s  als  Sehne  des  mit  dem  Halb- 
messer =  r  um  das  Fünfeck  beschrie- 
benen Kreises 

«  =  r  j/^^  =  2r«i»36°  =  r.  1,175  5706 

Die  Seite  S  als  Tangente  des  mit  dem 
Halbmesser  =  r  in  dem  Fünfeck  be- 
schriebenen Kreises 

S  =  2r  \  b  -  2y  b  =  2r  l9  36°  =  r .  1 ,453  0852 

Der  Halbmesser 

r  =  $  j/-*-5  =  \-coser3G0  -  «-0,805  G508 

r^sj/— |^=*S.eof  36°  =  . S.  0,688  1909 
Der  Inhalt  f  des  Fünfecks  im  Kreise 
f=  |,t  j/*±W  =  |,»col  36o  =  43.  j  >720  4774 

f=lr*tflO+tyb  =  |rt'H«72°=r'-2,377  6412 
Der  Inhalt  F  des  Fünfecks  um  den  Kreis 
P=br*\  6-2|  5  =  5rs  l«36°  =  r '  •  3,632  7 130 

F-  J    j/5±^=  j  S*cot  36°=  S»>  1 , 720  47  74 

FonctiOn  ist  eine  veränderliche  Gröfse, 
«eiche  von  einer  anderen  veränderlichen 
Gröfse  oder  mehreren  derselben  abhän- 
gigist, eine  abhängig  veränderliche 
Gröfse,  während  die  eine  oder  mehrere 
veränderliche  Gröfsen,  von  denen  die 
Function  abhängt,  und  die  beliebig  wähl- 
bar sind,  unabhängig  veränderliche 
oder  urveränderliche  Gröfsen  ge- 
nannt werden. 

Wenn  nämlich  in  dem  Zusammenhang 
mehrerer  Gröfsen  einige  immer  densel 
ben  Werth  behalten,  während  andere  be- 
liebig viele  Werthe  annehmen  können, 
so  heifsen  die  ersteren  beständige  oder 
constante  Gröfsen,  die  letzteren  ver- 
änderliche  oder  variable  Gröfsen. 
Jede  einzelne  beständige  Gröfse,  welche 
für  die  veränderliche  gesetzt  werden  kann, 
heifst  ein  Werth  der  Veränderlichen. 

Beispiele  von  beständigen  nnd  verän- 
derlichen Gröfsen  in  Znsammenhang, 
kommen  in  allen  Theilen  der  Elemeutar- 
Mathematik  vor: 


In  der  Arithmetik  ist  das  allgemeine 
Glied  einer  gegebenen  arithmetischen 
Reihe  ausgedrückt  durch  « -f  (»  -  l)  ; 
wo  a  das  erste  Glied  der  Reihe  und  d 
die  Differenz  je  zweier  neben  einander 
befindlichen  Glieder  bezeichnet.  Durch 
dieses  allgemeine  Glied  läfst  sich  nun 
jedes  bestimmte  Glied  unmittelbar  da- 
durch erhalten,  dafs  man  für  i»  die  be- 
treffende bestimmte  Stellenzahl  setzt. 
Folglich  ist  »  nicht  das  Zeichen  einer 
bestimmten  Zahl  wie  dies  von  a  und  d 
bei  derselben  bestimmten  Reihe  gilt,  son- 
dern n  ist  das  Zeichen  für  den  Inbe- 
griff aller  bestimmten  Stellen- 
zahlen, also  eine  veränderliche  Gröfse 
und  die  bestimmten  Stellenzahlen  sind 
ihre  Werthe. 

In  der  Geometrie  vergleicht  man  Kreis- 
umfange  und  Kreisflächen  mit  ihren  Halb- 
messern oder  Durchmessern  bekanntlich 
dadnrcb,  dafs  man  um  und  in  den  Kreis 
ähnliche  Vielecke  verzeichnet,  dafs  man 
diese  nnn  mit  dem  Halbmesser  des  Krei- 
ses vergleicht  und  dafs  man,  mit  beliebig 
fortgesetzter  Vermehrung  deren  Seiten- 
zahl, ihr  Verhältnifs  zu  dem  Halbmesser 
dem  Verhältnifs  des  Kreises  zu  dem  Halb- 
messer immer  näher  bringt  und  somit 
endlich  zu  dem  gesuchten  Verhältnifs 
des  Kreisumfangs  und  der  Kreisfläche 
zu  dem  Halbmesser  selbst  gelangt.  In 
diesem  Falle  sind  die  Kreisfläche,  der 
Kreisumfang,  der  Halbmesser  und  der 
Durchmesser  beständige  Gröfsen,  die  Viel- 
ecke dagegen  sind  veränderliche  Gröfsen 
und  jedes  Vieleck  mit  einer  bestimmten 
Anzahl  von  Seiten  stellt  in  seinem  Um- 
fang oder  in  seinem  Flächeninhalt  einen 
Werth  der  veränderlichen   Gröfse  dar. 

Während  also  eine  beständige  Gröfse 
eine  einzige  ganz  bestimmte  Gröfse  ist, 
ist  die  veränderliche  Gröfse  eine  ganze 
Klasse  einzelner  Gröfsen  derselben  Art. 

In  dem  obigen  Beispiel  ist  jedes  Glied 
« -f  (»  -  l)d  der  Reibe  eine  Function  von 
n  und  n  ist  die  Unveränderliche ;  ist  aber 
auch  die  Differenz  d  beliebig  wählbar,  so 
ist  der  Werth  des  Gliedes  nicht  nur  von 
dem  Werth  von  n,  sondern  auch  von 
dem  Werth  von  d  abhängig,  das  Glied 
a  +  («  -  1)  d  ist  eine  Function  der  bei 
den  Urveränderlichen  n  und  d. 

In  dem  2ten  Beispiel  ist  der  Inhalt 
jedes  Vielecks  nur  abhängig  von  der  An- 
zahl n  dessen  Seiten,  wenn  der  Halb- 
messer r  des  Kreises,  in  oder  um  wel- 
chen es  beschrieben  worden,  unveränder- 
lich ist.  Wird  aber  r  ebenfalls  beliebig 
wählbar,  so  ist  der  Inhalt  des  Vielecks 
eine  Function  von  2  Urveränderlichen 
n  und  r. 

9* 
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Die  allgemeine  Bezeichnung  der  Ab- 
hängigkeit einer  Veränderlichen  von  einer 
oder  mehreren  anderen  geschieht  durch 
den  Anfangsbuchstaben  des  Wortes  Func- 
tion: 

y  —  fx  heifst:  y  ist  eine  Function  von  * 
s  =  f'(x,y)  heifst:  »  ist  eine  Function 
der  beiden  Urveränderlichen  x  und  y. 

Die  Eintheilung  der  Functionen  in 
algebraische  und  transcendente 
Functionen  s.  in  dem  Art.  „ alge- 
braische Function"  Bd.  I,  pag.  44. 
Es  sind  aufserdem  noch  folgende  Be- 
zeichnungen zu  merken: 

Gehört  zu  einem  bestimmten  Werth 
der  Urveränderlichen  nur  ein  bestimmter 
Werth  der  Function,  so  heifst  diese  ein- 
förmig; gehören  dagegen  zu  einem  be- 
stimmten Werth  der  Urveränderlichen 
mehrere  Werthe  der  Function,  so  heifst 
diese  vielformig  und  zwar  zweiför- 
fig,  dreiförmig  u.  s.  w.,  wenn  der 
Function  2,  3  u.  s  w.  Werthe  zukom- 
men. Vielformig  kann  eine  Function 
nur  sein,  wenn  sie  in  einer  Potenz  ge- 
geben ist.  Als: 

y*  -  axy  +  b  =  0 

woraus  y  =  +  \ax  ±  j^«**»  -  b 

wo  y  als  Function  von  x  zweiförmig  ist. 

2.  Ist  eine  Function  durch  eine  oder 
mehrere  Urveränderliche  gegeben,  so  heilst 
sie  eine  unmittelbare  *  unction;  ist 
sie  dagegen  von  Veränderlichen  gegeben, 
die  selbst  wieder  Functionen  von  anderen 
Veränderlichen,  den  Urveränderlichen  sind, 
so  heifst  sie  eine  mittelbare  Func- 
tion; die  Veränderlichen,  von  welchen 
die  Function  zunächst  abhängt,  heifsen 
die  vermittelnden  Veränderlichen. 

3.  Kommt  in  einer  Function  der  Ur- 
veränderlichen diese  nur  in  den  geraden 
Potenzen  vor,  so  ist  die  Function  eine 
gerade,  kommt  die  Urveränderliche  nur 
in  den  ungeraden  Potenzen  vor,  so  heifst 
die  Function  eine  ungerade.  Gerade 
Functionen  sind  daher  auch  solche,  bei 
welchen  für  gleiche  und  entgegengesetzte 
Werthe  der  Urveränderlichen  dieselben 
Werthe  der  Function  gehören;  ungerade 
Functionen  solche,  bei  welchen  für  gleiche 
und  entgegengesetzte  Werthe  der  Unver- 
änderlichen auch  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Werthe  der  Function  entstehen. 

4.  Gleichartig  heifst  eine  Function 
zweier  oder  mehrerer  Veränderlichen  wenn 
die  Summe  deren  Exponenten  in  allen 
Gliedern  gleich  grofs  ist.   Z.  B.: 

°y*  +  by*x  -f  cy*3  -f  dy*  =  0 

6.  Aehnlich  heifsen  Functionen,  wenn 


in  ihnen  die  Verbindungen  zwischen  den 
Unveränderlichen  und  den  Veränderlichen 
auf  einerlei  Weise  geschieht,  als 


<fX  = 


a+  bi 


cx' 


</y  = 


_A  +  By 


6.  Unter  den  transcendenten  Functio- 
nen begreift  man 

1.  die  Exponentialfunction ,  in 
welcher  die  Potenz  von  dem  Exponent 
abhängig  ist;  als  y  -  ax. 

2.  Die  logarithmische  Function, 
in  welcher  der  Exponent  einer  Potenz  bei 
constanter  Basis  von  der  Potenz  abhän- 
gig ist;  als  x  =  aP 

weil  man  diese  Function  auch  schreibt 
_  log  x 


log 


des  Systems  ist: 


9  = 

oder  weun  a  die 

y  =  log  x 

3.  Die  Winkel-  oder  Kreisfunc- 
tionen,  unter  welchen  zweierlei  Func- 
tionen begriffen  werden: 

a.  die  trigonometrischen  Linien  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  dem  zugehörigen  Win- 
kel oder  dem  für  den  Halbmesser  =  1 
gehörenden  Bogen  als  Urveränderliche,  als 

y  =  sin  x ;  y  =  cos  x 

b.  die  Bogen  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
einer  ihm  zugehörigen  trigonometrischen 
Linie  als 

y  =  arc  •  sin  x ;  y  =  arc  •  cos  x 

7.  Setzt  man  anstatt  der  urveränder- 
lichen Gröfse  x  2  aufeinander  folgende 
Werthe  derselben  x\  *"  so  heifst  der 
Unterschied  zwischen  beiden  (a?'-*")  der 
Zuwachs  der  Urveränderlichen. 
Der  Unterschied  zwischen  den  beiden  zu- 
gehörigen Werthen  y',  y"  der  Function 
(s'~y  )  heifst  der  Zuwachs  der  Func- 
tion. Kann  der  Zuwachs  der  Urverän- 
derlichen kleiner  werden  als  jede  noch 
so  klein  gegebene  Gröfse  und  gilt  dies 
zugleich  von  dem  Zuwachs  der  Function, 
so  heifst  die  Urveränderliche  und  die 
Function  stetig. 

DasWeitere  s.den  Art.  „Differenzial*. 

8.  Ist  y  eine  Fnnction  von  xt  so  ist 
auch  x  eine  Function  von  y.  Es  gehört 
mit  zu  den  wichtigsten  Aufgaben,  eine 
Function  umzukehren,  d.  h.  eine 
gegebene  Function  y  —  fx  in  die  umge- 
kehrte -r  -  f/y  zu  verwandeln.  Bei  alge- 
braischen Functionen  hat  es  keine  Schwie- 
rigkeit z.  B. 


Digitized  by  Google 


morans 


Function.  133  Functionenlehre, 

u-fx  -  i/o8  4-  x3  Reihe  gegeben,  so  wendet  man  die  un- 

gibt  durch  Umformung   bestimmten  Coefficienten  an :  die  Function 

x  =  (fx=  \'y*  -  aa  y=  1 +  *  +     + +     + •••• 

Ist  eine  Function  durch  eine  nach  Po-  umzukehren  hat  man  y  =  1  für  x  =  0. 
tenren  der  UrTeränderlichen  fortlaufende     Also  setzt  man 

x  =  ^(y-l)  +  Ä(y-l)'  +  C(y-l)»  +  ö(y-l)«  +  .... 

hieraus  hat  man 

x«  =  ,4»(y-l)t  +  2,4ß(y-  1)»  + (ß»  +  2v4C)(y -  D4  +  •  •  •  • 
*«=  +^>(y_i)»    +  3i4»Ä(y-l?         +  .... 

x«  =  +  A«(y-1)*  +.... 

Di«  Werthe  von  x,  *»,  x»,  *4....  in  die  Function  gesetzt  und  auf  0  redu- 
cirt  gibt 

+  (D+ #  +  2<4C  +  3,4'Ä  +  5')  Cr  -  D4  +  (2ÄC  +  2JZ>  +  3*fi«  +  A>C  +  ^)  (y  -  l)4 

Hieraus  A-  1  =  0  sprechend;  unter  diesen  ist  eine  der  wich- 

AiA.g-0  tigsten,  die  Umkehrung  einer  F.  in  dem 

rZ*AR±A*-o  Ärt-  Fanction  g«16^- 

-v  aeeebene  gesonderte  alge- 

D  +  Ä»  +  MC+ -M<  =  0  brai;che  Funcffol  (s  d.  W  I. ,  pag.  44), 

A  =  1  die  nach  Potenzen  der  Urveränderlichen 

B  =  —  l  geordnet  ist ,  wird  nach  der  Lehre  von 

C=+i  den   algebraischen  Gleichungen  in  ein 

ß_  Product  verwandelt ; 

....    ,.          .  .      „     ..  Bd.  I.,  pag.  57  ist  die  Gleichung  auf- 

mithin  die  umgekehrte  Function  gestellt 

*=(»-l)-(y-l),  +  (y-l),-(Sf-l)4  +  ---  *5_4x4_1g6.ta+916x«4-4673x-17160  =  0 

Beispiele  von  Umkehrung  transcenden-  Die  Wuraeln  derselben  sind  gefunden 

ter  runctionen  durch  unbestimmte  Coef-  ° 

ncienten  geben  die  Art.  Cosecante,  No.  12,  +  3;  +  8;  +  11 ;  -  ö;  -  u 

pag.  138;  Cosinus,  No.  16,  pag.  143;  Co-  Setzt  man  den  Ausdruck  =  y  statt  =  0, 

sinus  versus,  No.  4,  pag.  146;  Cotangente  so  isty  eine  gesonderte  algebraische  Func- 

No.  11,  pag.  149.  tion  und  sie  ist  nach  der  Lehre  vou  den 

F«etl.Mrrs.,  ..     ..  «r™»..  SE*^^1**»"»  in  dM  Pr°- 

Grofse,  s.  u.  Function.  j,=(*- 3)(x-8)(x-ll)(x  +  5)(x-rl3) 

Fanction&lzeichen  ist  das  Zeichen  F,     j^en  80  yt\T&  die  dort  befindliche  auf 

f,  y...  für  Function  vor  der  Urvariablen  0  redUcirte  Gleichung  als  Function  von 

oder  mehreren  derselben  als  y  genommen: 

Fx;  f(x,*);  #/.(»,  «)....  y  =  x*  _  3x4  -  8x' +  24x«  -  9x  +  27 

Functionenlehre,  die  Lehre  von  den  -(x-3)(x-3)(x+3)(x-j/^i)(*+V/-l) 

Functionen,  Aufstellung  des  Begriffs,  Ein-  fa  die  algebraiscDe  Function  unge- 

tbeilung  derse.ben  ihre  Behan.llung  nnd  und    *&n  wül  eine  gesonderte 

Cmformung;  überhaupt  die  Rechnung  mi  Uchen     und  x  erhalten,  so  verfährt 

Functionen     Der  Begriff  Function  und  der  Umkehmng  der  Func- 

d,e  Einteilung  der  \  unctionen  ist  in  ß    d,     Functionb  (Klügel  2, 

dem  Art.  Function  angegeben,  der  Un-  *     »  . 

terschied  zwischen  der  Rechnung  mit  P               _  5lfa  +  70  +  24x  -  3  =  0 

Functionen  und  der  Buchstabenrechnung  »  +        -  5y  +  7y  +  i4x    d  -  u 

und  Algebra  in  dem  Art.  Analysis.   Die  »««t  n»aI»                  ,  ,       ,  ~ 

Umformung  oder  Verwandlung' einer  F.  y  =  ^  +  Äx+ Cx'+^+ß*4+Fx»4-CxH  • . 

geschieht  vorliegenden  Bedürfnissen  ent-  so  ist 

y»  =  A*  +  3>4aÄx  +  3  (/4ß'  +  X'C)  x»  4-  (Ä»  +  6>4ÄC  +  3,4*0)  x» 
+  3  (B*C  +  AC1  +  2/4i?/>  +  A'E)  x4 
+  3  (ÄC  +  Ä*D-f  2^Cß  +  2/lÄfi  +  A'F)  x» 
+  (C  +  %BCD  +  3iiÖ»  4-  3Ä«£  +  &ABF -f-  3il'C)  x«  +  . . . 
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4yx»  =  4Ax*  +  4flx«  +  4Cx«  +  40*»  +  4  Ex 4  +  . . . . 

by*  -  5,4'  +  10j4äx  +  5  (Ä'  +  2AC)  xs 

+  10  (ÄC  +  ,40)  xl  +  5  (C9  +  2ÄD  +  2AE)  x«  +  10  (CD  +  BE  +  >4F)x» 
+  5  (0>  +  2CE  +  2ÄF  +  2,4  G)  x« 
7y  =  TA  +  7Äx  +  7CxJ  +  Dx*  +  7  Ex4  +  7Fx»  +  7Gx* 
24x  -  3  =  -  3  -f-  24x  

hieraus 

1)  A*-bA*  +  lA-  3  =  0 

2)  3,4'Ä  -  10.4Ä  +  7Ä  +  24  =  0 

3)  Z(AB*  +  A*C)  +  4A  -  b  (B*  +  2AC)  +  IC  =  0 

4)  Ä«  +  6/lÄC  +  3>4'f>  +  4Ä-  10(BC+AD)  +  1D  =  0 

6)  3(fi3C+^C«  +  2/IÄi)+^ß)  +  4C-6(C«  +  2Ä/)  +  2.1£)  +  7£  =  0 

6)  3(ÄC+Ä>0  +  2.4C0  +  2J4ÄE  +  A*F)  +  4D-  5(^  +  2^0  +  2,4E)  +  7E  =  0 

7)  Cs+6ÄC/)  +  3^iöa-r3Ä'£+6^fiF+3^(?  +  4E-5(O,-r2C*;+2ÄF+2i4C)+7C;=0 

Q.  8.  W. 

Aus  Gleichung  1  ergeben  sich  für  die  von  Functionen  ist  die  Zerlegung  eines 

3  Wurzeln  Bruchs  in  2  oder  mehrere  Bruche,  wenn 

A  =  1 ;  A  -  1 ;  A  -  3  dessen  Nenner  ein  Product  aus  2  oder 

folglich  hat  man  entweder  -4=1  oder  mehreren  Factoren  ist.   Z.  B.  der  Bruch 

>4  =  3.  (3a +  6)* -2«*  _  (3«+_6)_ar  -  2 a6 

Aus  Gleichung  2  ergibt  sich  x*  +  (a-6)x  —  ab     (x  + a)(*-  6) 

(3<4a  -  10/4  +  7)  E  =  -  24  Der  Bruch  kann  «tun  in  zwei  Brüche 

für  A  =  1  ist  Ä  =  » ;  für  i4  =  3  ist  Ä  =  -  6  zerlegt  werden,  welche  die  Factoren  des 

Aus  Gleichung  3  ergibt  sich,   wenn  Nenners  zu  Nennern  haben,  deren  Zähler 

.  „  o  r>  nun    tu  finHan  cinrt       ){A7nirhnnt  muri  Hio. 


man  ,4  =  3  und  Ä  =  -  6  setzt : 


nun  zu  rinden  sind.  Bezeichnet  man  die« 
selben  mit  A  und  B  so  hat  man  die 

c  =  ~  39  Brüche 

Aus  Gleichung  4  ist  nun  D  -  -  408.  ,4  Ä 

Aus  Gleichung  5  ist  JS  =  -  5326  u.  s.  w.  x  +  a    x  —  6 

Und  die  gesonderte  Function  ist  Diese  auf  gleiche  Benennung  gebracht  gibt 

y  =  3-6x- 39x« - 408x« - 5325x« - . . . .  (A  +  B)x  -Ab  +  aB 

für  x  =  0  wird  y  =  3  (x  +  a)  (x  -  6) 

Statt  der  ersten  Gleichung  für  A  er-  folglich  ist 

hält  man  die  Gleichung  für  y  wenn  man  (A  +  B)  x  —  Ab  -f  aB  =  (3a  +  fc)  x  —  2a& 

in  der  gegebenen  Gleichung  x  =  0  setzt,  ijod  es  kann  also  nur  sein: 

namheh  , 

y«-5y»  +  7y-3  =  0  (,4  +  E)x  =  (3a  +  A)x 

Man  hat  also  für  x  =  0  die  3  Werthe 


und       —  Ab  +  aB  -  -  2a6 


▼on  y  =  ,4=l,  1  und  3.  aus  1  ist      A  +  B  =  3a^  b 

Setzt  man  y  =  0  so  erhält  man  aus  der  Diese  mit  b  multiplicirt,  mit  Gleichung 

gegebenen  Gleichung  2  addirt  und  entwickelt  gibt 

24*-3=0  B=al±b!=b 

woran«  x  =  i  a  +  © 

Also  für  jeden  Werth  »  >  4  wird  y  voraus  man  >4  =  3« 

negatir;  für  poaitiTe  Werthe  Ton  y  mufs  folglich 

x  <  |  sein.  *~3«*  =   3"    ,  * 

Es  läfst  sich  auch  eine  Reihe  mit  ab-  (*  +  «)(*-*)     x  +  a    x  -  6 

steigenden  Exponenten  Ton  x  darstellen  5.  Man  kann  anch  folgendes  Verfahren 

als         y  =  j4x°  +  Ex*  -f  Cx*  +  . . .  einschlagen  um  A  und  E  zu  finden, 

sie  führt  aber  zu  irrationalen  Gliedern  Aus  der  Gleichung 

und  macht  eine  Berechnung  höchst  lang-  _  A     ,     B   _  (3a  +  *)  *  -  8a* 

wierig.  x+aT«-4      (x  +  a)(x-A) 

4.  Eine  andere  Art  der  Verwandlung  folgt 
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A{x-  *)  +  fi(x  +  a)  =  (3«  +  6)x-2a6  hiernach     A  =  3a 

Wird  nun  A  (x  —  6)  -  0,  d.  h.  wird  6.  Ein  Bruch  mit  zweien  oder  inehre- 
x  —  b  genommen,  so  ist  auch  ren  gleichen  Factoren  als  Nenner  ist 

—  *(x  +  a)-f  (3a  +  6)  *  -  2a6  =  0  in  so  viele  Brüche  als  Factoren  sind, 
also  —  B  (6  +  <i)  +  (3a  +  6)  6  —  2a6  =  0  oder  überhaupt  in  ein  Agregat  nicht  zu 
voraus      B—b  zerlegen,  denn  es  würde  sein  müssen 

JV  ABC  A  +  B+C... 

~  +  TT1  +  ~T~L  +  =  ~ 


(d  +  x)"      Ä+*     a  +  *     a  +  *  a  +  * 

Es  müfste  also  sein  desselben :   Man  beschreibe  ron  einem 

_  ,a  i  T\«— 1  .  fA  +  B  +  C  )  Punkt  der  Peripherie  eines  Kreises  die 

-     ,    0  /"*'  .  die  Seite  des  regulären  Dreiecks,  \on  dem- 

7.  Befinden  sich  aufser  der  Potenz  noch  sdben  Punkt        nach  der8elben  Rifh_ 

andere  Factoren  im  Nenner,  so  mufe  die  dJe  ^  dejj         ,iren  Fönfeck, 

Potenz  als  einfacher  Nenner  angesehen  -m  |wi     g0  ^  der          för  die  Drei. 

werden,  z.  B.  ecksseite  =  J  =  Vfe .        Bogen  für  die 

«»-5<i,6-2«6>-26' _  ^     .  Fünfecksseite  =  J  =  Ä  de'  Peripherie, 

a  -f-  6)s  (a  -  6)        («  +  6)»    a  -  6  die  Differenz  beider  Bogen  also  rV  der 

Peripherie.   Halbirt  man  also  diese  Dif- 

il(a-  6)+       +  6)'=a3-  5a>6-2a6  -  26  geite  dfi9  repuliirenFunfeehnec|8  (s.  Drei, 

für  a  =  6  wird  eck,  Fünfeck,  rege  lmäfsiges ) 

4a*B  -  -  8oJ  also  B=—2a  Der  Centriwinkel  ist     =  ^«Z  =  24° 

aber  auch  4b*B  =  -  86a  also  B--  26_  der  ümfangswinkel  ist     =  jjjlZ  =  156° 


hieraus  Ä  =  -(a  +  6)  die  Seite  *  als  Sehne  des  mit  dem  Halb- 
messer =  r  um  das  Fünfzehneck  beschrie- 
benen Kreises 


mithin 

A  (a  _  6)  _  (<I  +  6)3=  ««  _  5a»6  -  2a6«  -  26» 

^  =  2a«  +  6»  *  =  ir[y  10  +  2^5  -  Vlb  +  y3j  =  2r  «in  12 


.0 

=  r.  0,415  8234 


2a'  +  6Ä  a+6 

folglich  der  Bruch  =  y^TIü"  -  —  •  die  Seite  S  als  Tangente  des  mit  dem 

(a  +  o;      a  Halbmesser  r  in  dem  Funfzehneck  be- 

Fondamentalebene  ist  die  Ebene  der  schriebenen  Kreises 
Ekliptik.  2rl$  12°  =  r.  0,425  1130 

Fnnftehneck  ist  eine  von  15  Seiten  der  Hsdbm^r.  coiec  12o  =  , .  2)404  8671 
eingeschlossene  Fipr.    Es  wird  von  je-  =±S  •  cot  12°  =  »  •  2,352  3150 

JSÄ5  5Zll*uJS+  u'oVt  lDh^  ^  *«««*  im  K™< 

fordert  also  3  +  2  x  12  =  27  Bestimmungs-  /  =  ^  r*  sin  24°  =  ra  •  3,050  5245 

stücke,  die  Summe  sämmtlicher  Umfangs-  2 

winkel  ist  =  26  rechte  Winkel  mit  hoch-  =  —  «>  col  12°  =     17,642  3629 

stens  12  convexen  Winkeln,  die  Anzahl  4 

der  möglichen  Diagonalen  ist  |  •  15  •  12  der  Inhalt  des  Funfzehnecks  um  den  Kreis 

=  90.  F=  15^1^12°    =  r"  •  3,188  3475 

Fnnftehneck,  regnläres.  Euklid  Bd.  IV.,  _  l^gt .  cot  12°  =  gi .  17,642  3629 

8.  16  lehrt  die  Construction  der  Seite  4 


Digitized  by  Google 


1 


G. 


o,  das  Zeichen  der  Beschleunigung  j                       .  2o 

eines  in  der  Nahe  der  Erdoberfläche  frei  cundenpwdels  r  oder  l  =  -2  also  <?  =  **»/ 

fallenden  Körpers,  d.  h.  des  Weges,  den  Die  Langen  der  Secnndenpendel  auf 

ein    frei    fallender    Korper    von    der  der  Erdoberfläche  sind  unter  den  Ter- 

Ruhe  aus  in  der  ersten  Secunde  su-  8chiedenen  geographischen  Breiten  wegen 

rucaiegt.  der  an  den  Polen  stattfindenden  Abplat- 

Man  ermittelt  die  Gröfse  von  g  mit-  tung  verschieden  und  somit  anch  die  Be- 
teist des  Pendels  durch  Versuche,  und  schleunigungen. 

zwar  am  einfachsten  mit  Hülfe  des  Se-  Für  folgende  geographische  Breiten  hat 

cundenpendels.  In  dem  Art.:  Fall  durch  man  die  Längen  /  der  Secnndenpendel 

einen  Kreisbogen,  pag.  72,  Formel  in  preufs.  Zollen  und  die  Beschleunigung 

18  ist  für  kleine  Bogen  die  Länge  des  Se-  g  in  preufs.  Fu&en: 


für 

0°  (Aequator) 
10° 

/=  37,88509  Zoll 

•g  =  15,5796  Fufs 

n 

37,90028 

15,5868  , 

■» 

20° 

37,90809 

15,5891  » 

i 

30° 

37,93426 

15,5998  , 

l» 

40° 

37,96G32 

15,6130  , 

• 

50° 

38,00043 

15,6271  , 

52°  31'  13"  (Berlin) 

38,00891 

15,6305  . 

- 

60° 

38,03256 

15,6403  „ 

70° 

38,05871 

15,6510  „ 

80° 

38,07578 

15,6580  „ 

90°  (Pol 

38,08171 

15,6605  , 

Für  unsere  Gegend  rechnet  man  im  ^=3,95285;    log  \/g  =  0,596  9100 

Mittel  ,  / 1                   ,  / 1 

f=16*  =  15,626  prenfs.  Fufs  V  j  =  0,2H7A  -,  log]/ -  =  0,4M  0900-1 

=  4,904  Meter  Galileisches  Fernrohr,  s.  u.  Fern- 

=  14,7  neue  pariser  Fufs  röhr  2. 

=  15,096  alte  pariser  Fufs  G&lllei  sches  Gesetl  ist  das  Gesets  des 

Man  hat  noch  Falls  der  Körper. 

g=  15,625;       log  9  =  1,193  9200  6alilelache  Zahl  ist  die  von  Galilei 

|=  0,064;      %i  =  0,80C  1800  -  2  ™  9  £  9\ 

9                      $  San»  ist  etwas  Ungeteiltes  oder  was 
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aas  der  Gesammtsamme  seiner  Theile 
besteht.  Der  9te  Grandsatz  des  Euklid 
heifst:  das  Ganze  ist  gröfser  als  sein 
Theil ;  andere  Lehrbücher  haben  als  Grund- 
satz: das  Ganze  ist  seinen  Th eilen  zu- 
sammengenommen gleich. 

Eine  Zahl  heifst  ganz,  wenn  sie  aus 
einer  oder  mehreren  ungetheilten  Ein- 
heiten zusammengesetzt  ist;  so  auch  die 
Bezeichnung:  dekadische  Ganze  für 
dekadische  Zahlen  im  Gegensatz  zu  de- 
kadischen Brüchen.  Ganze  Function 
s.  d.  algebraische  Function. 

Gase.  Das  Gesetz  deren  Ausdehnung 
nach  Rudberg's  Versuchen  tabellarisch, 
s.  Bd.  I.,  pag.  213.  Unter  dem  Art. 
Ausflufs  der  Lnft,  Bd.  I.,  pag.  230 
sind  besonders  für  andere  Gase  als  Luft 
die  Gesetze  beim  Ausflufs  der  Gase  aus 
Oeffnungen  No.  12,  pag.  233  zusammen- 
gestellt. Dieselben  beim  Einströmen  von 
Gas  s.  No.  17,  pag.  235. 

Gaufs'sche  Gleichungen.  Es  sei  ne- 
benstehendes Kugeldreieck  Ton  den  Sei- 
ten «,  4,  c  nnd  den  diesen  gegenüber- 
liegenden Winkeln  n,  /?,  y,  so  sind  die 
Gleichungen 

Fig.  652. 


und  i  '«.  4-  ß)  bekannt  sind ,  so  sind  es 
auch  die  Winkel  ±(a-ß)  und  \  («+/9) 

Setzt  man  nun  J  (o  -f  ß)  =  d 

und   ±(« -/*)  =  « 

so  ist 
und 


a  =  tf  +  e 
ß-d~t 

Eben  so  findet  man,  wenn  at  ß  und  c 
gegeben  sind,  durch  Division  von  Gl.  1 
durch  3: 


«>«  i  ("  -  ß) 


cos  i  («  +  ß) 
durch  Division  von  Gleichung  2  durch  4: 

Ist  nun  gefunden  \  (a  -f  4)  =  d 
j(«-6)  =  e 
so  erhält  man  a  =  d  -f  « 

b  =  d-e 

In  dem  Art.:  Kugel dreieck  wird 
die  Richtigkeit  der  Gaufs'schen  Gleichun- 
gen erwiesen  werden. 

Gebrochene  Linie. 

1.  Die  Parallellinien  AX,  FY  sind  durch 
eine  gebrochene  Linie  ABCDEF  mit  ein- 
ander verbunden.  Bezeichnet  man  die 
Winkel  auf  einer  Seite  der  gebrochenen 
Linie,  wie  sie  durch  kleine  Bogen  ange- 
geben sind,  mit  A,  B,  C,  D,  E,  Ft  zieht 
die  mit  AX  und  FY  parallelen  BB\  CC\ 
DD',  EE\  so  hat  man: 


Fig. 

663. 

*■ 

1 

F 

S 

1)  sin  \{a  +  4)  s  in  \y  =  cos  \{a  -  ß)  sin  \c 

2)  sin  $  (a  —  b)  cos  $y  =  sin  $  (a  -  ß)  sin  Je 

3)  cos  \  (a  +  4)  »in  \y  =  cos  \  («  +  ß)  cos  \c 

4)  cos  \  {a-  b)  cos  \y  =  sin  J  («  +  ß)  cos  \c 

Aus  deren  Verbindung  mit  einander 
erhält  man  die  fehlenden  Stücke  des 
Dreiecks,  wenn  entweder  2  Seiten  und 
der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel 
oder  2  Winkel  und  die  eingeschlossene 
Seite  gegeben  sind. 

Sind  z.  B.  a,  b,  y  gegeben,  so  hat  man 
durch  die  Division  von  Gl.  1  durch  2: 
s in  4  (a  +  b) 

durch  die  Division  von  Gl.  3  durch  4 : 
cos  4  (<*  +  b) . 

Da  nun  die  Cotangenten  von  \  (o  -  ß) 


ZA+^ABB'=  2Ä 
ZCBB'+/BCC'  =  2R 

also  z^  +  ZÄ  +  ZÄCC'  =  4Ä 
Hierzu  kommt 

der  gestreckte  Z  C'CC°  =  2Ä 
ZDEE'  +  zFDD'  oder 
Z  DEE'+^EDC+^CCD  =  2R 
zusammen  =  8Ä 
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Nun  ist 

/  BCC  +  gestreckter  Z  C'CC°+  Z  CCD    u«r  Twn.ugo. 

=  zC  Theillinie  mit 
^_CDE-/_D  man 

folglich 

hierzu     ZF+Zf££'  zJJL. 

und  da 

so  ist 

Z^+Zß+ZCfZA+ZE+Z^lOft  0) 
Man  sieht,  dafs  bei  jeder  beliebigen 
Anzahl  von  Theillinien,  ans  welchen  die 
gebrochene  Linie  besteht,  die  Summe  der 
auf  einer  Seite  der  gebrochenen  Linie 
liegenden  Winkel  =  ist  2mal  so  vielen 
rechten  Winkeln  als  Theillinien  vorhan- 
den sind. 

2.  Verlängert  man  die  Theillinien  sämmt- 
lich  nach  einerlei  Richtung  BA,  CB,  DC, 
ED,  FE,  YF,  und  bezeichnet  die  ent- 
stehenden Aufsenwinkel,   nach  einerlei 


Richtung  von  jeder  Theillinie  ab  nach 
der  Verlängerung  der  nächstfolgenden 

>flL«iniittU  mit  „  ßt  yf  (jy  (f  rj7  so  hat 


a  =  2R-A 

ß  =  AR  -  Z  <*  BB'  -  AR.  -  (ß  -  2R)  =  6/1  -  B  -  2R  -  B 
y  =  AR-Z.  C'CB  =  AB.  -  (C  -  2R)  =  2«  -  C 
J  =  2Ä-  D 
e  =  2R-E 
tj  =  2R  -  F 


,«  -f    +  y  +  d  +  t  -M  =  12«  -  (4  +  Ä  +  C  +  ö  +  £  +  F) 

=  2R  (2) 
Also  die  Summe  der  Aufsenwinkel  einer  zwischen  Parallellinien  eingeschlos- 
senen gebrochenen  Linie  ist  =  zweien  rechten  Winkeln. 

3.  Um  die  Entfernung  H  zwischen  AX  und  FY  durch  die  Längen  der  Theillinien 
und  deren  Winkel  auszudrücken,  setze  die  Längen  der  auf  einander  folgenden 
Theillinien  a,  b,  c,  d,  e  u.  s.  w.,  fälle  die  Lothe  BB",  CC",  DD",  EE",  FF",  so 
hat  man: 

BB"  =  asinA 

CC"  -  b  sin  CBB'  =  b  sin  (ß  -  ABB1)  =  b  sin  (A  +  B  -  2R)  =  -  b  sin  (.4  +  B) 
DD"  =  c  sin  DCC°  =  c  sin  (C-2R-  BCC)  =  c  sin  [C-2R-  (2Ä  -  CBB')'] 

=  c  sin  (A  +  B  +  C  -  6Ä)  =  -  esin     +  B  +  C) 
EE"  =  d  sin  EDE"  =  dsin(2R  —  D  —  CDD*)  =  d  sin  (2Ä  —  D  —  DCC°) 

=  dsin(AR-A-B-C-D)  =  -dsin(A  +  B  +  C+D) 

FF"  =  e  sin  FEE'  =  e  sin  (ß  -  E'ED)  -  e  sin  (E  -  EDE") 

=  esin(A  +  B  +  C+  D  +  E-AR)=esin(A  +  B+  C+  D  +  E) 

Nun  ist   U  m  BB"  +  CC"  -  DD"  +  EE"  +  FF"  ± . . . . 
folglich   H  =  a  sin  A- b  sin  tA  +  B)  +  c  sin  {A  +  B  +  C)  -  dsin  (A  +  B  +  C  +  D) 

+  eiinM  +  Ä-f  C+D+F)-....  ,  (3) 

woraus  das  Gesetz  der  Fortschreitung  erkannt  wird. 

4.  H  durch  die  Aufsenwinkel  a,  ß,  y,  ö,  t,  r\  ausgedrückt,  ist  zunächst 
nach  No.  2: 

A  =  2R-tt 
A  +  B  =  AR-(a  +  ß) 
%  A  +  B  +  C=6R-(a  +  ß  +  y) 

A+B  +  C+D  =  SR-(a  +  ß  +  y+ö) 
j4  +  Ä  +  C  +  0  +  £=lOÄ-(a-f/?  +  y  +  <J  +  O 
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Hieraus 


H  -  a  sin  m  +  b  sin  (n  +  ß)  +  c  sin  (a  +  ß  +  y) + d  sin  («+ß+y  +  6 )  +  e  «in  («  +  ß  +  y  +  6  +*)  (4) 


5.  Bezeichnet  man  Fig.  653  den  /  BAX 
zwischen  g  und  a  mit  «7,  den  Z.CBB' 
zwischen  6  und  g  mit  bg;  den  Z  zwi- 
schen c  und  .7  mit  e$  u.  s  w  ; 

so  erhält  man  aus  No.  1 : 
ag  =  A 

bg  =  A  +  B  -  2R 
cg=A  +  B  +  C-AR 
dg  =  A+  B+C+  D-GR 
eg=A  +  B+C  +  D+E-%R 
fg  =  4+  B  +  C+  ö  +  E  +  F-  10/?  =  0  (5) 
Sind  FY  und  ,4A*  nicht  parallel,  so 
hat  man  wie  vorhin 
fg  =  Z.FEE'=A  +  Ä  +  C+  0  +  E 

-f  F-  JOK 

Ist  fg  positiv,  so  liegt  der  Schnei- 
dungspunkt zwischen  FY  und  AX 
links,  ist  fg  negativ,  rechts  der 
gebrochenen  Linie. 

6.  ABCDEF  ist  eine  gebrochene 
Linie,  A.Y  eine  beliebige  Abscis- 
senlinie,  R  der  Anfangspunkt  der 
Coordinatcn ;  es  sollen  die  Coor- 
dinaten  der  Eckpunkte  A,  B,  C... 
aus  den  Längen  AB,  BC,  CD.  . 
der  Theillinien  und  den  Winkeln 
bestimmt  werden,  welche  diese 
Theillinien  unter  sich  oder  mit 
der  Abscissenlinie  bilden. 

Zu  diesem  Behuf  sind  die  Theil- 
linien in  allen  möglichen  Lagen 


gegen  die  Abscissenlinie  gewählt.  Fällt 
man  nun  die  Lothe  Aa,  Bb ...  auf  die  Ab- 
scissenlinie, zieht  die  mit  derselben  paralle- 
len An,  Bß bestimmt  den  Anfangspunkt 
R  der  Abscissen  durch  dio  Länge  Ra  =  a; 
bezeichnet  den  Winkel  zwischen  BA  und 
RX  (von  BA  rechts  bis  auf  RX)  also 
^_BAa  mit  A,  den  Winkel  zwischen  CB 
und  BA  (von  CB  rechts  bis  auf  BA)  also 
Z.CBA  mit  B,  die  eben  so  gemessenen 
Winkel  in  den  übrigen  Eckpunkten  mit 
C,  D,  E,  so  ist 

Fig.  G55. 


ab  =  AB  cos  ABß  =  AB  cos  A 

bc  =  Cy  =  BC  cos  BCy  =  BC  cos  (2/1  -  A  —  B)  =  —  BC  cos  (A  +  B) 
cd  =  Dt  =  CD  cos  CDiS  ss  CD  cos  DCy  =  CD  cos  (C  -  BCy) 

=  CDcos(A  +  B  +  C-2R)  =  -  CD  cos(A  +  B  +  C) 
de  -  Ei  =  DE  cos  DEi  m  DE  cos  EDJ  =  DE  cos  (AR-D-  CDJ) 

=  DEcos(AR-D-  DCy)  =  DE  cos  (GR-  A-  B-C-  D)=  -  DEcos(A+B+C+D) 
ef  =  Fn  =  EFcos  EFrt  =  EFcos  FEt  =  EFcos(AR  -  E+  DEt)  =  EF  cos  (AR  -  E+  EDÖ) 

=  EFcos  (10R  -A-B-C-D-E)  =  -EFcos(A+B  +  C+D  +  E) 

Bezeichnet  man  nun,  wie  Ra  mit  a',  so  Rb  mit  Rc  mit  c'  u.  s.  w. ,  so 
hat  man 

Ra  =  a' 

Rb  =  b'  =  a'  +  ab-a' +  AB  cos  A 

Rc  =  c'  -  b'  +  bc  =  a'  +  AB  cos  A  -  BC  cos  (A  +  B) 

Rd  =  d'  =  c'  -  cd  =  a'  \  AB  cos  A  -  BC  cos  (A+  B)+  CD  cos  (A  +  B  +  C) 

Re  =  e'  =  d*  +  de  =  a'  +  AB  cos  A  -  BC  cos  (A  +  B)  +  CD  cos(A  +  B+C) 

-  DEcos(A  +  B  +  C+  D) 

Rf=e'-  tf=  a'+ABcosA-  BCcos  (A  +  B)  +  CDcos(A  +  B  +  C)- DE  cos  (A  +  B+C+D) 

+  EFcos(A  +  B  +  C+D  +  E)  (6) 

woraus  das  allgemeine  Gesetz  der  Fortschreitung  hervorgeht. 

7.  Es  stimmt  dies  Resultat  vollkommen  überein  mit  Formel  3  (No.  3,  Fig.  653) 
für  H,  wenn  man  die  Ordinaten  aA  und  fF,  Fig-  655  als  die  einschliefsenden  End- 
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parallelen  AX  nnd  FY  (Fig.  65S)  betrachtet,  wenn  man  also  H=af  »etat;  alsdann 
ist  nämlich  z  BAtt  =  A'  für  z  ABß  =  jl  in  Fig.  655  zu  nehmen,  wenn  die  übrigen 
Winkel  B,  C,  D,  E  in  beiden  Fignren  übereinstimmen  sollen. 

Man  hat  demnach 

cot  A  =  cos  ABß  =  cot  BAa  =  cot  (A'  —  90°)  =  tin  A'  cot  (A  +  B)  -  cot  (A'  +  B  -  90°) 

=  tin{A'  +  B) 

U.  8.  W. 

folglich 

Rf  =  f  =  a'+H  =  a'  +  ABsin  A'-BCtin  (A'  +  B)  +  CDtin(Af  +  B  +  C) 

-  DE  tin{A'  +  B  +  C  +  D)  +  EFtin(A'  +  B  +  C  +  D  +  E)  (7) 

8.  Construirt  man  Fig.  655  die  Aufsenwinkel  wie  No.  2,  Fig.  654,  ist  also  (für 
nA  die  Parallele  RX  gedacht) 

Z  oAA'  =  a  =  2Ä  -  A 

Z  ABB1  =  ß  =  2R-  B 

XX.  8.  W. 

so  ist  wie  No.  4:  A  =  2R- a 

A+  B  =  4R-(a  +  ß) 
il  +  £+C  =  6Ä-(«  +  £  +  y) 
A  +  B+C+D  =  SR-(a  +  ß  +  y+t) 
,4  +  B  +  C+ß  +  E  =  10Ä-(a  +  /J  +  y  +  <r+«) 

hieraus 

a&  =  AB  cot  (2Ä  -  «)  =  -  AB  cot  a 

bc  =  -  äCcoj  (4fl  -«-£)  =  -  BCcot  (a  +  /?) 

cd  =  -  CD  cot  (6ft  -  «  -  0  -  y)  =  +  CD  cos  («  +  /}  +  y) 

de  =  -  DE  cot  (SR  -  a  -  ß  -  y  -  d)  =  —  DEcot  \a  +  ß  +  y  +  d) 

ef=EFcot(lOR~  n-ß-y-  j-  *)  =  +  £Fcos  (a  +  0  +  y  +  d  +  0 

Ä/  =  o'  -  iiÄco«  «  -  ÄCco*  («  +  /f)  -  CD  cot  (a  +  /J  +  y)  -  DEcot  («  +  /f  4-  y  +  d) 

-£Fco*(«  +  /?  +  y  +  d  +  0  (8) 

Heispiel.    Es  sei 
AB  =  4-,  BC  =  b;  CD  =  6;  D£=7;  J£F=8 
v4=  30°  also  «=150° 
B=  90°    „    /?=  90° 
C=  110°    „    y-  70° 
D  =  270°    ,    J  =  -  90° 
E  =  340°    „    f  =  -  160° 
Aus  Formel  6  und  8  erhält  man  reducirt: 
Rf  -  a'  +  4  cot  30°  +  5  cot  60°  -  6  cot  50°  +  7  cot  40°  -  8  cos  60° 

Aus  Formel  7  hat  man,  weil  A'  =  X2(f  ist: 
Ä/"=  o'  +  >4Ä  «in  120°  -  BC  tin  210°  +  CD  tin  320°  -  0ß  sin  590°  +  EFtin  930° 
=  o'  +  4  f  in  60°  +  5  tin  30°  -  6  sin  40°  +  7  sin  50°  -  8  sin  30° 
=  o'  +  4  cot  30°  +  5  cos  60°  -  6  cot  50°  +  7  cos  40°  -  8  cos  60° 

9.  Um  das  Gesetz  der  Ordinaten  zu  erhalten  hat  man  gegeben 
An  =  «» 

if*  =  Aa  +  fl«  =  Aa  +  >45  sin  ^ 

Cc=Bb~By  =  Bb-  BCtin  BCy  =  Bb  -  BC  tin  (2R-A-B)  =  Bb- BC»in(A+  B) 
=  Aa  +  AB  tin  A  -  BCtin  (A  +  B) 

Dd  =  -  (CM  -  Cc)  =  Cc  -  Cf  =  Cc-CD  tin  CDJ=Cc-CDtin{A  + B  +  C-2R) 
=  Cc+CDtin  (A  +  B  +  C) 

=  Aa  +  AB  tin  A-  BC  tin(A  + B)  +  CD  tin  (A  +  B  +  C) 
Ee~  Dd  +  (-  Dt)  =  Dd  -  DE  sin  DEt  -  Dd—  DE  tin  (6Ä  —  A  —  B  —  C—D) 

=  Dd-DEtin(A  +  B+C+D)=Aa  +  ABtinA-BCtin(A  +  B)  +  CDiin(A  +  B+C) 
-DEtin(A  +  B+C+D) 
Ff  =  Et]-  (-  £e)=  E,+  Ee=  fie+EFsin  EFi;=Ä*+  FFsin  (10Ä-,4- J5- C- 0-  £) 
=  £e  +  £Fstn  M  +  B  + C  + Z>  +  E) 
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=  Aa  +  ABtinA- BCnn  (A  + B)  +  CD$in(A  +  B+Q- DEtin(A +B+C+D) 
+  EFsin  (A  +  B+C+D  +  £)-.... 
u.  s.  w. 

Das  Beispiel  ad  No.  8  gibt  -Dt  =  -7  $in  500°  -  -  7  sin  40° 

Aa  =  m"  daher 

Bk  -  A„  -l  a      <in°  ße  =  ,4a  +  4 iin  30°-  5  sin  60°  -  6sin  50° 

ot>  —  Aa  +  4  sin  dO  —  7si»40° 

*y=5*in(30o+90o)=5«nl20o=5sin60°  =  8  »in  840°  =  8  »in  60° 

daD*r  daher 

Cc  =  ,4a  +  4  sin  30°  -  5  sin  60°  /./=  ,4« + 4  »in  30°  -  5  »in  60°-  6  »in  50° 
-  CS  =  6  sin  (30°+  90°+  1 10°)  =  6  sin  230°  -  7  sin  40°  +  8  sin  60° 

=  -6«in50°  io.  Sollen  die  Ordinaten  durch  die 

dah*T  Aufsenwinkel  angegeben  werden,  so  ist 

W  =  i4«  +  4stn30°-5si»60o-6sin50°  nach  No.4: 

Pf  =  Aa  +  /lÄ*in  (2Ä  -  «)  -  flC««(4Ä  -  n  -  ß)  +  CD  sin  (6Ä  -  a  -  ß  -  y) 
-  DE  sin  (8Ä  -  n  -  ß  -  y  -  J)  +  EF sin  (lOfi  -«-/?-  y  -  0  - 1) 

also 

F(-  Aa  +      stn  «  +  BC  sin  («  +  ß)  +  CD  sin  («  +  ß  +  y)  +  DE  sin  (o  +  /?  +  y  +  d) 

+  EFsin(«  +  /9  +  y  +  d  +  0  (10) 
Für  das  obige  Beispiel  hat  man 

Ff=  Aa  +  4  sin  160°  +  5  »in  240°  +  6sin  310°  +  7sin  220°  +  8  sin  60° 
=  Aa  +  4  sin  30  -  5  sin  60°  -  6  sin  50°  -  7  sin  40°  +  8  »in  60° 


Sefäfsbarometer,    u.  Barometer,  Bd.I.,  die  bewegende  Kraft  eines  anderen  Ge- 
pag.  321.  wichts  Termindern  oder  ganz  aufheben 
(regebene  Gröfsei,  s.  v.  w.  bekannte  auch  «ine  abwechselnd  rückgängige 
Gröfsen;  diese  werden  zu  gegebenen  Grö-  Bewegung  hervorbringen  soll. 
Isen,  wenn  aus  ihnen  Unbekannte  gefan-  Eine  Last,  die  "ber  e*ner  ^°"e  811 
den  werden  sollen.  einem  8eil  herabgelassen  wird,  würde 
_                           _                  .  allein  thätig  immer  schneller  und  schnel- 
Gegenbewegnng  ist  Bewegung  nach  ier  fallen;  es  wird  daher  auf  der  cntge- 
entgegengesetzter  Richtung.  gengesetaten  Seite  durch  Zugkräfte  ent- 
Gegendreicck  ist  das  einem  gegebenen  sprechend  gehemmt  und  zu  Erleicbte- 
Kugeldreieck,  wenn  man  dessen  Seiten  rQng  der  Hemmung  daselbst  ein  Gewicht, 
zu  vollen  Kreisen  verlängert,  diametral  »j80  ein  Gegengewicht  angebracht,  wel- 
gegenüber  entstehende  ihm  congruente  che»         «m  80  ™*  »Steigt  als  die 
Dreieck.  kast  sinkt 
-            .  .     ,    ^    ,    ,        _  Bei  den  früheren  einseitigen  Dampf- 
Gegendmck  ist  der  Druck,  der  als  Wi-  ma8Chinen  drückte  der  Dampf  den  Kol- 
aerstand ans  dem  einen  Druck  empfan-  ben  herab  und  mit  demselben  das  eine 
ceuden  Körper  hervorgerufen  wird  und  Ende  des  Balanciere;  an  dem  anderen 
Jen  der  druckende  Körper  gegenseitig  Ende  desselben  war  ein  Gegengewicht, 
empfangt^   Hat  der  gedruckte  Körper  welches  hiermit  in  die  Höhe  gezogen 
das  Aermogen  einen  gröfseren  Druck  zu  wurde.    Hatte  der  Kolben  den  tiefsten 
entwickeln  als  er  empfängt,  so  bleiben  gtand  erreicht,  so  wurde  der  Dampf  im 
beide  Körper  in i  Ruhe;  der  dynamische  Kessel  abgesperrt,  der  in  den  Kolben  ge- 
stand heider  Korper  heilst  Spannung,  leitete  Dampf  in  die  freie  Luft  gelassen, 
Z.  vi?!:  °rp6r._m*?*  d»«  Fähigkeit  einen  das  Gegengewicht  hatte  nun  die  Kraft 

die  Balancierseite  herab  und 
zu  neuem  Angriff  des  Dam- 
pfes wieder  in  die  Höhe  zu  ziehen, 
jegung;  der  Ueberschufs  der  Kraft  ist  Bei  den  Gewichtsuhren  bildet  das  Pen- 
dle bewegende  Kraft  und  die  Spannung  del  mit  der  Hemmung  das  Gegengewicht 
beider  Korper  ist  gleich  dem  geringeren  za  augenblicklich  gänzlicher  Aufhebung 
üegendruck.  der  Kraft  des  Gehgewichts. 

Segeoflfiler,  »•     w.  Antipoden.  ßegenschattige,  a.  Antiscii. 

Gegengewicht  ist  ein  Gewicht,  welches  Gegenschein,  s.  u.  Aspecten  und  Con- 


so  hoben  Druck  entgegen  zu  setzen  als  Zu  fallen,  d 
w  empfängt,  so  weicht  der  Körper  dem  den  Kolben 
Lebersrhufs  an  Druck,  es  entsteht  Be- 


Digitized  by  Google 


Gegenschein 


142     Gemeinschaftlicher  Theiler. 


junction.  0.  ist  der  Kalenderausdruck 
für  Opposition. 

Gegenwirkung  ist  die  einer  ursprüng- 
lichen Wirkung  entgegengesetzte  Wir- 
kung. Zwei  gleich  grofse  Kräfte  nach 
gerade u  entgegengesetzten  Linien  oder 
Riebtungen  wirkend  heben  einander  auf, 
sie  bleiben  in  Ruhe,  sie  befinden  sich 
blofs  in  Spannung.  Ist  eine  Kraft 
größter  als  die  andere  so  geschieht  nach 
der  Richtung  der  gröfseren  mit  dem 
Ueberscbufs  an  Kraft  d.  b.  mit  der  Dif- 
ferenz beider  Kräfte  als  bewegende  Kraft 
eine  Bewegung. 

Ein  Körper  vom  Gewicht  P  und  der 
Geschwindigkeit  C  hat  das  Bewegungs- 
vermögen i'-C;  trifft  er  einen  ruhenden 
Körper  vom  Gewicht  p,  so  setzt  dieser 
ihm  eine  Wirkung  entgegen,  die  Ge- 
schwindigkeit des  ersteren  Körpers  wird 
vermindert,  der  Körper  p  wird  dafür  in 
die  Bewegung  mit  hineingeführt  und  da 
von  dem  ursprünglichen  Bewegungsver- 
mögen nichts  verloren  gehen  kann,  so 
ist  bei  einer  beiden  Körpern  gemein- 
schaftlichen Geschwindigkeit  c 

{P  +  p)c  =  P-C 

folglich  die  gemeinschaftliche  neue  Ge- 
schwindigkeit 

c  -  -.r- —  •  c 
"+  P 

Vergleiche  den  Art.  Gegengewicht. 
Gegenwohner,  s.  *.  Antoeci. 

Geist  ist  das  Regierende  der  Natur. 
Eine  Natur  ohne  den  sie  regierenden 
Geist  zu  denken  ist  unmöglich.  Der 
Geist,  etwas  Nichtkörperliches,  von 
dessen  Beschaffenheit  wir  keinen  Begriff, 
sondern  nur  hypothetische  Vorstellungen 
haben,  die  je  nach  den  Richtungen  des 
Gedanken-  und  Auffassungssystems  eines 
jeden  einzelnen  Menschen  eben  so  viel- 
fach verschieden  sein  können,  mnfs  offen- 
bar die  ganze  Natur  durchdringen,  so  dafs 
nicht  Gott  in  der  Welt  sondern  die  Welt 
in  <iott  ist,  der  als  Geist  in  seiner  Con- 
tinuität  durch  keine  Körperlichkeit  und 
nirgend  unterbrochen  wird,  also  allgegen- 
wärtig, allwissend  und  somit  fähig  durch 
die  That  überall  augenblicklich  einzu- 
greifen. 

Die  Naturkräfte  können  betrachtet  wer- 
den als  Richtungen  oder  Theile  dieses 
allgemeinen  Geistes  zur  Regierung  wil- 
lenloser Dinge  nach  Gesetz. 

vemaTsigte  Zonen  sind  die  beiden  Zo- 
nen auf  der  Erdoberfläche,  welche  pa- 
rallel mit  dem  Aequator  zwischen^  den 
Wendekreisen  und  den  ihnen  zunächst 


liegenden  Polarkreisen  sich  befinden;  so 
genannt  wegen  der  hier  herrechenden 
mittleren  Temperatur  zwischen  der  kal- 
ten jenseits  der  Polarkreise  und  der  hei- 
fsen  zwischen  beiden  Wendekreisen. 

Die  mathematische  Geographie  bestimmt 
die  Polarkreise  als  diejenigen,  deren  Pe- 
ripherien von  der  Axe  der  Ekliptik  und 
die  Wendekreise  als  diejenigen,  welche 
von  der  Ebene  der  Ekliptik  berührt  wer- 
den. Die  Ekliptik  durch  den  Erdmittel- 
punkt gelegt. 

Gemeinschaftliches  Maafs  ist  ein  Maafs, 

mit  welchem  mehrere  Dinge  derselben 
Art  gemessen  werden.  Das  allen  Din- 
gen derselben  Art  g.  M.  ist  deren  Ein- 
heit: die  Zahlen  10,  lö  haben  5  und  1 
zum  g.  M.;  die  Zahlen  3,  10,  16  haben 
das  einzige  gemeinschaftliche  (ganze) 
Maafs  in  der  Einheit  1. 

Incotnmensurable  Gröfsen  haben  mit 
commensurabelen  Gröfsen  kein  g.  M  ,  z.  B. 
4  und  ^3.  Dagegen  können  iueommen- 
surable  Gröfsen  untereinander  ein  g.  M. 
haben.  Z.  ß-  i'6  und  V15  haben  das 
g  M.  V'3.   Es  ist  nämlich 

\  (f  =  V2  x  v'3  und  V15  =  v'5  x  y  3 
Aus  diesem  Grunde  haben  2  gleiche 
Catheten  mit  der  Hypothenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  kein  g.  M. 

Gemeinschaftlicher  Theiler  ist  ein  ge- 
meinschaftliches Maafs  zweier  oder  meh- 
rerer Zahlen.  Es  wird  in  der  Arithmetik 
oft  nach  dem  gröfslen  g  T.  mehrerer 
gegebener  Zahlen  gefragt.  Dieser  kann 
nicht  gröfser  sein  als  die  kleinste  der  ge- 
gebenen Zahlen  und  man  hat  mit  dieser 
also  in  dio  anderen  zu  dividiren,  wenn 
man  dieselbe  als  Theiler  versuchen  will. 

Von  den  Zahlen  7,  91,  135  findet  man 
7  als  den  gröfsten  (und  einzigen)  g-  Th. 
Denn  es  ist  7=7.1;  91  =  7  -  13  und 
105  =  7-15 

Zwischen  den  Zahlen  14,  133,  182  kann 
wegen  der  ungeraden  mittleren  Zahl  die 
Zahl  14  kein  Theiler  sein  und  da  14  =  2-7, 
.«<>  ist  entweder  7  der  g.  T.  oder  die  Zah- 
len haben  keinen  g.  T. 

Man  findet  durch  Division 
14  =  7-2;  133  =  7-19;  182  =  7-26 
Um  den  g.  T  zweier  oder  mehrerer 
Zahlen  zn  finden  ist  demnach  das  ein- 
fachste Mittel,  die  kleinste  gegebene  Zahl 
in  ihre  Primfactoren  zu  zerlegen. 

Sind  die  Primfactoren  nicht  sogleich 
zu  übersehen,  so  dividirt  man  die  grö- 
ßere Zahl  durch  die  kleinere;  wenn  die 
Division  ohne  Rest  nicht  aufgeht,  so  di- 
vidirt man  die  kleiuero  Zahl  durch  den 
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Rest  und  sofort  den  vorhergegangenen 
Divisor  durch  den  erhaltenen  letzten  Rest 
bis  man  keinen  Kest  behält;  dieser  letzte 
Divisor  ist  dann  der  gröfste  gemeinschaft- 
liche Theiler  zwischen  beiden  Zahlen  und 
ist  eine  dritte  gTöTseste  Zahl  noch  gege- 
ben, so  wird  der  gröfste  g.  T.  mit  letz- 
terer Zahl  durch  Division  mit  dem  so 
eben  erhaltenen  Theiler  untersucht  Z.  B. 
Die  Zahlen  9737  und  20202 


mau  erhält 


20202  _  728 
9737  "    +  9737 


d.  h.  es  ist  20202  =  2  x  9737  -f  728 
und  folglich  kann  zwischen  9737  und 
20202  nur  ein  Theiler  existiren,  der  zu- 
gleich Theiler  zwischen  728  und  9737 
ist,  und  deshalb  ist  mit  728  in  9737  zu 
dividiren.   Man  erhält 

9737  273 
728  +  728 

Wiederum  knnn  zwischen  728  und  9737 
also  zwischen  9737  und  20202  kein  Thei- 
ler existiren,  der  nicht  zugleich  Theiler 
zwischen  273  und  728  ist.    Man  erhält 
728  182 
273      +  273 

Jetzt  beschränkt  sich  wieder  die  Auf- 
gabe auf  die  Untersuchung  des  gröfsten 
g.  T.  zwischen  den  Zahlen  182  und  273. 


Es  ist 


182 
182 
91 


182 


=  2 


182 
273 
728 
9737 


Mithin  ist  91  der  gröfste  g.  Th. 

zwischen  91  und 
also  auch  zwischen  182  und 
also  auch  zwischen  273  und 
also  auch  zwischen  728  und 
also  auch  zwischen  9737  und  20202 
ond  es  ist  9737  =  91  x  107  und  20202 
=  91  x222,  vergl.  Bruch  No  5. 

Gemischt  ist  in  der  Mathematik  was 
ans  ungleichartigen  Theilen  zusammen- 
gesetzt ist. 

Ein  gemischter  Bruch  ist  ein  un- 
äcbter  Bruch,  der  als  ganze  Zahl  -f  einem 
ächten  Bruch  dargestellt  ist.    Z.  B.  5$ 

21 

statt  des  reinen  und  unächten  Bruchs  —  . 

4 

Eine  gemischte  ebene  Figur  ist 
*ine  Figur,  die  von  geraden  und  krum- 
men Linien  oder  aus  krummen  Linien, 
denen  verschiedene  ßilduugsgesetze  zu 
Orunde  liegen,  als  Seiten  eingeschlos- 
sen ist. 

Gemischte  Mathematik  neunt  man 


auch  wohl  die  angewandte  M,  weil  Na- 
turgesetze und  Erfahrungen  darüber  mit 
den  reinen  Lehren  der  Mathematik  in 
Verbindung  vorkommen. 

Gemischte  Verhältnisse  sind  solche 
Verhältnisse,  die  aus  ungleichnamigen 
einfachen  Verhältnissen  zusammengesetzt 
sind,  als  die  durch  Multiplication  gewon- 
nenen Endverhältnisse  bei  der  Regel 
quiuque,  der  Kettenrechnung  u.  s.  w. 

Gemischte  Zahl  ist  -eine  Zahl,  die 
aus  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen  zu- 
sammengesetzt ist,  also  in  so  fern  gleich- 
bedeutend mit  gemischtem  Bruch;  auch 
eine  Zahl  die  aus  rationalen  und  irratio- 
nalen Gliedern  besteht,  als  3  +  yb  ist 
eine  gemischte  Zahl. 

Generalnenner,  s.  Addition  No.  6  und 
Bruch  No.  6. 

Genetische  Erklärung,  genetische 
Definition  ist  Sacherklärung,  Er- 
klärung von  dem  Entstehen  des  Begriffs, 
z.  B.  eine  Kugel  entsteht,  indem  ein 
Halbkreis  um  seinen  Durchmesser  «ich 
herumdreht. 

Geocentrisch  ist  was  sich  auf  den  Mit- 
telpunkt der  Erde  bezieht,  im  Gegensatz 
zu  heliocen trisc h,  was  sich  auf  den 
Mittelpunkt  der  Sonne  bezieht;  beide  Be- 
ziehungen für  Planeten  genommen. 

Es  sei  Rfth  die  Ekliptik,  £  ein  augen- 
blicklicher Standort  der  Erde  darin,  S 
in  deren  Mittelpunkt  die  Sonne.  P  ein 
Planet;  die  Kreislinie,  in  der  sich  P  be- 
findet sei  seine  Bahn ,  welche  gegen  die 
Ebeue  der  Ekliptik  geneigt  ist  und  sie 
in  2  Punkten,  den  Knotenpunkten  schnei- 
det, die  äufsere  Kreislinie  eine  gröfste 
Kreislinie  des  scheinbaren  Himmelsge- 
wölbes.   Von  E  aus  sieht  man  P  in  der 

Fig.  656. 
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geraden  Linie  EP  und  der  Ort  des  Pla- 
neten scheint  in  P"  zu  sein;  von  der 
Sonne  ans  sieht  man  den  Planeten  in 
der  geraden  Linie  SP  nnd  versetzt  seinen 
Ort  in  F;  es  ist  somit  F  der  helio- 
centrischeund  P"der  geocentrische 
Ort  des  Planeten. 

Denkt  man  sich  die  Ebene  der  Eklip- 
tik bis  in  die  scheinbare  Himmelskugel 
erweitert,  so  fälle  den  lothrechten  Bogen 
Pp  auf  dieselbe  und  p  ist  der  reducirte 
Ort  des  Planeten.  Von  der  Sonne  S 
aus  wird  derselbe  in  p'  gesehen,  da  wo 
der  lothrecbte  von  F  auf  die  Ekliptik 
gefällte  Bogen  Fp'  dieselbe  schneidet, 
und  von  der  Erde  E  aus  wird  der  Ort 
p  in  p"  gesehen ,  dem  Endpunkt  des  von 
F'  in  der  Ilimmelskugel  auf  die  Ebene 
der  Ekliptik  gefällten  Lothes  F'p".  Beide 
Linien  Sp'  und  Ep"  schneiden  die  Eklip- 
tik Efsk  in  den  Punkten  n'  und  n".  Ist 
demnach  f  der  FrQblingspunkt ,  so  ist 
Höpen  fthn'  die  hei  iocentrische  und 
Bogen  fthn"  die  geocentrische  Länge 
des  Planeten  P. 

Geodäsie,  s.  v.  w.  Feldmefskunst  Ein 
Theil  derselben  ist  in  dem  Art.  ßaculo- 
metrie  vorgetragen.  Zusammengesetzte 
Vermessungen  geschehen  mit  Hülfe  von 
Winkel-Instrumenten,  s.  Boussole.  Sol- 
len Vermessungen  sehr  genau  werden, 
so  bedient  man  sich  der  Theodoliten  als 
Winkelmesser.  Man  mifst  eine  möglichst 
lange  gerade  Linie ;  bei  coupirtem  Ter- 
rain nivellirt  man  sie  auch,  um  deren 
Horizonlalproiertinn  zu  erhalten  und  ver- 
bindet mit  deren  beiden  Endpunkten  2 
oder  mehrere  Hauptlinien  zu  Dreiecken 
indem  man  die  Winkel  an  den  Endpunk- 
ten der  vermes>enen  Grundlinie  mifst 
und  die  anderen  Seiten  trigonometrisch 
berechnet.  Die  Details  zwischen  den 
Hauptlinien  werdeu  dann  mit  Kette  und 
Stäben  vermessen  und  aufgetragen.  Zwei 
oder  mehrere  neue  Hauptlinien  werden 
dann  mit  den  berechneten  Dreiecksseiten 
wiederum  zu  Dreiecken  verbnnden  und 
so  weiter  auf  dieselbe  Weise  fortgefahren. 

Geoden  in  einem  Fossil  sind  die  im 
Innern  mit  Krystallen  besetzten  Höh- 
lungen. 

Geographische  Breite,  s.  Breite,  ge- 
ographische. 

Geographische  Länge  eines  Orts  der 
Erdoberflache  ist  der  in  dem  Breiten- 
kreise des  Orts  nach  Graden  gemessene 
Abstand  des  Orts  von  einem  bestimmten 
beliebig  gewählten  ersten  Meridian. 

So  wie  für  die  astronomische  Lauge 


die  Ekliptik  der  Grund-  oder  Normalkreis 
ist,  so  ist  es  für  die  geographische  Länge 
der  Erdaequator.  Dieser  hat  aber  nir- 
gend eine  Auszeichnung  für  den  Null- 
punkt wie  die  Ekliptik  in  dem  Frühlings- 
punkt und  daher  kann  man  jeden  belie- 
bigen Punkt  des  Aequators  dazu  nehmen. 
Es  kommt  ferner  hinzu,  dafs  jeder  be- 
liebige mit  dem  Aequator  parallele  Brei- 
tenkreis, der  wie  jener  in  360  Grade  ge- 
theilt  wird,  durch  die  von  Pol  zu  Pol 
über  den  Aequator  hinweg  zu  führenden 
Meridiane  mit  dem  Aequator  überall  in 
Betreff  der  Längenbestimmung  einerlei 
Beziehung  hat,  so  dafs  in  jedem  belie- 
bigen Breitenkreis  ein  beliebiger  Punkt 
als  Nullpunkt,  also  der  zu  diesem  Pnnkt 
gehörende  Meridian  als  der  erste  ange- 
nommen werden  kann. 

Ein  solcher  erster  Meridian  ist  für 
Frankreich  durch  Befehl  Ludwigs  XIII. 
vom  25.  April  1634  derjenige,  welcher 
die  äufserste  Westküste  der  Insel  Ferro 
berührt  und  von  den  meisten  Staaten 
als  solcher  angenommen  worden,  woher 
dieser  erste  Meridian  der  Ferro* sehe 
Meridian  heifst 

Es  hat  sich  später  ergeben,  dafs  dieser 
Meridian  von  der  Pariser  Sternwarte  20° 
2'  30"  westlich  liegt  und  man  ist  über- 
eingekommen, den  Ferro'schen  Meridian 
genau  20°  westlich  von  dem  der  Pariser 
Sternwarte  anzunehmen,  so  dafs  eigent- 
lich dieser  pariser  Meridian  die  Norm  gibt 
und  der  Ferro'sche  Meridian  unbestimmt 
und  nur  dem  Namen  nach  vorhanden  ist. 
Daher  kommt  es,  dafs  der  Pariser  Meri- 
dian auch  als  der  erste  vielfach  ange- 
nommen wird,  so  z.  B.  geschieht  dies  in 
Kitters  geographisch -statistischem  Lexi- 
con;  in  Littrows  Verzeichnifs  geographi- 
scher Ortsbestimmungen  (Gehlers  physi- 
kalisches Wörterbuch  Bd.  X.,  am  Schlufs). 

In  den  neuesten  Zeiten  hat  man  auch 
angefangen,  den  Meridian  der  Greenwicher 
Sternwarte  als  den  ersten  anzunehmen; 
dieser  liegt  2°  20'  23"  westlich  von  dem 
Pariser. 

Die  Längen  werden  in  der  Regel  nur 
bis  180°  gezählt  und  je  nachdem  ein  Ort 
östlich  oder  westlich  von  einem  der  er- 
sten Meridiane  liegt,  hat  derselbe  öst- 
liche oder  westliche  Länge. 

Der  Pariser  Meridian  ist  20°  östlich, 
der  Greenwicher  17°  39'  37"  östlich  von 
dem  Ferro'schen  Meridian. 

Der  Ferro'sche  Meridian  ist  20°  west- 
lich, der  Green wich'sche  2°  20'  23"  west- 
lich von  dem  Pariser  Meridian. 

Der  Ferro'sche  Meridian  ist  17°  39'  37" 
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westlich ,  der  Pariser  2°  20'  23''  östlich  deren  Natur  einfache  Untersuchungen  zu- 

ron  dem  Greenwicher  Meridian.  lassen:  Von  den  Linien  nämlich  die  ge- 

Die  alte  Sternwarte  von  Berlin  hat  "de  und  die  Kreislinie,  von  den  Flächen 

von  Ferro         31°  3'  23"  östliche  Länge  dle  Ebenen  und  die  krummen  Flachen, 

von  Paris  11°  3'  23"     ,         .  ?e,che  ™  der  Kreislinie  erzeugt  wer- 

TonGreenwich    13°  23' 46"    „         „  den,  und  von  den  Korpern  diejenigen, 

ö.  n        ,  deren  Obernachen  Lbenen  und  die  aus 

Die  neue  Sternwarte  tob  Berlin  hat  der  Kreislinie  hervorgehenden  krummen 

von  Ferro         31°  3  30  östliche  Lange  F)ächen  sind     We|e«  leUte  Theü  der 

von  Fans          11  d  dO      „         ,  G.  ist  die  Elenientar-Stereometrie; 

von  Greenwich  13  23  53     „         „  gie  behandeU  die  Yieleckigen  Körper,  den 

Die  geogr.  Länge  awischen  zweien  Or-  Cylinder,  den  Kegel  und  die  Kugel, 

ten  der  Erde  mifst  man  mit  einer  richti-  Die  höhere  Geometrie  beschäftigt 

gen  Uhr,  wenn  man  die  Zeit  der  Culmi-  sich  mit  den  krummen  Linien  dere6n 

nation  eines  F^terns  in  beiden  Orten  Fomen  andere  sind  ala  der  und 

beobachtet     Die  Differenz  beider  Zeit-  die  aQS  gegebeneo  Gesetzen  hervorgehen, 

punkte  gibt  das  Zeitmaafs  der  Lange,  mit  den%«n  diesen  Linien  eingeschlos- 

weleben  in  Bogenmanb  verwandelt  wird,  8eQen  EbeQen  und  Flachen  undBmit  deu 

indem  4  Zeitminuten  einen  Grad  Lange  Körpero,  deren  Oberflächen  aus  jenen 

ff*"611'  krummen  Linien  erzeugt  werden. 

Seographische  Heile  ist  festgestellt  Die  Geometrie  wird  synthetisch  und 

worden  auf  den  5400ten  Theil  des  Erd-  analytisch  behandelt.    Die  synthetische 

aeqnator- Umkreises,  so  dafs  eine  geogr.  Behandlung  besteht  darin,  dafs  die  ge- 

_  .*  360°     1  ,    kA„„n*n-~-.AAB  gebenen  Raumgröfsen  zusammengesetzt, 

M*lle  =  18t  5400 =  15  dM  ^equatorgrades,  ^  .*  Gr5fee  nQd  ^  ^ 

oder  dafs  ein  Aequatorgrad  15  geogr.  Mei-  einander  verglichen  werden,  wie  dies  im 
len  enthält.  Da  es  schwierig  ist,  Län-  Euklid  stattfindet.  Die  analytische_  Be- 
gengradmessungen  genau  zu  erhalten ,  so  handlung  besteht  darin,  dafs  die  Gröfsen 
ist  auch  die  g.  M.  verschieden  angegeben  auf  Einheiten  zurückgeführt,  mit  der  Ein- 
worden, heit  verglichen  und  als  Vielfache  dersel- 
ben der  neuesten  genauen  Ermitte-  ben  also  als  Zahlen  betrachtet  werden, 
lung  des  Grades  im  Aequator  beträgt  mit  denen  nun  gerechnet  wird.  (Verg . 
dieser  57106,442  Toisen,  also  algebraische  und  analytische  Geometne). 

die  geogr.  Meile  =  3807,09  Toisen  rMMeinet  Ansicht.  *bor  .die„^eise.  *ie  die 

_  7420  158  Meter  Elementargeometrie  mit  Hülfe  eines  ein- 

=  0,9850  876  prfs.  Meilen  fächeren  Lehrgebäudes  vorgetragen  wer- 

=  1970,1752 prfe. Ruthen  den  konnte,  s.  d.  Art.  Axiom. 

=  23642,1  preufs.  Fufs.  geometrisch  ist  was  zur  Geometrie 

Geomechanik  ist  die  Wissenschaft  von  gehört, 

der  Bewegung  fester  Körper   s.  d  Art.  ^^«^  ähllUch v  >.  u.  Aehnlicb, 

Angewandte  Mathematik,  Bd.  I.,  «  naa  ,.n 

pag  72.  2'  pag*  30" 

Geometer  ist  ein  der  Geometrie  Kun-  Geometrische  Analysis  ist  die  Bezeich- 

diger,  gebräuchlich  ist  auch  die  Bezeich-  ™*E  des  analytischen  Verfahrens  oder 

nung  für  Feldmesser.  *•*  analytischen  Methode    um  geome- 

6  tnsche  Constructionen  zu  erfinden;  heut 

Geometrie  ist  diejenige  Disciplin  der  unsere  analytische  Geometrie,  s.  d. 

Mathematik,  welche  sich  mit  den  Raum-  und  analytische  Auflösung,  analytische 

gröfsen  beschäftigt.    Da  der  Raum  in  Methode. 

einer  bis  drei  Dimensionen  gegeben  wird,  Ge0inetrische  Auflösung  ist  die  Auf- 

,o  ist  die  natürlichste  Einteilung  der  j-         einer  Kechenaufglbe  mit  Hülfe 

G.  m  die  Longiraetrie,  in  die  Pia-  d    gastrischen  Gröfsen;  so  sind  z.B. 

STr  if1*  T*  \  V*A°mÜJn»    Bd.  f.,  Fig.  41  bis  43,  pag.  45  und  46 

nämlich  in  die  Wissenschaft  der  Raum-  die     '    e8trischeD  Auflösungen  der  Re- 

f°  i  dV00!  **"         ZWel6n  cheuexempeli3Fulsx4Fur8;  4*x3'5" 

re  Dimensionen.  und  g<  ^»  x  2'  3", 

Man  macht  aber  diesen  Unterschied 

nicht  in  diesem  Sinne.    Man  hat  eine  Geometrischer  BeweU  eines  Satzes  ge- 

Elementargeometrie,  die  Lehre  von  schient  nur  mit  Hülfe  vorangegangener 

denjenigen  Linien,  Fliehen  und  Körpern,  anerkannter    geometrischer  Wahrheiten 

DX  10 
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durch  deren  Verbindung  und  Schlufsfol- 
gen  und  ohne  Hülfe  der  Arithmetik. 

Geometrische  Gonstrnctlon  ist  die  Auf- 
lösung einer  geometrischen  Aufgabe  durch 
Zeichnung. 

Geometrische  Constructlon  der  Glei- 
chungen, s.  Construction  der  Glei- 
chungen, Bd.  II.,  pag.  120. 

Geometrische  Curven  und  Flächen  sind 
solche,  deren  Form  dadurch  gegeben  ist, 
dafs  sämmtliche  Punkte  derselben  ihrer 
Lage  nach  einem  gemeinschaftlichen  Ge- 
setz unterworfen  sind. 

6eometrischO  Gröfsen  sind  die  Raum- 
gröfsen. 

Geometrischer  Körper  ist  ein  körper- 
licher Raum  im  Gegensatz  zu  physi- 
schem Körper,  der  mit  Stoff  angefüllte 
Raum. 

Geometrische  Methode  der  Alten  für 

die  Auflösung  der  geometrischen  Aufga- 
ben ist  wie  noch  bei  dem  heutigen  Stand- 
punkt der  Mathematik  der  Fall  ist,  zwei- 
erlei: synthetisch  und  analytisch.  Die 
erstere  Methode  besteht  in  der  Beschrei- 
bung der  nach  und  nach  erforderlichen 
Zeichenarbeiten  bis  zur  Vollendung  der 
Auflösung  und  dem  hierauf  folgenden 
Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Operatio- 
nen zu  dem  geforderten  Zweck. 

Die  zweite  analytische  Methode  ist  jetzt 
die  Anwendung  der  analytischen  Geome- 
trie; die  Alten  jedoch  kannten  dieselbe 
noch  nicht  und  verfuhren  mit  der  Con- 
struction wie  mit  einem  umgekehrt  zu 
führenden  Beweis. 

Als  Beispiel  gelte  die  Aufgabe  in  dem 
Art.:  Analytische  Auflösung,  Eu- 
klid 2.  Buch,  11.  Satz  : 

Eine  gegebene  gerade  Linie  (AB)  so 


Fig.  657. 


r 

1 

f  M 

A 

E 

zu  schneiden,  dafs  das  unter  der  ganzen 
(AB)  und  einem  (BH)  der  beiden  Ab- 
schnitte (AH,  BH)  enthaltene  Rectangel 
(BK)  dem  Quadrate  (FH)  des  übrigen 
Abschnitts  (.1//;  gleich  sei. 

Die  synthetische  Auflösung  Euklids  ist 
folgende: 

Beschreibe  von  AB  das  Quadrat  ABCD, 
halbire  AC  in  E  und  ziehe  BF..  Ver- 
längere CA  nach  /■'  bis  EF  a  EB,  be- 
schreibe von  AF  das  Quadrat  FH  und 
verlängere  GH  bis  A',  so  ist  AB  in  H 
so  geschnitten,  dafs  AB  x  BH  =  Quadrat 
von  AH. 

Denn  da  CA  in  E  halbirt  und  ihr  die 
AF  gerade  fort  angesetzt  ist,  so  ist  (2, 
6.  Satz). 

CF  x  AF  +  D(.4E)  =  Q(EF)  =  H(EB) 

Nun  ist    /_  BAE  =  K 

und  daher     fj  (EB)  =  □  (AÄ)  +  Q(AE) 

folglich  ist 

CFxAF  +  Q(AE)=C\(AB)+0(AE) 

folglich  wenn  mau  Zj(AE)  wegnimmt 

CFx  AF  =  \3(AB) 

oder  weil  AF  -  FG 

auch  FK  =  AD 

folglich  wenn  man  AK  wegnimmt 

FH  =  HD 

Nun  ist 

FH=0(AH)undHD=DBxBH-ABxBH 
folglich  ist    AB  x  BH  =  \J(A H) 

Die  analytische  Methode  würde  mit 
Benutzung  Oes  eben  aufgeführten  Satzes 
(Euklid  2.  Ii.,  6.  Satz)  etwa  folgender  sein  i 

Gesetzt  es  wäre  //  der  Theilungspunkt 
der  Linie  AB,  so  zeichne  die  Quadrate 
AD  über  AB  und  AG  über  AH,  verlän- 
gere GH  bis  K  so  wäre 

Rectangel  BK  =  AB  •  :  BH 
Quadrat  AG  =  \J(AH) 
hierzu     Rectaugel  AK  =  AK 

gibt  ^Quadrat  BC  =  Rect.  CG 
oder  D(AC)=  CFxAF 

Nun  ist  nach  2.  Buch,  6.  Satz,  wenn 
AC  in  E  halbirt  wird 

O(EF)  =  CFx  AF  +  Q(AE) 
zieht  man  nun  BE  so  tat 
n(AB)  +  Q(AE)  =  0(BK)  

Also  Ü(EF)  +  Q(AB)  +  B(AK) 

=  CFx  AF+  Q(BE)  -f  Q(AE) 
also  □(EF)  +  D(AB)  =  CFx  AF+Q(BK) 

Ist  also      D(EF)  =  Q(BE) 
so  ist  auch    0(AB)  =  CFx  AF=  CG 

Hiervon  AK—  AK  

bTeibt  ~~  Rect.  BK  -  U(AH) 
oder  ABxBH  =  0(AH) 
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Damit  diese  verlangte  Theilung  der  Geometrische  Progression,  s.  geome- 

geraden  Linie  AB  geschehe,  muls  dem-  trische  Reihe. 

£  X Äht6te  analTtiSChe  V6rfah'  ^erhTUTeÄ 

ren  au/gefanden.  M  Wj  denn  d£  Quotienten  f  und  * 

Geometrisches  Mittel  zwischen  zweien  beider  Verhältnisse  sind  einander  gleich. 

Grö&en  ist  die  Quadratwurzel  aus  deren  Man  vereinigt  beide  gleichen  Verhältnisse 

Product.   Ist  &>  =  «.c,  so  ist  b  das  g.  M.  *u  einer  Proportion  und  schreibt: 

»wischen  a  und  c.  2:5  =  4:10 

-  .     .  .  .          T .  .     ,  und  wie  man  J  =  A  hat,  so  hat  man 

Geometrischer  Ort  ist  eine  Linie  oder  aucn 

eine  Fläche,  welche  als  Grenze  beobachtet,  2x10  =  5x4  =  20 
allen  Linien,  Flächen  und  Körperu  der-  überhaupt  in  jeder  geometrischen  Pro- 
selben Art  irgend  eine  Eigenschaft  ge-  portion 
meinschaftlich  macht.  A:  B  =  a:b 

Z.  B.  Alle  Dreiecke  von  einerlei  Grund-  ,          _     .          A       ,  a  . 
linie  und  einerlei  Höhe  haben  gleichen  wo  als0  d,e  Quotienten       und  y  bei- 
Flächeninhalt.   Ist  nun  die  Grundlinie  der  Verhältnisse  einander  gleich  sind,  hat 
=  a  und  der  Inhalt  F  gegeben,  so  ist  die  man  aus  diesem  Grunde  oder  dnrch  arith- 

zu  a  erforderliche  Höhe  A  =  2  — .   Zieht  metische  °P«™ti°n 

a  Ab  -  aB 

man  daher  mit  der  Grundlinie  a  eine  d.  b.  das  Product  der  äufsereu  Glieder 

Parallele  von  unbegrenzter  Länge  in  dem  ist  gleich  dem  Product  der  inneren  Glie- 

au  *    a  «  F         •  *  j-       j  der«    Aus  diesem  Grunde  ist  jede  Pro- 

Abstand  2  —t  so  ist  diese  der  geomc-  portion  mehrfach  um2USteHeu.  J 

trische  Ort  für  die  Spitzen  sämmtlicher  Wenn      A  :  B  =  a  .  b 

Dreiecke  von  einerlei  Grundlinie  a  und  so  j8t  aucn  A:a-B-b 

einerlei  Flächeninhalt  F.  Dreht  man  diese  B-A  =  b' 
Linie  um  die  Grundlinie  bis  in  ihre  ur- 

sprüngliche  Lage,  so  erhält  man  einen  B:b-A:a 

Cylindermantel  für  denselben  geometri-  a :  b  =  A :  B 

sehen  Ort.  a  .  A-b  •.  B 

Soll  der  geometrische  Ort  für  Dreiecke  b  :a  =  B  :  A 

von  einerlei  Grundliuie  und  einerlei  Win-  b  -  B  =  a-  A 

kel  an  der  Spitze  angegeben  werden,  so  .  . 

beschreibt  man  um  das  Dreieck  einen  2.  Sind  die  beiden  inneren  Glieder  oder 

Kreis  und  man  hat  in  dem  zwischen  der  dle  helden  »»»«ren  einander  gleich,  wie 

Grundlinie  und  der  Spitze  befindlichen  A  :  C  =  C :  D 

Bogen  den  g.  0.  für  die  Spitzen  sämmt-  oder            D:E  =  F:D 

liCi?e<trIl!reie^e  d6l  Pnan?.te?  ße"?.ei.n-  so  heifst  die  Proportion  eine  stetige 

Wi!ffi       E/<D«C-,   '  SÄ1  ?ammt.llcth*  geometrische  P.  und  das  gleiche  Glied 

Winkel  an  der  Spitze  Pcnphenewinkel  {eiftt  dag  geometrische  Mittel  oder 

in  demselben  Kreisbogen  sind.  die  mittleKro  geometrische  Pfopor- 

Eine  mit  einer  ebenen  Grundfläche  pa-  tionale  zwischen  den  beiden  anderen 

rallele  Ebene  ist  der  g.  Ort  für  alle  Pris-  Gliedern. 

men  oder  Kegel  von  einerlei  Grnndebene  Es  ist  C  =/!•/>  also  C'=lXl) 

und  einerlei  körperlichem  Inhalt.  D7  —  F  F        D-   E~  F 

Um  den  g.  0.  zu  finden,  dafs  die  von  ,      ~~  *              J"  n 

2  gegebenen  Punkten  A,  B  an  jeden  be-  > e*Kl-    „arithmetische  Propor- 

liebigen  Punkt  desselben  gezogenen  ge-  '         ,       n        .          ,t  m. 

raden  Linien  zusammengenommen  immer  .  3-  ?md  mehrere  Proportionen  mit  Wie- 

die  Länge  a  erhalten,  hat  man  über  AB  Erholung  von  Gliedern  gegeben  als: 

ein  gleichschenkliges  Dreieck  ABC  zu  be-  A:  B-a:b 

schreiben«  in  welchem  die  Schenkel  AC  B.C  =  b:c 

=  BC  =      sind.    Nimmt  man  dann  C  C-  D  =  c  d 

als  Scheitelpunkt  der  kleinen  Axe,  A,  B  .        ,     A ' 

als  Brennpunkte  und  construirt    nach  80  lst  aucü    A'L  ~a  '  c 

Fig.  256,  Bd.  I.,  pag.  418,  die  Ellipse ,  so  A\D  =  axd 

ist  diese  der  verlangte  g.  0.  B:D  =  b:d 
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Man  schreibt  daher  auch  solche  Pro-     Wenn      A.B  =  a-.b 
Portionen  xusammenhängend  so  ist  \.nA:nB  =  na-.nb 

A:  B  :C .  D  =  a.  b.c-.d 

und  sagt,  die  Gräften  stehen  in  fort- 
laufender oder  in  geordneter  Pro- 
portion. 

4.  Die  ersten  Elementaraufgaben  aus 
der  Lehre  von  den  geometrischen  Pro- 
Dortionen  sind  in  dem  Vorigen  schon  ge- 
löst :  nämlich 

A.  Aus  2  gegebenen  gleichen  Produc- 
ten  eine  Proportion  zu. bilden.  Dies  ge- 
schieht, indem  man  die  beiden  zu  dem 
einen  Product  gehörenden  Faetoren  zu 
äufseren,  die  zu  dem  andern  Product  ge- 
hörenden zu  inneren  Gliedern  macht: 

Aus       a  '  b  =  A  '  B 

entsteht     a.  A-  B:b 

oder  A  :  a  =  b  :  B 

B.  Aus  zwei  gegebenen  geometrischen 
Verhältnissen  oder  Quotienten  zwei  gleiche 
Producte  zu  bilden,  welches  die  umge- 
kehrte Operation  erfordert;  denn 

aus      y  =       oder  a-.b-A-.B 

entsteht   aB  =  Ab. 

C.  Aus  drei  gegebe uen  Gliedern  a,  b,  c 
einer  geometrischen  Proportion  das  4te 
Glied  zu  finden,  oder  wie  man  sagt:  zu 
3  gegebenen  Zahlen  die  vierte  geome- 
trische Proportionale  zu  finden: 

Nennt  man  das  4te  Glied  x,  so  ist 
a  :  b  =  c  :  x 
woraus  bc-ax 


2. 

A  :  nB  =  a  : 

nb 

3. 

nA  :  B  —  na 

:b 

4. 

A  :  B  —  na 

:nb 

5. 

nA  :  nB  =  a  : 

b 

6. 

A     B  a 

—  •        .  —   

n  '  n    '  n 

b 

*  . 
• 

n 

7. 

A:B  =  ~ 
n 

b 
n 

8. 

A  B 

—  :  —  =  a  : 
n  n 

b 

9. 

A  :  —  =  a 
n 

b 

*  .  

» 

n 

10. 

A    „  a 

—  :  B  =  — 
n  n 

:b 

11. 

A.nB^~ 

H 

:b 

12. 

A  B 

A  :  —  =  na 
n 

:b 

13. 

An  :  B  =  a  : 

b 
n 

14. 

-   :B  =  a: 
n 

nb 

15. 

An:Bn  =  ~ 
n 

b 
n 

• 

.... 
A":B»  =  a* 

•  • 

:b" 

MM  /IM 

\'A  :  VB  -  \  a  :  \'b 
6.  Wenn  A  .  B-a.b 


also                 *  =  - — -  so  ist  auch 

a 

r\    o-  j   o  a  ,   o   i           ,  i-  i  *A  *  mB  uA±qH  =  na-±tnh\pa±qb 

\).  Sind  2  der  3  gegebenen  Mieder  *"      1  r  v 

einander  gleich,  z.  B.  a,  b,  b,  »o  findet  denn  aus    A.B  =  a.b 

man  das  4te  Glied  einer  stetigen  g.  P.  -  .  .             A  a 

oder  man  findet  zwischen  2  gegebenen  &              ß  ~  "4" 

Grölsen  a,  b  die  3te  geometrische  a 

Proportionale  *  aus  «:  4  =  5:  x  also  auch      —  ±  —  =  -f  *  — 

ONO 


oder     6«  =  o* 


n 


.  nA±mB  na±mb 

mit      *  =  —if-"— ,i~  <" 
a 

E.  Zwischen  2  gegebenen  Zahlen  o,  b  Ebenso       ~  ±  9  -  —  ±  ? 

rindet  man  endlich  die  mittlere  georae-  B      p      b  p 

trische  Proportionale  *  in  der  Quadrat-  .              p-4  *  qB  _pa±  qb 

wurzel  des  Products  oder                pg~    ~    y0  W 

denn  da     a :  *  =  xxb  dj«,  Gleichung  1  durch  Gl.  2  dividirt 

so  ist            x  -  \'ab  giot 

6.  Folgende  Sätze  sind  mit  Hülfe  ganz  nA±mB    pB    na±mb  vb 

einfacher  arithmetischer  Operationen  als  .     -7=  x  t_  -  — _  —  x 

richtig  abzuleiten,  oder  indem  man  die  '         „     ?    P°*f*  »* 

Producte  der  äufseren  und  inneren  Glie-  Nun  i>t  PB  _pb_  p_ 

der  bildet  als  richtig  nachzuweisen.  1  uu       »*  ~  nb  '  n 


Digitized  by  Google 


Geometrische  Proportion.       149      Geometrische  Proportion. 


folglich  die  letzte  Gleichung  durch  £  J"1?^  Violfachen  }**  Jetten  «nd  Tier- 

8  n    ten  Gliedes  eine  grofse  Anzahl  einfache 

diridirt  rer  abzaleiten 

*A±mB    m±»i&  Wenn  A.B  =  u.b 


pA  *  qB~  pa  ±  qb  80  ist  1.      A:A±B  =  a-.a±b 

welches  die  behauptete  Proportion  ist:  2.    A  :  A  *  nB  =  a  :  a  ±  nb 

7.  Man  hat  ans  dem  vorstehenden  all-  3.  A:nA±mB=:a:na±mb 

(remeinen  Satz  über  die  Bildung  neuer  u-  s-  w- 

Proportionen  ans  einer  gegebenen  ein-  Beispiele, 

fachen  in  der  Summe  oder  Differenz  der  Da             5:  10  =  1:2 

beliebig  Vielfachen  des  ersten  und  zwei-  so  ist  auch  5  : 10  ±  5  =  1 : 2  ±  1 

ten  Gliedes  zur  Summe  oder  Differenz  und      5:  5  +  3- 10  =1:1  +  3- 2 

and  2  x  6  +  3  x  10 :  4  X  5  -  10  =  2x1+3x2:4x1-2 

oder                         40       i       10      =         8  :  2 
n.  s.  w. 

Aus  folgenden  Proportionen  soll  die  also  x  =  3 

Unbekannte  *  gefunden  werden:               2.  8  -  x  :  3  =  » :  1 

L                 15  +  x:x  =  6:l               hier  ist  8  -  x  +  x  :  3  +  l  =  x  :  1 

Man  hat  15  +  x  -  x:x  =  6  -  1 : 1         odw  8:4  =  x.l 

lö  :  x  =  5  : 1               woraus  x  =  2 

6x  =  15                    3.  3x  +  5  i  lOx  -  1  =  13  : 8 

Man  hat     3x  +  5  -  ^  (lOx  -  1) :  3x  +  5  =  13  -  ~  8  : 13 

oder  bl  :3x  +  5  =  ^:13 

1  :  3x  +  5  =  2  : 13 

Nun  ist  1     :3x +  6-5-1=2: 13 -5-2 

1  :    3x  =2:3 
=  | 


8.  Wenn  die  gleichnamigen  Glieder  woraus         ACE :  BDF-  ace :  bdf 

mehrerer  Proportionen  mit  einander  mul-  Die8er  8te  Satz  gibt  das  Mittel,  aus  n 

bphcirt  werden,  so  entsteht  aus  den  4  gegebenen   Proportionen  n  unbekannte 

Producten  wieder  eine  geometrische  Pro-  Grofeen  zu  finden: 

P°w°n                o       ,  z-  B-  Gegeben  sind  die  beiden  Pro- 
Wenn           A.B=a:b  Portionen: 

C.D-c.d  5  +  2x:3y=3:7 

E:F=e:f  y    :  7x  =  1  :  2 

........  beide  Proportionen  mit  einander  multi- 

m ist  A-CR... : B-D-F...  =  «.«.*... : b-d-f...  PUclrt  «nt«telit 

A      ^             '  (5  +  2x)y:21xy  =  3:14 

Denn  es  ist              =  ~r  al*°  nu*  y  die  beiden  ersten  Glieder  di- 

8      6  vidirt: 

C  _  c  5  +  2x:21x  =  3:14 
D      d  oder               5  +  2x:  3x  =  3:2 
E_  _  oder  3(6  +  2x)-2-3x:3x  =  3-3-2-2:2 
F      f  oder        15          3x  =5:2 
  oder        5           x  =5:2 

folglich  A         iL     =  -^.*.J-  woraus                *  =2 

Ä    />     F        6     d    f"  Setzt  man  nun  in  die  gegebene  zweite 
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Proportion  für  x  den  Werth  2,  so  erhält  diese  Proportion  durch  No.  2  dividirt 

man  9.       a-.c  =  105:44 

*  :  7x2=  1:2  Man  hat  demnach 

woraus                  y=7  a:6  =  l:3 

9.  Wenn  >i  :£=«:  6  =  «:,*=  u.  s.  w.,  „.^-in*.^ 
so  ist  auch 

*+•+«+...,«+*+>+...  •  =?isn 

=  ^  :Ä  =  «  :&  =  ....  rt:e=  10:33 

denn  aus        i4:£  =  a:6  a_^/"=35:66  

ist                ^4 :  a  =  Ä  :  6  Die  Ideinste  Zahl  für  die  Factoren  von 

und  nach  No.  7  «*•  1.  105,  21,  10,  35  ist  die  Zahl  210. 

A  +  a:B+b  =  a;b  =  «;ß  Man  tat  demnach: 

hieraus       A  + a:  «  =  B  +  b  :fl  «:A  =  210:630 

wieder  aus  No.  7:  «:c=210:88 

A  +  a  +  « :  o  =  B  +  &  +  ß  :  /J 

U.  8.  W. 

f.  B.  da  1:2  =  3:6  =  4:8  =  7:14  a:f=  210:396 

so  ist  auch  woraus  die  fortlaufende  Proportion 

1  +  3  +  4  +  7:2  +  6  +  8  +  14=1:2  a  :  b.cd.eif  =  210:630:88:220:693:396 

oder      15       :        30         =1:2  11.  Es  gibt  Gröfsen,  die  in  zusammen- 

10.  Hat  man  n  Gröfsen  a,  6,  c...  und  gesetzton  Verhältnissen  stehen.  Z.  B. 
deren  Verhältnisse  untereinander  durch  aie  Werthe  zweier  Waaren  in  Beziehung 
it  —  1  Proportionen  bestimmt  gegeben,  auf  Menge  und  Güte.  Die  Werthe  von 
so  kann  man  aus  denselben  eine  fort-  Gebäuden  in  Beziehung  auf  Dimensionen, 
laufende  Proportion  bilden.  Zuerst  be-  auf  die  Werthe  der  dazu  verwendeten 
stimmt  man  das  Verhältnils  nur  einer  Materialien,  auf  Alter  und  Abnutzung, 
der  Gröfsen  zu  jeder  aller  übrigen ,  hier-  auf  Abgaben,  Lage,  Ertrag  u.  s.  w.  Ste- 
auf  verwandelt  man  durch  Multiplicatio-  hen  nun  2  Gröfsen  in  solchen  vielfachen 
nen  alle  dieser  einen  Gröfse  zukommen-  geometrischen  Verhältnissen ,  so  verhalten 
den  Verhältnifszahlen  in  eine  gemein-  sie  sich  überhaupt  wie  die  Producte  der 
schaftliche  Zahl  und  bestimmt  dieser  ge-  Verhältnisse. 

rnäfs  das  Verhältnifs  der  Gröfse  zu  den  Verhalten  sich  z.  B.  2  Gröfsen  A  und 

übrigen.  B  in  einer  Beziehung  wie  «:&,  in  einer 

Soll  eine  fortlaufende  Proportion  zwi-  zweiten  Beziehung  wie  a.ß  so  verhalten 

sehen  6  Gröfsen  a,  b,  c,  d,  e,  f  gebildet  sie  sich  überhaupt  wie  a .  «  :  b  •  ß  ■  und 

werden,  so  müssen  zwischen  denselben  haben  dieselben  noch  Beziehungen  a':t>, 

6  Verhältnisse  bekannt  sein:  z.  B.  n":b"  u.  s.  w  ,  so  verhalten  sie  sich  über- 
haupt wie  aa'a"t< :  bb'l>"ß. 

Denn  denkt  man  sich  eine  Gröfse  £, 
die  für  jede  einzelne  Beziehung  die  Ein- 
heit =  1  ist,  so  ist  für  die  erste  Bezie- 
hung A  das  a  fache  von  E  =  aE,  für  die 
zweite  Beziehung  wird  dieses  aE  das 

Hier  kommen  die  GröfsenT,  d,  e,  f  «feche  von  E  =  a«E  u.  s.  w.  Ebenso 

zweimal  vor.  ist  B  das  bß  fache  u.  s.  w.  von  E  und 

a  v   'ii         vr        i  es  ist  überhaupt 

Schreibt  man  No.  4:  &:«  =  10: 11  1  . 

und  multiplicirt  mit  No.  1 ;  oder  dividirt  „   n  A\B  ~, a '  tt ' :  0  '  P 

man  1  durch  4,  so  erhält  man  t  \  B.  die  Geldwerthe  zweier  Aecker 

c       - .  -  -  in .  vk  A>  B  verhalten  sich 

6.  a .  e  -  10 . 33  jQ  ß  anf  Gr5fge  A:  B  =  2:b 
diese  Proportion  mit  No.  3  multiplicirt  ^  Bonität  =6:7 
und  reducirt  „      ,      ,,  erforderliche 

7.  a:/=35:66  Arbeitskräfte  =1:3 
No.  5  umgekehrt  geschrieben  und  mit  7  •             »    die  Transportkosten 

multiplicirt  oder  7  durch  5  dividirt  und  znm  Markt  =  5j  l 

reducirt  so  verhält  sich  der  summarische 

8.  a:rf=21:22  Werth  von  i<:B  =  2.6.1.5 :5-7.3-l  =4:7 
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Geometrische  Reihe.  Reihe  nnd  ge- 
ometrische Reihe  sind  in  dem  Art. 
Arithmetische  Reihe,  Bd.  I.,  pag.  118 
erklärt.  Sie  besteht  in  einer  Reihenfolge 
von  Zahlen ,  von  welchen  jede  2  neben- 
einander stehenden  in  einerlei  geometri- 
schem Verhältnifs  sich  befinden;  wie  bei 
der  arithmetischen  Reihe  heifaen  auch 
hier  die  einzelnen  Zahlen  der  Reihe  Glie- 
der, die  von  einem  beliebig  gewählten 
ersten  Gliede  ab  mit  den  Stellen- 
zahlen als  2 ,  3,  4  ...  ittes  Glied  be- 
zeichnet werden.  Die  der  ganzen  Reihe 
zugehörige  Verhältnifszahl  je  zweier  auf- 
einander folgender  Glieder  heilst  der  Ex- 
ponent; und  wenn  man  ein  beliebiges 
mtea  Glied  dnrch  den  Exponent  diudirt, 
so  erhält  man  das  ihm  unmittelbar  vor- 
hergehende (m-l)te  Glied.  Wenn  die 
aufeinander  folgenden  Glieder  immer  grü- 


fser  werden,  so  heifst  die  Reihe  stei- 
gend oder  wachsend;  wenn  sie  immer 
kleiner  werden,  fallend  oder  abneh- 
mend. 

2.  Bezeichnet  man  das  erste  Glied  einer 
g.  R.  mit  a,  den  Exponent  mit  e,  so  bat 
man  das  allgemeine  Schema  einer  g.  R. 

a  •  ae  •  ae*  •  ae1-  ae*  ....  ae"    •  ae"  .... 

Ist  e  >  1,  so  ist  die  Reihe  wachsend, 
ist  e  <  1  so  ist  die  Reihe  abnehmend,  a 
ist  das  erste,  ae  das  zweite,  ae*  das  dritte 

überhaupt  ae"~l  das  nte  Glied.  Bezeich- 
net man  dies  mit  u  so  ist 

use"-1.«!  (1) 

3.  Um  die  Summe  5  der  ersten  n  Glie- 
der einer  g.  R.  zu  finden,  multiplicire 
dieselbe  mit  e. 

Dann  ist 


die  einfache  Reihe    a  +  ae  +  ae*  -f  ae*  +  ae""1  =  S 

efache  Reihe    ae  +  ae*  +  ae*  +  ae*  +   ae"  =  eS 


Zieht  man  die  obere  Reihe  von  der  un- 
teren ab,  so  heben  sich  bis  auf  das  übrig 
bleibende  erste  Glied  a  sämmtliche  Glie- 
der der  oberen  Reihe  mit  den  Gliedern 
der  unteren  Reihe  auf,  so  dafs  nur  das 

»te  Glied  aen  übrig  bleibt  und  es  ist 

aen  -  a  -  eS  -  S 

oder  a(e"-  l)  =  S(«-l) 

woraus 

«  _  e"~1  „  -  e"a~  *  -  VLZJ?  m 
b-7=T  "  e-1        [  } 

Ist  das  erste  Glied  a,  das  letzte  Glied 
w  und  der  Exponent  e  gegeben,  so  erhält 
man  aus  Gleichung  1 : 


woraus 


(»-  \)loge  =  logu-loga 
nJogu-Joaa^1 


log  e 

Ist  e<  1,  so  schreibt  man 


(3) 


1-*" 


eu 


l-e 


(4) 


l-e 

In  folgender  Reihe  • 

1234667        8         9  10 

1  . 2  •  4  •  8  •  16  •  32  •  64  •  128  •  256  •  512 
ist  nach  Formel  1  das  lOte  Glied 

ii  =  2».  1  =512 

die  Summe  der  ersten  10  Glieder  ist  nach 

Formel  2 

a    2,0-l   ,  2.512-1 
8=^-1  =-^-  =  1023 

In  folgender  Reihe: 

1  •  i  •  1  •  t  '  T*Ä  *  SV  *  A  •  TTT  •  TS*  *  «17 

ist  das  lOte  Glied  nach  Formel  1. 

«  =  (!)'  '1  =  51* 

Die  Summe  der  ersten  10  Glieder  nach 
Formel  4 


S-'T=T  1-*     "  512  5+1 


4.  In  jeder  Reihe  kann  die  Anzahl  dor 
Glieder  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt 
werden.  Bei  jeder  steigenden  Reine  ist 
das  letzte  Glied  »  grofs  und  die  Summe 
ist  «>  grofs  Bei  einer  fallenden  Reihe 
ist  das  letzte  Glied  =  Null  zu  setzen. 

In  der  obigen  Reihe 

l'T't'i  

hat  man  sodann  nach  Formel  4 

._l-(i)"_l-T«0 


S  = 


1-i 


1-i 


=  2 


5.  Die  Einschaltung  von  Gliedern  s. 
den  Art.  Einschalten  No.  12. 

Geometrischer  Rifs  ist  die  genaue  Zeich- 
nung eines  Gegenstandes  nach  seinen 
Dimensionen,  wie  er  .sich  der  Anschau- 
ung geniäfe  auf  einer  Ebene  als  Bild 
darstellen  würde,  in  der  Regel  in  ver- 
jüngtem Maafsstabe. 

Geometrischer  Schritt  ein  selten  zur 
Anwendung  kommendes  Maafs  von  5Fufe. 

Geometrisches  Verhältnifs  zwischen 
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zwei  Zahlen  ist  die  Angabe  das  Wieviel- 
fache  die  eine  Zahl  von  der  anderen  ist, 
während  arithmetisches  V.  die  Angabe 
ist  nm  wie  viel  Einheiten  die  eine  grö- 
fser  oder  kleiner  ist  als  die  andere. 

Geordnet  ist  was  einer  Ordnung  ge- 
mäss dargestellt  ist. 

Geordnet  sind  in  Combinationen  die 
Elemente,  wenn  sie  der  Ordnung  des 
Alphabets  gemäfs  aufgestellt  werden.  Bei 
den  gegebenen  5  Elementen  a,  b,  c,  d,  t 
sind  die  möglichen  Combinationen  der 
4ten  Klasse 

abcdy  abee,  abde,  bcde 
geordnet. 

acbd,  bcea  u.  s.  w.  sind  ungeordnete  Ele- 
mente. 

Folgende  Permntationen  sind  geordnet. 

abc,  «<?6,  bacy  bca,  eab,  cba 

In  einer  anderen  Reihenfolge  würden 
sie  nicht  geordnet  sein. 

Folgende  Variationen  sind  geordnet: 

«M,  aafr,  aba,  abb;  baa,  bab,  bba,  bbb 

In  einer  anderen  Folge  sind  sie  un- 
georanet. 

.  Geordnete  Gleichungen ,  s.  u.  Alge- 
braische Gleichungen,  No.4,  pag.48. 

Seostatik,  s.  u.  Angewandte  Mathe- 
matik, pag.  72. 

Gerade  hat  in  der  Mathematik  vielerlei 
Bedeutungen,  s.  d.  folgenden  Artikel  und 
die  zu  gerade  gehörenden  Hauptwörter. 

Gerade  Aufsteigung  and  Absteignng, 

s.  u.  Aufsteigung  und  Absteigung  eines 
Gestirns,  pag.  180. 

Gerader  Kegel  ist  ein  Kegel,  dessen 
Aze  auf  der  Grundebene  winkelrecht  steht. 

Gerade  Linie  kann  man  eigentlich  nicht 
anders  erklären,  als:  sie  ist  eine  Linie, 
welche  gerade  ist. 

Euklid  sagt  in  seiner  2ten  Erklärung: 
Eine  Linie  ist  eine  Länge  ohne  Breite, 
und  in  der  4ten:  Eine  gerade  Linie  ist, 
welche  zwischen  den  in  ihr  befindlichen 
Punkten  auf  einerlei  Art  liegt.  Diese 
Erklärung  pafst  aber  auch  auf  die  Kreis- 
linie: Es  wird  auch  die  gerade  Linie  er- 
klärt, dafs  sie  mit  ihrem  kleinsten  Theil 
ganz  gegeben  ist;  aber  auch  dies  findet 
bei  jeder  Kreislinie,  statt.  Man  stellt  in 
Lehrbüchern  als  Grundsatz  auf:  Zwischen 
2  Punkten  ist  nur  eine  gerade  Linie 
möglich  und  nicht  eine  zweite.  Diesen 
Grundsatz  kann  man  zu  einer  Erklärung 
umformen  und  sagen:  Eine  gerade  Linie 
ist  diejenige  Linie,  welche  zwischen  zweieu 


1  Geschwindigkeit. 

Punkten  nur  einmal  vorhanden  iat; 
allein  diese  Erklärung  wäre  offenbar  zu 
abstract. 

Als  Sacherklärung  kann  folgende  gel- 
ten :  Eine  gerade  L.  ist  die  einzige  Linie 
welche,  wenn  man  sie  zwischen  zweien 
ihrer  Punkte  um  sich  selbst  dreht  keinen 
geschlossenen  Raum  beschreibt,  sondern 
dieselbe  Linie  bleibt.  Alsdann  wäre  hier- 
mit zugleich  nachgewiesen,  dafs  zwischen 
zwei  Punkten  nur  eine  einzige  gerade 
Linie  möglich  ist. 

Der  Einfachheit  einer  geraden  Linie 
wegen  bt  es  auch  keine  Aufgabe:  eine 
g.  L.  zu  zeichnen;  nach  Euklid  schon 
ist  es  nur  eine  Forderung,  so  wie  die 
zweite  Forderung  bei  ihm,  eine  begrenzte 
gerade  Linie  stetig  gerade  zu  verlängern. 

Gerades  Parallelogramm  ist  ein  P., 

bei  welchem  die  Seiten  gegenseitig  ein- 
ander normal  sind. 

Gerades  Parallelepipedum  und  gerades 
Prisma  ist  ein  solches  P.,  bei  welchem 

die  Seitenkanten  auf  der  Grundebene  nor- 
mal stehen. 

Gerade  Zahl  ist  eine  Zahl,  welche  durch 

2  ohne  Rest  theilbar  ist;  doppelt  ge- 
rade oder  geradgerade  wurde  früher 
eine  Z.  genannt,  die  durch  4  ohne  Rest 
theilbar  ist;  so  wie  ungeradgerade, 
die  durch  4  dividirt  den  Rest  2  läist. 

Geradlinig,  heifsen  Figuren,  die  von 
geraden  Linien  begrenzt  werden. 

Gesammtdlfferenzlal  oder  Totaldiffe- 
renzial  im  Gegensatz  zu  Theil-  oder 
P artialdifferenzial  einer  Function, 
s.  Differenzial  No.  45,  pag.  273. 

Geschoben  oder  verschoben  nennt  man 
bisweilen  Vierecke  mit  schiefen  Winkeln 
also  die  Rhomben  und  die  Rhomboide. 

Geschwindigkeit  ist  der  in  irgend  einer 
Zeiteinheit  zurückgelegte  Weg.  Weg  ist 
die  Länge ,  um  welche  ein  Punkt  oder 
eine  Masse  sich  fortbewegt;  G.  findet  also 
nur  statt  wo  Bewegung  ist.  Die  Zeit- 
einheit wählt  man  der  Natur  der  Bewe- 
gung angemessen :  Man  hat  G.  in  einer 
aecunde,  in  einer  Minute,  in  einer  Stunde, 
in  24  Stunden  oder  einem  Tage,  in  einem 
Jahre,  in  100  Jahren.  Den  Weg  drückt 
man  in  Längeneinheiten  aus:  in  Linien, 
Zollen,  Fufsen,  Schritten,  Ruthen,  Metern, 
Knoten,  Toisen ,  Meilen.  Das  Licht  hat 
die  G.  von  cc.  42000  geogr.  Meilen  in 
einer  Secunde;  von  einem  Eisenbahn- 
Personenzug  sagt  man,  er  habe  eine  G. 
von  6  preuls.  Meilen  in  einer  Stunde. 

Bei  gleichförmiger  Bewegung  eines 
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Punkts  bleibt  die  G.  immer  dieselbe.  So 
z.  B.  bewegt  sich  die  Erde  um  ihre  Axe 
in  einer  constanten  Zeit  von  24  Stunden, 
jeder  Punkt  des  Aequators  hat  also  eine 
constante  G.  von  5400  geogr  Meilen  in 
24  Stunden.  Bei  ungleichförmiger  Be- 
wegung ist  die  G.  in  ledern  Augenblick 
der  Bewegung  eine  andere:  Beim  freien 
Fall  eines  Korpers  ist  die  G.  im  ersten 
Augenblick  des  Falles,  die  A  nfangsge - 
schwindigkeit  =  Null;  sie  wächst  mit 
jedem  folgenden  Augenblick  und  die  End- 
geschwindigkeit ist  am  gröfsten.  Bei 
Wurfbewegungen  ist  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit am  grofsten,  die  Endgeschwindig- 
keit am  geringsten;  beim  senkrecht  auf- 
wärts gerichteten  Wurf  wird  die  Endge- 
schwindigkeit =  Null  und  zugleich  zur 
Anfangsgeschwindigkeit  für  den  nun  er- 
folgenden senkrecht  abwärts  gerichteten 
Fall. 

Bei  stetig  beschleunigter  und  verzö- 
gerter Bewegung  wird  unter  Geschwin- 
digkeit ein  Weg  verstanden,  der  nicht 
sichtbar  ist  und  der  nur  berechnet  wer- 
den kann.  8.  darüber  den  Art:  „At- 
woods  Fallmaschine* ,  Bd.  I.,  pag. 
172  rechts:  „Ein  drittes.Gesetz"  u.  s.  w.; 
den  Art.  „Bewegung,  gleichförmig 
beschleunigte,"  pag.  352;  den  Art. 
„Bewegung,  ungleichförmig  ver- 
änderliche*1, pag.  356. 

Unter  virtueller  Geschwindigkeit 
versteht  man  die  G.,  welche  aus  einer 
Bewegung  in  Folge  einwirkender  Kräfte 
hervorgehen  wurde,  wenn  nicht  andere 
diesen  Kräften  entgegengesetzt  wirkende 
Kräfte  die  Bewegung  hinderten. 

Hier  folgen  die  Angaben  einiger  Ge- 
schwindigkeiten in  prenfs.  Fufsen  per 
Secunde. 

Die  Geschwindigkeit 

der  schnellsten  Strome  höch- 
stens  13pr.Fufs 

des  mäfsigen  Windes.   .    .     10  „  „ 

des  Sturms  über  50  „  „ 

des  Orkans  höchstens    .   .    120  „  , 

ein  mit  kräftiger  Hand  ge- 
worfener Stein    ....  50 

der  Bleikugel  \"  Durchmes- 
ser aus  einer  Windbüchse 
4'  langem  Lauf  mit  100 
fach  comprimirter  Luft 
nach  Gehler  höchstens  654 
par.  Fufs  sind    ....    677  „  B 

derselben  aus  einem  Militair- 
gewehr  nach  Gehler  1167 
par.  Fufs   1208  „  „ 

einer  Büchsenkngel  nach  dem- 
selben höchstens  1500  par. 
Fofs   1550  „  „ 


einer24pfundigen  Kanonen- 
kugel nach  demselben 
höchstens  2300  par.  Fufs   2380  pr.  Fufs 

des  Schalls  in  der  Luft  337 £ 

Meter  sind   1074  „  „ 

in  Silber   3037  Mtr.  .    .   9677  „  „ 
in  Messing  3610  Mtr. .    .  11500  „  „ 
in  Kupfer  4050  Mtr.  .    .  12900  „  „ 
in  Hölzern  5000  bis  6000 
Mtr.    .    .     15900  bis  19100  „  „ 

eines  langsamen  Fufsgän- 
gers  1  Meile  in  einer 
Stunde   3*„  „ 

eines  raschen  Fufsgängers 
\  Meile  in  einer  Stunde        6}„  . 

die  preufsische  Fahrpost  1 

Meile  in  50  Minuten  .   .        8  „  „ 
vonNummerstein  zuN  um- 
merstein =  20°  in  30  8ec. 

die  preufsische  Schnellpost 
1  Meile  in  40  Min.    .   .      10  „  „ 
eine  Chausseestein-Nu  m- 
mer  =  20°  in  24  8ec. 

die  preufsische  Courierpost 
1  Meile  in  30  Min.    .    .      13*  „  . 
1  Chausseesteinnummer 
=  20°  in  18  See. 

1  Schnellsegelschiff  .   .   .       \\\ .  „ 

1  Dampfschiff  3  Meilen  in 
.1  Stunde   20  „  „ 

Güterzug  mit  Personenbe- 
förderung in  einer  8tunde 

4|  Meilen   31*  „  . 

1  Steinnummer  20°  in 
7f  See. 

Personenzug  in  1  Stunde 

6  Meilen   40  »  „ 

1  Steinnummer  20°  in 
6  See. 

Kourierzug  1  Stunde  10 

Meilen  

1  Steinnummer  20°  in 
3,6  See. 

die  Erdoberfläche  bei  Dre- 
hung um  ihre  Axe*  im 
Aequator  123,136°    .    .  1477,6  „  „ 

der  Erde  in  der  Ekliptik  im  Mittel  s.  Erde. 

des  Lichts  nach  Delambre  41936  geogr.  Ml. 
nach  Struve    41545  „ 


66«, 


Gesellschaftsrechnong.  Diese  besteht 
in  der  allgemeinen  Aufgabe:  nGröfsen 
s,  y,  x,  w...  zu  finden,  deren  Summe 
einer  gegebenen  Zahl  S  =  ist  und  die 
unter  einander  in  gegebenen  geometri- 
schen Verhältnissen  stehen. 

1.  Der  einfachste  Fall  ist,  wenn  die 
Verhältnifszahlen  eine  fortlaufende  geo- 
metrische Proportion  bilden.  Z.  B.  (Meier 
Hirsch,  pag.  165,  No.  16). 

Eine  Zahl  a  in  3  solche  Theile  zu  zer- 
legen, dafs  der  zweite  »mal  und  der 
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dritte  «mal  so  grob  sei  als  der  erste. 
Welche  Theile  sind  es?  Die  Aufgabe  be- 
sagt also,  es  sollen  3  Zahlen  *,  y,  *  be- 
fanden werden,  deren  Summe  =  a  ut 
und  die  unter  einander  in  dem  Verhält- 
nifs =  1 :  m  :  n  stehen. 

Wenn      * :  y  :  x  =  1 :  m  :  n 
so  hat  man  nach  dem  Art.  » Geometri- 
sche Proportionen"  No.  9 

s:*  +  y  +  x=l:l  +  m  +  n 
oder  s :  a  =  1  : 1  +  »  +  n 

Eben  so      y:a  =  m:l  +  m  +  n 
x  :  a  =  n  :  1  +  ni  +  n 

mithin  ist 

a  ma  na 

i»         1  +  m  +  n 

Einen  Zahlenfall  gibt  Meier  Hirsch, 
pag.  166,  No.  19: 

1170  Thaler  sollen  unter  3  Personen 
Ay  B,  C  nach  Verhältnifs  ihres  Alters 
vertheilt  werden-  Nun  ist  B  um  den 
dritten  Theil  älter,  C  aber  doppelt  so 
alt  als  A.    Wieviel  erhält  jeder? 

Die  gegebene  fortlaufende  Propor- 
tion ist 

v4:Ä:C=l:lJ:2 
folglich  der  Ansatz 

Ä:  J  1170=  lg:  4J 
C.  )  2  :  ) 


i  =  ;  y  =  

1  +  m  +  n        1  +«i 


woraus  A  erhält  1  x  1 1 70  Thlr.  =  270  Thlr 
B         l|x  1170  Thlr.  =  360  Thlr. 

C         Ax1170Thlr.  =  540Thlr. 

"*h  

Snmma  11 70  Thlr. 
2.  Wenn  die  Zahlenverhältnisse  in  fort - 
1  a  u  f  e  n  d  e  r  Proportion  nicht  gegeben  wer- 
den, so  sind  dieselben  in  eine  solche  zu- 
vor zu  verwandeln,  (s.  „geometrische  Pro- 
portionen4, No.  10). 

Meier  Hirsch,  pag.  166,  No.  22  gibt  fol- 
gendes Schema: 

-Eine  Zahl  a  in  3  solche  Theile  tu  zer- 
legen, dafs  der  erste  Theil  (»)  sich  zum 
zweiten  (y)  wie  m  :  n  und  der  zweite  Theil 
zum  dritten  (x)  wie  p :  q  verhalte.  Diese 
Theile  sind? 
Die  gegebenen  Proportionen  sind 
*  :  y  =s  m  :  n 
y.x  =  p.q 
das  erste  Verhältnifs  mit  p,  das  zweite 
mit  n  multiplicirt  ergibt 

* :  y  :  *  =  mp :  np  :  nq 

also  s:  J       mp:  ) 

y:  [  a=  np:  [  mp  +  np  +  «y 

x:  7        no:  ) 


woraus 


i  = 


x  ■-' 


*9 


mp  +  «p  +  n9 


Ein  Zahlenbeispiel  gibt  Meier  Hirsch, 
pag.  166,  No.  21: 

Eine  Schnldenmasse  von  21000  Thlr. 
soll  unter  4  Gläubiger  A,  B,  C,  D  nach 
Verhältnifs  ihrer  Forderunpen  vertheilt 
werden.  Nun  verhält  sich  die  Forderung 
des  A  zu  der  des  B  wie  2:3,  die  For- 
derung des  K  zu  der  des  C  wie  4 : 5  und 
die  Forderung  des  C  zu  der  des  D  wie 
6 : 7.  Wie  viel  erhält  demnach  jeder 
Gläubiger? 

Die  gegebenen  Proportionen  fortlau- 
fend zu  machen  ist 

A.B  =  2:S=  8:12=  16:24 

B :  C  =  4  :  5  =  12  : 15  =  24  :  30 

C.D  =  6:7=  6:  7  =  30:35 

Man  hat  also 
A:\  16 


B  erhält  ~  x  21000  Thlr.  =  4800  Thlr. 
105 

Ort 

C     .     ^  +  2 1000  Thlr.  =  6000  Thlr. 


B 

C.  , 
D: ) 


2 1000  Thlr.  = 


16 


24: 

30: 
35: 


(16  +  24  +  30  4-35 
=  105) 


A  erhält  -"^  x  21      Thlr,    :mo  Thlr. 


Summa   21000  Thlr. 

3.  Die  gegebenen  Verhältnifozahlen 
können  auch  gemischte  sein. 

Beispiel.    (Meier  Hirsch,  pag.  168, 

No.  33). 

Eine  Wittwe  soll  nach  dem  Testament 
ihres  verstorbenen  Ehemannes  mit  ihren 
2  Söhnen  und  3  Töchtern  eine  Summe 
von  7600  Thlr.  theilen,  und  zwar  soll 
jeder  Sohn  doppelt  so  viel  bekommen 
wie  jede  Tochter,  sie  selbst  aber  gerade 
so  viel  wie  ihre  Kinder  zusammengenom- 
men und  noch  überdies  500  Thlr.  Wie 
viel  wird  die  Wittwe  und  jedes  ihrer 
Kinder  bekommen? 

Nennt  man  den  Antheil  der  Tochter 
r,  so  sind  die  Verhältnisse: 


Digitized  by  Google 


Gesellschaftsrechnung. 

3  Töchter  erhalten  3  7 
9  Söhne  „  4  T 
die  Wittwe   7  T+  500_ 

die  8nmme  ist        14  T  +  500  Thlr. 

=  7500  Thlr. 

14  T     =7000  Thlr. 

Hiernach  bekommt  jede  Tochter  500 
Thlr.,  jeder  Sohn  1000  Thlr.  und  die  Mut- 
ter 4000  Thlr. 

Gesetz  ist  die  Art  und  Weise  des  in- 
neren Zusammenhanges  der  Elemente 
oder  der  einzelnen  Tneile  mit  der  Be- 
schaffenheit oder  der  Natur  des  Ganzen. 

Die  Entwickelung  einer  Reihe  geschieht 
mit  Beobachtung  des  Gesetzes,  nach  wel- 
chem die  Glieder  für  die  Darstellung  der 
Reihe  fortschreiten  müssen.  Dies  Gesetz 
bestimmt  dann  die  Regel  oder  die  Vor- 
schrift des  Verfahrens  dabei. 

Jeder  Lehrsatz  in  der  Geometrie  ist 
das  Gesetz  für  die  Beschaffenheit  einer 
geometrischen  Gröfse,  als  deren  Zusam- 
menhang mit  ihren  einzelnen  Theilen 
Z.  B.  der  Satz,  dafs  die  Inhalte  der  Drei- 
ecke und  Parallelogramme  von  gleichen 
Grundlinien  und  Höhen  wie  1  : 2  sich 
verhalten. 

In  den  dynamischen  Wissenschaften 
kommen  nocn  die  Kraft  und  die  Zeit 
als  Elemente  hinzu,  und  jede  Art  des 
Zusammenwirkens  yon  Kräften  in  Zeit 
und  Raum  ergibt  ein  Gesetz,  nach  wel- 
chen dieselbe  als  Erscheinung  sich  äufeert. 

Die  Gesetze  des  freien  Falls  sind  die 
sammarischen  Ergebnisse  aus  der  Attrac- 
tion  der  Erdkugel,  der  Entfernung  des 
frei  im  Raum  befindlichen  Körpers  von 
derselben  und  der  Zeitdauer,  innerhalb 
welcher  die  Attraction  auf  den  freien 
Körper  ohne  Unterstützung  im  Raum 
einwirkt. 

Gesiehtsaxe,  s.  v.  w.  Augenaxe. 

Gesichtsfeld  ist  der  Raum,  den  man 
entweder  mit  blofsem  Auge  oder  mit 
einem  Fernrohr  auf  einmal  übersehen 
kann. 

Gesichtskreis,  s  t.  w.  Horizont,  s. 
.Astronomischer  Horizont". 

Gestalt  eines  Körpers  (Kryst)  Diese 
ist  regelmäfsig,  wenn  sie  durch  die 
Form  und  die  gegenseitige  Lage  der  Be- 
grenzungsflächen mathematisch  bestimm- 
bar ist,  sonst  nnregelmäfsig. 

Gestirn  ist  der  allgemeine  Name  für 
jeden  Himmelskörper,  für  Fixsterne,  Pla- 
neten, Trabanten  und  Kometen.  Deren 
scheinbare  Bahnen  unter  dem  Aequator, 
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den  Polen  und  den  zwischen  diesen  lie- 
genden Punkten  der  Erdoberfläche,  des- 
gleichen deren  geometrische  Construction, 
s.  u.  „Aufgang  und  Untergang  der  Ge- 
stirne', Bd.  L,  pag.  174  mit  Fig.  108 
bis  III. 

Die  Bewegung  der  Gestirne  ist  1.  die 
gemeine  oder  tägliche  Bewegung 
derselben,  nämlich  die  Erscheinung  ihres 
täglichen  Auf-  und  Untergangs  und  des 
sichtbaren  Bogens,  den  sie  über  dem  Ho- 
rizont am  Himmel  beschreiben.  2.  die 
eigene  oder  besondere  Bewegung, 
die  sie  außerdem  noch  machen,  indem 
sie  zu  derselben  Zeit  an  verschiedenen 
Tagen  an  verschiedenen  Orten  des  Him- 
mels sich  befinden,  eine  Bewegung,  welche 
allen  Planeten,  Monden  und  Kometen 
eigen  ist. 

Dafs  diese  Fixsterne  täglich  3  Minuten 
56  Secunden  von  Ost  nach  West  vor- 
rücken ist  eine  scheinbare  eigene  Bewe- 
gung; die  Ursach  davon  ist  die  eigene 
Bewegung  der  Sonne,  nach  welcher  sie 
täglich  von  West  nach  Ost  um  3'  56" 
zurück  bleibt.  Die  Fixsterne  haben  nur 
gemeine  Beweguug. 

Gestrichelte  Buchstaben.  Buchstaben, 
welche  mathematische  Gröfsen  bezeich- 
nen, werden  der  leichteren  Uebersicht 
wegen  gestrichelt,  wenn  sie  Grö&en  der- 
selben Art,  von  demselben  Zusammen- 
hange mit  anderen  Gröfsen  oder  von  dem- 
selben Gesetz  bezeichnen  sollen.  In  Fig. 
224,  Bd.  L,  pag.  352  sind  die  waagerech- 
ten Linien,  welche  als  Längen  die  Ge- 
schwindigkeiten ausdrucken  sollen,  mit 
aa' ,  bb',  dä' ...  bezeichnet,  weil  diese 
Längen  einerlei  Zusammenhang  haben, 
weil  sie  daher,  ohne  dafs  man  nothig  hat 
auf  die  Figur  zu  sehen,  also  schneller 
sich  niederschreiben  lassen  und  beim 
Lesen  schneller  verstanden  werden. 

Meier  Hirsch  hat  pag.  222,  No.  69  fol- 

Jrende  Aufgabe:  Es  sollen  3  Zahlen  aus 
olgenden  Angaben  bestimmt  werden: 
Wenn  die  erste  zum  mfachen  der  übrigen 
addirt  wird,  so  ist  die  Summe  =  a;  wird 
die  zweite  zum  «»'fachen  der  übrigen  ad- 
dirt, so  ist  die  Summe  =  a\  wird  aber 
die  dritte  zum  «»"fachen  der  übrigen  ad- 
dirt, so  ist  die  Summe  a".  Welche  Zah- 
len sind  es? 

Der  erste  Ansatz  ist: 

*+  mty  -f  m»  =  a 
y  -f  m'x  +  m'i  =  a' 
i  +  m"x  -f  m"y  =  o" 

Die  äufserst  bequeme  Bezeichnung  läfst 
es  zu,  dafs  man  die  3  Gleichungen  an- 
setzen kann,  nachdem  man  die  Aufgabe 
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Gewicht. 


nur  einmal  durchgelesen  hat,  was  bei 
Gebrauch  verschiedener  Buchstaben  nicht 
gut  möglich  wäre.  Auch  das  Calcül  wird 
dahin  erleichtert,  dafs  keine  Schreibfehler 
vorkommen  können  und  das  Resultat  ist 
von  den  Formen,  dafs  man  über  dessen 
Richtigkeit  kein  Zweifel  haben  kann. 
Es  ist,  wenn 


m  -  1     m  -  1     m"-  1 

und   +  -t—  +  -g— -  -  B 

m—1    wi  —  1    m  - 1 

gesetzt  wird 

m"-  1  U  -  1  / 

ftevtertscheln ,  s.  u.  „ Aspecton", 
No.  3,  Bd.  I.,  pag.  131. 

Gewicht  eines  Körpers  ist  die  Aeufee- 
rung  der  GrÖfse  eines  Drucks,  den  er  ru- 
hend auf  seiner  Unterlage  ausübt;  die 
Gröfse  seines  Druckes,  sein  Gewicht 
wird  durch  Einheiten,  Gewichtsein- 
heiten  gemessen,  nämlich  durch  Ge- 
wichte allgemein  bekannter  unveränder- 
licher Stoffe  von  bestimmtem  Raumin- 
halt und  den  vervielfältigten  Exempla- 
ren von  Körpern  anderen  Stoffs,  welche 
drückend  mit  derselben  Gewichtseinheit 
sich  äufsern. 

In  dem  Art  Attraction,  No.  9,  Bd.I., 
pag.  169  ist  auseinandergesetzt,  dafs  die 
Anziehung  unsres  Erdkörpers,  deren  Sitz 
in  dem  Erdmittelpunkt  zu  denken  ist, 
auf  jedes  Massenelement  eine  gleich  grofse 
Kraft  äufsert,  dafs  also  jedes  Massenele- 
ment mit  gleichem  Bestreben  dem  Mit- 
telpunkt der  Erde  sich  nähern  will.  Dies 
Bestreben  eines  auf  der  Erdoberfläche 
frei  befindlichen  Elements  äufsert  sich 
ddrch  Fall,  das  eines  ruhenden  Elements 
durch  Druck. 

Eine  so  grofse  Anzahl  der  Elemente 
in  einem  Korper  angehäuft  ist,  so  viele 
gleich  grofse  Bestrebungen  sind  vorhan- 
den, die  Bewegung  nach  dem  Erdmittel- 

5 unkt  zu  beginnen ,  so  grofs  ist  also  auch 
ie  Anzahl  der  Elementar- Druckkräfte, 
die  in  dem  Körper  angehäuft  sind. 

Massenelemente  wissen  wir  nicht  ein- 
zeln zu  unterscheiden,  haben  also  auch 
keine  Kenntnifs  von  deren  Anzahl  in 
einem  Körper.  Ferner  sind  der  Atonien- 
lehre  nacn  die  Massenelemente  oder 
Atome  von  verschiedenem  Gewicht,  wel- 


ches wir  wieder  nicht  kennen  (s.  die  Art. : 
Atom,  Atomgewicht,  Atomvolum).  So 
wichtig  die  Untersuchung  über  diesen 
Gegenstand  auch  ist),  so  liegt  in  dem 
vorliegenden  Fall  nicht  daran,  diese  Ein- 
zelheiten zu  wissen,  sondern  nur  daran, 
die  summarischen  Druckwirkungen  sämmt- 
licher  in  einem  Körper  vereinigten  Atome, 
d.  h.  das  Gewicht  des  Körpers  zu  erfah- 
ren, indem  dies  mit  dem  bekannten  Ge- 
wicht eines  bestimmten  Körpers  vergli- 
chen, oder  in  dem  es  als  ein  Vielfaches 
einer  Gewichtseinheit  angegeben  wird. 

Nun  ist  aus  dem  Obigen  klar,  dafs  die 
Gewichte  zweier  Körper  desselben  Stoffs 
sich  nothwendig  verhalten  müssen,  wie 
die  in  beiden  Körpern  befindlichen  Mas- 
senelemente, und  wenn  die  Körper  von 
verschiedenen  Stoffen  sind,  wie  aie  Pro- 
ducte  aus  der  Anzahl  der  Atome  mal 
dem  Atomgewicht.  Sieht  man  von  die- 
sem letzten  Umstand  ab,  der  hier  eben- 
falls ohne  alle  Bedeutung  ist,  so  wird 
mit  dem  Verhältnifs  der  Gewichte  zu- 
gleich das  Verhältnifs  der  Massen  zweier 
oder  mehrerer  Körper  gegeben,  und  man 
setzt  in  den  dynamischen  Wissenschaf- 
ten deshalb  auch  Gewicht  =  Masse. 

2.  Die  Gewichtseinheit  kann  der 
obigen  Erklärung  zu  Folge  nur  aus  einem 
Stoff  hervorgehen ,  der  anf  das  Genaueste 
cubisch  zu  messen  ist:  der  geeignetste 
Stoff  ist  also  ein  unelastischer  tropfbar 
flüssiger  Körper,  der  möglichst  überall 
in  unverfälschter  Reinheit  au  haben  ist, 
folglich  das  destillirte  Wasser,  in- 
dem Weingeist^  Quecksilber  u.  s.  w.  erst 
durch  mühsame  Arbeiten  rein  zu  erhal- 
ten sind.  Die  nothwendige  Genauigkeit 
erfordert  auch,  dafs  die  Temperatur  fest- 
gestellt wird,  und  endlich  ist  ein  cubi- 
sches  Maafs  für  den  Stoff  festzustellen. 

Da  nun  das  cubische  Maafs  unmittel- 
bar mit  dem  Längenmaafs  im  Zusam- 
menhang steht,  fast  jedes  Land  aber  an- 
dere Längenmaafse  bat,  so  gibt  es  auch 
eben  so  viele  verschiedene  Gewichtsein- 
heiten, z.  ß.  Pfunde  als  es  Fufse  gibt. 

So  z.  ß.  war  das  ehemalige  rreu- 
fsische  Pfund  =  dem  66ten  Theil  des 
Gewichts  eines  preufsischen  Kubikfufs 
destillirten  Wassers  bei  15°  Reaumur. 

Die  neapler  Libbra  ist  =  dem  Ge- 
wicht von  30  Kubik-Once  destill.  Wassers 
unter  0,76  Meter  Barometerdruck  bei 
12,95°  Reaumur. 

Das  russische  Pfund  von  9216  Doli 
wird  bestimmt,  dafs  der  russische  teng- 
lische)  Kubikzoll  destillirtes  Wasser  bei 
62°  Fahrenheit  (Normaltemperatur  für  das 
englische  Längenmaafs)  im  luftleeren 
Raum  368,361  Doli  wiegt. 
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Das  englische  Imperial  Troy-Pound 
von  5760  Troy-Grän  hat  zur  Bestimmung, 
dafs  1  englischer  Kubikzoll  destillirtes 
Wasser  bei  30  engl.  Zoll  Barometerstand 
and  62°  Fahrenheit  252,458  Troy-Grän 
wiegt. 

Da»  französische  Normal  gewicht  ist  das 
Grammengewicht;  die  Gramme  hat 
das  Gewicht  eines  Kubik  •  Centimeters 
destillirten  Wassere  bei  3,5°  Reaumur. 

Dieses  letzte  Grammengewicht  hat  die 
gröfste  Verbreitung  erhalten  und  man 
rechnet  danach  jetzt  in  Preußen,  dem 
ganzen  Zollverein,  in  Dänemark,  in  der 
Schweiz,  in  den  Niederlanden,  in  Belgien 
u.  s.  w.  Das  Pfund  in  diesen  Ländern 
ist = dem  halben  Kilogramm = 500Gramme, 
iu  den  Niederlanden  ist  das  Pfund  (Pond) 
und  in  Belgien  die  Livre  =  dem  Kilo- 
gramm =  1000  Gramme. 

3.  Es  ist  bekanntlich  von  grofser  Wich- 
tigkeit zu  wissen,  welches  Gewicht  ein 
aus  einem  bestimmten  8toff  bestehender 
Körper  hat,  wenn  dessen  Rauminhalt  ge- 
geben ist;  oder  welch  einen  Raum  ein 
Körper  von  gegebenem  Gewicht  einneh- 
men wird,  und  es  ist  daher  die  Aufgabe 
der  Wissenschaft  gewesen,  die  Gewichte 
aller  im  Leben  vorkommenden  Stoffe  für 
eine  bestimmte  Kulnkeinheit  zu  ermitteln. 

Um  nun  diese  Angaben  von  den  so 
überaus  verschiedenen  Maafs-  und  Ge- 
wichtseinheiten unabhängig  zu  machen 
und  zeitraubende  und  unsichere  Gewichts- 
reductionen  zu  vermeiden,  bedient  sich 
die  Wissenschaft  nicht  einer  Gewichts- 
einheit, sondern  einer  Stoffeinheit 
nnd  wiederum  die  eines  überall  in  un- 
verfälschter Beschaffenheit  aufzufindenden 
Stoffs,  nämlich  des  destillirten  Was- 
sers bei  einer  bestimmten  Temperatur, 
von  dem  das  Gewicht  der  landesüblichen 
Kubikeinheit  in  der  landesüblichen  Ge- 
wichtseinheit überall  bekannt  ist. 

Das  Gewicht  eines  Stoffs  in  Beziehung 
auf  das  Gewicht  =  1  des  destillirten  Was- 
sers als  8toffeinheit  heilst  das  speci- 
fische  Gewicht  desselben  Stoffs;  dem 
gegenüber  das  Gewicht  des  Stoffs  für 
eine  Volumeneinheit  in  Bezug  auf  eine 
Gewichtseinheit  dessen  absolutes  Ge- 
wicht. Ist  für  einen  Stoff  S  (Eisen, 
Blei  u.  s.  w.)  das  specifische  Gewicht 
=  y  ermittelt,  und  wiegt  1  Kubikfufs 
destillirtes  Wasser  p  Pfund,  so  ist  das 
absolute  Gewicht  von  1  Kubikfufs  des 
Stoffes  S  =  yp  Pfund. 

4.  Diese  erforderlichen  Gewichtsbestim- 
mungen gehören  mit  zu  den  wesentlich- 
sten Gründen,  dafs  die  Gewichte  des  de- 
stillirten Wassers  bei  den  verschiedenen 


Temperaturen  im  Vergleich  zu  dem  Was- 
ser bei  0°  C.  so  überaus  genau  durch 
vielfache  Versuche  ermittelt  worden  sind. 
In  dem  Art.  „Ausdehnung  des  Was- 
sers", Bd.  I.,  pag.  200  u.  f.  sind  die 
Gröfsen  der  jeder  einzelnen  Temperatur 
zugehörigen  Ausdehnung  und  Dichtigkeit 
tabellarisch  geordnet,  die  specifischen  und 
absoluten  Gewichte  aber  verhalten  sich 
genau  direct  wie  die  Dichtigkeiten  nud 
indirect  wie  die  Ausdehnungen. 

In  der  Tabelle  pag.  201  bis  204  ist  die 
Dichtigkeit  und  die  Ausdehnung  des  Was- 
sers bei  0°  C.  Temperatur  mit  1,000... 
zu  Grunde  gelegt.  Bei  20°  C.  ist  0,998409 
die  Dichtigkeit.  Wird  nun  das  specifische 
Gewicht  des  Wassers  bei  0°  C.  =  l  ge- 
setzt, so  ist  das  specifische  Gewicht  des 
Wassers  bei  20°  C.  =  0,998409. 

Nach  No.  2  wiegt  der  preufs  Kubikfufs 
Wasser  bei  15°  R.  66  alte  preufs.  Pfund; 
15°  R.  sind  =  18}°  C. 

Das  Volumen  bei  19°  C.  ist 
(Tabelle)  =  1,001397 

Die  Differenz  der  Volumen 
zwischen  18°  und  19°  ist  187 
mithin  1-187=  0,000047 

Gibt  Volumen  für  18f°  Y.001350 

Es  ist  mithin  das  specifische  Gewicht 
des  Wassers  bei  0°  C.  =  1,001350.  - 

1  Kubikfufs  Wasser  bei  0°  C.  wiegt 
1,00135x66  =  66,08910  alte  preufsische 
Pfund. 

4.  Die  Ermittelung  des  specifischen 
Gewichts  fester  und  flussiger  Körper  ge- 
schieht durch  das  Aräometer,  aas  der 
Gase  mit  Hülfe  von  geräumigen  Ballons. 
Der  Art.  »Aräometer",  Bd.  I.,  pag.  86, 
gibt  von  No.  1  bis  6  die  Beschreibung 
und  Einrichtung  des  A.  zu  Bestimmung 
der  specifischen  Gewichte  tropfbar  flüs- 
siger Körper;  in  den  folgenden  Abschnit- 
ten die  Theorie  und  die  practische  An- 
wendung desselben:  No.  17  betrachtet 
besonders  das  Alkoholometer,  mit 
welchem  die  Gradigkeit  der  Alkoholmi- 
schungen gemessen  wird  und  pag.  97  er- 
klärt das  Gewichtsaräometer,  wel- 
ches von  dem  vorher  beschriebenen  8k  a- 
lenaräometer  darin  abweicht,  dafs  die 
eintauchende  Röhre  nur  einen  Theil- 
strich  hat,  dafs  unten  eine  Kugel  ange- 
blasen ist,  in  welche  zur  Beschwerung 
Schrot  oder  Quecksilber  geschüttet  wird 
und  dafs  oberhalb  zu  Kiutegung  von  Ge- 
wichten eine  Schale  sich  befindet.  Soll 
dieses  Aräometer  zu  Bestimmung  des 
specifischen  Gewichts  fester  Körper  be- 
nutzt werden,  so  ist  noch  unterhalb  eine 
ßchale  anzubringen,  in  welche  der  zu 


Digitized  by  Google 


Gewicht. 


158 


Gewicht. 


untersuchende  Körper  behufs  des  Ein- 
tauchens unter  Wasser  gelegt  -werden 
kann,  und  die  zu  verschlielaen  sein  mufs, 
wenn  derselbe  leichter  als  Wasser  ist. 

Gesetzt  nun  man  wolle  das  specirische 
Gewicht  eines  Körpers  untersuchen,  so 
legt  man  den  Körner  in  die  obere  Schale 
und  so  viele  kleine  Gewichtstücke,  in 
Summa  das  Gewicht  P  hinzu,  bis  das 
Aräometer  bis  zu  dem  Theilstrich  in  dem 
Wasser  einsinkt,  alsdann  nimmt  man  den 
Körper  heraus,  legt  in  dieselbe  Schale 
so  viele  Gewichtstücke  in  Summa  von 
dem  Gewicht  p  hinzu  bis  das  Aräo- 
meter wieder  bis  zu  demselben  Theil- 
strich eingesenkt  ist  und  hat  mit  diesem 
hinzugelegten  Gewicht  p  das  absolute 
Gewicht  des  Körpers.  Hiernach  nimmt 
man  das  Gewicht  p  fort,  legt  den  Kör- 
per  in  die  untere  Schale  und  senkt  das 
A.  wiederum  ins  Wasser.  Der  Körper 
wiegt  nun  um  so  viel  weniger  als  das 
Gewicht  des  von  ihm  verdrängten  Was- 
sers, und  das  Gewicht  q,  welches  nun 
in  die  obere  Schale  gelegt  werden  mufs, 
damit  das  A.  bis  zu  dem  Theilstrich  ein- 
sinke, ist  um  so  viel  grö&er.  Es  ist  also 
q  —  p  das  Gewicht  des  von  dem  Körper 
verdrängten  Wassers  und  dies  Gewicht 
verhält  sich  zu  dem  Gewicht  des  Körpers 
wie  q-  p  :  p.  Es  ist  mithin  das  speci- 
rische Gewicht  des  Körpers  = 

q-p 

Die  Ermittelung  des  specinschen  Ge- 
wichts von  Flüssigkeiten  geschieht  durch 
einfaches  Eintauchen  des  Aräometers  in 
dieselben,  wie  dies  der  Art.  „ Aräometer" 
angibt. 

Den  specinschen  Gewichten  der  Gase 
liegt  das  der  atmosphärischen  Luft  als 
Einheit  zu  Grunde.  Es  wird  ein  mög- 
lichst geräumiger  Ballon  von  dünner 
Glaswandung  evacuirt,  mit  dem  zu  un- 
tersuchenden Gase  angefüllt  und  direct 

J gewogen.    Wiegt  nun  der  evacuirte  Bal- 
on  Q,  mit  atmosphärischer  Luft  ange- 
füllt Q  +  p,  mit  Gas  gefüllt  Q  +  q  so  ist 

-J-  das  specifische  Gewicht  des  Gases. 
Tabelle 

der  specifischen  Gewichte  fester 
Körper. 

Achat  •    .    .  2,590 

Ahornholz  0,760 

Alabaster  2,700 

Alaun  1,714 

Alaunerde  1,20—1,740 

Alaunstein,  derb  2,671 

.  krvstall.  .  .  .  2,694 
Albit  2,63-2,030 


Allanit   3,52-4,000 

Aluminit   1,66—1,706 

Analcim  2,086 

Anatas  2,820 

Andalusit  3,1-3,160 

Anhydrit   2,70-2,899 

Anthophyllit  3,120 

Anthracit  1,4—1,480 

Antimon  6,702 

,     blende  4,600 

,      glänz  4,600 

oxyd    ....  5,560—5,778 
„      silber  ....  9,440-9,820 
Antimonige  Säure    ....  6,525 

Apathit  3,128—3,218 

Apfelbaumholz  0,793 

Apophyllit  2,335 

Arragonit  2,920 

Arsenige  Säure    .    .    .  3,698-3,738 

Arsenik   5,760-5,960 

„    kies  6,127 

„    nikel   7,650 

.     säure   3,39—3,698 

Asbest,  biegsamer  .  .   .  0,908  —  2,444 
„      gemeiner  .    .    .  2,060-2,800 

Asphalt   1,070—1,160 

Angit   3,23  -  3,340 

Auripigment  (Rauschgelb)  .    .  3,480 

Axinit  3,270 

Balsam,  peruvianischer  .   .    .  1,150 

Barium  4,000 

Baryt   3,30-4,800 

Basalt   2,722-2,864 

Bausteine  durchschn.    .    .    .  2,500 

Benzoe   1,063—1,090 

Bergkork   0,680—0,993 

Bergkrystall   2,685—2,880 

Bergmehl   0,360—1,372 

Bergtheer  ,  .  1,130 

Bernstein   1,065—1,085 

,     säure   1,360 

Bervllerde    .......  2,967 

Bildstein  2,810 

Bimsstein  0,914—1,647 

Birkenholz  vom  Stamm  jgj^ 

Birnbaumholz  vom  Stamm  trocken  0,661 

Bitterkalk  2,878 

Bittersalz   1,750 

Bitterspath  2,926 

Blätterkohle   1,27—1,340 

Blättertollur  7,00—8,910 

Blasenoxyd  1,677 

Blasenstein  (menschl.)   .    .    .  1,700 

Blei,  englisches  11,600 

,  deutsches  .  .  .  11,362-11,445 
.  chromsaures  ....  5,7—6,000 
„    phosphorsaures  ....  7,090 

Bleiglanz  7,585 

,  hornerz  6,060 

,  oxyd,  verglastes  .  .  9,277—9,500 
,  apath  0,460 
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Bleiüberoxyd  8,902 

,  überoxydul     .    .    .  9,096—9,190 

.  Titriol  6.309 

.  zucker  2,395 

Blende  4,070 

Blutlachen   1,126 

Bolus   1,90-2,050 

Boracit   2,566-2,911 

Borax  1,720 

s    glas  2,600 

,    säure,  geschmolzen    .   .  1,830 
krystallisirt     .    .  1,479 

Bournonit  5,790 

Brasilienholz   1,031 

Braunkohle  1,280 

Braunstein   3,69-3,760 

Brogniartin  2,73-2,800 

Bronzit   3,201—3,252 

Buchen  hol;.,  frisch     ....  0,852 

s.  Rothb.  Weifsb. 
Buchsbaumholz,  franz.  ...  0,912 
„  holländ.    .    .  1,028 

„  brasil.  .    .    .  1,031 

Buntkupfererz  5,000 

Butter  0,942 

Cacaobutter  0,892 

Calomel  7,14—7,700 

Campecheholz  0,913 

Campfer  0,986 

Cautchouc   0,9345 

Caranna  1,124 

Carneol    .   .  2,620 

Cedernholz,  wildes    ....  0,596 
„        aus  Palästina  .   .  0,613 
„         indisches.   .    .   .  1,315 
,         amerikanisches     .  0,561 
Cerer  (neutr.  flurssaures)    .   .  4,700 

Cererit  4,930 

Cerin  0,969 

Chabasie  2,040 

Chalcedon   2,207-2,691 

Chiastolith  2,040 

Chinasäure  1,637 

Chlorcyan  .1,320 

Chlorkalium   1,826-3,860 

Chlorkohlenstoff  in  max.   .   .  1,5767 

Chrom  5,900 

Chromeisen  4,362 

Chromoxydul  2,500 

Chrysoberill  3,750 

Chrysolith   3,34-3,440 

Cimolit  2,00-2,180 

Citronenholz  0,726 

Citronensäure   1,617 

Cocosbaumholz   0,726 

Cölestin  3,858 

Coffein  1,230 

Copal   1,069-1,139 

Cordierit  2,580 

Crichtonit  4,000 

Cronatetit  3,348 

spanisches  .    .  0,644 


Dachschiefer   2,67—3,500 

Datolith   2,86—2,980 

Diamant   3,40—3,530 

Diaspor   .  3,430 

Disthen   3,545—3,676 

Drachenblut  1,196 

Dysodil  1,14—1,250 

Ebenholz  von  den  Alpen   .   .  1,050 
„       amerikanisches    .   .  1,331 
„       indisches    ....  1,209 
spanisches  ....  0,800 

Edingtonit  2,710 

Eibenbaum,  hollandisch .   .   .  0,788 
,         »panisches  .    .    .  0,807 
Eirhenholzkohle     .....  1,573 
Eichenkernholz,  frisch   .   .   .  1,170 
s.  Sommer-Steineichen. 

Eis   0,9268—0,950 

Eisen,  gegossen    .   .    .  7,207 — 7,251 
„     geschmiedet,  brandenb.  .  7,600 

„     englisches  7,790 

„  meteorisches  .  .  .  7,6—7,830 
„     phosphorsaures    .   .    .  2,660 

Eisenchrom  4,498 

„  hammerschlag  ....  5,460 
,    oxyd,  rothes     .   .  4,93—5,240 

„    oxydhydrat  3,940 

„   oxydul  3,500 

,    sinter  2,2—2,400 

,    Vitriol  1,970 

Eiweifsstoff   1,0408 

Elaterit  0,9—1,230 

Elemi  1,083 

Elfenbein   1,825-1,917 

Epheuharz  1,294 

Kpidot   3,269-3,425 

Epistilbit  2,249 

Erde  lehmicht)  irisch        .    .  2,060 
und  festj  trocken     .   .  1,930 
,    magere,  trocken    .    .    .  1,340 
.    s.  Gartenerde. 

Erdkobalt  2,240 

Erdpech  1,07-1,165 

Erlenholz,  Stamm  frisch  0,788-0,800 
„  .      trocken  0,586— 0,660 

Splint  trocken  0,485-0,574 
Eschenholz,  Stamm  trocken  .  0,845 
Zweige     „  0,734 

Euklas  3,090 

Fahlerz  4,79-5,100 

Fahlunit  2,61-2,660 

Federharz,  fossiles     ....  0,905 

Feldspath  1,841-2,717 

Feldsteine  2,502 

Fergusonit  5,830 

Fernambukholz   1,014 

Fett  von  Ochsen  0,923 

„  ,  Schweinen  ....  0,937 
„    Hammeln   ....  0,924 

.      .    Kälbern  0,934 

Feuerstein   2,694-2,700 
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Fichtenharz  1,073 


.    .  0,546 
0,370-0,498 
.    .  0,770 
3,373—3,442 
3,158-3,200 
.    .  3,341 
.    .  3,779 
3,094-3,300 
5,090 
1,333 


Fichtenholz,  frisch 

,        trocken  . 
Fliederholz,  spanisches 
Flintglas,  englisches  . 
„  französisches 
,  Körners 
„  Fraunhofers 
Flufsspath  .... 
Franklinit  .... 
Franzosenholz  .    .  . 

Gadolinit   4,230 

üahnit   4,23-4,700 

Gallenateinsäure  .    .   .  0,80—1,000 

Galmei   3,380 

Gartenerde  fest,  frisch  .   .   .  2,047 

»          „    trocken    .   .  1,630 

Gehlenit   3,020 

Gelberde   2,240 

Glanzerz  (Sch*efelsilber)   .   .  7,000 

Glas,  grünes   2,642 

s.  Spiegelglas,  Flintglas,  Krystallglas 

Glaubersalz   1,470 

Glaukolith   2,900 

Glimmer   2,654  —  2,934 

Gmelinit   2,050 

Gold,  das  reinste  gegossen    .  19,258 

„        „     gehämmert  19,361 

„    in  Ducaten     ....  19,352 
„    französisches  zu  22  Carat 
gegossen 
geschlagen 
„     guineisches  . 
„    in  englischen  Guineen 
Granat,  gemeiner 
edler  . 


Granatbaum  .  . 
Granit,  ägyptischer 

,      gemeiner  .  . 
Graphit  .... 
Griesholz  .... 
Grobkohle    .  . 
Grünspan,  destillirter 
Guajakharz  . 
Gummi,  arabisches 
•      gutti  .  . 
„  lack 
Gyps,  dichter   .   .  , 

„     fasriger  .  . 

,     körniger .    .  , 

„  spermherger 


17,486 
17,589 
18,888 
17,629 
3,668—3,757 
3,839-4,230 
.    .  1,354 
.    .  2,654 
2,638—2,956 
2,24-2,450 
.    .  1,200 
1,45—1,600 
.    .  1,914 
.    .  1,205 
.    .  1,452 
.    .  1,482 
.    .  1,139 
1,872-2,964 
.    .  2,300 
2,199  2,310 


2,199-2,266 
gebrannter  1,810 
frisch  gegossen  1,292 
gegossen  und 
ausgetrocknet  0,973 

Gypsspath  2,322 

Harmotoni  2,390 

Harnstoff  1,350 

Harz,  fossiles  1,046 

s.  Fichtenharz 

Haselnufsholz  0,600 

Hauyn   2,28-2,833 


Helvin   3,100 

Hisingerit  3,040 

Holunderbaum  0,695 

Holz,  fossiles    ....  0,20—1,380 

Holzkohle   0,28—0,440 

Honigstein   1,58-1,660 

Hornblende   2,922—3,410 

Hornsilber,  chlorsaures  .  4,74-5,650 

Hühnereier  1,090 

Hyazinth   4,35-4,680 

Hypersthen  3,390 

Jamesonit  5,560 

Jaspis   2,358-2,764 

Idokras   3,08—3,400 

Indigo  0,769 

Jod  4,948 

Jodkalium  3,070 

Jodsüber  5,614 

Iridium   15,588—16,862 

Ittnerit  2,300 

Kadmium,  gegossen  ....  8,604 
„        gehämmert    .    .    .  8,694 

„       oxyd  8,183 

Käsestoff  1,259 

Kalium  0,865 

Kali,  arseniks  2,638 

„    chroms  2,612 

„    kohlens  2,600 

.  .  2,636 
.  .  0,820 
1,708-2,100 
.  .  1,274 
2,76-2,900 
.   .  3,180 


lens.  .  . 
,  schwefelsaures 
„    talgs.  .   .  . 
Kalihydrat    .   .  . 
Kalk,  gebrannter  . 
„    kieselsaurer . 
„  phosphorsaurer 


salzsaurer  2,210 

.    .  1,789 


1,638 
.    .  2,714 
2,396-2,700 
.    .  2,396 
2,707—2,862 


Kalkmörtel,  frisch 

„         trocken  . 
Kalkspath  .... 
Kalkstein,  dichter  .  . 
„  rüdersdorfer 
„       körniger  . 

Kannelkohle  1,21—1,270 

Kaolin    2,210 

Karpolit   2,930 

Kiefernholz  Kern,  frisch,  harzig  0,725 

„        Kern  u.  Splint  frisch  0,640 

„        Kern  trocken  .   .  0,625 
„        Kern  u.  Splinttrocken  0,625 
Splint  trocken  0,400-0,570 

Kieselerde   2,660 

Kieselkupfer   2,100 

Kieselmalachit  .  . 
Kieselmangan  .  . 
Kirschbaumholz 
Kleesäure    .   .  . 
Knebelit  .... 
Knochen  tou  Ochsen 
Kobalt,  gegossen  . 
„     gestreckt  . 
,  arseniksaurer 
„     glänz    .  . 
„     uberoxyd  . 


2,000 
3,50-3,600 
0,715 


1,507 
3,710 
1,656 
8,710 
9,152 
3,033 
6,290 
5,322 
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Kochsalz  2,12—2,170 

Korallen  2,690 

Korkholz  0,240 

Korund  3,9-3,970 

Kreide   2,252-2,675 

schwane  .  .  .  2,144—2,210 
wei&e    ....  1,797-2,657 

Kryolith  -2,963 

Kupfer,  gegossen  8,788 

„      gehämmert  ....  9,000 

draht  8,878 

japanisches  ....  8,434 
erx,  rotbes    .   .    .  5,7—6,000 

glani  5,690 

kies  4,160 

lasur  3,831 

glimmer  2,540 

oxyd  ....  6,09—  6,400 
oxydul  ....  6,3—5,749 
phosphorsaures  .    3,60—  3,800 

schaom  3,090 

smaragd  .  .  .  2,10—3,278 
Titriol  ....  2,194—2,300 

Labrador  2,714—2,751 

Lamberts  nufsholx  0,600 

Laumoni  t  2,300 

Lara   2,795- 2,323 

Lazulith   3,024—3,039 

Leberkies  4,630 

Lehm,  fetter,  frisch  ....  1,664 

,      erhärtet  1,516 

,      mit  Stroh  vermischt  zum 

Staken  frisch  .   .   .  1,192 
trocken  .   .  1,072 

Leucit   9,48—2,500 

Lierrit   3,82—3,990 

Limonienbauni   0,703 

Lindenholz  0,604 

Lorbeerbaum  0,822 

Magnesia  2,300 

Magneteisenstein  5,090 

Magnotkies   4,400 

Mahagoni  1,063 

Malachit   3,670—4,001 

Mangan  7,00-8,013 

,     glänz  3,950 

*  ,     oxyd  4,328 

„     oxydul  4,720 

.  überoxyd.  .  .  .  3,69—3,760 
Marmor,  ägyptischer,  grüner  .  2,668 
„  baireuther  ....  2,840 
.  blankenburger  .  .  .  2,675 
,  campanischer  .  .  .  2,736 
,  cararischer  ....  2,717 
.  elbingeroder  .  .  .  2,851 
„  italienischer  schwarzer  2,712 
„  ,        weifoer  .  2,715 

,  parischer  wei&er  .  .  2,838 
9  tchlesischer.  Jaspis  .  9,739 
,  ,         blauer  .  2,711 

„  grüner  .  2,700 
,         weifser  .  2,648 


» 
» 


III. 


Marmor,  schwedischer    .   .   .  2,726 

Mastix   1,04—1,074 

Mastixbaum  0,849 

Mauerstein  2,000 

Mauerwerk  mit  Kalkmörtel 
von  rüdersdorfer  Bruchsteinen 

frisch  2,461 

trocken  2,396 

von  magdeburger  Sandsteinen 

frisch  2,123 

trocken  2,047 

ron  Ziegelsteinen 

frisch  .  .  .  1,564-1,699 
trocken  .   .    .  1,471—1,593 

Maulbeerbaum  0,897 

Meerschaum   1,27—1,600 

Menakan  4,10—4,500 

Mergel,  erdiger     .    .   .  2,40—2,606 
„      erhärteter.    .    .  2,300—2,700 

M  esotyp  2,249 

Messing,  gegossen     ....  8,396 

„     draht  8,544 

Meteorstein   3,65—3,600 

Milchzucker  1,534 

Mispelbaum  0,944 

Molybdän   7,50—8,600 

,      glänz  4,590 

,      säure  3,460 

Monophan  2,160 

Mühlenstein  2,490 

Myriein  1,000 

Myrthenwachs  1,010 

Napthalin  1,048 

Natrium  0,972 

Natron,  weinsteinsaures     .   .  1,744 

„   alaun  1,600 

„    hydrat  1,636 

Nephelin  .........  2,700 

Nephrit  3,020 

Nickel,  gegossen  8,279 

„     gestreckt  8,666 

„    antimonglanz  ....  6,450 

„    überoxyd  4,846 

Obsidian   2,34—2,390 

Olivenbaum  0,927 

Olivenit  4,400 

Onyx   2,638—2,816 

Opal  1,70—2,114 

Ophit  2,560 

Opium  1,336 

Opopanax  1,622 

Orangenbaum  0,706 

Orthit  3,280 

Osmium  10,000 

Osmium-Iridiumerz   .   .  17,97—19,250 
Palladium,  gegossen  .  .11,30—11,800 
„        gehämmert  .   .    .  12,148 
Pappel,  s.  Schwarz-,  Weifspappel 

Pech  1,150 

„    weifses  1,072 

Pechblende  6,5—6,600 

Pechkohle   1,29—1,360 

11 
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Pecbstein  2,210 

Perlen,  orientalische  ....  2,684 

„      gemeine  2,750 

Petalit   2,440 

Pflaumenbaum  0,780 

Pharmakolith    .......  2,G40 

Phosphor  1,7  —  1,770 

„      eisen  6,700 

n      kupfer  7,122 

säure  2,687 

Prikrosmin  2,09-2,660 

Platin,  geschmolzen  ....  20,855 
.     gehämmert    .  21,25-21,314 

»     geprägt  21,343 

m    draht  21,4-21,100 

,  erz  .  .  .  .16,0-17,7-18,940 
„    staub,  schwarzer  .    .    .  16,680 

Polyhalit   2,65-2,769 

Polymigoit  4,800 

Porphyr  2,7—2,800 

Porzellan,  berliner     ....  2,293 
„        chinesisches  .    .    .  2,385 
,        französisches  (Sevres)  2,146 
„        meifsener  ....  2,493 
wiener  .    .    .  2,075-2,386 

Prehnit  2,925 

Probirstein  _  2,415 

Pyrodmalith  3,080 

Pyrorthit  2,190 

Quarz  2,652 

Quecksilber,  deutsches  .    .    .  14,000 
„         englisches  .    .    .  13,593 
gefrornes    14,391  —  10,612 
„        oxyd  .    .    .  11,0-11,290 
„       oxydul    ....  11,074 
sublimat  .    .  5,139-5,420 

Quittenbaum  0,705 

Realgar    ........  3,3-3,600 

Retinit   1,07—1,300 

Rbodiutn  11,000 

Rothbuchen,  Stamm,  trocken 

0,666-0,804 
„       Splint,  trocken  0,600-0,721 
Roth  gütigere    ....  5,42—5,830 
Rothtannenholz,  s.  Fichten. 
Rubin,  Orient.  ......  3,990 

Rutil   .  4,240 

Salmiak   1,45—1,600 

Salpeter  1,930 

,      feuerbeständiger  .   .  2,745 
Sand,  gemeiner,  trocken    .    .  1,638 
„     aus  Bächen     ....  1,900 
,     mit  Wasser  gesättigt  .  1,945 

Sandarach   1,05—1,090 

Sandelholz,  weifses    ....  1,041 
.         rothes     ....  1,128 

,         gelbes  0,809 

Saudstein   1,933—2,699 

.       Magdeburger  .  1,971—2,123 

8apbir,  Orient   4,29-4,830 

,  brasilianischer  .  .  .  3,130 
Sapbirin  3,420 


Sassafrasholz  0,482 

Sauerkleesäure  1,507 

Saussürit   3,256-3,343 

Schaumkalk  2,530 

Scheelit  6,760 

8chiefer  '.    .  2,672 

,     thon     ....  2,600—2,680 
Schiefspulver,  gehäuft   .   .    .  0,836 
„         geschüttelt  .    .  0,932 
w  gestampft    .    .  1,745 

Sillerspath  2,691 

Schmergel  3,922 

Schrifttellur  5,800 

Schwarzgiltigerz    ....  5,9-6,260 
Schwarzpappel,  trocken  .    .    .  0,330 
Schwefel  in  Stangen  .    .  1,92-1,990 
,       gediegen    .    .  2,07-2,100 
krystallisirt     .    .    .  2,033 

„     blumen  2,086 

„     kies     ....  4,60-4,908 
„     säure,  krystallisirte  was- 
serfreie    ....  1,970 

„     wismuth  6,500 

Schwerspath  ....  4,412-4,679 
Schwimmstein  i.   .   .    .  0,405-0,797 

Selen  4,310 

„    blei  7,697 

Serpentin   2,43-2,669 

Silber,  gegossen  10,414 

„     gehämmert     ....  10,622 

n    glänz  6,9-7,200 

„    nornerz  ....  5,55—7,740 

„    oxyd   7,143-7,250 

Skorodit  3,162 

Smaragd   2,678-2,775 

Sodalit   2,37-2,490 

Sommereichen,  Kern,  trocken 

0,720  -  0,795 
n  Kern  und  Herz, 

trocken  0,618-0,695 
„  Splint,  trocken  0,610 

„  Stamm,  frisch  0,848 

Wurzel,  frisch  0,880 
„  Zweige,  frisch 

0,698—0,780 

Speckstein  2,600 

Speiskobalt  6,460 

Spinell  3,48-3,640 

Stahl,  geschlagen  7,8 1 9 

„  ungeschlagen  ....  7,833 
„  kölnisches  .....  8,2(5 
„  von  engl.  Feilen  .  .  .  8,189 
„     gegossen  (Oufsstahl)    .  7,919 

Staurolith  3,720 

Steineichen,  Stamm,  frisch  0,99—1,100 
trocken  .  .  0,724-0,760 
Wurzel,  frisch  1,008-1,200 
Zweige,  frisch  0,819—0,832 

Steinkohle   1,232-1,510 

Steinsalz  2,143-2,412 

Stilbit  2,192-2,213 

Strahlkies    4,69» -M40 
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Strafa  3,5—3,600 

Stroh,  zusammengebunden     .  0,053 

„     zusammengepreßt    .    .  0,125 

Strontian  3,4—3,958 

,  kohlensaures  .  3,67—3,800 
.       schwefelsaures    .  3,5  3,900 

Strontium  4,0—5,000 

Takamahab  1,046 

Talgstoff  0,986 

Talkerde  2,350 

„       phosphorsaure  .    .    .  3,130 
Tannenholz,  weifses  ....  0,550 
,         rothes    ....  0,498 
Tantalit  ron  Kimito  .    .    .  7,6—7,900 

Tantalsäure  6,500 

Taxus,  s.  Eibenbaum 

Tellur  6,115 

,     wismuth  7,820 

Tennantit  4,375 

Thomsonit  2,370 

Thon   1,80-2,630 

Thonerde,  reiue  .  .  .  1,305—1,699 
Thonschiefer     ....  2,76-2,880 

Thorerde  9,402 

Titan  5,300 

,    eben   4,62-4,890 

.oxyd   3,85—4,240 

Titanit   3,49—3,600 

Topas   3,49-3,560 

Traganth   1,316 

Tripel  1,0—2,200 

Triphan  3,690 

Türkis    2,86-3,000 

Tungstein  5,9-6,600 

Turmaliu  3,0-  3,300 

Ulmenholz  vom  Stamm,  trocken 

0,600  -  0,742 

Uran  9,000 

.  glimmer     ....  3,12—3,300 

W  achholder  0,556 

Wachs,  gelbes  0,965 

weifees  0,969 

Wacke   2,622—2,893 

Walkererde  1,6—2,000 

WaUnufsbaum  0,671 

Wallrath  0,942 

Wallrofczahn  1,933 

Wawellit  2,330 

Weidenbolz  0,585 

Weihrauch  1,221 

Weinreben  1,327 

Weinsteinrahm  1,900 

Weinsteinsäure  ....  1,596—1,750 
Weifsbuchen,  Stamm,  trocken 

0,755-0,805 

Weifsgiltigerz  5,322 

Weifspappel,  trocken     .  0,529—0,810 

Wernerit  2,720 

Wismutb,  gegossen  .   .  9,822-9,831 

,     glänz  6,540 

R     ocker  4,360 

„     oxyd  8,449 


Witherit   2,27—4,436 

Wolfram  7,600 

„      metall  .    .    .  17,22—17,600 

.      säure  6,120 

Wfollastonit  2,805 

Wootz  7,665 

Würfelerz  2,990 

Yttererde   4,842 

„  phoaphorsaure  .  .  .  4,557 
„  schwefelsaure  .  .  .  2,790 
Ziegel,  gebrannt  .  .  .  1,410—2,215 
Zink,  gegossen  7,213 

„    gehämmert  7,861 

„    blüthe  3,350 

»     oxyd   5,43—5,600 

,.    spath  4,441 

,     Titriol  1,912 

Zinn,  englisch,  gegossen   .   .  7,291 

„     gehämmert  7,799 

„     erz  6,51—6,960 

„     kies  4,350 

s    oxyd  (Zinnstein)  .  6,30-6,900 

„     oxydul  6,666 

Zinnober  8,090 

Zirkon  4,0—4,700 

„    erde  4,300 

Zucker,  weifser  1,606 

Zurlit  3,274 

Tabelle 

der  specifischen  Gewichte  tropf- 
bar flüssiger  Körper. 

Aethersäure   1,0150 

Alkohol   0,7920 

Ameisenäther   0,9157 

Ameisensäure   1,1168 

Ammoniak flüssigkeit  ....  0,8750 

Anisül    0,9958 

Arsenikäther   0,6900 

Arseniksäure,  stärkste    .    .    .  2,5^00 

Baldrianöl   0,9650 

Benzoeäther   1,0540 

Bergamottöl   0,8855 

Bier   1,0230—1,0340 

Blausäure    .......  0,7050 

Blutwasser   ....  1,0250—1,0310 

Boraxsäure   1,7770 

Bucheckeröl    0,9225 

Buttersäure   0,9676 

Butyrin   0,9080 

Caieputöl   0,9474 

Calmusöl   0,9950 

Cascarillöl   0,9380 

Citronenöl    ....  0,8470-0,8517 

Chloräther   1,1340 

,  arsenik   6,3000 

,  cyan   1,3200 

.  kohlenstoff  in  med.   .   .  1,5526 

„  phosphor  in  min.  .   .   .  1,4800 

,  aäure   1,3000 

„      .     oxydirte  ....  1,6600 

.  BChwefel  in  min.   ■    .   .  1,7000 

IV 
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Chlorschwefel  iu  max.    .    .    .  1,6280 

„  Stickstoff   1,6530 

,  «nn   2,2500 

Copaivabalsain  ....  0,95—0,9666 

Cyan,  flüssig   0,9000 

Delphinöl   0,9178 

„     säure   0,9320 

DillGl                               .    .  0,8810 

Erdöl   0,75  —0,8400 

Essigäther   0,8660 

»   säure   1,0630 

,      ,     concentrirte .    .   .  1,0791 

Essigsäurehydrat   1,0630 

Fencnelöl   0,9990 

Fluorarsenik   2,7300 

Flufssiure   1,0609 

Fuselöl   0,8210 

Galbanumöl   0,9165 

Hanföl    0,9288 

Harn   1,0110 

Honig   1,4500 

Hopfenöl,  spanisch    ....  0,9465 

Hydriotäther   1,9206 

.    säure   1,7000 

Klecsäure   1,0450 

Kohlenwasserstoff   0,6270 

Krausemünzöl   0,9696 

Kümmelöl   0,9598 

„        römisches     .  .   .  0,9450 

Kuhsäure   0,9100 

LaYendelöl   0,9480 

Leberthran   0,9450 

Leinöl   0,9395 

Mandelöl   0,9200 

Melissenöl     .   0,9750 

Milch   1,020-1,0410 

Mohnöl   0,9243 

Mohrrübenöl    0,8860 

Musjcatblüthenöl   0,9538 

.     nufsöl   0,9480 

Naphta.  ameisensaure    .    .    .  0,9167 

Nelkenöl   1,0660 

Nufsöl   0,9260 

Oelsäuro   0,8980 

,  Stoff   0,9130 

„  suis   1,2700 

Oel  des  ölbildenden  Gases  1,2200 

Perubalsam   1,1400 

Petersilienöl   1,0150 

Petroleum   0,836  —  0,7580 

Pfeffermünzöl   0,9560 

Pflaumenkernöl   0,9127 

Pommeranzenblüthenöl  .   .   .  0,9085 

B        schalenöl  .   .    .  0,8880 

Rainfarrnöl   0,9315 

Rautenöl   0,9110 

Repsöl   0,9136 

Ricinusöl   0,9699 

Rosenöl   0,8320 

Rosruarinül   0,9100 

Rüböl   0,9128 

Sadebauniöl   0,9165 


1,5130- 


Salbeiöl  ..... 
Salpeterätber    .  . 
„     naphta  • 
„     säure    .  .. 
Salpetrige  Säure  . 
Salzäther,  leichter  .... 

.  säure  1,2109- 

Sassafrasöl  

Sauerkleeätber   

Schaafearbenöl  

Schwefeläther  

bläusäure   

kohlenstoff  .... 
säure  (Vitriolöl)    .  . 

„     Nordhäuser  .  . 
Wasserstoff,  flüssig 

Seewasser  

„      im  todten  Meer  .  . 

Selensäure  

Senföl  

Spiköl  

Steinkoblentheeröl  .... 

,  öl   0,836- 

Terpenthinöl    ....  0,7920 

Thran  

Tymianöl  

Unterschwefeleäure  .... 
Wachholderül  ...... 

Wasser  

Wasserstofluberoxyd  .... 

Wein,  Bordeaux  

Burgund  

Canarien  

Capwein  

Champagner  .... 
französischer,  weißer  . 

Madeira  

Malaga  

Portwein  

Rheinwein  .   .  0,9925- 

Weinöl,  schweres  

leichtes    .   .  0,9174- 

Weinsteinöl  

Wermuthöl  

Wurmsaamenöl  

Ziegensäure  

Zimmtöl  


0,8640 
0,8860 
0,8000 
1,5540 
1,4510 
0,8740 
1,2780 
1,0940 
0,7155 
0,8520 
0,7155 
1,0220 
1,2720 
1,8450 
1,8600 
0,9000 
1,0286 
1,2122 
2,5240 
1,0380 
0,8770 
0,7700 
0,7530 
0,8910 
0,9270 
0,9050 
1,3470 
0,9350 
1,0000 
1,4520 
0,9940 
0,9920 
1,0330 
1,0210 
0,9620 
1,0200 
1,0380 
1,0160 
0,9970 
1,0020 
1,1330 
0,9210 
1,5400 
0,9725 
0,9258 
0,9220 
1,0740 


Tabelle 

der   specifischen    Gewichte  toii 
Gasen.   Das  der  atmosphärischen 
Luft  als  Einheit  genommen. 

Ammoniakgas  0,5912 

Arsenikwasserstoffgas  0,529  (und  2,696?) 
Atmosphärische  Luft     .    .    .  1,0000 

Chlorgas   2,4700 

,    xohlenoxydgas  ....  2,4378 

,   oxydgas   2,7000 

,    oxydulgas   2,4090 

Chlorborgas  2,4216 

Cblorcyangas  2,1230 

Cyangas   1,8064 
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Flaorborgas   2,3709 

Fluorphosphor    5,9390 

Flaorsilicmmgas   3,5735 

Hydriotsaures  Gas    .   .  4,4288—4,3700 

Jodsäuregas   4,4193 

Kohlenoxydgas   0,9727 

„    saures  Gas     ....  1,5240 

w    wasseratoffgas  ....  0,5590 

Kohlenwasserstoffgas,  Ölbildendes  0,9784 
Phosphorwasserstoffgag  in  min. 

des  Ph   0,9022—1,7610 

Phosphorwasserstoffgas  in  max 

des  Ph.     .    .    0,9700,  1,214,  1,2500 

8alzsanres  Gas   1,2474 

Sanerstoflgas   1,1026 

Schwefelwasserstoffgas    .    .    .  1,1912 

Schwefligsaures  Gas  ...    .  2,2470 

Stickstoflgas    0,9760 

„      oxydgas'   1,0393 

,  oxydulgas  ....  1,5270 
Wasserstoffgas  .   .   .  0,0688-0,0689 

Tabelle 

der  specifischen  Gewichte  von 
Dämpfen,  das  der  atmosphäri- 
schen Luft  als  Ein heit  genommen. 

Alkoholdampf  .    .   .  1,6018—1,6133 

Arsenikdampf   5,1 839 

Benzoeätherdampf     ....  5,4090 

Bordampf   0,7487 

Bromdampf   5,3934 

Blausäuredampf   0,9476 

Chlorarsenikdarapf  in  min.    .  6,3006 

Chlorcyandampf   2,1130 

Chlorphosphordampf  in  min.  .  4,8750 

Chlorsiliciumdampf    ....  5,9390 

Chlortitandampf  Ti  Cl>  .    .   .  C,8360 

Chlorxinndampf  8t  Cl4  .   .   .  1,1997 

Cyansäuredampf   0,94 7 G 

Essigätherdampf   3,0670 

Hydriodätherdampf  ....  4,8720 
Joddampf     ....  8,6195—8,7160 

Naphthadampf  Ton  Miano  .    .  2,8330 

Phosphordampf   2,2052 

Qnecksilberdarupf   6,9760 

Salpeterätherdampf    ....  2,6270 

Salpetrigsaurer  Dampf  .    .    .  1,45<X> 

Salzätherdampf   2,2190 

.  (schwerer)  .   .  3,4484 

Sauerkleeätherdampf     .    .   .  5,0870 

8chwefel£therdampf  ....  2,5860 

Schwefelkohlenstoffdampf  .    .  2,6447 

Schwefelsäuredampf  ....  2,1204 

Siliciumdampf   1,0197 

Terpenthinöldampf    ....  5,0130 

Titandampf   2,1070 

Wasserdampf   0,6200 

Zinndampf   4,0530 

Gewichtsaräometer,  s.  u.  Aräometer, 
Bd.  I.,  pag.  97. 

Gewichtsverlust  ist  der  Verlust,  den 


ein  Körper  an  seinem  Gewicht  erleidet, 
wenn  er  in  Wasser  gesenkt  wird.  Die 
Erklärung  davon  gibt  der  Art.  Druck, 
hydrostatischer,  Bd.  II.,  pag.  333, 
No.  2  und  3;  die  Ermittelung  specirischer 
Gewichte  von  Körpern  mit  Hülfe  des  ge- 
fundenen Gewichtsverlastes  derselben  der 
Art.  Gewicht,  No.  4  Der  Art.  Ar- 
chimedische Aufgabe,  Bd.  I.,  pag.  99 
lehrt,  bei  gegebenen  Mischungen  aus  2 
bestimmten  Stoffen  das  Gewicht  jedes 
dieser  Stoffe  mit  Hülfe  der  bekannten 
Gewichtsverluste  zu  finden. 

Gewölbe  über  einen  Raum  ist  dessen 
hohle  gekrümmte  Decke;  die  Wände  des 
Raums  oder  einzelne  Pfeiler,  auf  welchen 
das  Gewölbe  ruht,  heifsen  seine  Wider- 
lager. Je  nach  der  Form  der  Krüm- 
mung erhält  das  Gewölbe  den  speciellen 
Namen,  jedoch  nicht  in  geometrischer 
Bezeichnung,  sondern  im  Vergleich  mit 
Gegenständen  aus  dem  practiscnen  Leben 
mit  denen  das  Gewölbe  Aehnlichkeit  hat. 

Ist  die  Krümmung  eine  Halbkugelfläche 
oder  eine  Calotte,  so  heilst  das  Gewölbe 
Kuppel;  man  bedeckt  mit  derselben 
kreisförmige  und  viereckige  Räume.  Ist 
die  Krümmung  der  Theil  eines  Cylinder- 
mantels,  so  heifst  das  Gewölbe  Tonnen- 
oder  Kufengewölbe  und  wenn  die 
Decke  nur  einen  kleinen  Theil  eines  Cy- 
lindermantels  ausmacht ,  Kappenge- 
wölbe.  Zwei  Tonnen-  oder  Kappenge- 
wölbe über  einen  Raum,  die  sich  in  schar- 
fen Kanten  überschneiden  heilst  Kre na- 
ge wölbe.  Werden  diese  Kanten  zu 
krummen  Flächen  abgerundet,  Mulden- 
gewölbe. Geschieht  der  mittlere  Schluis 
eines  Muldengewölbes  oder  einer  Kugel 
durch  eine  horizontale  Ebene,  so  heilst 
das  Gewölbe  ein  Spiegelgewölbe,  die 
Ebene  selbst  der  Spiegel.  Treffen  2 
halbe  Tonnengewölbe  in  der  Mitte  des 
überdeckten  Raums  in  einer  mit  beiden 
Widerlagern  parallelen  Kante  zusammen, 
so  heifst  das  Gewölbe  Spitzgewölbe. 
Die  unteren  sichtbaren  krummen  Ober- 
flächen der  Gewölbe  heifsen  Wölbun- 
gen. 

Die  Gewölbe  werden,  abgesehen  von 
künstlichen  Holz-  und  Eisenconstructio- 
nen,  den  Bohlendächern  und  dergleichen, 
aus  keilförmigen  Bausteinen  zusammen- 
gesetzt, der  Art,  dafs  diese  Steine  eine 
gegenseitige  Spannung  auf  einander  aus- 
üben, die  sieb  bis  auf  die  Widerlager 
fortpflanzt,  dieselben  belastet  und  in  ihnen 
einen  festen  Halt  findet.  Es  sind  also 
diese  gegenseitigen  Wirkungen  zu  unter- 
suchen erforderlich,  und  es  soll  zuerst 
abgehandelt  werden 
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die  Statik  der  Tonnengewölbe. 

1.  Das  Tonnengewölbe  hat  mit  dem 
Kappengewölbe  und  dem  Spitzgewölbe 
einerlei  Construction,  nur  in  der  Profil- 
form sind  sie  verschieden  und  sie  haben 
zugleich  die  gemeinschaftliche  Eigenschaft, 
dafs  in  jedem  Gewölbe  alle  lothrecht  auf 
die  4"  mit  einander  befindlichen  Wider- 
lager genommenen  Profile  einander 
sind.  Es  wird  vorläufig  angenommen, 
dafs  das  Gewölbe  keinen  Schlufs  stein, 
sondern  eine  Fuge  in  der  lothrechten 
Scheitelebene  hat. 

Es  seien  ABDE  und  ABD'E'  die  bei- 
den obersten  gleichgeformten  und  gleich- 
liegenden Gewölbstücke ,  A  also  der 
Scheitel,  AB  die  Scheitolfuge  des 
Gewölbes,  DE,  D'E'  die  Lagerfugen 
beider  Steine,  mit  welchen  sie  auf  den 
anmittelbar  darunter  befindlichen  Steinen 
ruhen,  so  wie  vou  den  folgenden  Steinen 
die  oberen  auf  den  zunächst  unteren  ihre 
Stützen  finden  bis  zum  Widerlager  hin. 

Fig.  658. 


i  r 


Aus  dieser  Zusammensetzung  schwerer 
keilförmiger  Körper  entspringen  zunächst 
2  gleich  grofse  horizontale  Druckwirkun- 
gen f.  welche  die  beiden  obersten  Steine 
gegenseitig  auf  einander  ausüben,  die 
Scheitelspannungen,  die  sich  ein- 
ander aufheben. 

2.  Hierauf  wirken  die  Steine  von  oben 
nach  unten  bis  su  den  Widerlagern  hin 
als  Keile:  ein  oberer  Stein  hat  das  Be- 
streben längs  seiner  Lagerfuge  auf  dem 
zunächst  unteren  Stein  herabzugleiten 
und  diesen  zum  Rückgleiten  nach  aufsen 
zu  veranlassen.  Diese  Wirkung  heifst 
die  Keilwirkung  und  das  Gewölbe 
mit  seinen  Widerlagern  mufs  in  seinen 
Abmessungen  so  construirt  werden,  dafs 
es  dieser  Wirkung  widersteht,  dafs  es 
im  Gleichgewicht  gegen  die  Keil- 
wirk u  ng  ist. 

3.  Ist  G  der  Schwerpunkt  des  Gewöl- 
bestücks AB  DE,  Q  sein  in  G  zu  den- 
kendes senkrecht  abwärts  wirkendes  Ge- 
wicht, so  fällt  dies  Gewicht  aufserhalb 
der  Lagerfuge.    Es  hat  also  der  Stein 


das  Bestreben  sich  um  die  Kante  E  der 
Lagerfuge  rechts  nach  einwärts  zu  dre- 
hen und  die  Fuge  in  der  Aufsenkante 
D  zu  öffnen.  Mit  diesem  Bestreben  ist 
offenbar  das  zur  Drehung  des  Steins  um 
die  Kante  A  nach  links  und  zu  Oeffnung 
der  Fuge  AB  in  B  verbunden.  Ferner 
erhält  das  darunter  befindliche  Gewölb- 
stück auf  der  oberen  Innenkante  E  theils 
einen  lothrechten  Druck,  theils  einen  ho- 
rizontalen Schub  und  somit  ein  Bestre- 
ben, nach  links  um  II  und  auswärts  sich 
zu  drehen.  Diese  Wirkung  heifst  die 
He  bei  Wirkung;  sie  findet  bei  allen 
Gewölbstücken  statt,  von  deren  Schwer- 
punkten die  Lothe  aufserhalb  der  Lager- 
fuge fallen,  sie  ist  bedeutender  als  die 
Keilwirkung  und  auf  den  Widerstand 
gegen  dieselbe  mufs  ganz  besonders  ge- 
achtet werden.  Das  Gleichgewicht  des  Ge- 
wölbes gegen  dieselbe  heifst  das  Gleich- 
gewicht gegen  die  Hebel  Wirkung. 

4.  Eine  zweite  Hebelwirkung  entsteht 
durch  die  horizontale  Scheitelspannung 
/',  indem  diese  strebt,  das  Gewölbstück 
ABDE  nach  aufsen,  nämlich  um  die  Kante 
D  nach  links  zu  drehen  und  somit  die 
Fuge  DE  in  £  zu  öffnen.  Hit  dieser 
Drehung  geschieht  zugleich  eine  Drehung 
des  Steins  um  die  Kante  B  nach  oben 
und  die  OetTnnng  der  Fuge  AB  in  t. 

Dieselbe  Wirkung  entsteht  durch  das 
Bestreben  des  unteren  Gewölbstücks  DEFH 
zur  Drehung  um  die  innere  Kante  F  sei- 
ner Lagerfuge  nach  rechts  einwärts,  wo- 
durch die  Kante  D  offenbar  zur  Drehaxe 
für  den  Stein  ABDE  werden  mufs. 

Die  ad  3  betrachtete  erste  Hebelwir- 
kung könnte  demnach  die  Hebel  Wir- 
kung nach  innen  wie  die  zweite  die 
Hebolwirkung  nach  au fse n  genannt 
werden. 

5.  Dadurch  dafs  das  obere  Gewölbstück 
A BDE  nach  innen  zu  gleiten  strebt, 
entsteht  in  dessen  Lagerfuge  DE  ein  Ho- 
rizontalschub nach  links.  Derselbe  kann 
in  der  Kante  E  dahin  wirken,  dafs  der 
untere  Stein  DEFH  um  die  änfsere  Un- 
terkante  H  nach  links,  also  nach  aufsen 
sich  dreht-  Eben  so  kann  durch  Gleitung 
des  unteren  Gewölbstücks  DEFH  nach 
innen  der  gegen  die  Kante  D  hervorge- 
hende Horizontalschub  das  obere  Gewölb- 
stück ABDE  zu  einer  Drehung  um  die 
Kante  D  flach  links,  also  nach  oben  ver- 
anlassen. Oder  es  kann  auch  das  untere 
Gewölbstück  DEFH,  um  die  Kante  F 
nach  innen  rechts  sich  drehend,  das  obere 
Wölbstück  zur  Rückgleitung  auf  der  La- 
gerfuge nach  der  Richtung  ED,  also  nach 
aufsen  veranlassen. 
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Allo  diese  hier  gedachten  Wirkungen 
sind  offenbar  Keilwirktingen  und  Heil- 
wirkungen vereinigt. 

6.  Die  hier  genannten  Wirkungen  der 
Gewölbstücke  gegen  einander  um  das 
Gleichgewicht  des  Gewölbes  aufzuheben 
sind  diejenigen,  welche  am  meisten  vor- 
kommen. Es  gibt  aber  noch  folgende 
Fälle. 

A.  Ein  unteres  Gewölbstück  EDFH  hat 
das  Bestreben  um  seine  innere  Unterkante 
F  rechts  nach  einwärts  sich  zu  drehen, 
das  darüber  befindliche  Gewölbstück  wi- 
dersteht ihm  als  Hebel,  erhält  in  seiner 
änfseren  Unterkanto  D  eine  Drehaxe,  das 
Bestreben  sich  um  dieselbe  zu  erheben, 
nnd  findet  in  seiner  inneren  Oberkante 
B  den  Widerstand  in  dem  Horizontal- 
schube.  Die  Untersuchung  des  Gleich- 
gewichts geschieht  also,  indem  der  Hori- 
zontalschub P  in  dem  Tunkt  B  thätig 
angenommen  wird.  Es  ist  dies  der  um- 
gekehrte Fall  mit  No.  4. 

B.  Ein  unteres  Gewölbstück  hat  das 
Bestreben  nach  innen  als  Keil  zu  gleiten 
nnd  dadurch  das  darüber  befindliche  Ge- 
wölbstück anfwärs  zu  drehen  indem  es 
in  der  untersten  Aufsenkante  eine  Dreh- 
axe bildet,  wo  wiederum  der  Widerstand 
in  dem  in  B  wirkenden  Horizontalschub 
besteht.  Gesetzt  das  untere  gleitende 
Gewölbstück  läge  unter  der  Fuge  FW, 
so  soll  das  Gewölbstück  DEFH  um  die 
Kante  //  nach  aufsen  sich  drehen,  und 
es  fragt  sich  nun  bei  der  Untersuchung, 
ob  der  in  der  Kante  B  wirkende  llon- 
lontalschub  so  grofs  ist,  dafs  er  diese 
Drehung  des  Gewölbstücks  DEFU  nm 
die  Kante  //  nach  aufsen  hervorzubrin- 
gen vermag. 

C.  Ein  oberes  Gewölbstück  AB  DE  hat 
das  Bestreben  als  Keil  nach  einwärts  zu 
gleiten,  und  indem  es  dabei  auf  die  oberste 
Aufsenkante  D  des  unteren  Gowölbstückes 
einen  Horizontaldruck  ausübt,  strebt  es 
dieses  WTölbstück  um  die  äufsere  Unter- 
kante H  nach  aufsen  zn  drehen  (vergl. 
No.  5). 

D.  Ein  unteres  Gewölbstück  hat  das 
Bestreben  zur  Drehung  um  die  innere 
Unterkante  F  nach  einwärts,  das  obere 
Gewölbstück  aber  wirkt  dieser  Hebelwir- 
kung als  Keil  entgegen ,  indem  an  dessen 
äufserer  Unterkante  D  das  untere  Ge- 
wölbstück gleitet. 

7.  Es  sollen  die  Bedingungen  des  Gleich- 

Sewichts  eines  Gewölbes  und  seiner  Wi- 
erlager  bei  der  Voraussetzung  einer 
blofsen  Keilwirkung  der  Gewölb- 
stneke  auf  einander  bestimmt  werden. 


Es  sei  ABDE  das  oberste  Gewölhstück 
der  Gewölbehälfte;  rechts  gegen  die  Fuge 
AB  ist  ein  zweites  gleiches  und  gleich- 
liegendes Gewölbstück  AHD'E'  wie  Fig. 
658  zu  denken.  Wenn  nur  Keilwirkung 
statt  findet,  so  haben  beide  Steine  das 
Bestreben,  auf  ihren  Lagerfugen  W, 
D'E'  einwärts  Elf  gleiten,  und  aus  diesem 


Fig.  659. 


Bestreben  erfolgt  ein  gegenseitiger  Ho- 
rizontalschub P,  der  von  dem  rechts  be- 
findlichen Stein  anf  den  hier  gezeichne- 
ten die  Richtung  JP  hat,  und  der  für's 
Gleichgewicht  das  Einwärtsgleiten  des 
Steins  ABDE  längs  DE  verhindert. 

Ist  G  der  Schwerpunkt  des  Steins,  Q 
sein  Gewicht,  so  sind  Q  lothrecht  durch 
C  und  P  horizontal  in  JP  die  einzigen 
beiden  wirkenden  Kräfte;  beider  Rich- 
tungslinien schneiden  sich  in  F,  und  es 
ist  daher  F  ein  Punkt  in  der  zwischen 
P  und  Q  statthabenden  Mittelkraft  B, 
und  diese  Mittelkraft  wird  fürs  Gleich- 
gewicht mit  der  auf  DE  normalen  FH 
den  Reibungs/  HER  =  i  bilden.  Be- 
zeichnet man  den  Winkel  DCA ,  den  die 
Lagerfuge  DE  mit  der  Vertikalen  des 
Scheitels  bildet  mit  7 

so  ist  auch  Z  PFH  =  7 
und  Z  PFR  =  9  +  r 

und  Z0FÄ  =  9O°-  (7  +  0 

folglich  wenn  man  sich  das  Parallelogramm 
der  Kräfte  gezeichnet  denkt, 
P=  Q  Ig  [90°  -  (7  +  »)]=<?  tot  (7  +  i)  (I) 
Zerlegt  man  die  in  der  Richtung  FR 
wirkende  Mittelkraft  R  in  der  Fuge  DE 
horizontal  und  vertikal,  so  erhält  man 
wieder  für  die  horizontale  Seitenkraft  P, 
für  die  vertikale  Seitenkraft  Q.  Hat  das 
unter  der  Fuge  DE  befindliche  Gewölb- 
stück das  Gewicht  Q\  so  ist  auf  dessen 
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Lagerfuge  der  horizontale  Schub  =  P,  der 
Vertikaldrack  =  Q  +  Q/.  Jede  Fuge  des 
Gewölbes  also  erleidet  eine  Horizontal 
Wirkung  =  der  Scheitelspannung  und  einen 
Vertikaldruck  =  dem  Gewicht  der  über 
der  Fuge  bis  zum  Scheitel  befindlichen 
Gewölbstücke. 

Es  entwickelt  sich  also  für  jede  ein- 
zelne Fuge  die  ihr  zugehörige  Scheitel- 
spannung, und  die  wirklich  im  Schei- 
tel thätige  Spannung  ist  offenbar 
die,  bei  welcher  Q  •  cot  ('/  +  r)  ein  Maxi- 
mum ist',  welches  ermittelt  werden  mufs 
und  mit  welchem  die  wirkliche  Scheitel- 
spannung, der  Horizontalschub  des 
Gewölbes  vermöge  der  Keilwir- 
kung gefundeu  wird. 

Wird  der  Horizontalschub  kleiner,  so 
entfernt  sich  die  Mittelkraft  Ä  von  P, 
der  z.  *ird  gröfser;  ist  demnach 
der  Horizontalschub  so  gering,  dafs  für 
das  Maximum  von  Q  cot  (#/■  + »)  der  Z.  HFR 
gröfser  wird  als  der  Reihungswinkel,  so 
erfolgt  ein  wirkliches  Gleiten  des  Ge- 
wölbstücks AB  DE  auf  DE  nach  innen 
zu;  desgleichen  ein  Gleiten  des  rechts 
befindlichen  Gewölbstücks  ABD'E'  längs 
seiner  Lagerfuge  D*E\ 

8.  Um  den  Werth  der  Scheitelspannung 
ad  7  zu  ermitteln,  ist  zuerst  der  Reibungs- 
winkel r  für  das  Steinmaterial  zu  be- 
stimmen nöthig,  welches  nur  aus  Erfah- 
rungen geschehen  kanu. 

Durch  wiederholte  Versuche  ist  ermit- 
telt worden: 

*•  l  • 


Bei  gebrannten  Ziegeln 
(nach  Amontons)    .   .  0,75 

Bei  behauenen  Steinen 
zwischen  welche  gesäg- 
tes (nicht  behobeltes) 
Holz  gelegt  ist  (nach 
Perronet)  0,835 

Bei  Wölbsteinen  auf  Kei 
len  und  trocken  ver 
setzt  (nach  Gauthey)  . !  0,8 

Bei  Stein  auf  Stein  oder 
auf  lufttrocknem  Mör- 
tel (nach  Boistard)  .   .  0,76 

Bei  gut  zugerichteten  Stei- 
nen (nach  Perronet)    .( 0,5317 
bis    .j  0,5773 

Bei  den  Granitgewölbstei- 
nen der  New -London- 
Bridge,  deren  Lagerfu- 
gen gut  und  ohne  Mör-, 

tel  zugerichtet   .    .  .< 

(  0,b7 

Dieselben   mit  frischem  | 
und  feingemahlenem  J  0  47 
Mörtel  dazwischen  .   .[  J|Jg 


36°  52' 


39°  52' 


38°  40' 


37°  14' 

28° 

30° 


33° 
34° 

25° 
26° 


Bei  Bramley-Fall-  nnd 
Wetbey  -  Sandsteinen, 
die  Fugen  auf  gewöhn- 
liche Art  zugerichtet  . 

Dieselben  mit  Mörtel .  .\ 
Nach  Morin's  Versuchen 
(Mosely-Scheffler) 

Oolith  auf  Oolith  .   .  . 

Muschelkalk  auf  Oolith  . 

Ziegelstein  auf  Oolith  . 

Muschelkalk  auf  Muschel- 
kalk   

Oolith  auf  Muschelkalk  . 

Ziegelstein  auf  Muschel- 

Oolith  auf  Oolith',  mit 
Mörtel  aus  3  Theilen 
feinem  Sande  und  1 
Theil  hydraulischen 
Kalk  

Weicher  Kalkstein  auf 
weichem  Kalkstein,  gut 
behauen   

Harter  Kalkstein  auf  wei- 
chem Kalkstein ,  gut 
bebauen   

Ziegelstein  auf  weichem 
Kalkstein,  gut  behauen 

Harter  Kalkstein  auf  har- 
tem Kalkstein,  gut  be- 
bauen   

Weicher  Kalkstein  auf 
hartem  Kalkstein,  gut 
behauen   

Ziegelstein  auf  hartem 
Kalkstein,  gut  bebauen 

Weicher  Kalkstein  auf 
weichem  Kalkstein  mit 
frischem  Mörtel  .   .  . 

Weicher  Quadersandstein 
auf  demselben  (nach 
Rennie)  

Derselbe  auf  demselben 
mit  frischem  Mörtel 
(nach  Rennie)     .   .  . 

Kalkstein  auf  Kalkstein, 
beide  Flächen  mit  dem 
Meüsel  rauh  gemacht 
(nach  Bonchardi)    .  . 

Gut  bearbeiteten  Granit 
auf  rauhem  Granit  (nach 
Rennie)  

Desgleichen  auf  frischem 
Mörtel  (nach  Rennie)  . 

Grob  behauenerWerksteiu 
auf  einer  Unterlage  von 
Thon  

Deagl.  der  Thon  feucht 
und  milde  


I  ■ 


0,7 

0,7265 

0,649 

0,6745 

0,74 
0,75 
0,67 

0,70 
0,75 

0,67 


0,74 
0,74 

0,75 
0,67 

0,70 

0,67 
0,67 

0,74 

0,71 

0,66 

0,78 

0,66 
0,49 

0,51 
0,34 
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Grob  behauenerWerkstein 
auf  einer  Unterlage  von 
feuchtem    Thon  mit 
dickem  Sande  bedeckt 


0,40 


21°  48' 


9.  Beispiel.  Es  soll  die  Scheitel- 
spannung für  die  Keilwirkung  an 
einem  Gewölbe  ermittelt  werden ,  welches 
im  Profil  aus  2  coocentrischen  Kreisbo- 
gen besteht. 

Es  sei  Fig.  659  AB  DE  das  halbe  Ge- 
wölbe im  Profil,  die  Halbmesser  AC  =  A 
und  BC  =  r,  die  Fuge  DE  mit  dem  Wi- 
derlager bildet  mit  dem  Scheitelloth  den 
Z_ACD,  dessen  Bogen  für  den  Halbnies- 
ser  =  1  sei  =  7.  Das  Gewicht  der  Ge- 
wölbhälfte auf  die  Länge  =  1  sei  =  (>, 
so  ist  bei  der  Länge  L  des  Gewölbes 
das  Gewicht  desselben  =  LQ ,  und  ist 
das  Profil  durch  den  Schwerpunkt  des 
Gewölbes  genommen,  so  ist  der  Schwer- 
punkt G  des  Kreisringstücks  ABDE  zu- 
gleich der  Schwerpunkt  des  halben  Ge- 
wölbes. 

Da  die  Scheitelspannung  von  dem  Ge- 
wicht Q  und  Q  Ton  den  Dimensionen 
des  Gewölbes  abhängt,  so  verfahrt  man 
am  entsprechendsten  wenn  man  Q  durch 
den  Flächeninhalt  des  Ringstücks  aus- 
drückt 

folglich  mit  Q  =  *  (Äs  -  r*)  9  (1) 


Da  für  das  Gleichgewicht  zwischen  den 
auf  das  Gewölbe  einwirkenden  Kräften 
das  Gewölbe  eine  bestimmte  Stärke  ha- 
ben mute,  die  innere  Weite  aber  in  jedem 
Fall  constant  gegeben  ist,  so  setzt  man 
r  constant  una  Ä  =  n  •  r.   Alsdann  ist 

0  =  *(»'-i)rV  (2) 
Die  Scheitelspannung  ist  nach  Formel 
L,  No.  7 

P  =Q  cot  (7  +1)  (3) 
und  diese  soll  ein  Maximum  sein.  Man 
hat  also  das  Maximum  zu  bestimmen  Ton 
Pafy-i)r»«^(f  +  T)  (4) 
und  dieser  Ausdruck  wird  für  jeden  Werth 
vonr  und  nein  Maximum,  wenn  7  cot  (7+1) 
ein  Maximum  wird. 

Für  gegebene  Werthe  von  1  findet  man 
dieses  Maximum  am  bequemsten  durch 
Proberecbnungen.  Sieht  man  von  den 
tabellarisch  geordneten  Versuchszahlen  ab, 
die  bei  dem  angewandten  feuchten  Thon 
und  frischem  oder  feinem  Mörtel  auch 
nur  für  die  Construction  von  Lehrbogen 
Wichtigkeit  haben,  so  ist  kein  einziger 
Coefficient  kleiner  als  \.  Nimmt  man  also 
den  Reibungscoefficient  der  Sicherheit 
wegen  zu  dem  kleinen  Werth  1,  also 
f  =  arc  (Ig  ±)  =  26°  34',  so  erhält  man  mit 
Hülfe  der  Logarithmen,  (wenn  nämlich 
eine  Zahl  ein  Maximum  ist  so  ist  auch 
deren  Logarithmus  ein  Maximum). 
log  7  +  log  cot  (7  +  26°  340  =  Maximum 


und  erhält  bei  7  =  27°  17'  =  0,4761840  also  M'  =  0,5414248  -  1 
bei  7  =27°  18' =  0,4764749    ,    M  =  0,5414284  -  1 
bei  7  =  27°  19*  =  0,4767658    „    M "  =  0,54142457  -  1 
Es  ist  demnach  für's  Maximum  der  Scheitelspannung 

der  Z  7  =  27°  18' 

der  Bogen  7  =  0,4764749 

und  7  cot  (7  -f-  r)  =  num  •  0,5414284  -  1  =  0,34788 


(5) 


Hieraus  der  gröfste  Horizontal- 
schub für  die  Keilwirkung 

P  =  0,1 7394.  (n'-ljr*  (II) 

10.  Es  sollen  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  eines  Gewölbes  und  seiner 
Widerlagen  bei  der  Voraussetzung  der 
blofsen  HebelwirkungderGewölb- 
stücke  bestimmt  werden,  wenn  also 
(nach  No.  3)  ein  oberes  Gewölbstück  das 
darunter  befindliche  oder  das  Widerlager 
um  die  unterste  Aufsenkante  auswärts 
zu  drehen  strebt. 

Fig.  660  ist  Alibi!  das  Profil  des  hal- 
ben Gewölbes  mit  dem  Widerlager  FR, 
durch  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Ge- 
wölbes genommen,  also  zugleich  eine 
Schwerebene.     Das   oberste  Wölbstück 


S  hat  den  Schwerpunkt  C  in  Ent- 

Fig.  660. 


r 

[  • 

HU 

v  ' 

iriss 

w  1 

K  I 

a 

t'  Li 
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fernung  GJ  -  i  vom  Scheitelloth  und  das 
Gewicht  Q;  das  darunter  befindliche  Wölb- 
stück  DEKL  hat  den  Schwerpunkt  (»' 
in  dem  Abstand  G'N~  s'  vom  Scheitel- 
loth und  das  Gewicht  Q\  Die  lothrechte 
Entfernung  AM  des  Scheitels  A  von  dor 
inneren  Kante  E  der  ersten  Lagerfuge 
DE  sei  x,  die  lothrechte  Eufernung  AO 
des  Scheitels  A  von  der  Aufsenkante  K 
der  zweiten  Lagerfuge  KL  sei  x'.  Der 
Abstand  EU  der  ersten  Kante  £  von 
dem  Scheitelloth  scy  y,  der  KO  von  der 
zweiten  Kante  K  bis  zum  Scheitelloth 
=  y'.   y4ß  ist  eine  Scheitelfuge. 

Wenn  nnn  das  obere  Wölbstück  AB  DE 
als  Hebel  wirkend  das  darunter  befind- 
liche Wölbstück  DEKL  um  die  Kante 
K  nach  anfsen  zu  drehen  strebt,  so  bil- 
den sich  für  den  Fall  der  wirklichen 
Drehung  in  E  und  A  Drehaxcn  und  die 
Fugen  DE  und  AB  werden  in  D  und  B 
geöffnet.  Das  Gleichgewicht  des  oberen 
Gewölbstücks  wird  also  dadurch  bedingt, 
dafs  die  andere  Gewölbehälfte  in  A  einen 
horizontalen  Gegendruck  P  ausübt,  wäh- 
rend das  obere  Gewölbestück  AB  DE  in 
der  Kante  E  seine  feste  Stütze  rindet 
und  diese  mufs  durch  das  Gewicht  Q 
hervorgebracht  werden.  Für  das  Gleich- 
gewicht dieser  beiden  Kräfte  /"  und  Q 
mufs  die  Mittelkraft  beider  durch  die 
Drehaxe  £  gerichtet  «ein,  und  dies  ge- 
schieht wenn  das  Moment  der  Mittelkraft, 
also  auch  die  Momentensumme  der  Sei- 
tenkräfte F  und  Q  in  Beziehung  auf  £ 
als  Momentenaxe  =  0  ist.    Oder  wenn 

woraus  F=y— Q  (lila) 

X 

Zerlegt  man  die  durch  den  Punkt  £ 
gerichtete  Mittelkraft  in  dem  Punkt  £, 
so  entstehen  dieselben  beiden  Seitenkräfte 
F  und  Q  horizontal  und  vertikal  und  es 
wirkt  also  das  obere  Gewölbstück  auf  das 
damnter  befindliche  in  seiner  inneren 
Oberkante  £  mit  dem  horizontalen  Schub 
F  und  dem  vertikalen  Druck  Q. 

Soll  nun  durch  das  obere  Gewölbstück, 
also  durch  die  horizontale  Kraft  F  in  £ 
kein  Bestreben  des  unteren  Wölbstücks 
für  die  Drehung  um  K  nach  aufsen  her- 
vorgehen, so  darf  das  Moment  von  F  in 
Beziehung  auf  die  Kante  K  als  Momen- 
tenaxe  nicht  gröfser  sein,  als  die  auf  die- 
selbe Axe  genommenen  Momente  der 
Kräfte,  welche  jener  Drehung  um  K  wi- 
derstreben. Diese  Kräfte  sind  aber  der 
in  £  lothrecht  abwärts  gerichtete  Druck 
Q  und  das  im  Schwerpunkt  G'  vereinigt 
zu  denkende  Gewicht  Q'  des  Wölbstücks 
DEKL. 


In  Beziehung  auf  K  hat  die  Kraft  F 
in  £  den  Hebelsarm  M0~x'—x;  der 
Druck  Q  in  £  den  Hebelsarm  KO  -  EM 
-y'~V\  das  Gewicht  Q'  den  HeMsarm 
KO  -  G'K  =  y'  -  Daher  ist  für  s  Gleich- 
gewicht und  für  Sicherheit: 

fx'  -  x)  F  -  (y '  -  y)  Q  +  (y»  -  O  Q'  (3) 

Nun  ist  *P--(g-»)Q 

Addirt  man  beide,  Gleichung  und  Ver- 
gleichung,  so  erhält  man 

*'  F^W-tiQ  +  to'-*')  Q' 

oder  x'  F  =r  y'  (Q  +  Q')  -  (»0  +  *'  (0  (4) 

Setzt  man  das  Gewicht  beider  Gewölb- 
stücke, also 

Q  +  Q'=W  (5) 

den  Abstand  des  Schwerpunkts  der  Fläche 
ABKL  von  dem  Scheitelloth  =  u,  so  hat 
man 

uW  =  *Q  +  i'Q'  (6) 
Setzt  man  die  Werthe  aus  5  und  6  in 
4,  so  erhält  man 

x  /"~y'.  W^uW 
oder        x'P'-(y'-  u)W 

woraus       F~y~~W  (Ulb) 

X 

Es  ist  aber  y'  -  der  Abstand  des 
Loths  aus  dem  Schwerpunkt  der  Ebene 
oder  des  Wölbstücks  ABKL  von  der  Dreh- 
kante K,  also  ist  (y'  -  «)  W  das  Moment 
dieses  VVölbstücks  in  Beziehung  auf  die 
Kante  K  als  Drehaxe. 

11.  Betrachtet  man  den  Fall,  dals  von 
der  Lagerfuge  KL  nach  dem  Scheitel  hin 
in  keiner  tilge  wie  DE  eine  Drehung 
um  die  innere  Kante  wie  um  £  statt 
rinden  kann,  so  dafs  K  allein  nnr  Dreh- 
axe sein  kann,  und  nennt  man  die  so 
diesem  Fall  gehörende  Scheitelspannung 
f "  so  hat  man  deren  Abstand  von  R 
=  A0  =  X'  und  demnach  fürs  Gleichge- 
wicht 

x'  P'={y'-u)  W 
u'-  u 

woraus  **' ~  W  <IV) 

Nun  war  für  den  Fall,  dafs  auch  in 
einem  oberen  Gewölbstück  eine  Dreh- 
kanle  sich  bilden  kann 


Hieraus  die  Bedingung  F=  F'  (V) 

Demnach  kann  ein  unteres  Wölbstnck 
durch  ein  darüber  liegendes  vermöge  der 
Hebelwirknng  nicht  mehr  nach  anfsen 
gedreht  und  umgeworfen  werden,  wenn 
die  Horizontal  kraft  F  die  im  Scheitel 
wirksam  das  obere  Gewölbstück  auf  seiner 
unteren  Innenkante  als  Drehaxe  im  Gleich- 
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gewicht  zo  erhalten  vermag,  nicht  gröber 
ist  als  eine  Horizontalkraft  F'  im  Schei- 
tel, welche  beiden  Gewölbstücken  als  ein 
Ganzes  betrachtet  anf  ihrer  untersten 
Aufsenkante  als  Drehaxc  das  Gleichge- 
wicht hält. 

Um  also  des  Gleichgewichts  in  allen 
Theilen  des  Gewölbes  versichert  sein  zu 
können  hat  man  in  jedem  besonderen 
Fall  nur  nöthig,  das  Maximum  von 
F  und  das  Minimum  von  F*  zu  be- 
stimmen; ist  dann  Ersteres  nicht  >  als 
Letzteres,  so  ist  die  Bediugung  für  den 
schlimmsten  Fall  erfüllt  und  es  findet 
nm  so  mehr  für  alle  übrigen  Fälle  Sicher- 
heit statt: 

Dies  Maximum  von  F  ist  übrigens  die- 
jenige ans  beideu  Gewölbehälften  gegen- 
seitig im  Scheitel  sich  entwickelnde  Ho- 
rizontalspannung also  die  wirkliche 
Scheitelspannung  des  Gewölbes 
für  die  Hebelwirkung. 

Diese  Scheitelspannung  ist  denn  auch 
gleich  dem  llorizontalschube,  welchen  das 
obere  v<»ra  Scheitel  ab  gerechnete  Wölb- 
stück in  der  untersten  Innenkante  seiner 
Fuge,  zu  welcher  das  Maximum  von  F 
gehört,  oder  der  sogenannten  Bre- 
chungsfuge ausübt.  Da  nun  für  jede 
andere  Fuge  die  sich  gleichbleibende  Ho- 
rizontalspannung denselben  Horizon- 
talschub  auf  ihre  Innenkante  ausübt, 
so  nennt  man  diese  wirkliche  Scheitel- 
Spannung  auch  den  Ho  rizontnlschu  b 
des  Gewölbes. 

Das  Minimum  von  /'"  würde  der  Ho- 
rizontalschub im  Scheitel  sein,  wenn  das 
Gewölbstück,  dessen  Lagerfuge  diesem  Mi- 
nimum entspricht,  blofs  in  seiner  unter- 
sten Aufsenkante  unterstützt  wäre,  daher 
nennt  man  auch  das  Minimum  von  /'" 
die  hypothetische  Scheitelspan- 
nung des  Gewölbes. 

Bei  der  soeben  vorgenommenen  Be- 
stimmung der  Stabilität  eines  Gewölbes 
gegen  die  Hebelwirkung  hat  die  Lage  der 
Fuge  gegen  die  Horizontale  keinen  Hin- 
Anis  gehabt,  die  Gesetze  gelten  also  auch 
für  Gewölbstücke  mit  horizontalen  Lager- 
fngen,  d.  h.  für  die  Widerlager.  Bestimmt 


man  daher  für  irgend  eine  Lagerfuge  des 
Widerlagers  die  hypothetische  Scheitel- 
spannung, die  Aufsenkante  dieser  Fuge 
als  allein  unterstützt  angenommen,  so 
wird  das  Widerlager  um  diese  Kante  nicht 
umgeworfen,  wenn  die  hypothetischeSchei- 
telspannung  nicht  kleiner  gefunden  ist, 
als  die  wirkliche  Scheitelspannung. 

12.  Beispiel.  Es  soll  die  wirkliche 
Scheitelspannung  für  die  Hebel- 
wirkung an  einem  Gewölbe  ermittelt 
werden,  welches  im  Profil  aus  2  concen- 
t rischen  Kreisbogen  besteht. 

Es  ist  in  No.  10,  Formel  III.: 


F  = 


y- 


für  die  wirkliche  Scheitelspannung  panz 
allgemeingültig  und  demnach  gleichgültig, 
ein  wie  grefses  Ringstück,  vom  Scheitel 
ausgenommen,  untersucht  wird.  In  Fig. 
661  sind  mit  Fig.  660  für  das  Riugstück 
AHDE  mit  dem  Schwerpunkt  G  und  dem 
Gewicht  Q  die  Längen  j-,  y,  »  dieselben ; 
wie  in  Fig.  660  sei  BC  =  r,  AC  =  R  =  »r, 
Z.ACD-(f.  Halbiri  man  «f-,  so  trifft 
die  Halbirungslinie  CT  den  Schwerpunkt  G. 

Fig.  661. 


Nun  hat  man  bei  der  Bezeichnung  mit 
dem  Beispiel  No.  9: 

P  =  f(Ä3-rJ)7  =  \  (»'-  (l) 

y  =  r  sin  rp  (-2) 


A  M  =  x  =  AC  -  MC  =  R  -  r  cos  if  =  («    cos  7 )  r  (3) 
»  =  CG  sin  \  f 

Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des  Kreisringstücks  AB  DE  vom  Mittel- 
punkt ist 

tinjtf   R*-  r*_  %  itwjy   »'  -  1 


CG=l 


also 


=  CG  im      =  §       ™  .  -j — - 


»3-  1 


(4) 
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r 


.  *»»  i'f    »  —  1 

r  *•»  y  -  }       *2  •  -j — r 

Endüch       F  =  «L    *_!  i-  .  *(»«  -  1)  f  y 

ns  —  1 

y  «in  y  -  |  -f— ^  (l  -  cos  y) 

=  J(»'-l)r>  ,  ?  *   (VI.) 

n  —  co*  y 

Schreibt  man  für  1  -  cos  y  den  Ausdruck  1— »  +  »  —  cwy,  so  erhält  man 


\v «»'/+*        1  1 


(Vlb) 


Nun  wird  P  ein  Maximum,  wenn  der  mit  einem  gleichförmigen  Wachsthum 

Minuend  der  Klammergrölse  ein  Maxi-  von  »  um  0,01  die  Werthe  von  y  immer 

mum  wird,  weil  die  übrigen  Aggregate  langsamer  zunehmen  bis  für  »  =  1,496 

constant  sind.  Es  kommt  also  darauf  an,  wo  y  seinen  gröfeteu  Werth  erhält.  Für 

den  Werth  Ton  y  für  dieses  Maximum  gröfsere  Werthe  von  »  nähert  sich  die 

zu  finden.    Der  mit  Hülfe  der  DirTeren-  Fuge  des  gröfoten  Horizontalschubes  wie- 

iialrechuung  gefundene  Werth  von  y  fürs  der  dem  Scheitel  und  somit  kann  die- 

Maximum  wird  aber  noch  verwickelter  selbe  sich  nie  weiter  vom  Scheitel  ent- 

als  die  gegebene  Formel  ist.   Ausserdem  fernen  als  um  64°  9'  50". 

ist  y  noch  von  »  selbst  abhängig.    Es  13.  Beispiel.  Essoll  die  hypothe- 

ist  also  in  einem  specia  len  Fall  mit  ge-  tische  Scheitelspannung  für. die 

gehenem  n  geratener,  das  Maximum  für  Hebelwirkung  an  demselbln  Gewölbe 

y  durch  Proberechnungen  zu  finden,  wo  No.  12,  Fig.  661  ermittelt  werden, 

man  dann  unmittelbar  r  erhalt.    Ver-  n.          ...  «       ,  Tir.     .     „,  , 

möge  dieses  Verfahrens  rindet  man  das  ??*  *0™ln.Ib         IV'  wel" 

Maximum  von  P  für  y  bei  folgenden  c  t  I*?*  V:en%hA -fllD  .  „ ^ „ 

Werthen  von  »:           '           g  .  Ist        Gewolbstuck  ABDE  dasjenige, 

v-                .  .        ooQ  __.  dessen  Lagerfuge  dem  Minimum  von  r 

*ur  n_l,01   ist  y-32  37  entspricht,  so  mufs  fürs  Gleichgewicht 

»  =  1,02    „  y  =  38°  12'  P"  gerade  nur  so  grofe  sein,  dais  es  das 

n  =  1,04    ,  if  -  44°  26'  Wölbstück  nicht  mehr  um  D  links  nach 

n  =  1  05        7  =  46°  33'  aufsen  herumdreht.  D.  h.  es  mufs  sein 

»=l[o8    l  y=51°  6'  AKxP'  =  {DK-GJ)Q 

»  =  1,10    .  y  =  53°  16'  Nun  bt  DK  =  CD  $in 

»  =  1,12    .  y=55°  CJ=>  =  r^-'-^v}.r 

«-1,2      „  y=59°34'  ...  *'/ 

~  n  „.  daher 

»=1,3      „  y=62°28'  r              „«_,  -iMt/4,^l 

»=1,4      ,  y  =  63°48'  M- W«r[.^f-|^ 

»=1,496  ,  y  =  64°  9|  60»  ferner  ist    0  =        -  1)  r»y 

»-1,5     ,  y  =64°  9' 47"  daner  das  Moment  von  Q  in  Beziehung 

Aus  dieser  Tabelle  geht  hervor,  dais  auf  die  Kante  D. 

M  =  f  (»*  -  1)  ra  £»y  sin  y  —  }  *t  _  |  (1  -  «0*  y)J 
der  Hebelsarm  von  F  ist       =  AC -  KC=  R  -  R  cos  y  =  nr{l  —  cos  y) 
Mit  diesem  das  Moment  if  dividirt  gibt  die  Scheitelspannung 


(I) 


=  i(n»-l)r» 
=  H»3~  D»"S 


2>/  »»(yy)fo<(H)     ,  »*-l 


2  «»'(*'/>  *»(»' 


— 1 
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Dieser  Ausdruck  wird  ein  Minimum  bogengewölbe  von  durchweg  gleicher 
t7  •  M.  •  j  m  8tarke  ist  also  die  hypothetische  Schei- 
W<Dn  '7(1?)  e,°  Minimam  *ird*  Nun  telspannung  =  derjenigen  am  Scheitel 
wird  aber  der  Quotient  eines  Bogens  für  anzubringenden  Horizontalkraft,  welche 
den  Halbmesser  =  1  dividirt  durch  die  der  Hälfte  des  Gewölbes  für  das  Um- 
Tangente des  Bogens  immerfort  kleiner  werfen  um  seine  unterste  am  Widerlager 
wenn  der  Bogen  von  0  bis  90°  wächst,  befindliche  Äufseokante  als  Drehaxe  das 
weil  der  Bogen  gleichförmig,  die  Tan-  Gleichgewicht  hält, 
gente  aber  beschleunigend  zunimmt  und  Ist  diese  Fuge  horizontal  so  ist  £'/<  =  i>r, 
für  \y  =  90°  unendlich  wird;  demnach  tg  =  1  also  das  erste  Glied  der  Klam- 
findet  das  Minimum  in  der  horizontalen  uergrüfse  -  in 
Fuge  am  Widerlager  statt.  Für  ein  Kreis- 


und  r  =  *  («» -  1) r> [i n  -  l  -^LJ  (Vlla) 

Ist  dagegen  die  unterste  Fuge  nicht  horizontal,  der  Winkel  derselben  mit  dem 
Loth  =  ir,  so  hat  man 

P"  =  K"5  -  1) r»  [«col(l«)~ §  (VII b) 

14.  Formel  V,  No.  10  spricht  die  Bedin-  .  ,         „  . ,        «  k^i.„#ä» 

gung  aus,  dafc  P»  >  F.  Der  Werth  von  ,st  e,ne  kannte  Zahl  «,  ^  bedeutet 
f"  (No.  13,  Formel  VII  b)  vermindert  sich  „ 

aber  mit  dem  Wachsthum  des  Winkels  den  Bogen  in  Theilen  von  n,  —  ist  aber 

und  es  kann  einen  Fufswinkel  «  eeben.  i  nr«  u  i  •  i   l.* 

M  wichen,  r  =  f  wird.  ■*     '  m°U" ;  " 

Ist  nun  in  einem  speciellen  Fall  *  ge-  ,  0.  ,ftfto _ twau  «  .w 

geben,  so  findet  man  das  Maximum  von  Z''  :  180  -B$eu  *  'n 

F  wenn  man  in  Formel  VIb  den  Werth  woraus  Bogen  y  =  -^-5 •  3,14159 .... 
für  ty  aus  der  darunter  stehenden  Ta-  180 
belle  setzt.  Demnach  schreibt  man 

Nun  hat  man  P"  Formel  VII b,  No.  13  ,  0    Wl  ,  180° 

=  dem  bekannten  F  zu  setzen  und  er-  *"  «*(*«)=—  * m 

k**'  r  3  _  1  T    e*ne  wnI*cne  Form  für  Rechnung  mit 

/"  =  \  (»'  —  1 )  ra  I  n  cot  — —  |  "      —     Logarithmen ,  wenn  für  ein  bestimmtes 
L       2      »(»*-l)J    n Proberechnungen  gemacht  werden  sollen. 

wo»08  Z.  B.   Bei  m  =  1,01  ist  für  das  Maxi- 

•  „  eot  ,iÄ)  _       r             »3-  1  mum  von  F :  y  =  32°  37'. 

0» '  -  1)  r »    *»(«•-  1)  Setzt  man  den  Werth  von  »  in  Gl.  VI  b, 

Die  rechte  Seite  des  Gleichheitszeichens  No.  12,  so  erhält  man 

F  =  0,01005  •  r»  [?-  '^J  +  W™  -  ,  ,0060091 
L    1,01  -  cos  <f  J 

Für  7  =  32°  37'  rechnet  man 

3-?w~ "    32°  37' = 0,306844 

hierzu  +0,010050 


gibt  den  Zähler  0,316894 
der  Nenner  ist  1,01  -  cot  32°  37'  =  0,167704 

hiervon   1,00501 

gibt  die  Klammergröfse  0,88469 

alio  F  =  0,01005  x  0,88459  .  r'  =  0,0088901  •  r» 


Digitized  by  Google 


Gewölbe.                  174  Gewölbe. 

Also  ist  m  =  ^88001  .  r«  +  0,497529  =  0,939819 

0,0201  •  r*  '  ' 
1  HO 

und  endlich      log- lacotU«)  =  log-  ™- 0,939819  =  I  73116G8 

Man  findet  log  (J«)  cot  gleich  sind  und  bei  welchem  die  eine  die 

für         =  24°  10'=  1,7312413  andere  übertrifft. 

=  24°  25'  =  1,7310486  k  N°-  12«            VIb  «t  der  allgemeine 

-24°  IQ»- i -liiß«ii  Ausdruck  für  die  Scheitelspanuung  F 

—       \i  -i.muooi  aus  (jer  Hebelwirkung  bei  einem  kreis- 

Es  ist  mithin  der  gesuchte  Fufswiukel  förmigen  Gewölbe;  diese  wird  als  Maxi- 

«  =  48°  24'.  rauni  zur  wirklichen  Scheitelspan - 

Man  erhält  diejenigen  Fufcwinkel  des  nUng        und  zwar  bei  den  Verhältnis- 

kreisbogentormigen  (iewölbes  bei  welchen  se„  R  :r  =  »,  unter  den  Winkeln  </,  wie 

F~P":  sie  zum  Theil  in  der  Tabelle  angegebeu 

Für  n  =  1,01  ist  a  =  48°  24'  sind. 

=  1,04  „   .=69°  4'  No.  9,  Formel  II  gibt  den  Ausdruck 

=  1  05          -  73°  8'  ^r  die  Scheitelspannung  P  aus  der  Keil* 

_  '      "    "       0     ,  Wirkung,  und  für  u  =  J  oder  » =  26°  34' 

~~  '      "    "~        mtt  das  Maximum  als  die  wirkliche  Scbei- 

=  M»   r    n  =  89  17  telspanuung  bei  dem  ^  </  =27°  17'. 

=  1,12  „   .=91°  13'  Diese  ist  also  bei  einerlei  »  bei  beliehi- 

15.  Es  soll  die  Stärke  eines  Kreisbo-  Ifen»  »»  »I*«  >n  jedem  Kreisbogengewölbe 

gengewölbes  bestimmt  werden,  bei  wel-  bei  dem  Constanten  Z  H  =  27°  17'  tor- 

chem  die  wirklichen  Scheitelspannungen  banden, 

der  Hebel  und  der  Keilwirkung  einander  Die  erste  Formel  VIb  ist 

»»-1 


f" 


«•»  '/  +  § 
n  -  cot «/ 


Die  zweite  Formel  II  ist  »*  -  1 

/»=*(»»- »)'»</ +  0  y  ».»  y  -H  -  ~  ,_j 

Für  jedes  gegebene  n  sind  also  beide  n-cottp  »*  —  l 

Maxinia  zu  bestimmen  und  mit  einander  u.,Col(it4-  \ 

zu  vergleichen.  * 

Da  der  Factor  |  („'  -  l)r>  beiden  For-  und  nach  No-  9  ist  bei  1  =  26°  34' 
melu  gemeinschaftlich  ist,  so  hat  man         '»9  V  *•*  (9  +  0  =  0,54142486  -  1 

nur  zu  vergleichen :  woraus    y  eot  (<p  +  r)  =  0,347876 


Für  »  =  1,01  tot  <y  =  33°  37'  und  M  =  0,88459 

n  =  1,1  „   v  =  53°  16'  und  Af  =  0,61320 

n=  1,3  ,    </  =62°  28'  und  Jkf  =  0,41166 

»  =  1 ,4  .    tf  =  63°  48'  und  Af  =  0,33670 

Von  hierab  wird  das  Maximum  für  die  Spannung   für   die   Keil  Wirkung 

Hebelwirkung  immer  kleiner  und  die  gröfser. 

Gleichheit    beider    Spannungen  Der  Reibungswinkel  t  ist  aber  mit  26° 

liegt  zwischen  «  =  1,3  und  »=1,4.  34'  in  fast  allen  Fällen  tu  klein,  ein  gro- 

Wenn   demnach   bei  u  =  ±   der  fseres  r  gibt  aber  eine  kleinere  Scheitel- 

äufsere  Halbmesser  des  Gewölbes  Spannung  für  die  Keilwirkung  und  dann 

um  i*a  und  weniger  gröfser  ist  als  mufa  auch  für  ein  gröfseres  »  die  Scbei- 

der  innere,  so  ist  die  Scheitel-  telspannung  für  die  Hebelwirkung  noch 

spann  uug  für  die  Uebelwirkung  überwiegend  sein. 

Srölser  und  wenn  es  um       und  16.    Es  sollen  die  Bedingungen  dea 

arüber  gröfser  ist  als  der  innere  Gleichgewichts  eines  Gewölbe«  und  seiner 

Durchmesser,  so  ist  die  Scheitel-  Widerlager  unter  der  Voraussetzung  er- 
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mittelt  werden,  dafs  bei  vereinigter 
Hebel-  und  Keilwirkung  ein  oberes 
Gewölbstück  als  Hebel  wirkend  ein  dar- 
unter befindliches  auf  seiner  untersten 
Lagerfuge  nach  aufeeu  zu  verschieben 
strebt. 

Es  sei  Fig.  662  ABKL  das  Gewölb- 
stück,  welches  durch  die  Hebel  Wirkung 
des  oberen  Stücks  ABDE  das  Bestreben 
erhält,  auf  der  Lagerfuge  KL  nach  aufsen 
tu  gleiten.  Ist  r  die  wirkliche  horizon- 
tale Scheitelspannung,  so  wirkt  auch  die- 
selbe (s.  No  10)  in  der  Kante  E  hori- 
zontal und  in  E  das  Gewicht  des  Ge- 
wölbstücks ABDE  vertikal.  Dies  letztere 
setzt  sich  mit  dem  Gewicht  des  unteren 
Wölbstücks  DEEL  zu  einer  Mittelkraft 
zusammen,  welche  dann  in  dem  Schwer- 
punkt G  des  ganzen  Gewölbestücks  ABKL 

Fig.  662. 


r  - 


lothrecht  abwärts  wirkt,  und  welche  =  ist 
dem  Gewicht  Q  des  Gewölbestücks  .4 BKL. 

Beide  Kräfte  /'  und  Q  schneiden  sich 
in  dem  Punkt  M  und  durch  diesen  Punkt 
ist  auch  die  Mittelkraft  Ii  zwischen  bei- 
den Kräften  /',  Q  gerichtet.  Soll  nun 
ein  Gleiten  des  Steins  DEEL  nach  aufsen 
möglich  sein ,  so  kann  die  Mittelkraft  H 
nicht  zwischen  Q  und  das  Loth  NJ  auf 
KL  fallen ,  sondern  sie  mufs  links  von 
dem  Loth  MJ  wie  nach  M Ii  gerichtet 
sein. 

Ist  nun  /^JMR  gröfser  als  der  Rei- 
bnngswiukel  r,  so  geschieht  die  Gleitung, 
ist  er  kleiner  so  geschieht  sie  nicht  und 
für  das  Gleichgewicht  ist  £JMR  =  »/>s=f 
Bezeichnet  man  daher  den  Z_ACK  zwi- 
schen dem  Scheitelloth  und  der  Fuge  mit 
7,  so  ist  auch  Z.NNK=w  also  z_NMJ 
=  90°-  (f  und^RMQ  =  90°+  i;<-y 
=  90°  -  (7  -  ./.) 

Nun  ist,  wenn  man  mit  P,  Qt 
R  das  Parallelogramm  der  Kräfte 
bildet, 

Q  ig  RiVQ  =  F 

oder  Qtg  [90° -(7  -  *>>))  =  F 


oder 
oder 

oder 


Q  cot  (7  -  i/O  =  F 

Ptg  ('/•-»/')=(> 

i  +  tg>i  -  ig 
w»n,„   <*    =  (VH1) 

17.  Beispiel.  Der  Satz  No.  16 
soll  auf  das  in  den  früheren  schou 
untersuchte  Kreisbogeugcwölbe  au- 
gewendet werden. 

Es  ist  wie  No.  12 

<?=i(*»-l)r»,r 


daher 


2P* 

.  h  *  Igj^  *  (i«'-l)r>y  =  («>  -  1)  r«  *  7  y 
19  v"P'+r(»,-0r>v  tgv  _2F_ 

r»+''  '9'f 


oder  wenn  man  den  constanten  Werth 


2P' 
(»«  ~  1)  r 


=  A  setzt 


9  y    A  +  (flg<f  A 


'9  </> 


+  V 


Da. nun  für  die  Hebelwirkung  nach  No.  12,  Formel  VIb 

9 


=  J(h»  -  1)  r» 


n  -  cot  7 


•2-  1 


Li"  "1 

n  —  cot  if  »"  —  1 


(1) 


(IX) 


(X) 
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Wobei  zu  bemerken,  dafs  dieses  letzte  immer  kleiner  nnd  es  wird  einen  Werth 
q  in  dem  Ausdruck  für  A  dem  jedesma-  ,  ,  ,       7       i  , 

ligen  Maximum  für  »  (No.  12)  entspricht,  Yon  <*  &eben»  fur  *«««n  jr~  =  *  »1*° 

und  dafs  für  jedes  bestimmte  n  das  aus  tgxp-  y  =  0  ist.    Dies  ist  der  Ort,  an 

dem  Maximum  hervorgehende  constante  welchem  die  Mittelkraft  R  in  das  Loth 

F  in  jeder  Fügenkante  wie  E,  l  das-  MJ  fallt.    Wachst  7  noch  mehr,  ent- 

selbe  bleibt  fernt  sich  also  die  Fuge  vom  Scheitel, 

Nun  ist  jederzeit  A  <  1 :  In  No.  15  ist  „ 

berechnet,  dafs  für  n  =  l,01  der  Werth  so  wird        <  A,  tg  tf,  wird  positiv  nnd 

von  ^  =  0,88459  und  dafs  er  mit  dem  ^  ^j^rt  Ä        von  dem  Loth  MJ 

Wachstham  von  n  immerfort  abnimmt.  ab  links  nach  aufoeo 

Da  nun        ebenfalls  <  1  aber  mit  be-  Nun  ist  zu  untersuchen ,  ob  mit  dem 

i.                u                 a      iu.a»,.  ferneren  Wachsthum  von  o»  auch  tg  \l> 

hebiger  Abnahme  von  7  dem  Werthe  fortge8eüt  wächst  oder  wiederum  abnimmt^ 

=  1  Beliebig  nahe  gebrach   werden  kann,  wo  ^ann  (ör  ein  bestimmtes      ein  Ma- 

so  ist  für  sehr  kleine  Werthe  von  7,  also  ximum  ffir  ^  ent8tehen  wördey  jj,  ^ 

für  die  Stellen  nahe  am  Scheitel,       >  A  aber  tg  tu  fortgeseUt  wachsen,  wenn  der 

*9  V   .  Unterschied  der  Werthe  von  tg     die  tu 

und  hiermit  tg  to  und  \p  selbst  negativ :  2  zunächst  auf  einander  folgenden  Wer- 

d.  h.  die  Mittelkraft  Ä  ist  nach  dem  In-  then  von  7  gehören,  immer  positiv  ist. 

nern  des  Gewölbes  gerichtet  und  es  kann  Bezeichnen  y/  und  7  zwei  zunächst  auf 

kein  Ausweichen  eines  Gewölbstücks  nach  einander  folgenden  Fugenwinkel,  von  wel- 

aufsen  geschehen.  crjen  und  sind  \l>'  und  »/*  die  dazu 

Mit  dem  Wachsthnm  von  7  wird  gebörigen  Werthe  der  Mittelkraftswinkel, 

'         tgy  so  hat  man 

^4  cos  7'  -f-  7'  st»  7 '    ^4  cos  7  -f-  7  ftn  7 
_  A*  siw(7 '  -  7)  -  A  (7/  -  7)  cos  (7*  -  7) +  7' 7  st»  (7*  -  7) 
(vi  cos  7 '  -f  7 '  SIN  7  ')  (i4  cos  7  +  7  **»  7) 

_    ii'  +  7,y-^(y/ -7) y)     .  /6) 

"  (A  cot  7'  +  7 '  stn  7/)  (vi  cos  7  +  7  «»  7>       *  9 

Aus  dieser  letzten  Form  der  Tangen-  liebig  nahe  gebracht  werden.  Daher  ist 
tendifferenz  ersieht  man,  dafs  das  Vor-  auch  A(<f>' —  q)cot{f'  —  7)  immer  klei- 
seichen derselben  blofs  von  dem  des  Zäh-  ner  als  A  und  kann  durch  Annäherung 
lers  abhängt,  denn  der  Nenner  und  der  von  7'  an  7  dem  Werthe  A  beliebig 
zweite  Factor  sind  positiv.  nahe  kommen. 

Es  kommt  also  darauf  an,  für  welche  Da  nnn  «.»>-  8o  ist  7*7  >?' 

verschiedene  Gerthe  von  7'  und  7  der  nnA       At  ,    ,   ^Atj_  » 

Zähler  positiv  und  negativ  ist.  una          +  y  ?>/i 

_  7  Die  erstere  Summe  kann  aber  wieder 

Nun  ist  (7'—  7)  col  (7'—  7)  =  7?7~t_—\  der  zweiten  durch  Annährung  von  7'  « 

immer  kleiner  als  1,  kann  aber  mit  VeV  l'J/^v*  *ebracht  werdeD*  Au§ 
minderung  von  7'- 7  dem  Werth  l  be-  be,den  Vergleichungen 

A  (7'  -7)  col  (7/  -7)  <il 

A»  +  yV  >i4*7*  

folgt  A*  -h  7  '7  -  A  (7 '  -  7)  cot  (7 '  -  7)  >  A*  +  7  »  -  A  (6> 

Es  kann  aber  das  erste  Aggregat  dem  negativ  wird,  und  dann  ist  IgifS-lSV 
zweiten  beliebig  nahe  kommen.  ebenfalls  negativ. 

Ist  daher  A'  +  9»  -  A  negativ,  so  kann  Wird  A*  +  <[*-A= 0  »0  wird  -  f 88 J 
7'  an  7  so  nahe  gebracht  werden,  dafs  odery'  =  V.  Wird  von  hier  ab  A"  -f-  9  "1 
auch  die  linke  Seite  der  Vergleichung  positiv,  so  wird  auch  tg  yt'—ig  i>  110(1 
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ij/'  —  y  positiv  und  tg     und  t//  nächst  ,               .  _  jj_ 

dein  Obigen  nach  fortdauernd  mit  dem  ot  e                  *9  <f 

Wachsthum  von  (f.  Nacn  n0>  15  ist 

Denn  da  A  immer  <  als  l  ist,  so  ist  für  »=1,01     vi  =0,88459 

A-A*  positiv  und  für  einerlei  »  con-  »=l,l      J  =  0,61320 
stant;  es  ist  also  in  dem  letzten  Fall 

«/:»  >  M  -  ^  und  A*  +  o; 3  -  A  wird  mit  n  ~  *>3      ^  ~ 

dem  Wachsthum  von  <f  immer  gröfser.  »  -  M      A  -  0,33670 

Ueber  das  Verhalten  des  Z  •''  hei  ne-  Um  nicht  den  Bogen  tp  mit  Logarith- 

gativem  A*  +  </*  -  A  ist  noch  Folgendes  men  in  Rechnung  bringen  zu  müssen 

zu  bemerken:  Für  kleine  Winkel  ist  nach  hat  man 

dem  Obigen  auch  \p  negativ.    Da  nun  Rrtffftn  tr  -  JL.  « 

oder  t^'  und  1//  absolut  genommen,  i|>'  -f  i/>  jgo 

<  0  so  mufs  %l>'  negativ  gTÖfser  sein  als  also            <f 0  =  —  (Bogen  (f) 

\».    Aus  diesem  Grunde  wichst  Z'f  ne"  o  ,oft 

gativ  vom  Scheitel  ab  bis  zu  dem  Werth  und           JL-  =  _  A 

von  ^  für  welchen  Aa  +  Q*  -  A  =  0  ist,  tg  (f  * 

wo  loif/  und  ^  ihre  gröfeten  negativen  Nun  berechnet  man 

Werthe  haben.    Von  hier  ab  nimmt  *f>  180  .     ,  .^„.p 

wieder  negativ  ab  bis  zu  dem  Werth  1//  für  » =  1|01  log~A  =  1,7048646 

für  welchen  A  =  -2-,  wo     =  0  ist  und  1,1  =1,5457247 

,  ..     *9<f  .  1,3  =1,3726613 

von  hier  ab  bis  y  =  90J  wachsen  lo  ^  und  _  oa,„rr- 

und  1/»  fortdauernd  positiv,  so  dafs  *  für  M  ~ 

n  in  der  untersten  am  Widerlager  be-  Ferner  setzt  man  -t— =  </°  cotq 

findlichen  Fuge  ein  Maximum  ist.  tyf 

Gibt  man  dem  Ausdruck  ft  =  Ig  V  «nd  berechnet  log  <j  +  /oy  cotq  =L 

Atga-a       ,  n.  .  .       .   ,     v  Man  erhält,  wenn  man  das  Gewölbe 

=  A+^tfa  dUtch  DlVm°a  ^  ^  ^  bei  »  =  1,01  zum  Beispiel  nimmt, 

ner  die  Form  Für  a  =  33°   I  =  1,7059965 

«(1  +  fgM  ?  =  34°    L  =  1,7024912 

p  ~  tg  t}t  -  tg «     A  +  ntg  a  Es  liegt  also  das  gesuchte  9'  zwischen 

so  ersieht  man,  dafs  f*  mit  A  zu-  und  33*  und  34°. 

abnimmt,  und  da  mit  der  Zunahme  von  Man  hat  nach  der  Regula  falsi: 

n  also  mit  der  größeren  Stärke  des  Ge-  33°  -  tf' :  33°  -  34°  =  11319:  35053 

wölbes  A  abnimmt,  so  ist  das  Rückglei-  „' -  33°  =  11319  •  60' =  20' 

ten  eines  Gewölbestücks  auf  der  unteren  woraus   *     ™  35053 

Fuge  um  so  weniger  zu  besorgen,  je  stär-  ului  für  33°  20'  ist  L  =  1,7048440 

ker  es  ist,  und  um  so  mehr  zu  erwarten  NuQ  ist  wieder 

je  schwächer  es  ist.  33o  _  ^0  20, .   ,  _  330  20»  _  j  1624  :  206 

Die  Praxis  verlangt  die  Kenntnifs  von    ,  _ '        ,  „ 

dem  inneren  Zustand  eines  zu  erbauen-  *orau»    ;/  =  33  19  39 

den  Gewölbes  und  will  auch  in  dem  vor-  denn  L  für  «/   ist  -  1,7048644 

liegenden  Fall  nicht  nur  die  gefährlichste  Es  ist  also  der  Winkel  z wichen  der 

Stelle  desselben  wissen,  sondern  auch  Fuge  und  dem  Scheitelloth,  bei  welchem 

dessen  Verhalten  und  der  Fortschritt  der  ^_    -  0  ist,  wobei  also  die  Mittelkraft  R  . 

Nachtheile  von  der  ungefährlichsten  Stelle  normal  auf  die  Fuge  gerichtet  ist  - 

ab  ist  von  Interesse.  Aus  diesem  Grunde  330  19'  39". 

soll  das  Verfahren  zur  Ermittelung  der  Für  alle  uejneren  Winkel  wird  tq  * 

fraglichen  Punkte  mit  Zahlen  erläutert  und  ^        tiv  uud  e8  m\t  die  jiittel- 

werden.  kraft  innerhalb  des  Gewölbes. 

A.  Auffindung  des  Orts,  wo  die  B    Auffiudung'  des  Orts  wo  u»  sei 

Mittelkraft  Ä  in  die  auf  die  Fuge  neD  „rotten  negativen  Werth  hat, 

gerichtete  Normale  fällt.  w0  »la0  die  Mittelkraft  dem  Mit- 

Für  diesen  Fall  bat  man  den  Zähler  telpunkt  des  Gewölbes  oder  dem 

in  Formel  2:  Fugenhalbmesser  am  nächsteu 

(t      .  Hegt. 

^-,7^  =  °  Für  diese  Fuge  ist  A'  +  tf-A^Q 

III.  12 
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Nun  hat  man  A  =  0,88469 
i4a  =  0,78255 


also  Bogen  V  =  K0.10204  =  0,319437 


und 
Man 

mel  2, 


18°  18*  8" 
findet  der  Reibe  nach  aas  For- 


für  tf  -  0,  also  dem  Scheitel  Ig  = 


A  -  1 

oo  +  O 


=  -0 


y  =  1°  Ig  ip  =  -  0,02267 

</  =  18°  tyV  =  ~  0,02554 

V  =  18°l8'  8"  =  -  0,02718 
y  =  19°  l^i^  = -0,02705 

V  =  33°  19'  39"  lgH>  =  0 


«/>  =  -  1°27J' 
i^=-  1°  334' 
y  =  -  1°33' 
i/'  =  0 


Am  Scheitel  (</  =  0)  also  fällt  die  Mit- 
telkraft rechtwinklig  auf  die  Scheitelfuge, 
Z_  ist  -  0  und  wächst  negativ  bis 
zu  seinem  gröfsten  Werth  1°  33  J'  von 
wo  er  wieder  negativ  abnimmt  und  bei 
V=33°  19'  39"  wieder  zu  Null  wird. 

Die  empfindlichste  Stelle  des  Gewölbe» 
für  die  Ruckgleitung  ist  die  Widerlager- 
fuge. 

Nimmt  man  das  schwächste  Gewölbe 
für  »=1,01,  so  hat  man  nach  No  15: 
A  =  0,88459. 

0,88459- 


Älso    Ig  t>>  = 


tgu 


0,8*459 

tg  « 


+  « 


Setzt  man  für  den  nachteiligsten  Fall 
Z  n°  =  90°  also  Bogen  tt  =  fv  so  ist  tg  a 
=  *  und 

,    ,  0,88459 

In  allen  den  Fällen  also,  wo  No.  8  die 
Yersuchszahlen  für  /u  kleiner  sind  als 
0,56315  rauh  das  Gewölbe  stärker  sein, 
oder  die  Fuge  inufs  am  Widerlager  einen 
kleineren  Fufswinket  als  90°  erhalten. 

Für  das  Gewölbe  n  =  1,01  und  A  =  0,01320 
hat  man  für  «  =  90° 

0,61320  Ai^n 
Igt!-  ---    -    =  0,4660 

FürdasGowÖlbe  »=1,3  und  ,4=0,41166 
0,41166 


Ig  i/,  = 


=  0,20887 


Kür  das  Gewölbe  n=  1,4  und  .4  =  0,33670 

1,*-°'?--  =  0,21430 

Alle  die>e  Gewölbe  haben  für  die  Mit- 
telkraft am  Widerlager  einen  Winkel 
der  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel 
und  sind  somit  gegen  da»  Rückgleiten 
eines  Gewölbestücks  gesichert. 

18.  Es  sollen  die  Bedingungen  des 


Gleichgewichts  eines  überall  gleich  star- 
ken Kreisbogengewölbes  und  seiner  Wi- 
derlager unter  der  Voraussetzung  ermit- 
telt werden,  dafs  ein  oberes  Gewölbe  - 
stück  als  Keil  wirkend  das  darun- 
ter befindliche  zum  Rückgleiten 
bringt. 

Hierunter  ist  verstanden,  dafs  ein  oberes 
Gewölbstück  vermöge  der  Keilwirkung 
nach  innen  gleiten  will  und  mit  die- 
sem Bestreben  das  darunter  befindliche 
Gewölbstück  die  Einwirkung  zu  m  G 1  ei  - 
ten  nach  aufsen  mittheilt. 

Die  erstgenannte  Wirkung  des  oberen 
Wölbstücks  ist  für  ein  Kreisbogengewölbe 
in  No.  9  mit  Fig.-  659  betrachtet  worden  : 
das  Wölbstück  ABDE,  ein  Kreisringstück 
unter  dem  Centriwiukel  tf  erhält  dadurch 
das  Bestreben  nach  innen  zu  rutschen, 
dafs  die  aus  der  Kraft  P  nnd  dem  Ge- 
wicht Q  hervorgehende  Mittelkraft  R  rechts 
der  Normale  FH  fällt  und  es  ist  für's 
Gleichgewicht  (Formel  3) 
P- Q  cot  (,f  +  »)  =  $(»»- l)r«v  col(q  +  i) 

Ferner  ist  zu  Verhütung  des  Rutschens 
nach  innen  unter  der  Bedingung,  dafs 
«  =  Ig  t  -  J  ist,  im  Maxiiuo  (Formel  5) 

Y  cot  (<f  -f  0  =  0,34788 
und  der  Horizontalschub  (P)  für  die  Keil- 
wirkung im  Maximo  (Formel  II) 
P=  0,17394  (»J-  l)r» 

Mit  diesem  constanten  Werth  von  P 
ist  auch  der  dem  Maximo  entsprechende 
Z  ACD  (Fig.  659)  -  q  =  27°  18'  für  die 
folgende  Untersuchung  beseitigt. 

Die  zweite  Wirkung,  das  Gleiten  nach 
aufsen  ist  im  Allgemeinen  für  das  Ge- 
wölbe in  No.  16  mit  Fig.  662  untersucht. 
Hier  ist  AB  DE  das  Gewölbstück,  dessen 
Kanten  AB  und  DE  den  lieseitigten  Ma- 
ximalwinkel in  C  bilden  und  das  auf  das 
untere  Wölbstück  DEKL  mit  der  Hori- 
zontalspannung in  Maximo 

=^0,17394  (»»-  l)r« 
eineWirkung  zum  Auswärtsgleiten  äufsert, 
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indem  das  Gewicht  beider  Gewölbstücke 
zu  dem  einzigen  Q  vereinigt  der  Hori- 
zontalspannung P  nachgibt,  so  dafs  die 
Mittelkraft  R  aufserhalb  des  Gewölbes 
fallt. 

Die  Formeln  No.  16  beweisen  übrigens 
ihre  gänzliche  Unabhängigkeit  von  der 
Lage  des  Punktes  M,  in  welchem  beide 
Kräfte  P  und  Q  sich  schneiden  und  For- 
mel VIII  gibt  für's  Gleichgewicht  der 
Kräfte  mit  der  Reibung 

yv  P+Qtgq 
wo  (f  den  Winkel  bedeutet  den  die  un- 
tere Fuge  beider  Gewölbstücke  mit  dem 
Scheitelloth  bilden. 

Setzt  man  nun 
für  P  den  Werth  0,17394  (w3-  1)  ra 
für  Q  den  Werth  \  (»«  -  1)  r\, 
und  dividirt  Zähler  und  Nenner  mit 
±  («*  -  1)  r',  so  erhält  man 

,  -  °.34788  *S[qP_-£  _  0,34788  -qcoltf 
*9  ^  ~  0^34788  +  (f  tgy  ~  0,34788  cot  q  +  y 

Der  Werth  von  tg  xp  wird  also  im  Ma- 
ximum für  <f  -  90°.  Für  diesen  Werth 
hat  man 

,  0,34788 
ig  ip~  =  0,22145 

Es  ist  also  tg  1  =  u  immer  gröfsor  als 
der  Winkel,  den  nach  aufcen  die  Mittel- 
kraft R  mit  dem  Loth  auf  die  Fuge  bil- 
det, und  es  kann  in  Folge  der  Keil  - 
wirk  ungkein  unteres  Gewölbstück 
nach  aufsen  rutschen. 

19.  Es  sollen  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  eines  gleich  starken  Kreis- 
bogengewölbes und  seiner  Widerlager 
unter  der  Voraussetzung  ermittelt  wer- 
den, dafs  ein  unteres  Gewölbstück 
als  Hebel  wirkend  sich  nach  ein- 
wärts dreht. 

Ist  Fig.  663  DEKL  das  Gewölbestück, 
welches  das  Bestreben  hat,  um  die  un- 
tere Innenkante  L  nach  einwärts  sich 
zu  drehen,  also  die  Fnge  LK  bei  K  zu 
öffnen,  so  prefst  es  mit  der  äufseren 
Oberkante  D  gegen  das  obere  Gewölb- 
stück ADER,  es  strebt  dasselbe  um  diese 
Kante  D  nach  innen  zu  drehen  und  die 
Fuge  DE  bei  E  zu  öffnen.  Mit  diesem 
Bestreben  entsteht  zugleich  ein  Gegen- 
druck des  oberen  Stücks  AR  DE  in  der 
Unterkante  R  der  Scbeitelfuge  gegen  das 
rechts  befindliche  Scheitelstück  und  ein 
Bestreben  zu  Oeffnung  der  Scheitelfuge 
in  A. 

Es  ist  dieser  Fall  also  der  entgegen- 
gesetzte von  No.  10  mit  Fig.  660.  Der 
Horizontaldruck  wirkt  dort  in  A,  hier  in 


z?,  und  gehtrvou  R  auf  den  festen  Punkt 
D  über,  wo  er  der  Drehung'  um  L  wi- 
dersteht, während  dort  eine  Drehung  um 
K  vorausgesetzt  worden 

Die  Kraft  P,  wirkt  demnach  mit  dem 
Hebelsarm  MO  =  x,  auf  die  Drehaxe  L 
um  die  Oeffnung  der  Fuge  bei  K  zu  hin- 
dern ;  ihr  entgegen  wirkt  Q  in  G  mit  dem 
Ilebelsarm  (LO  -  QJ)  =(y"-*)  indem 
sie  beabsichtigt  die  Fuge  in  K  zu  öffnen ; 
ferner  bat  das  Gewicht  Q*  in  &  dieselbe 
Absicht  und  wirkt  mit  dem  Hebelsarm 
{LO  -  G'N)  =  (y"  -  O.  Man  hat  also  die 
Gleichung: 

>(Q  +  <ny"-M  +  *•(>') 

Setzt  man  (wie  No.  10)  \Y  =  dem  Ge- 
wicht beider  Gewölbestücke,  oder  der  gan- 
zen AR  KL ;  «  dessen  Abstand  vom  Schei- 
telloth, so  ist 

Q  +  Q'=W 

daher       P,x,  ^  y"W  -uW 

5  W(y"-u) 

wo  y"  -  u  der  Abstand  des  Schwerpunkts 
des  ganzen  Gewölbestücks  von  der  Kante 
L  ist. 

Vergleicht  man  diese  Bedingung  mit 
der  aus  No.  10 

PV5(y'-  u)  W 

so  hat  man  in  beiden  die  Länge  u 
übereinstimmend,  y'  aber  >  y"  folglich 
das  Moment  der  wirklichen  Scheitelspan- 
nung für  die  Hebelwirkung  gröfser  als 
das  für  das  Einwärtsdrehen  eines  unteren 
Wölbstücks.  Ist  daher  das  Gewölbe  mit 
der  wirklieben  Scheitelspannung  im  Gleich- 
gewicht, so  wäre  der  Bedingung  gemäfs 
P,t,  gewifs  grörser  als  W  {g'J  ~  u)t  wäre 
Px'  aber  auch  kleiner,  so  wäre 
Px'-P,x,  =  (y'-u)W-(y"-u)  W 

=  C*  -  y")  »' 

und  es  könnte  das  Moment  der  wirkli- 
chen Scheitelspannung  von  dem  Moment 
der  Spannung  für  Einwärtsdrehen  eines 
unteren  Gewolbestückes  nur  übertroffen 
werden,  wenn  y"  >  y  wäre,  welches  nicht 
möglich  ist. 

20.  Ein  unteres  Gewölbstück,  welches 
als  Hebel  wirkend  sich  einwärts  dreht, 
kann  mit  diesem  Bestreben  ein  oberes 
Wölbstück  nicht  als  Keil  zum  Kückglei- 
ten  bringen,  denn  die  wirkliche  Scheitel- 
spannung P'  für  die  Hebelwirkung  ver- 
hindert das  Einwärtsdrehen  der  Wölb- 
stücke, die  Keilwirkung  kommt  aber  erst 
dann  in  Betracht,  wenn  deren  Scheitel- 
spannung P~>  ist  als  die  für  die  Hebel- 
wirkung P'  und  dann  verhindert  die  Schei- 

12* 
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telspannnng  P  das  Einwärtsdrehen  der 
unteren  Wolbstücke. 

21.  In  den  bisherigen  Untersuchungen 
der  Gewölbe  ist  jederzeit  eine  Fuge  im 
Scheitel  angenommen  worden,  es  fragt 
sich  nun  wie  die  Kräfte  und  Wirkungen 
sich  verhalten  wenn  das  Gewölbe  einen 
Sehl u f ss t ein  hat.  Da  nun  die  wirk- 
lichen Scheitelspannungen  für  die  Keil- 
wirkung und  für  die  Hebelwirkuug  die 
hervorragendsten  Kräfte  sind,  so  kann  die 
Untersuchung  auf  diese  beiden  sich  be- 
schränken. 

Es  sei  ABDE  der  halbe  Schlufsstein 
des  Gewölbes  von  dem  Gewicht  Q  in  dem 
Abstand  GJ  =  i  dessen  Schwerpunkts  G 
vom  Scheitelloth  wirkend.  Der  Abstand 
DM  der  oberen  Aufsenkaute  D  vom  Schei- 
telloth sei  y;  der  lothrechte  Abstand  AM 
der  Kante  D  vom  Scheitel  A  sei  er. 

Fig.  663. 


stein  folglich  mit  dem  halben  Gewicht 
Q  in  der  Stützkante  D  lothrecht  abwärts, 
beide  Kräfte  Q  und  Q'  vereinigen  sich, 
die  Drehung  des  unteren  Gewolbstücks 
EÜLK  am  die  Kante  L  zu  vollbringen, 
die  Kraft  P"  wirkt  die  Drehung  zu  ver- 
hindern. Für's  Gleichgewicht  hat  man 
daher  die  Momcntengleichung  in  Bezie- 
hung auf  die  Axe  L : 
(A  0-AM)P„=  (iL  0-DM)Ql  (L  0-G'N)Q' 
oder      x'P,,=(j/"'y)Q  +  (jf"-i')Q' 


woraus 


oder 


p  (y"-OQ'+(y"-y>g 


X 


P..  = 


■  -■  t  * 


Das  dem  Schlufsstein  zunächst  befind- 
liche Gewölbstück  DELK  habe  das  Ge- 
wicht Q\  der  Abstand  G'N  seines  Schwer- 
punkts G'  vom  Scheitelloth  sei  *',  der 
der  inneren  Unterkante  L  von  dem  Schei- 
telloth sei  L()-y",  und  der  Abstund  AU 
der  Kaute  L  vom  Scheitel  A  sei  x. 

Da  nun  in  AB  keine  Fuge  ist,  so  kann 
weder  in  A  noch  in  B  Bestreben  zur 
Drehung  sein;  die  Hebelwirkuug  kann 
also  nur  von  dem  Gewölbestück  DEEL 
ausgehen,  und  es  wird  dann  vermöge 
seines  Gewichts  Q'  in  G'  das  Bestreben 
haben,  sich  um  die  innere  Unterkante  L 
nach  einwärts  zu  drehen;  hierdurch  aber 
geschieht  ein  Druck  des  Gewölbestücks 
gegen  den  Schlufsstein  in  der  Kante  D 
und  der  Schlufsstein  wird  in  dieser  Kanto 
D  der  Drehung  um  die  Kanto  L  mit 
einem  Hurizontulschubc  P,,  Widerstand 
leisten.  Das  Gewicht  des  Schlufssteins 
wirkt  im  Scheitelloth  AB  auf  beide  Ge- 
wölbehälften zugleich,  der  halbe  Schlufs- 


In  No.  19  ist  die  Kraft,  welche  bei 
einer  Scheitelfuge  derselben  Drehung  um 
L  widersteht 

y'^Q  +  Q^-W-iQ 
'  x' 

also  ist     P,  -P,,  =  (y-*)Q 

X 

Es  ist  aber  y  >  s 
folglich  ist  die  Kraft  P,  bei  einer  Schei- 
telfuge gTÖfser  als  die  Kraft  P,,  bei  einem 
Schlufsstein  und  mithin  die  Stabilitä  t 
des  Gewölbes  bei  einem  Schlufs- 
stein  mehr  gesichert  als  beieiner 
Scheitelfuge. 

22.  Für  ein  Gew  ölbe  ist  die  Scheitel - 
spannuug  der  Art  bestimmt  worden,  dafs 
es  den  Anforderungen  der  Stabilität  ent- 
spricht. Die  Abmessungen  seiner  Wi- 
derlager sollen  so  festgesetzt  werden,  dafs 
dieselben  sowohl  gegen  das  Verschieben 
als  gegen  das  Umwerfen  gesichert  sind. 

Es  sei  Fig.  664  DFHKL  der  Quer- 
schnitt des  trapezförmigen  Widerlagers, 
die  halbe  Spannung  des  Gewölbes  =  b, 

Tie  664. 
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die  liebte  llöhe  bis  znr  Horizontalen  der 
inneren  Oberkante  des  Widerlagers  =  «r, 
die  wirkliehe  Scheitelspanunng  =  />,  der 
Fufswinkel  FHJ  =  n,  die  innere  Höhe  des 
Widerlagers  =  A,  die  obero  Broito  dessel- 
ben f7/  =  c,  die  änfsere  Böschung  HL 
sei  nfüfsig,  die  nntere  Breite  DL  =  x; 


die  Gewichtseinheit,  wie  bei  den  früheren 
Untersuchungen  =  der  Flächeneinheit,  Q 
das  Gewicht  der  Gewölbehälfte,  d  der  Ab- 
stand dessen  Schwerpunkts  vom  Schei- 
telloth. 

Der  Querschnitt  des  Widerlagers  ist 
ss  den  Trapezen 


DEFtt  +  Eli  KL  =  \(DF  +  ZU)   DE+\  llh  -f  EL) .  EH 
Nun  ist    DF  =  A 

EH-  EJ+JH=h+c  cos  a 
DE  =  c  sin  a 

also    J  (DF+  EH)  •  DE  =  |  (2A  +  c  cos  a)  c  •  «in  u 

HK  =  DL  -  DE  -  ML  =  x  -  c  sin  «  -  n  •  EH 

=  x—  c  «in  «  —  n  (A  -f  c  co«  «)  =  x  —  c  («in  a  +  n  co«  «)  -  nh 
EL  =  ÖL  -  DE  =  x  —  c  sin  a 
also      l  (//A'  +  EL)  EH  =  [x  —  c  «in  «  -  in  (A  -f-  e  co«  «)]  (A  +  c  cos  o) 
Mithin  das  Trapez  DFHKL 
—  x  (A  +  c  cos  n)  -f  (A  +  Je  co*  er)  c  •  sin  ot  —  [c  lin  rt —  in  (A  -  c  cos  «)]     +      co«  n) 


welches  der  Kiirzo  wegen  bezeichnet  wor- 
den soll 

Ax+  B 

dann  ist  das  Gesammtgewicht  des  Ge- 
wölbes mit  dem  Widerlager 

Ax+  B+  Q 

Aus  diesem  Gewicht  entspringt  an  der 
Grundflächo  des  Widerlagers  eine  Rei- 
bung =    (Ax  +  B  +  Q) 

Also  für's  Gleichgewicht  und  die  Si- 
cherheit gegen  das  Verschieben  des  Wi- 
derlagers mit  dem  Horizontalschub 
P<h{Ax  +  ß+(>) 

Man  nimmt  für  die  Sicherheit  an,  dal's 
der  Reibungswiderstand  mindestens  um 
die  Hälfte  gröfser  sei  als  der  Horizontal- 
schub, also  die  Gleichung  für  die  Stabi- 
lität gegen  das  Verschieben  ist 
|P=s/i  (Ax  +  /?  +  <?) 

woraus 

,-i/3P  n  n\  1  -  3P  ~  2"  (g  +  21 
•~V5»         V  T  27,A 

Hat  das  Widerlager  horizontale  Fugen, 
so  kann  anf  der  obersten  horizontalen 
Fuge  ein  Gleiten  des  Oberkörpers  erfol- 
gen; alsdann  wird  die  Stärke  x  in  dieser 
Fuge  und  A  von  derselben  Fuge  bis  zur 
inneren  Anfänger-Kante  F  gemessen. 

Soll  das  Widerlager  durch  den  Hori- 
zontalschub P  um  die  Kante  L  nicht  ge- 
dreht und  umgeworfen  worden  können, 
so  darf  das  Moment  des  halben  Gewöl- 
bes und  des  Widerlagers  in  Beziehung 
auf  die  Kante  L  genommen  nicht  kleiner 
sein,  als  das  Moment  des  Horizontal- 
schubes  P  in  Beziehung  auf  dieselbe 
Kante  L. 


Der  nebelsarm  des  halben  Gewölbes 
ist  =  x  -f  b  -  d 

also  dessen  Moment  in  Beziehung  auf 
L  =  (x  +  b  —  d)  Q. 

Ist  das  Gewicht  des  Widerlagers  o,  die 
Entfernung  des  Loths  aus  dessen  Schwer- 
punkt von  L  =  c  so  ist  dessen  Moment 
in  Beziehung  auf  die  Kaute  L  =  e  ■  q ; 
der  Horizontalschub  hat  den  nebelsarm 
a  +  A  mithin  ist  für's  Gleichgewicht  und 
Sicherheit 

/'(a  +  A).  (x  +  b  -d)Q  +  tq 

Auch  hier  soll  der  Sicherheit  wegen 
das  Momont  des  Widerstandes  das  ljfacho 
von  dem  Moment  der  Scheitelspannung 
bot  ragen. 

23.  Den  Horizontalschub  eines  Gewöl- 
bes zu  bestimmen ,  dessen  innere  Wölb- 
linie ein  Kreisbogen,  dessen  änfsere  aber 
eine  Horizontallinio  ist,  die  noch  ausser- 
dem eine  nach  ihrer  Länge  gleicbmäfsig 
vertheilte  Belastung  trägt. 


Fig.  665. 
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A.  Wenn  die  Wölbfugen  bis  zur  ober-  dem  Scheitelloth  =*,  der  Abstand  EJ 

sten  Horizontallinie  sich  erstrecken.  der  Bogenkante  E  von  demselben  Loth 

Es  sei  BF  die  innere  Wölblinie  vom  -  y,  der  Abstand  EK  derselben  Kante 
Halbmesser  BC=rt  die  Stärke  AB  des  von  der  Horizontalen  AH  =  x,  das  Ge- 
Gewölbes im  Scheitel  =  d,  die  Belastung  wicht  des  Gewölbestäcks  AB  EH  =  Q  nnd 
der  Horizontalen  auf  die  Längeneinheit  die  Scheitelspannnng  in  A  =  P,  so  hat 
=  q ,  der  Winkel  HCB  eines  Wölbstückes  man  für  die  Kante  E  als  Drehaxe:  das 
=  (p.  Alsdann  ist  die  Belastung  auf  die  Moment  der  Scheitelspannung  für  die 
Länge  AH  —  {r  +  d)qtgq.  Hebelwirkung  =  der  Summe  der  Momente 

Ist  G  der  Schwerpunkt  des  Gewölb-  von  Q  und  q.    D.  b. 
Stückes  ABEH,  dessen  Abstand  GM  von 

xF  =  (y  -»)(?  +  (y  -  \  AH)  AH .  q 

=  (y  -*)<?  +  \y  -  i  (r  +  d)  tg  y }  (r  +  rf)  q  Ig  tf 
hieraus  die  Scheitelspannung  für  die  Hebelwirkung: 

p  =  y[Q  +  (r  +  d)qtgcr]-zQ-\{r  +  d)>qt9  »y 

x 

Nun  ist    (>  =  A  CAH  -  Ausschnitt  CBE 
=  lAC*AH-iBC  V 
=  i{r  +  d)Ugq:-ir*<p 

Ferner  ist  *(?=  dem  Moment  des  &CAH  —  dem  Moment  des  Ausschnitts  C££, 
beide  Momente  in  Beziehung  auf  das  Scheitelloth  AC. 
Das  Moment  des  &CAH  in  Beziehung  auf  AC  ist 

&CAH  *h  AU^Hr  +  d)*^  <f  •  kir**)*  <t 
=  tir  +  d)»tg>cf 

Der  Ausschnitt  CBE  ist  =  $r  V-  ziehung  auf  v4C 

Der  Abstand  des  in  der  nalbirungs-         .'*n*(k<])           „  ,  .  . 

«nie  von  y;  liegenden  Schwerpunkts  des      -  »  " " =    *  r  *  ir  ^  J  r  (i  <r) 

Ausschnitts  vom  Mittelpunkt                            das  Moment  des  (.ewolbestöcks 

ist  =  j  "»ü??  r  4Ä£|f  auf  AC 

also  der  Abstand  desselben  vom  Scheitel-        *    V  t  „  „  r     '  ,  1 ' 

loth  AC  *erneT  ,6t  J/~f  »»7 

x  =  r  +  d  ~  r  cot  (f 

_  }  *i»  (*y)  r  .      ^  ff)  _  | .  r      Substituirt  man  alle  diese  Werthe  in 

iV'  9         den  Ausdruck  für       so  erhält  man  die 

und  das  Moment  des  Ausschnitts  in  Be-  Schcitelspannung  für  die  Hebelwirkung: 

p>- r ,%n y  Cift-  +  <0'fy  y  -  {r y  -f  (r +  d) q  ig y ] 

r  +  <f  -  r  cot  y 
-  *  <r  +  <*>  'fr  V  -  i  r»  «in  »(jy )  +  j  (r  +  rf)  »g  tg  »y 

r  -f-    —  r  cot  <f 


oder 
P>= 


r(r+d)tg(p  tin  y  [*e+ <0  +  ?]  - *r »y-  tili <jp  -  * (r+d)Ug «y  [4 (r+d)  +  q)  +  J  r»«n  *|- 

r  +  d-rcot<f 

Nun  ist  § r»iiii^  =  ir»(l-co*<f)=ir»[d-|-r(l-ce*(y)-<r| 

Diesen  Werth  für  das  letzte  Glied  und  mit  dem  ersten  Gliede  vorangesetzt  gibt 
F_ir»[rf+r(l-CM<r)3    r{r  +  d)tg<ptin<f  [j  (r  +  <Q -|- g]  -  jr  »y  «in  y 
d+r(l-c<«y)     +  t/+r(l-eo«y) 

_  *<r  +  «O'^'y  EKr  +  rf>  +  ?1  +  *r  >rf 

d  +  r(l  —  cm  y) 
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also 

ir  *d  +  +  (r  +  d)  *tg  »T  (o  +  1±^j  -  [r (r  +  d)  (q  +  ^)  I*  q  -  ±r  >qr  ]  «in  q 

d  -f  r  (1  -  co«  <jp) 

oder  mit  \r  dividirt: 

j  rtl+2±^ /f+!  ^  ,g  7ff  -  [(r  +  rf)  (2«  +  r  +  «O'H  -r  V3  <T 

'=*' *   r+*  

 cos  q 

Da«  zweite  Glied  des  Aasdrucks  für  von  P  für  die  wirkliche  Scheitelspannung 

P  bleibt  für  jeden  Werth  von  q  subtrac-  zu  finden,  hat  man  nur  nöthig,  von  dem 

tiv,  denn  für  q-0  und  für  q  =90°  ist  zweiten   Gliede  das  Minimum   in  be- 

der  Nenner  positiv.    Für  q  =0  wird  der  stimmen. 

Zähler  =  +  |  rd  und  für  q  =  90°  wird  der  2.  Die  Scheitelspannung  für  die  Keil- 
Zähler  =  +  ».    Um  also  das  Maximum  Wirkung  ist  nach  Formel  I. 


P=  IQ  +  (r  +  d)  tg  q  .  q\  cot  (<jp  +  r) 
=         +  «0*     <f-\r  'q  +  {r  +  d)qtg  q\cot  (q  +  ,) 
=  *[(r+d)  (r  +  d+2q)lg  q  -  f  *<p]  cot  {q  + 1) 


Eine  leichte  mit  Logarithmen  ausm- 
föhrende  Proberechnung  ergibt  den  /_q 
für'«  Maximum  von  Pund  /";  das  gröfste 
beider  Maxima  ist  der  wirkliche  Horizon- 
talschuh  des  Gewölbes. 

B.  Wenn  die  Wülbfugeu  nicht  bis  zu 
der  äufseren  horizontalen  Linie  sich  er- 
strecken ,  sondern  nur  die  Fugen  eines 
aus  concentrischen  Kreisbogen  bestehen- 
den Gewölbes  sind,  welches  bis  zu  der 
horizontalen  Oberfläche  übermauert  ist. 

Ks  sei  nun  AHÜE  der  Theil  des  Ge- 
wölbes, von  welchem  der  Horizontalschub 
entsteht.  Für  den  nachtheiligsten  Fall 
soll  vorausgesetzt  werden,  dafs  die  Uebor- 
mauerung  in  einer  lothrechtcn  Fuge  1)11 
sich  trennen  kann.  Ist  dann  die  Bela- 
stung durch  dasselbe  Material  von  der 
Höhe  AL-q  gegeben,  so  hat  man  bei 


denselben  Bezeichnungen  mit  Fig.  665, 
und  wenn  man  noch  den  äufseren  Halb- 
messer AC  mit  R  annimmt,  das  Gewicht 
Q  —  dem  Querschnitt  BEDML  —  dem 
Trapez  CDML  -  dem  Kreisansschnitt  CBE. 


Fig.  666. 


=  £(CI  +  DM)  ML  -  CBE 

H(Ä  +  ff)  +  (Ä  +  f  —  Ä  cos  q)\*R  sin  q  -  *r  »</ 
Q  =  (ft  -j-  q  -  \  H  cos  </ )  R  «in  q  -  ±r  *q 

Das  Moment  von  Q  in  Beziehung  auf  das  Scheitelloth  CL  ist  =  dem  Moment 
des  Trapezes  CDML  —  dem  Moment  des  Kreisausschnitts  CBE. 

Der  Abstand  des  Trapezes  von  CL  ist  = 

,  „.  CL+2DM  R  +  q  +  2(R+q-Rcosq) 

kJri  CL+~D*=k        *    R  +  q  +  R  +  q-Rcosq 

3(R  +  q)-2Rcosq 

=  \  II  sin  q  —  :  „  -,-  ~z  „  

1  2  (ft    q)  —  R  cos  q 

Dies  multiplicirt  mit  dem  Trapez  (R  +  q  -  \R  cos  q)  R  sin  q  gibt  das  Moment 
des  Trapezes 

=  i  R?  sin  «</  •  [3  (H  +  q)  -  2  R  cos  q] 
hiervon  das  Moment  des  Kreisausschnitts  nach  A 
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=  Jr3*i»3(fqr)=  Jr3(l  -  co$q)  gibt  das  Moment  von  Q  in  Beziehung  auf  CL 

-  i  .  Q  z=  |  ßa  sin  V  [3  (ß  +  9)  -  2ft  ros  o;]  -  J  r8  (1  -  cos  <jr) 

und  das  Moment  auf  die  Kante  E  als  Drehkante  genommen  =(y  -  *)Q. 

Das  Moment  der  Scheitelspannnng  in  der  Richtung  AP  auf  dieselbe  Kante  E 
genommen  ist  =  P  •  EK  =  Px,  folglich 

*P'  =  (1/->)Q 
oder   (R  -  r  co$  <()  F  =  (r  sin  (f  —  i)Q 
also 

(ft  —  r  cos  ff  )  P  —  r  sin  <f  Q  —  iQ  =  r  sin  tf  [(/l  +  9  —  |Ä  cos  ^)  Ä  «in  <f>  -  ±  r  *<f  ]  -  iQ 

Für  iQ  den  obigen  Werth  gesetzt  und  reducirt: 

p  -  A"»3?       +     (T  -  jft)  -  |  tt  (3r  -  2rt)  cos  g:]  -  jr'y  sing Hf'(l  -cosy) 

Ä  -  r  cos  <p 

Ä  0 
Oder  wenn  man  wie  früher  —  =  n  und  noch  --  =  m  setzt: 

r  r 

p_  n  sin  V  [(n  -f  w)  (1  -  4n)  -  |n  (3  —  2n)  co«  0;]  —  j  y  «in  y  +  h  (1  -  cos  y)  ^a 

-COS<p 


Es  ist  nun  in  einem  gegebenen  Fall  bei  bekanntem  n  und  m  der  ^  0;  fürs 
Maximum  P1  als  die  wirkliche  Scheitelspannung  für  die  Hebelwirkung  zu  ermitteln. 
2.  Die  Scheitelspannung  P  für  die  Keilwirkung  ist  nach  Formel  I: 
P=Qcoi((f  +  i)  =  [R  +  q-^Reo$q)Rsin(f-^rtq)cot((p  +  1) 
=  ((n-f  m—  ±n  cos  <jr )  n  sin  <jp  -  4  gl  r3  col  (g  +  r) 

Dieser  Ausdruck  gibt  für's  Maximum  Es  ist  (s.  No.  9) 

die  wirkliche  Scheitelspannung  für  die  r=  10',  Ä=  10+  1J  =  11£'  folglich 

Keilwirkung.  n=l,15 

24.  Zahlenbeispiel  für  ein  Kreis-  n*=  1  3225 

hogengewölbo.  n^l',5209 

Es  soll  die  Stahilität  eines  Gewölbes  m   Scheitelspannung  im  Maxime  für 

un  ersucht  werden  welches  in  Form  eines  die  KeiUirk     1  ist  na*h  No.  9 

Halbkreises  eine  Spannung  von  20  Fufs  _                 3  jt 

und  eine  durchweg  gleichförmige  Stärke  0       0,17394  X  (n  -l)r* 

von  UFufs  hat;  forner  soll  die  Stärke  =0,17394x0,3225x100  =  5,6095 

der  Widerlager  bei  deren  Höhe  von  12  Die  Scheitelspannung  im  Maximo  für 

Fnfs  gofunden  werden.  die  Hebelwirkung  ist  nach  No.  1 

'  =  i  (■»  -  0  r»  "ü  - 1  \— \ 

L       n-cotip  n  ~ ~  1 J 


Der  Tabelle  No.  12  zufolge  versuche  Es  ist  also  für  <jr  =  57°,  P*  ein  Maxi- 
qr  iwisehen  54°  und  58°.  raum. 

(Nach  No.  14  rechnet  man  2.  f- 16,125 (1,6554- 1,0768)  =  9,3299. 

n  sin  (t  ~  *     7  sin  «  °)  Woraus  hervorgeht  ,  dafs  die  Scheitel- 

"  180°  Spannung  für  die  Hebelwirkung  gröfser 

Man  erhält  den  ersten  Summand  der  ist  als  die  für  die  Heilwirkung. 

Klammer  Di0  hypothetische  Scheitelspannung  bei 

für  >f  -  54"  Summand  =  1,6435  dem  Fnlswinkel  =  90°  hat  man  nach  No. 

„   7=55°        „       =  1,6443  13,  Formel  VII a; 
.    7  =  56°        ,       =  1,6449 
.   t(  =  57"        ,       =  1,6554 

.   g=580        ,       =  1,6449  =16,125(1,67080  -  0,93634)  =  10,191 


3.  r^'-Or'tt.-i^I-J 
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Die  wirkliche  Scheitelspannung  für  die  kend  mr  Drehung  nach  einwärts  nicht 

Hebelwirkung  ist  also  bedingungsmäfeig  kommen  kann. 

kleiner  als  die  hypothetische  Scheitel-  7.  Die  Widerlager  sollen  einen  recht- 

spannung.  eckigen  Querschnitt  haben.    Um  deren 

4-  Ob  nach  No.  16  ein  oberes  Wölb-  Stärke  x  zu  finden  hat  man 

stück,  als  Hebel  wirkend,  ein  unteres  nach  Dje   j-röfsere   von   beiden  Scheitel- 

aufsen  verschiebt  findet  man  für  das  8pannungen,  die  für  die  Hebel wirkuhg 

Kreisbogengewolbe  aas  No.  17,  Formel  IX.  =  9,3299 

^1   Die  lothrechte  Entfernung  der  horizon* 

_       ig(f  talen  Scheitelspannung  von  der  unteren 

^  *  -  ~A   Außenkante  des  Widerlagers  lf + 10' + 12' 

j       u  v>~JLIi  v  _  :.«  ,1«.  vio.«  Das  Gewicht  eines  Widerlagers  ist  =  12x 


o 


Das  Gewicht  des  halben  Gewölbes 
A  =  1,6554  -  1,0768  =  0,5786  =  .2.  (ft>  -  r«)  =     (*•  -  1 )  r« 


Nun  ist  das  Maximum  der  gedachten 

Rückschiebewirkung  in  der  untersten  Fuge,  =  —  .  0,3225  •  10'  =  25,3290. 

mithin  q>  =  90°  und  *     .  ~ 

/I     n  *»7ftft  -^or  Hebelsarm  des  halben  Gewölbes 
ia  ih  =  —  =  --- -  =  0,371  in  Beziehung  auf  die  äufsere  Widerlager- 
\n    1,5708  kante  findet  man  folgender  Art. 
Da  nun   der  geringste  Werth  von  Nach  Formel  4,  No.  12  ist  die  Entfer- 
M=l£,  =  0,5  ist,  so  kann  ein  Ruckglei-  nung  des  Schwerpunkts  eines  Kreisbo- 
ten eines  Gewolbstucks  auf  dem  Wider-  gengewölbos  vom  Scheitel loth 
lager  nicht  statt  finden  ^        ,  _  t        .  _  ^     Ä-  _  , 

5.  Dafs  durch  die  Kollwirkung  eines  5  —7  •        -  **  =  3  •  r 

oberen  Wölbstücks  ein  unteres  zum  Aus-  ™      "     -  ,  %  . 

wärtegleiten  nicht  gebracht  werden  kann  För  „  =  90°  =     also  =  J  •  r 

ist  in  No.  18  nachpo wiesen.  T  »'  -  1 

6.  Desgleichen  weist  No.  19  nach,  dafs  also  das  Moment  des  Gewölbes  in  Be- 
ein  unteres  Gewölbstück  als  Hebel  wir-  Ziehung  auf  das  Scheitclloth 

=  *              rXv  (h>  -  1)  r»  =  H*s  -  1)  **  =  b  •  0,5209  .  1000  = 1 73,625 
(n*  -  1)  n  4 

Nun  ist  das  Gewicht  des  halben  Ge-  Man  hat  nun  für  die  Sicherheit  des 

wölbes  =  25,3290  folglich  der  Abstand  Gewölbes: 

des  Schwerpunkts  vom  Scheitelloth  1.  Gegen  das  Verschieben  des  Wider- 

173,625  lagers: 

*-  25^3290  Das  Gesammtgewicht  von  Gewölbe  und 

Mithin  der  Abstand  des  Gewölbeschwer-  W^er,^fr.7  ?5,329°  +  12*  otinn 

punkts  von  der  äufseren  Widerlagerkante  Scheitelspanuung  =9,3299 

173  625  a-*°  ^ur  8  Gleichgewicht  und  für  die  Si- 

=  r  +  x-  »=10  +  *-  25^29  cherheit  die  Vergleichung 

--  j    1      a     xm           a   '  ßÄ--ik..  H  (25,3290+  12*)^  9,3299 

Und  also  das  Moment  des  Gewölbes  r  ,    . .  .    .     w  „ 

auf  die  Aufeenkante  =  Wenn  man  fur  f«  f«n  feinsten  Werth 

,,oi?ot    0-000    iTocci  =  i  nimmt,  so  ersieht  man,  dafs  das  üe- 

(10+x)25,329-173,b25  =  2o,329x+79,66o  wö]be           dag  Verschieben  der  Wider- 

Das  Moment  des  Widerlagers  =  iager  hinreichend  geschützt  ist. 

fr«  12*  =  6*«  Denn  nach  No.  22  soll  der  Reibungs- 

Mithin  das  gesamrate  Widerstandsmo-  widerstand  das  1  {fache  der  Scheitelspan- 

ment  =  nung  betragen,  also 

6x«  +  25,329*  +  79,665  }(25,3290+12x)=f  «9,3299=13,9948 

qnd  das  Moment  der  Scheitelspannung:  oder  6*  =13,9948-12,6645=1,3308 

9,3299x23*  =  219,2526  also  x  nur  =0,22... 
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Es  mute  aber  die  Breite  des  Widerla-  br*  +  25,329*  +  79,666  =  219,2526 

gers  mindestens  =  der  Gewölbedicke  =  1,5  jjach  No.  22  soll  für  die  Sicherheit  des 

sein,  wobei  also  ein  Verschieben  dessel-  Gewölbes  das  Moment  des  Widerstände» 

ben  nicht  möglich  ist.  aus  der  Belastung  mindestens  das  1|  fache 

Ge^en  das  Umwerfen  des  Widerlagers  des  Moments  der  Scheitelspannung  be- 

um  die  äufsere  Kante  hat  man  die  Glei-  tragen, 
chung  für's  Gleichgewicht 

Mithin    6x3  +  25,329x  +  79,665  =  §  •  219,2526  =  328,8789 
Diese  Gleichung  geordnet  ist 

*>  +  4,221 5*  -41,5316  =  0 
woraus  x  -  -  2,1 1075  ±  V45,9868 

=  -  2,1 1075  +  6,78136  =  4,67061  Fufs. 


25.  Zahlenbeispiel.  Die  vorige  Auf- 

Sabe  mit  dem  Unterschied,  dafs  die  Höhe 
er  Wölbung  nur  i  der  Spannung  beträgt. 
Dieser  Aufgabe  entspricht  die  neben- 
stehende Figur. 

Es  ist  gegeben  DF=  20' 

JB=  fr.  20' =  6$' 

Um  nun  den  Halbmesser  CD  =  r  zu 
bestimmen  hat  man 
Sehne  DB*  =  DJ*+JB*=  103+  6*'  =  144» 

Nun  ist  2-CDxJB  =  BD* 
also  2r*6}=144& 

Fig.  CG 7. 


woraus 

ferner 

hieraus 

folglich 


n  = 


r  =  10J  =  10,833 
AB-  1,500 

AC=R  = 
12,33 


10,83 


12,333.. 


.1  _ 


Bezeichnet  man 


=  1,2961 
»'  =  1,4755 
r*=  117,3611 
den  Fufswinkel  der 


Fuge  DE  mit  dem  Lothe  mit  a  so  ist 
dieser  =  /_ACD  und 

DJ  10 

woraus   n  -  67°  23' 

Der  gröfste  Horizontalschub  für  die 
Keilwirkung  ist  nach  No.  9,  Formel  II. 

I.  />=0,17394(*'-l)r« 

=  0,1 7394  •0,2961  •  117,3611 
=  6,04452 
Der  gröfste  Horizontalschub  für  die 
Hebelwirkung  hat  nach  No.  12,  Ta- 
belle den  Maximalwinkel  höchstens 
G4°  9'  50";  der  Bogen  des  halben  Ge- 
wölbes ist  67°  23'  mithin  ist  der  Ma- 
ximalwinkel in  demselben  mit  begrif- 
fen. Mau  bat  nach  No.  12  die  Scnei- 
telspaunung 


L       >»  -  COS  <f  »'  -  i  J 
 \'u  sin  (i  +  0,1482 


-  1,0706 


J 


»4.0,2961  .  117,3611  ^:"*^ 
2  L  1,1385  -  cos  if 

Eine  Proberechnung  mit  dem  ersten  Summand  der  Klammergröfse  ergibt  für  s 

Maximum  q  =  56°  20' 

Demnach  ist 

1*  WAS  \aTC  56°  2°'  X  56°  20'  +  °'U82  1  OTftfil-  17  *m\  °'9666  1  070fil 
P  =  1  ''3?°3 [         1,1386 -Crfl  56°  20'~     "  "  I'0706J- 1?'3753|  0,5MÜ  -  1,0706J 

=  17,3753  x  (1,6546  -  1,0706)  =  17,3753  •  0,584 
2.    P'=  10,1470 

Es  ist  also  die  Scheitelspannung  für  die  Hebelwirkung  gröfser  als  die  für  die 
Keilwirkung. 
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Di©  hypothetische  Scheitelspannung  für  den  Fufswinkel  67°  23*  hat  man  nach 
No.  13,  Formel  VII,  b 

=  17,3763  •  [arc  67°  23' xcol  33°  41'  30"  -  1,0700) 

3.  P"  -  17,3763  x  0,6934  =  12,0481         tg  i/>  für  den  gröfsten  Werth  Ton  7,  also 
Die  wirkliche  Scheitelspannung  für  die  ßr  den  Fufswinkel  =  67°  23'  entsteht 

Hebelwirkung  ist  also  bedingungsmälsig  0,584-0,490 

kleiner  als  die  hypothetische  Scheitel-        *  *  =  0,24330+  1,17606  =  0,067 

STTg'    i.k    ,«    •     k       r    -1  geringste  Werth  von  r  ist 

4.  0b  nach  No.  lb  ein  oberes  üewol-  =  1   mithin  ist  die  gedachte  Wirkung 
bestück  als  Hebel  wirkend  ein  unteres  nicht  zu  besorgen. 

nach  aufeen  verschiebt  findet  man  für      v„  .  „„ .  a  A'       1   ,        k  . 

dj»  KreUbog.ng.wölb.       No.  17,  Fo,  ^iÄJJSfgaSj  £ 

J  schehen,  können  hier  noch  weniger  ein- 

>1  — 2—  treten. 

tgtf>=-     ts<?  7.  Die  Soheitelspannnng,  mit  welcher 

i  das  halbe  Gewölbe  am  die  unterste  Aufsen- 

t$  tf     y  kante  E  gedreht  wird ,  ist  nach  No.  13, 

wo  A  die  Klammergröfse  für  P'  =  0,584  Formel  VIII,  b 

bedeutet.  V                  »*-  1  1 

Es  ist  demnach,  da  das  Maximum  von  2              L        1  *n(n3-l)J 

Der  Hebelsarm  ist  =  AC  —  CE  cos  et  =  R  -  Rcottt-  nr  (1  —  cos  «) 
Daher  das  Moment  von  P"  in  Beziehung  auf  die  Kante  E 

WP'  =  l  (*>  -  1)  r»  [«»  col  (*«)  (1  -c«»  «)  -  j  (1  - co.  «)] 

=  }(»'-  1)  r»  [«n  «tn  ,<  -  j|  (1  -  cos  »»)] 

=  \  •  0,296 1  •  10,833 . . .» ( 1 , 1 385  •  arc  67°  23'  •  »in  67°  23'  -  1 ,0706  ( 1  -  cot  67°  23')] 
W  P"=  188,232(1,2360-0,6589)  =  108,6255 

Nun  ist    HK-  DE  •  sin  «  =  1,5  •  »in  67°  23'  =  1,38-162 

EK  =  12  +  Z>£  •  co»  «  =  12,r>7684 
Das  Moment  de«  Trapezes  DEKH  gegen  KA  ako 

J  (£>//  +  E  A)  x  HK  x  J  //A'  x  =  I  WA 3  (ß A  f-  2  flff) 

=  i  •  1,38462*  •  (12,57684  +24)  =  11,6870 

Mithin  die  Summe  der  Momente  des      ,         .  .        ,  120,3125 

halben  Gewölbes  und  des  Trapezes  in  u,ul  von  (ler  Kaule  L  =  *  +  ~^f^- 
Beziehung  auf  die  lothrechte  EK  Daher  die  Summe  der  Momente  des 

=  108,6255  +  11,6870  =  120,3125  Gewölbes  und  des  Trapezes  in  Beziehung* 

Nun  ist  der  Inhalt  des  halben  Gewölbes  auf  die  Kante  L 

=  Dr*  arc  67°  23*  m  -  V  ark  ( r  ±  120,3125\ 

=  1 7,3750  X 1 , 1 7606  =   20,450  w  -  37>466  {*  +  ^fJcV  ) 

Der  Inhalt  des  Trapezes  =  37,465  •  x  -f  120,3125 

=  \  (DH+  EK)  HK  Hienu  kommt  nun  das  Moment  des 

=  J.  24,57684  x  1,38462  =     17,015  Rechtecks  EL 

Die  Summe  beider  Inhalte  =  ~377465  =  EK*  LK  *       ^Ux  x?'™** 

Daher  der  Abstand  des  gemeinschaft-     Folglich  ist  das  Moment  des  halben 

liehen  Schwerpunkts  von  Gewölbe  +  Tra-  Gewölbes  und  eines  Widerlagers  in  Be- 

nez  von  der  lothrechten  EK  =  I^IM    ziehung  auf  die  Kante  L 

pez  Tun  uer  lovnrecnien  cn  (V2884*»  +  37,465*  + 120,3125 
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Nun  ist  der  lothrechte  Abstand  des  Sicherheit 

Scheitels  A  von  der  Kante  L  6,2884*«  +  37,465*  +  120,3125  =  306,95 

li  +  6J  +  12  =  20i  und  geordnet 

Die  wirkliche  Scbeitelspannung  P  war  *>+  5,9578*  -  29,6796  =  0 

10^47'                  *  *     v        ,     ,  woraus  «  =  -2,9789  +  6,2091  =  3,2302 

?oiTin  JIT-  sS  63  *  Dah*<  d*  8tÄrk*  W 

-  io.  * :  10,147  _  2U4,w.  derlagers  -  3,2302  +  1 ,3846  =  4,6148 

Der  Sicherheit  wegen  soll  das  Moment  0ß    xtran„  man  k  •  .^„t,^  n  „l 

des  Widerstandes  das  l, 'fache  der  Schei-  26,   ^  T  ,  r  ?    "  *, 

»  i,M  '        i              '  nungon  die  Logarithmentafeln  vermeiden 

tebpannnng  betra«en  will,  kann  man  die  Fuge  de«  größten 

-  ljx 204,63  -306,95  Horizontalschubes  unter  dem  ^<p-60° 

Demnach  hat  man  die  Gleichung  für  annehmen,  dann  hat  man 


=  }(n'-l)r-[ 


arc  60°  •  sin  60°  +  J 


n  -  co«  60° 


r,n° 

Nun  ist   arc60°  =  ~^n  =  i^ 

«in  60°=H  =  ^3 
co«  60°  =  0,5 
Daher  in  dem  letzten  Beispiel: 

=  17,3753  [^852  ~  1,07°6]  =  17,3753  X  (1'6525  "  l,0706) 
=  17,3753X0,5819=10,1107 

In  dem  Beispiel  hat  man,  mit  dem  Nun  ist  BD1  =  BJ  x2C0=2r* 

wirklichen  Maximalwinkel  <r  =  56°  20'  ge-  BD     1  i  T 

rechnet  V  -  10,1470,  welches  einen  nur  also  «in  }«  =  J  —  =  -r-  \  2rh  =  I  — 

geringen  Unterschied  ausmacht.  _  r  -r 

Um  nun  für  die  Ermittelung  der  Stärke  Nun  wt  A  =  6§  ;  r  =  10J 

des  Widerlagers  den  Fufs winke  1  «  ein-  al     |/*  =  l/  «1 I      l/*  =  0,554703 

fuhren  zu  können  hat  man  '  2r    '  2  «10fr    '13  ' 

«in  \a  =  der  halben  Sehne  BD  dividirt  Nun  hat  man  zur  Bestimmung  eines  Bo- 

durch  den  Halbmesser  r.  gens  aus  dessen  Sinus  die  Reihe  (s.  arcus) 

arc  «in  (*«)=  «in  *«  +  j~  («in3  J  n)  +  .  («in»  *«)  +  ^~|^  («»r  4«)  +  •  - 

Eine  Reihe,  welche  so  convergirt,  dafs  Es  liegt  dieser  Unterschied  darin,  dafs 

man  nur  4  Glieder  zu  berechnen  nöthig  der  Z67°23'  ohne  Secunden  angegeben 

bat  um  den  Bogen  auf  4  Dezimalstellen  ist.   Es  ist  nämlich 

genau  zu  erhalten.  0,923077  =  «in  67°  22'  49" 

Für  «in  (tu)  den  Werth  0,55470  gesetzt  Aus  dem  gefundenen  Bogen  hat  man 

erhalt  man  nun  ja8  Gewicnt  des  halben  Gewölbebogens 

«»(!«)  =  0,55470  rri(H»_l)r»«  =  17,3753xl,1756  =  20,4263 

1  «in  U«)  =  0,028446  (anstatt  20  450) 

A  «in5  (Jn)  =  0,003938  n.    „  .!            A     Q  .  ... 

i  .;-t/?  ( -  nnnfl-oi  Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des 

iTT"*  W^vvwtn  Kreisringstücks  ABDE  vom  Mittelpunkt 

mithin              $«  =  0,5878  ist  ebenfalls  logarithmisch-trigonometrisch 

nn"                  «-1,1766  berechnet.    Um  dies  zu  vermeiden  hat 

In  dem  logarithmisch  berechneten  Bei*  man  nach  No.  12,  Formel  4  den  Abstand 

spiel  ist  a  =  1,17606.  des  Schwerpunkts  vom  Scheitelloth  = 
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l  ->*  —  * .  *»w>  ly  r  Nan  ist  der  Abstand  der  Axe  j4C  yon 

—  1  der  LM  =  x  +  a,  wenn  *  die  Stärke  des 

_  /  jk  Widerlagers  and  a  die  halbe  Spannung 

Nun  ist    t%n^<f-y—  =  DJ  bezeichnet     Dieser  Abstand  mul- 

»_  .     .  tiplicirt  mit  dem  Gewicht  des  halben  Ge- 

also    s  =  #  s — -  •  ~  wolbes  ist  =  *  (n«  -  1)  (*  +  a)  r«<r. 

in  Beziehung  auf  das  Schei  ellotb  ben  Gew515es  £  Bezieh       auf  die  Axe 

=  i(«,~l)r3«.*=>i(f.«-l)Ar«  r 

SR  P"=i(n»-l)(x  +  a)r» «-!(»>-  l)*r» 

=  i  0,2961  (*  +  10)  117,3611  •  1,1756  -  *  .0,4755  •  6}  .  117,3611 
=  20,4264 *  +  80,261 

Nun  ist  die  fehlende  Höhe  über  HD  und  der  Sicherheit  wegen 

—  ML  -  DH  =  k'  | .  203,899  =  305,848 

und       h'xED-CJ.CD  daher  die  Momentengleichung  in  Bezie- 

oder    k' ;R-r  =  r  -  k  :r  hung  ™*  L 

(R-r\(r    k\  6,14425*«+  20,4264* +  80,2610  =  305,848 

woraus   V  =  — — -*  v  "  ;  =(n-  l)(r-k)  un(l  geordnet 

r  *a  + 3,326* -35,9014  =  0 

=  0,1385  (10|  -  6J)  =  0,5771  x  -  -  i,663  +  1  38,667  =  4,545 

Nimmt  man  hiervon  die  Hälfte  und  Durch  logarithmische  Rechnung  ist 

setzt  die  Hohe  des  Widerlagers  im  Mit-  *  =  4,6148  gefunden. 

tel  12  + ~  =  12,2885  so  ist  das  Moment  ,2,7'  Zahlenbeispiel.    Es  soll  der 
2  wirkliche  Horizontalschub  eines  Kreisbo- 
des Widerlagers  iu  Beziehung  auf  die  gengewölbes  bestimmt  werden,  dessen 
Kante  L  =  \  kx*  =  6,14425  •  *'  mithin  das  Fugen  bis  zu  der  Scheitelhorizontalen 
gesammte  Moment  des  Widerstandes  reichen,  und  welches  über  dieser  horizon- 
6,14425*' +  20,4264*  +  80,261  talen  noch  gleichinäfsig  belastet  ist.  Der 
Die  Scheitelspannung  /»ist  gefunden  X}cht%  «Resser  sei 100  Fufs,  die  Stürke 
10  uo7  des  Gewölbes  im  Scheitel  3'  und  die  Be- 
der  Hebelsarm  =  20{  Jj!'^  8ei  =  einer  Uebermauerung  auf 
also  deren  Moment  in  Beziehung  auf  die  No.  2'  A  mjt  r    ß66  jbt  die  Fomel 

Kante  1  =  für  die  Scheitelspannung  aus  der  Hebel- 

10,1107  x  20$  =  203,899  Wirkung 

---  -COttf. 

Hierein  die  Werthe  100  für  r,  3  für  d  und  2  für  q  gesetzt,  gibt 
p  _  10000  _  l  200+  106,09  «  36,33^0V  -  (103  •  107  •  Ig  y  -  10000  y)  sin  y 
3       *  "  1,03  -  cot  (f 

=  3333»  -  »  2004  3854,60  Ig  *tf-  -  (11021  Ig  tf  -  10000  <f)ti*(f 

*     '  '  1,03  -  cot(f 

=  3333J  -  5000  0.0^0.385461,^(1,1021  Ig^),^ 

1,03  -  cot  tf 
Man  erhält  den  Quotient  des  letzten  Gliedes 

=  *>  =  ^£^S  =  0,5ä,64 

2)  N,  ^«..Wt^!?«.^ 
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4)Färv=39„  =  0,01±S^133?,  =  0,5M62 

Es  ist  mithiu  für  für  q  =  39°  die  Scheitelspannung  ein  Maximum  und 

F  =  3333J  -  5000  x  0,55 162  -  575 
Die  Scheitelspannung  für  die  Keilwirkung  ist  nach  No.  28,  B 

P-  Mir  +  d)  (r  +  d  +  2q)  Ig  q  -  r\~\  cot  (q  +  i) 
Setzt  man  hierein  die  obigen  Werthe  für  r,  d  und  q,  für  t  das  Miuimum 
26°  34'  {tg  i  =  J)  so  hat  man 

P=  i  [103  •  107  •  lg  q  -  10000  (/  |  cot  (q  +  26°  34') 

£=5000(1,1021  tgq  -  q)coi(q  +26°  340 


Den  Logarithmus  des  Products  »1er  bei- 
den letzten  Factoren  erhält  mau 

für  q  =  46°  log  =  0,026398 

47°  log  =  0,027950 

48°  hg  ss  0,027891 

mithin  ist  P  für  q  -  47°  ein  Maximum 

und       P  =s  533 

Es  ist  mithin  die  Scheitelspannung  für 
die  Hebelwirkung  grülser  als  die  der  Keil- 
wirkung und  daher  P  =  575  die  wirkliche 
ScheiteTspannung. 

28.  Ks  soll  der  Horizontalschub  eines 
gleich  starken  Korbbogengewölbes  be- 
stimmt werden,  also  eines  Gewölbes,  des- 
sen Wölblinie  aus  mehreren  Kreisbogen 
von  verschiedenen  Halbmessern  besteht. 

Es  sei  Fig.  668,  ABJK  ein  Korhbogeu- 
gewölbe,  das  obere  Gewölbstück  ABDE 
aus  dem  Mittelpunkt  C  mit  den  Halb- 
messern BC  =  R,  AC  =  nR  unter  dem 
ZACI)  =  ff  beschrieben.  Das  zweite  Wolb- 
eck DEFH  aus  dem  Mittelpunkt  C  mit 

Fig.  668. 


den  Halbmessern  DC'  =  mr  und  EC'  =  r 
unter  dem  Z»*  beschrieben  u.  s.  w.  bis 
zum  Widerlager. 

Bestimmt  man  die  Momente  der  Wölb- 
stücke ABDK  und  DEFH  in  Beziehung 
auf  die  Kante  F,  so  ist  deren  Summe 
das  Moment  des  ganzeu  Wölbstücks  ABFH 
in  Beziehuug  auf  F,  und  hieraus  ist  dann 
die  Scheitelspannung  zu  finden.  Aus 
den  vorstehenden  Vorträgen  ist  aber  das 
Moment  des  Gewölbstücks  ABDE  nur 
auf  die  Kante  E  zu  bestimmen,  weil  mit 
dieser  Kante  die  Radien  nR,  ft  ihr  Ende 
haben,  und  das  Moment  des  Wölbstücks 
DEFH  in  Beziehung  auf  F  ist  erst  dann 
zu  bestimmen,  wenn  man  das  bis  zu  dem 
dem  Bogen  HD  zugehörigen  Scheitel  A' 
mit  in  Rechnung  bringt. 

Es  sei  M  das  Moment  des  Wölbstücks 
ABDE  in  Beziehung  auf  £,  dessen  Ge- 
wicht s  Q,  so  ist  der  Abstand,  des- 
sen Schwerpunkt  von  der  Kante  E. 

Folglich  der  Abstand  desselben  Schwer- 
punkts von  der  Kante  F=-j=  +  FL  und 

das  Moment  von  ABDE  in  Beziehung 
auf  F=  M  +  FL  •  Q. 

Ergänzt  man  das  Wölbstück  DEFH 
bis  zum  Scheitelloth  A'B'  so  trifft  die 
mit  AC  parallele  A'C  den  Mittelpunkt 
C  des  Bogens  Ii  DA'. 

Ist  nun  das  Moment  des  Gewölbestücks 
A  B  HF  in  Beziehung  auf  die  Kante  F 
=  M\  das  des  Gewölbestücks  A  B  DE  in 
Beziehung  auf  dieselbe  Kante  F=M"  so 
ist*iW'-3f"  das  Moment  des  Wölbstücks 
DEFH  in  Beziehung  auf  die  Kante  F  und 
das  Moment  des  Wölbstücks  ABFH  in 
Beziehung  auf  die  Kante  F 

=  M+FL'Q  +  ;W  -  M"  (I) 

Nun  ist  No  12,  \Ta,  die  Formel  für 
den  Horizontalschub  P  wenn  dessen  He- 
belarm =  (m  -  cot  q)  r  ist.  Multipliern 
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man  mit  diesem  Hebelsarm,  so  erhält  man  das  Moment  von  F,  und  wenn  man 
Ä  für  r  und  a  für  <f  setzt,  so  entsteht  das  Moment 

M  =r  \  (n»  -  1)  R*       <ln  „  _  |  jL*JL_|  (|  _  cflJ  „)] 

Nach  No.  12,  Formel  1  ist 
0  =  j(n>-l)Ä»« 
Ferner  ist    FL  =  FN  —  LN=r  [sin  («  +  ß)  -  sin  <-] 
Nach  No.  12,  Formel  VI,a  wie  so  eben  M  auch 

*'  =  {(«•«-  l)r'[(«+/?)«i»(r,  +  /?)-J^-J  1 1  -  ro,  («  +  J 

und  J#"  =}(»»-  l)r*  [«  sin  «  -  §  ^-J  (I  -  cos  «)] 

Diese  Werthe  in  den  Momentenausdruck  I  gesetzt,  gibt  das  Moment  der  Schei- 
telspannung für  das  Gleichgewicht  und  die  Sicherheit: 

AOx  P  1)  Ä»  [(«- r)  «  lin  n  +  r«Jtn     +        §  Ä(l  -cos  ")J 

+  *  (*»  -  1)  r*  [(«  i  /«)  sin  («  +  #  -  n  sin  «  -  J  jj~  [ros  n  -  ros  («  +  /?)]] 

Nun  ist  29.  Beispiel.  Es  sei  Fig.  668,  der  Halb- 

AO-AC—OC-  AC  —  C'N  -  CC  cos  a      messer  BC  =  R  =  100',  der  Halbmesser 

=  n«  -  r  cos  („  +  Ä  -(«-,)  o,  .  ^^Z^^^^Z  «?J^ 

Eben  so  wird  weiter  verfahren    wenn  =  35o  Sü  hat  man  die  ha,'be  s       u  ' 

ein  drittes,  ein  viertes     . .  ein  ntes  Ge-  W;  =  cc  sin  a  +  c  „  jif|  (fr  +  ^  F 

wo  bstuck,  jedes  folgende  von  kleinerem  =  30  .  $im  3bo  +  70.  f.  ?0o  =  82  98577 

Halbmesser  als  das  vorhergehende,   zu  ,  M        0    ,  „„„„      ,    ,    '  _ 

dem  halben  Korbbogen  gehört  und  die  »=>>03;    ■»  =  1,0609;  «»=  1,0927 

Berechnung  bis  zum  Widerlager  erfolgen  «  =  1,043;  ws=  1,0878;  m3  -  1,1346 

soll  Es  ist  uuu 

AO  x  F  =  J  •  0,0609  •  10000  ^30  .  arc  35°  •  sin  35°  +  70  •  arc  36°  •  sin  70°  - 

0  0997  I  r 

!  » 00 .  (1    cos  35°)  J  +  {  •  0,0878  . 343000  |  arc  70°  •  sin  70J 

-  arc  35°  •  sin  35°  -  J  (cos  35°  -  ctfs  70°)  j 

=  304,0  [10,51134  +  40,18179-  18,35202] 
+  15057,7  [1,14805  -  0,35038  -  0,48764] 

=  304,5  x  32,341 1 1  +  15057,7  x  0,31003  =  9847,867  +  4668,338  =  1 4  >  16,205 
Nun  iat   AO  =  AC  -  CC  cos  CCO  -  C'F  cos  FC'N 

=  103  -  30  cos  35°  -  70  cos  70°  =  54,48403 

Mithin  ist  die  Scheitelspannung  für  die  ser  Winkel   auf  Korbbogen,  besonders 

Hebelwirkung  wenn  sie  aus  mehr  als  2  verschiedenen 

!»>_  ÜÖ1M05  _  Bogen  bestehen,  ist  weitläufig,  und  es  ist 

54,484      "  besser  in  jedem  einzelnen  vorkommenden 

Es  ist  aber  dieser  Werth  nicht  das  Ma-  F»H  P"l>ereohnnngen  anzustellen 

ximum  des  llorizontalschubes.    Um  die-  ^       I.  Man  setze  zunächst  (i  =  0,  so 

sen  zu  finden,  hat  man  aus  dem  Vortrag  erhält  man  die  Scheitelspannung  für  die 

(No.  12  Tabelle)  dieses  Maximum  für  ein-  Fuge  DE. 

fache  Kreisbogen.    Die  Anwendung  die-  Es  ist  das  Moment  derselben 

(AC  -  CE  cos  *.)  F  =  (103     100  ros  35°)  F  -  21,095  x  F 
=  dem  ersten  Gliede  (AOyF)  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
=  30450  (0,35038  -  0,18352)  -  5080,8 
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6080,8  „Jt 

™™     ^  =  2l7ot6  =  241 

also  kleiner  als  bei  0»  =  35°)  für  die  Fuge  HF. 

II.  Setzt  man  nun  ,i  =  36°,  also  «  +  0  =  71°,  so  hat  uiau  den  Hebelsanu  von 
F  =  78,425437  -  22,789774  =  55,635663 

bb,..F  =  304,5  (42,760667  sin  71°  -  7,84068) 

+  15057,7  {arc  71°  sin  71°  -  0,35038  -  1,02201974  (coj  35°  -  cot  71°)] 

=  304,5  x  32,59023  +  15057,7  (1,17167  -  0,35038  -  0,50454) 

=  9923,725  +  4769,525  =  14693,25 

a     14693,25  attA 

und         F  —  —  =  264 

55,635663 

Mithin  liegt  das  Maximum  unter  einem  kleineren  Winkel  ß  als  35°. 

III.  Setzt  man  ß  =  34°  so  ist  «  +  ß  =  69°,  der  Hebelsarm  ton  F  ist 
=  78,425437  -  26,085753  =  53,339684  und 

53, ..  F = 304,5  (42,760567.«* 69°-  7,84068)+ 1 5057,7  (1,12429-0,36038-  0,47093) 
=  304,6  x  32,07975+ 15057,7  X  0,30298  =  9768,283+4662,182  =  14330,465 
„_j         ^_  14330,465  _ 
UDd  ^-6M396l4-968>6 

IV.  Setzt  man  ß  =  32°,  so  ist  o  +  ß  =  67° 
der  Hebelsarm  von  F  =  51,07426 

und 

61,  ..  P=  304,5  x  31,52064  +  15057,7  x  0,28818  =  13937,362 

und        F  =  13937>362  =  272,9 
51,07426  ' 

V.  Setzt  man  ß  =  5°,  also  «  +  ß  =  40°,  so  erhält  man 
den  Hebelsarm  Ton  F  =  24,80233 

24,8  ,F  =  304,5  X  19,6453  +  15057,7  X  0,03348  =  5982  +  504  =  6486 
und        F  =  261 

Es  liegt  also  das'  Maximum  zwischen  ß  =  5°  und  ß  -  32° 

VI.  Für  ß  =  10°,  also  «  +  ß  =  45°  ist 
der  Hebelsarm  Ton  F  =  28,92796 

28. .  F  =  304,5  X  22,3956  +  15057,7  x  0,09067  =  6819,45  +  1365,28  =  8184,73 
und        F  =  283 

VII.  Für  /J  =  9°  also  «+0  =  44°  ist 
der  Hebelsarm  von  ^  =  28,07165 

28...  F  =  304,5  X  21,8633  +  15067,7  x  0,08088  =  6657,37  +  1217,86  =  7875,23 
und  #»"=280 

Der  Maximalwinkel  ß  ist  also  grofser  als  9°. 

VIII.  Setit  man  £=11°,  also  o  +  /J  =  46°,  so  ist 
der  Hebelsarm  von  F  =  29,799349 

29,7 .  .  F  =  304,5  X  22,9187  +  15057,7  x  0,09991  =  6978,73  +  1505,77  =  8484,60 
und        F  =  285 

IX.  Setzt  man  fl-lb°,  also  «+/J=50°,  so  ist 
der  Hebelsarm  von  F  =  33,430305 

33  ..  F  =  304,5  X  24,9158  +  15057,7  X  0,13787  =  7586,85  +  2076  =  9662,86 
^  =  289 

Der  Maximalwinkel  ß  ist  also  grofser  als  16°. 

X.  Setzt  man  ß  -  20°,  also  a  +  ß  =.  55°,  so  ist 
der  Hebelsarm  von  F  -  38,27509 

38  . .  F  s  304,6  x  27,1867  +  16057,7  x  0,18997  =  8278,34  +  2860,96  =  1 1 139,30 
/*  =  291 

XI.  Setzt  man  0  =  25°,  so  ist  «  +  £  =  60° 
der  Hebelsarm  von  F  -  43,425437 

43,  ..  F  =  304,5  X  29,1 9227  +  15057,7x0,23243  =  8889,046+3499,850=12388,896 
F  =  283 

Es  ist  mithin  der  Maximalwinkel  ß  kleiner  als  25°  und  liegt  in  der  Nähe 
von  20°. 
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XIII.  Setzt  man  ß  =  2l°,  so  ist  «4-/?  =  56° 
und  der  Hebelsarm  von  P-  39,281934 

und  39,..  P  =  304,5  x  27,59943  +  15057,7  x0,19422  =  8404,20  +  2924,50=  11328,7 

und         f=  288,4 

XIV.  Setzt  man  ,1  =  \9°,  so  ist  «  -}  ,1  =  54° 
und  der  Hebelsarm  von  P'  =  37,230466 

37,2...  P  =  304,5x26,75234  +  15057,7  x0,17564-8146,29+  2644,73=  10791,12 
und        F  =  289,5 

Es  ist  mithin  ,4  =  20°  der  Maximalwinkel  und  das  Maximum  der  Scheitelspan- 
nung, die  in  dem  Korbbogen  tbätig  ist,  beträgt  P'  =  291. 

30.  Statik  der  Kuppelgewölbe.  das  Tonnengewölbe  vorgenommenen  Un« 
Das  Kuppelgewölbe  scblieUt  sich  un-  tersuchungen  hier  für  die  Kuppel  ebenso 
mittelbar  an  das  Tonnengewölbe  an.  Das  auszudehnen  und  es  sollen  nur  die  ein- 
Kuppelgewölbe ist  ein  Tonnengewölbe,  tretenden  Spannungen  erörtert  werden, 
dessen  innere  Widerlagerkante  einen  Kreis  die  »*i  einer  Kuppel  vorkommen,  die 
(oder  überhaupt  eine  geschlossene  Curve)  e1»*  Kugelschale  bildet ,  so  dafs  jeder 
bildet  und  dessen  Scheitellothe  in  eine  Querschnitt  durch  das  Scheitclloth  eiu 
einzige  Linie  fallen  coucentrisches  Kreisringstück  ausmacht, 

Die  auf  dem  Widerlager  befindliche  wonac,h.  es  daJ»  nich.1  *h*ie,J*  »*• 
Kuppel  iufsert  im  Scheitefloth  nach  allen  v.on  fd'esor  to[m   «J»«wl»nde  Kuppel 
Richtungen  im  Kreise  herum  Horizontal-  '»  »"tersuchen. 
Spannungen,  also  in  jedem  Punkt  der  >V  enn  man  sich  vorstellt,  dafs  das  Kreis- 
inneren  Widerlagskante  normal  auf  die-  ringstuck  ABDK,  Fig.  661,  pag.  171,  um 
selbe  und  bei  kreisrundem  Widerlager  das  Scheitelloth   AC  eine  vollständige 
radial  und  auf  gleiche  Längen  der  Kante  Umdrehung  macht,  so  entsteht  eine  ku- 
mit  gleicher  Gröfse.    Die  Kuppel  hat  in-  gelförmige  Kuppel,  deren  Widerlager  die 
nerhalb  ihres  Gewölbekörpers  in  keiner  >n  K      denkende  waagerecht«  Kreislinie 
ihrer  horizontalen  Schichten  waagerechte  zur  Innenkante  hat. 
Spannungen  oder  Pressungen  von  Stein  Das  Kreisringstück  hat  den  Inhalt 
auf  Stein,  im  Gegentheil  in  Folge  der  J  («"  —  1)  r"  (i 
überall   radial   nach    aufsen   wirkenden  sein  Schwerpunkt  0  bat  vom  Scheitel- 
Schubkräfte  auch  überall  das  Bestreben  loth  den  Abstand 
in  ihren  Fugen  sich  zu  trennen.  .*'«          »3  —  1 

Aus  diesem  Grunde  sind  die  l'utersu-  *  ~        k'p     *  «*  -  1 

chungen  für  Kuppelgewölbe  mit  denen  sein  Weg  um  die  Drehaxe  =  2-r; 

für  Tonnengewölbe  dieselben  Mithin  nach  der  Guldinischen  Regel 

Es  würde  zu  weitläufig  sein,  die  für  der  körperliche  Inhalt  des  Gewölbes: 

K  =  2//  •  §     -£-L'  •  j  _ -  r  x  i  («>  -  1)  rh( 

=  i'i(»3-l)rJsm«(J7)=§.7(na-  1)  r»  (1  -  cos  ff)  (1) 

Die  Länge  des  Gewölbes  ist  offenbar     ,      ^,    ,   »s  -  1    1  -  cos  rr 
die   innere  Widerlagerkante    2  ;,r.     Esodcr    0  •  i  '  ^  ~  l  '  -    _  —  Q  (5) 
kommt  also  auf  die  Längeneinheit  1  (Fufs)      Die  Entfernung  CJ  de8  Schwerpunkts 

das  uewient  -  .       ...  dieser   concentrischen  Kugelschale  von 

Q>  =  1)  ' '  (1  -  co,  <,)       (2)  dem  Mittelpunkt  Ciat  = 

Ein  Tonnengewölbe  vom  Centriwinkel  n*  —  r*  »*-l 

(f  und  der  Länge  2-ir  bat  den  Inhalt  I  nal_"  s^1  +CMV)=lrcrr0+co«7)  (6) 

lf=i(ns-l)rVx2'»r  =  (ii,-l)/,rs<r  (3)  "    \      1L      _  A  "  1 

und  auf  die  Längeneinheit  £  ^  Sft^'dSS 


den  Schwerpunkt  G  eines  zwischen  zweien 


Es  verhält  sich  also  der  körperliche  durch  das  8cheitelloth  genommenen  Quer- 

Inbalt  und  das  Gewicht  eines  Tonnenge-  gchnitten    begrenzten  Gewölbeaegmenta 

wölbes  zu  dem  eines  Kuppelgewölbes  waagerecht  nach  dem  Scbeitelloth  ge- 

P  :(?={(»3-l)r,(l-co«o):'{(n>-l)rV  führt  ist. 

III.  18 
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Theilt  man  nan  das  Gewölbe  Tom 
Scheitelloth  aus  in  lauter  sehr  schmale 


\<p      n«  -  1 


(7) 


Segmente,  so  liegt  der  Schwerpunkt  jedes  fo«^  man  diwe  Entfernung  =  der 

einzelnen  Segments  in  der  durch  die  Linie  Schwerpunkts  eines  Kreisringstücks 

GJ  gelegten  waagerechten  Ebene  und  ifitt«1minkt  annimmt 
es  ist  sehr  nahe 


Mittelpunkt  annimmt. 
Bezeichnet  man  ^GCA  mit  ^,  so  ist 


CG 


und 


xb-CJ 

»*-  1 

+  (W4_1)(tt..1)  «„«(fr) 


(8) 


Hat  man  tp  berechnet  so  erhält  man 

*  =  CG  x  «in  tp  (9) 

Die  Scheitelspannung  P'  in  i4  des  Ge- 
wölbes auf  die  Längeneinheit  des  Wider- 
lagers ist  = 

BM-GJ  y-> 

Es  ist  aber    g~rsinq>  (10) 
x  —  (»  —  cos  <p)  r        (1 1) 

Mithin  ist  in  jedem  speciellen  Fall  eine 
Aufgabe  der  vorstehenden  Art  sc 


31.  Beispiel.  Es  sei  der  innere  Halb- 
messer der  Kuppel  =  100  Fufs,  die  Stärke 
des  Gewölbes  Z\  so  ist 
n  - 1,03 ;  «»=1,0609 ;  n»= 1,0927  •  n*=  1 ,1856 

Nun  ist 

AM  -  x  =  (n  —  cos  q.)  r  =  103  -  100  cot  q> 
EM  =  y  =  r  mm  <p  =  100  sin  <p 
%  =  CG  sin  ip 

CG  =  |Ü"S2>.         r  =  101,478 .  *ä«? 


0,1255  »0,0g09        cos'  (jy)  =  .  cos^jg) 

'*        oon-;??        ™    *in(i<F)  sin  ^  •  ' 


0,0927» 

0'  =  i  (»»- 1)  r»  (1  -  cos  9?)  =309(1  -  cot  <p) 

Für  9  =  90°  ist 

q>  =  {n;  sing>  =  l;  cos  <f  =  0 ; 
hieraus    «/>  =  57°  10' 

log  cos  V  =  9,7343214 

log  sin  y  =  9,9243412 

CG  =  101,478  X  "*45  s  91,3624 

s  =  91,3624  X  sin  ip  =  76,7554 

y  =  100  sin  90°  =  100 

x  =  103  —  100  cos  90°  =  103 

0'  =  309  (1  -  cot  90°)  =  309 

„    100  -  76,7654  OM   

und    P  =  ~  .  309  =  69,73 

Bei  diesem  Gewölbe  als  Tonnengewölbe 
beträgt  nach  No.  12,  Formel  Vl,a,  die 
Scheitelspannung  =  164. 

Für  tp  =  70°  ist 

„J-tt041  _-o  cot  »35° 

cos  V  =  0,48833  •  arc  .  70° .  ~^^0 


1^  =  46°  44'  18" 

sin  36° 

CG  =  101,478  •  ^4l3  =  95,2835 
arc  36 

*  =  C(?  sin  45°  44'  1 2"  =  68,2363 

y  =  100  sin  70°  =  93,9093 


sin(\(j) 


und 


x  =  103  -  100  cos  70°  =  68,7980 
Q  =  309  (1  -  cos  70°)  =  203,3158 


F  = 


93,9693-68,2363 


68,7980 
Für    <p  =  60°  ist 

cos  uv  =  0,48833-  arc  60° 


x  203,3158  =  76,06 
cos  »30° 


sin  30° 

hieraus  i/,  =  39°  54'  34" 

«in  ^fl0 

CG  =  101,478 =96,9043 
arc  30 

s  =  CG •  sin  39° 54' 34"=  62,1716 
x  =  103  -100  cos  60°  =  53 
y  =  100  •  sin  60°  -  86,6026 
Q  =  309  (1  -  cos  60°)  =  154,5 

Das  Maximum  der  Scheitelspannung 
liegt  also  bei  einem  Winkel  swischen 
60*  und  90°. 

Nimmt  man  nach  einander  <p  =  69°  und 
71°,  so  erhält  man  für  <jp  =  69° 

cot  xp  =  0,48833  •  arc  69°  ^1^1^ 

hieraus  tp  =  46°  9'  20" 

tin  34°  30' 
CG=  101,478- -—^—  =  95,4660 
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i-CG  tin  45°  9'  20"  =  67,6806  und  Ton  einander  abgezogen  werdeu,  wenn 
x  —  103  -  100  cot  50°  =  67  1632     ™an  s'e  in  Brüche  von  einerlei  Nenner 

i/x/x     •  ™o    a1>,.oa  verwandelt,  wenn  man  ihnen  eine  gleiche 

jj  =  100  •  nn  69°  =  93,3^80  Kinhejt  ^  ^  g,eichartiff  machtk 

0'  -  309  (1  -  rw  69°)  -  198,2642  Münzen,  Mauke  und  Gewichte  mit  ihren 

93,3580—67,6806  ^  ^  gfi^2  .  ?5  g(>  rnterabtheilnngen  sind  der  Form  nach 

67,1632           *  '             '  ungleichartig:  al«  Centner  und  Pfund, 

Für    a  =  71°  und         Thaler  und  Groschen;  sie 

c0*»35°80'  werden  gleichartig  wenn  die  Centner  in 

coj  i^  =  0,48833 -arc 71° -^—^^  -->  Pfunden,  die  Fufse  in  Zollen,  die  Thaler 

5t«  00    JU        ■      o  1  I  .1  


hieraus  i;-  =  46°l9' 


in  Groschen  ausgesprochen  werden 

»i«35°30'  Wurzelgröfcen  und  Potenzen  werden 

CG=  101,478  - —      0  -,=  95,1090  gleichartig  genannt,  wenn  sie  einerlei 

.     -nC'  J,  '  „    Exponenten  haben,  obgleich  sie  nicht  zu 

*  =  CG  •  sin  46°  19'  =  68,7796  ad(firen  sind  a|s . 

*  =  103 -  100«.  71°  =  70,4432  f^^,.  Die  Rechnung  ist  nicht 

100.  sm 91°  =  94,5518  eher  auszüführen,  als  bis  wirklich  im  er- 

Q'  =  309  (1  -  cot  71°)  =  204,3528  sten  Fall  radicirt,  im  zweiten  potenzirt  ist. 

_  95,5518-68,7796               _  Eine    algebraische    Gleichung  heifst 

™~        70  4432     "  x  204,3528 -74,/ 0  gleichartig,  wenn  sämmtliche  Glieder 

Es  ist  mithin  die  Scheitelspannung  für  von  *,eichen  Dimensionen  gind. 
die  Hebelwirkung  bei  dem  Centriwinkel         ST  +  ry  ±  x'  +  ay  -f  bx  +  cd  -  0 
y  =  70°  ein  Maximum  und  die  wirkliche  ist  eine  gleichartige  Gleichung, 
Scheitelspannung  für  die  Längeneinheit         ay*  •+-  x%  +  by  +  cxy  +  . . .  =  0 
der  inneren  Widerlagerkante  =  76.  ist  eine  angleichartige  Gleichung. 

Die  übrigen  Untersuchungen  an  dem      Gleichartige  und  ungleichartige 
Kuppelgewölbe  geschehen  wie  die  vor-  Axen  derKrystalle,  s.  den  Art:  Axen 
stehenden  mit  Bezug  auf  den  \  ortrag  über  (|er  Rrystalle,  Bd.  I,  pag.  25. 
die  Tonnengewölbe.  «.*«.- 

.....  4    ,.  ,        .  ...     bleicher  für  Aequator,  s.  den  Art. 

Gleich  ist  gleich  grofs,  von  einerlei  Aequator  der  Erde  am  Schlufs. 
Grofse.    Arithmetisch  gleich  ist  gleich 

in  der  Zahl,  geometrisch  gleich  ist  gleich  Gleichförmig  ist  der  uneigeutlicho  Aus- 
im  Raum.  Eine  Summe  von  geraden  d™cK  f««"  gleichmäßig  Gleichförmig 
Linien  ist  einer  einzigen  geraden  Linie  helfet  nämlich  dem  Wortlaut  nach:  von 
gleich,  wenn  jene  zu  einer  geraden  Linio  gleicher  rorm,  bedeutet  aber  für  jedo 
xusammengesetzt  mit  der  gegebenen  ge-  Aenderung,  die  mit  einer  Grofse  vorge- 
raden Linie  einerlei  Länge  hat.  Krumme  nominell  *>rd,  oder  für  die  Grofse  selbst, 
Linien  von  verschiedener  Form  sind  ein-  vo»  Eigenschaft  mit  welcher 

ander  gleich,  wenn  sie  zu  geraden  Linien  »'e  behaftet  i*t,  auf  jeden  gleichen  Theil 
ausgespannt  einerlei  Längo  haben.  Ebene  K,e,on  v,e'  kommt,  so  dafs  hier  nicht  die 
Figuren  von  verschiedener  Form  und  Form  sondern  das  Maafs  zur  Sprache 
krumme  Flächen  sind  einander  gleich,  kommt. 

wenn  sie  zu  Quadraten  verwandelt  con-  Eine  Bewegung  ist  gleichförmig, 
gruent  werden.  Körperliche  Räume  sind  wenn  der  bewegte  Punkt  in  gleichen 
einander  gleich,  wenn  sie  bei  ihrer  Ver-  Zeiten  gleiche  Wege  zurücklegt  und  zwar 
Wandlung  congruente  Würfel  liefern.  nicht  ruckweise,  sondern  dafs  die  gedachte 
Gleichartig  (homogen)  sind  Grüften,  gWehßrmigkeit  für  jede  noch  so  kleine 
die  ein  gemeinschaftliches  Maafs  haben,      *  *l  ' 

die  mit  einander  zusammengezählt  und  Eine  Bewegung  ist  gleichförmig 
von  einander  abgezogen  werden  können;  beschleunigt  und  verzögert,  wenn 
Linien,  Flächen,  Korper  sind  unterein-  >n  gleichen  noch  so  kleinen  Zeiten  die 
ander  gleichartig.  Eine  ganze  Zahl  nnd  Gröfoen  der  Zuwachse  und  Abnahmen 
ein  Bruch  sind  der  Form  nach  ungleich-  gleich  grofs  sind. 

artig;  sie  werden  gleichartig,  wenn  die  Eine  arithmetische  Reihe  der  ersten 
ganze  Zahl  in  einen  Bruch  mit  dem  Nen-  Ordnung  ist  gleichförmig  wachsend 
ner  des  gegebenen  Bruchs  verwandelt  oder  abnehmend,  weil  zwischen  je 
wird.  Eben  so  sind  Brüche  von  verschie-  zwei  aufeinander  folgenden  Gliedern  die 
denen  Nennern  in  der  Form  ungleich-  Differenz ,  das  Maals  der  Aendera  ng, 
artig,  sie  können  erst  zusammengezogen  sich  gleich  bleibt. 

13- 
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Eine  arithmetische  Reihe  höherer  Ord- 
nung ist  u  n  gleichförmig  wachsend 
und  abnehmend;  die  aufeinander  fol- 
genden Glieder  sind  mit  beschleunigter 
Zu-  oder  Abnahme  begriffen.  Die  arith- 
metische Reihe  2ter  Ordnung  könnto  man, 
conform  mit  der  Bewegung,  gleichförmig 
beschleunigt  wachsend  oder  abnehmend 
nennen.  _ 

Ein  Körper  ist  von  gleichförmiger 
Dichtigkeit,  wenn  auf  jedes  gleiche 
noch  so  Kleine  Volumen  gleich  viel  Masse 
kommt,  wenn  also  die  Masse  frleichmäfsig 
vertheilt  ist. 

Gleichgewicht  ist  gleichbleibender  Zu- 
stand zwischen  zusammenwirkenden  Kräf- 
ten.  8.  Aequilibrium,  Bd.  I.,  pag.  36. 

Gleichheit  ist  Uebercinstimuiung  in  der 
Gröfse. 

Gleichheitsieichen,  das  Zeichen  der 
Gleichheit  zweier  Gröfsen  a  und  b  ist  =. 
Man  schreibt  a-  b.  S.  den  Art.:  Alge- 
braische Zeichen. 

Gleichlaufend,  parallel  sind  gerade  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegende 
Linien,  die  noch  so  weit  verlängert  sich 
nicht  schneiden  Denkt  man  sich  zwei 
auf  einander  liegende  sich  deckende  ge- 
rade Linien,  die  weil  sie  keine  Dicke 
haben  nur  eine  einzige  gerade  Linie  aus- 
machen, nimmt  die  obere  von  der  un- 
teren fort  und  bewegt  sie  der  Art,  dafs 
jeder  Punkt  derselben  einen  gleichen  Weg 
macht,  so  entstehen  2  Parallellinien.  Die- 
selben haben  in  allen  Punkten  einerlei 
Abstand  von  einander  (vergl.  Axiom). 
Eben  so  sind  Ebenen  mit  einander  gleich- 
laufend wenu  sie  sich  nirgend  schneiden, 
sie  mögen  noch  so  weit  nach  allen  Rich- 
tungen verbreitert  werden.  Die  Entste  - 
hnng  derselben  kann  man  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  den  gleichlaufenden  ge- 
raden Linien  erklären. 

Gleichmacher  für  Ae^ator,  s.  den  Art. 
Aequator  am  Schlufs. 


ander  gleichnamig,  die  Vorderglieder 
mit  den  Hintergliedern  ungleichnamig. 

Die  gleichliegenden  Seiten,  Winkel  und 
Diagonalen  in  congruenten  und  ähnlichen 
Figureu  heilten  untereinander  gleich« 
na  in  ig.  Eben  so  hat  man  in  den  Fi- 
guren durch  gleichnamige  Diagonalen  ge- 
bildete gleichnamige  Dreiecke,  im 
Allgemeinen  gleichnamige  Stücke. 

Gleichschenklig  ist  ein  Dreieck,  in 
welchem  von  den  3  Seiten  2  Seiten  gleich 
sind.  Diese  gleichen  Seiten  heifsen  die 
Schenkel,  die  dritte  Seite  ist  die 
Grundlinie,  der  von  den  Schenkeln 
eingeschlossene  Winkel  heifst  der  Win- 
kel an  der  Spitze,  die  beiden  anderen 
gleich  grofsen  Winkel  sind  die  Winkel 
an  der  Grundlinie  (s.  den  Art.  Drei- 
eck, No.  7  und  30  mit  Fig  577). 

Ist  Fig.  577,  pag.  328  ABC  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  BC  =  a  die  Grund- 
linie, sind  also  AB  =  AC  die  Schenkel, 
/  BAC  der  Winkel  an  der  Spitze  =  <», 
die  Winkel  an  der  Grundlinie  z  ABC 
=  z  ACB  -  ß,  so  ist 

Z.  ß  =  90°  -  4« 

Z«  =  180°-  2/? 

sin  \n  -  cot  ß  -  [  ^ 


cos  }«  =  sin  ß  = 


_  l'(26  +  n)(26-a) 


26 


«»«  =  24,1(2*  +  «) 
i  a> 


/2b  -  a 
x  !/»»+« 


Gleichnamig  ist  was  einen  gleichen 
Namen  hat  ot  ler  was  sich  auf  einen  glei- 
chen Namen  bezieht ;  z.  B.  zwei  Glieder 
einer  Reihe  oder  einer  Gleichung,  die 
beide  positiv  oder  beide  negativ  sind, 
heifsen  gleichnamig,  desgleichen  die 
mit  denselben  Vorzeichen  versehenen 
Wurzeln  einer  Gleichung  von  höherem 
Grade;  die  genannten  Gröfsen  mit  ver- 
schiedenen Vorzeichen  heifsen  ungleich- 
onmig  untereinander.  In  einer  ein- 
fachen und  zusammengesetzten  Propor- 
tion heifsen  sämmt liehe  Vorderglieder 
und  sämmtliche  Hinterglieder  unter  ein- 


«in  i  *  =  {  \* 
cot\ß=\\ 

Gleichseitig  für  Figur  und  Hyperbel, 
s.  den  Art.  Aequilateral,  pag.  36  mit 
Fig.  37. 

Gleichstellige  Glieder  sind  in  zusam- 
mengehörigen Reihen  die  Glieder,  wel- 
chen dieselben  Stellenzablen  zugehören. 

Gleichung  ist  die  Gleichsetznng  zweier 
Zahlengröfsen  von  verschiedener  Form. 
Liegen  diesen  verschiedenen  Formen  für 
eine  und  dieselbe  Gröfse  nur  arithmetische 
Operationen  zu  Grunde,  so  ist  die  Gl 
eine  analytische.   Z.  B. 

(n  +  »)(«-i)s««-  6» 

ist  eine  Gleichung,  die  durch  die  Auflö- 
sung der  Klammern  des  links  »teheuden 
Products  entstanden  ist. 

«  +  \  a-\  -  b  _  2  (o'  -  b) 

a  -  y-  b  +  a  f  |  -  b~  n»+A 
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In  dieser  Gleichung  ist  der  rechts  ste- 
hende einfachere  Ausdruck  entstanden, 
dafs  beide  links  stehende  Summanden 
unter  einerlei  Benennung  gebracht  wor- 
den und  hierauf  Zähler  und  Nenner  re- 
ducirt  worden  sind.  Beide  Gleichungen 
sind  analytisch,  uud  sämmtliche  ana- 
lytische Gleichungen  haben  keinen  an- 
deren Zweck  als  zusammengesetzte  alge- 
braische Ausdrücke  zu  vereinfachen,  oder 
sie  sind  das  Resultat  von  geschehenen 
Reductionen  zu  einer  allgemein  gebräuch- 
lichen Formel,  wie  Beispiele  in  den  Art.: 
.Analytische  Formel  und  analy- 
tische Gleichung"  gegeben  sind. 

Solche  analytische  Gleichungen  oder 
Formeln  kommen  natürlich  auch  mit 
transcendenten  Gröfsen  vor.   Z.  B. 

log  A  +  log  B  =  log  (AB) 

ist  eine  analytische  Gleichung,  nämlich 
eine  logarithmische  Formel,  welche  aus- 
spricht, dafs  man  um  den  Logarithmus 
eines  Products  zu  finden  mir  nöthig  hat 
die  Logarithmen  dessen  Factoren  zu  ad- 
diren. 

Die  Art.  „Cosinus  und  Cosecante" 
haben  eine  gTofse  Menge  von  analytischen 
Entwickelungen.  Der  erste  Art.  hat  pag. 
140,  Formel  27  und  28  die  beiden  trigo- 
nometrischen Gleichungen  oder  Formeln : 
cot  «  +  cot  ß  =  2  cot  \  (n  -f  ß).eoi  }  («  -  ß) 
cot  ß  -  co*  «  =  2  tin  J  (^i  -f  ß) .  tin  \  (n  -  ß) 

Beide  Gleichungen  durch  einander  di- 
vidirt  und  dann  reducirt  gibt  die  trigo- 
nometrischen Formeln  32  und  33. 
cot  a  -+-  cot  S 

^JZToTu  =  cot  *  ("  +  ^  ' eot  * (ft  ~  A 
und 

cot  &  —  cot  et 

c*\  l  +  'coTä  =  '*  »  ("  +  #  *  '9  5  ("  "  ^ 
cos  a  -t~  e ot  p 

Desgleicheu  hind  die  Art.  DifTerenzial 
bis  Differenzialrechnung  zum  gröfsen  Theii 
Entwickelungen  neuer  Formeln  und  Glei- 
chungen aus  gegebenen,  die  ebenso  zu 
den  analytischen  Gleichungen  gehören. 

Bestehen  dagegen  die  gleich  gesetzten 
Werthe  in  dem  algebraisch  ausgedrück- 
ten Zusammenhang  von  unbekannten 
mit  bekannten  Gröfsen,  und  sollen  diese 
Unbekannten  aus  dem  gegebenen  Zu- 
sammenhang ermittelt  (entwickelt) 
werden,  so  sind  die  Gleichungen  alge- 
braische. 

Der  Art.  algebraische  Gleichung 
erklärt  gleich  zu  Anfang,  dafs  Gleichun- 
gen, in  welchen  die  Unbekannten,  mit 
Logarithmen ,  trigonometrischen  Linien, 
DifTerenzialen  und  Integralen  verwickelt 


sind  oder  als  Potenzexponenten  vorkom- 
men, keine  algebraische  sondern  trana- 
cendente  Gleichungen  sind;  und 
in  der  That  man  hat  keine  andere  Be- 
zeichnung für  dieselben,  wiewohl  nach 
dem  Obigen  auch  transcendente  Gleichun- 
gen den  Character  der  analytischen  Glei- 
chungen haben. 

Der  Art.  Algebraische  Gleichung 
handelt  von  den  Gleichungen  mit  einer 
und  mit  mehreren  Unbekannten,  von  den 
Gleichungen  des  ersten  Grades  und  der 
höheren  Grade. 

Transcendente  Gleichungen  können 
entweder  durch  Logarithmen  aufgelöst 
werden  oder  es  mufs  durch  Probiren  ge- 
schehen. Viele  Gleichungen  sind  auch 
nur  scheinbar  transcendent  und  können 
algebraisch  entwickelt  werden.    Z.  B. 

1  Die  Gleichung 

*'  +  x  log  a  =  log  b 

ist  keine  transcendente  Gleichung.  Denn 
es  ist 


x  -  —  \  log  a  ±      (log  a)J  +  log  b 

algebraisch  zu  entwickeln  und  der  Werth 
von  *  numerisch  auazurechnen. 

2.  Desgleichen  die  Gleichung 

xl  —  x  Ig  (f  -  tin  {<p  +  rr) 

ist  eine  algebraische  Gleichung  weil  mit 
<r  und  u  auch  die  Tangente  und  der 
Sinus  bekannte  Zahlengröfsen  sind. 

3.  Die  Gleichung 

log  x  -j-  log  (a  +  x )  =  6 

ist  transcendent,  sie  kann  auch  nur  durch 
Probiren  gelöst  werden. 

4.  Die  Gleichung 
log  x  +  log  (ax)  =  h 

dagegen  ist  algebraisch.    Denn  es  ist 

log  (ax)  -  log  a  +  log  x 
folglich  hat  man 

2  log  x  f  log  a  =  b 
woraus  log  x  -  \  (b  -  log  a) 

5.  Die  Gleichung  ar  =  b 

ist  transcendent,  kann  aber  in  eine  alge- 
braisch logarithmische  Gleichung  umge- 
formt werden,  nämlich  in 
x  log  a  =  log  b 

_logJ  v 
log  a 

6.  Dagegen  ist  die  Gleichung  xr  =  b 
transcendent  und  bleibt  auch  durch  Um- 
formung transcendent,  denn  man  erhält 

x  log  x  —  log  b 

und  diese  Gleichung  ist  nur  durch  Pro- 
biren zu  lösen. 


wuraus 


x  — 
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7.  Die  Gleichung  welche  die  Radii  -  vectoren  des  Planeten 
Ig  *x  -f  Ig  x  —  a  -  0                          für  seine  mittleren  und  seinen  wahren 

ist  algebraisch  entwickelt  ?rt  vo"  eioand«r  Der  Art. 

°  Anomalie,  pag.  74  mit  Fig.  66  gibt  eine 

l$x  =  —  }±j  i  +  «  anschauliche  Vorstellung  tou  der  Glei- 

Wird  der  rechts  stehende  Werth  nn-  chung  der  Bahn. 

roerlach  ausgerechnet,  so  findet  man  x      Gleichung  der  Zeit  ist  der  Unterschied 

aus  den  1  afein.  zwischen  der  wahren  und  der  mittleren 

8.  Dagegen  bleiben  die  Gleichungen      Sonnenreit.    S.  den  Art.  Chronologie  mit 
x  lg  *x  +  lg  x  -  a  =  0  Fig.  295. 

lg  *r  +  lg  x  -  ax  =  0  Gleichwinklig  sind  Dreiecke  und  Yiel- 

u.  s.  w.  transcendent.  ecke,  die  lauter  gleiche  Umfangswinkel 

S.  Bd.  I.  und  II.  die  Art.  über  Glei-  habeu-  Dje  re?ulären  Figuren  sind  gleich- 
chung  in   dem  Inhaltsverzeichnis  und  se,u&  urul  gleichwiuklig. 
Sachregister,  ferner  Fouriers  Lehre  etc.      Glied  ist  ein  einzelner  der  abgcsonder- 
pag.  112.  ten  Theile,  ans  welchen  ein  Gauzes  be- 

Glelchonc  (Astr.)  hat  die  Bedeutung  st?ht-  In.  ^Arithmetik .ist J»*  jede zwi- 
von  Ausgleichung,  und  zwar  ist  sie  die  Sfhe"  Add't,ü"8- °der  Subtractions- 

Differenz  zwischen  dem  mittleren  Werth  stehen  behndhcho  Grofse  eines  Aggre- 
unddem  wahren  Werth  einer  Gröfse,  oder  Kat.s>  also  gleichbedeutend  oder  ein  ge- 
der  positive  oder  negative  Betrag,  wel-  weinschaniicher   Name   für  Summand, 
eher  dem  mittleren  Werth  einer  Gröfse  Minnend  und  Subtrahend, 
hinzugefügt  werden  mnfe,  um  den  wah-  ,  J>™  Aggregat:  w  +  x«±tyTcrf 
ren  Werth  derselben  Gröfse  zu  erhalten.  ha;4  4  4lleder  .       ,  /t  ,  . 
(S.  die  folgenden  Art.)  .  J>"  Aggregat  ax  +  (5  +  c  -  d)  y 

hat  2  Glieder,  von  denen  jedes  ein  Pro- 
Gleichung  der  Bahn  oder  des  Mittel-  duet  aus  2  Factoren  ist,  der  erste  Fac- 
punkts  ist  die  Gleichung  für  die  Be-  tor  des  zweiten  Gliedes  ist  eine  dreiglie- 
stimmung  des  wahren  Orts  eines  Plane-  drige  Gröfse. 

ten  in  seiner  Bahn  mit  Benutzung  seines  Je(ie  auf  Null  reducirte  Gleichung  be- 
bekannten mittleren  Orts:  steht  aug  mindosteng  2  Gliedern;  befin- 
Jeder  Planet  nämlich  durchläuft  seine  det  sich  in  derselben  ein  Glied,  in  wel- 
Bahn  tun  die  Sonne  mit  unglcichförmi-  chem  die  Unbekannten  nicht  vorkommen, 
ger  Geschwindigkeit;  in  der  Gegend  des  so  heifct  dieses  Glied  das  bekannte 
Aphols  ist  seine  Bewegung  am  lang-  Glied  oder  das  absolute  Glied.  In 
samsten,  in  der  Gegend  des  Perihels  am  der  Gleichung  x*  +  ax  -  h  =  0  ist  b  das 
schnellsten  (s.  den  Art.  Bahn,  No.  4,  pag.  absolute  Glied. 

171  mit  Fig.  165  und  166).  Jedej(  Verhältnis  a.b-  c-d,  besteht 

Macht  der  Planet  nun  seinen  vollstän-  ans  zwei  Gliedern,  dem  Vordergliede 
digen  Umlauf  um  die  Sonne,  also  360°  uod  dem  Hintergliede.  Jede  Propor- 
seiner Bahn  beispielsweise  in  300  Tagen,  tion  besteht  aus  2  gleichen  Verhältnissen 

so  ist  sein  mittlerer  Weg  pro  Tag  360  ,uit.  4  .G,iedern«  ^eien  äufeeren  und 

6  r  h  100  zweien  inneren  Ohedern.  Dasjenige  Glied 
=  3,6  Grade,  und  in  10  Tagen  sein  niitt-  »n  ein*m  Regeldetri- Ansatz,  zu  welchem 
lerer  Weg  36  Grad.  Nimmt  man  nun  das  ihm  zugehörige  Verhältnifsglied  ge- 
den  Anfangspunkt  seiner  Bewegung  im  fnnden  werden  sofl,  heilst  Frageglied 
Perihel,  so  hat  er  offenbar  in  den  ersten  (s-  <••)•  1"  einer  Reihe  (s.  arithmetische 
10  Tagen  einen  gröfseren  Weg  als  36°  Keihe,  geometrische  Reihe)  ist  das  erste 
zurückgelegt;  es  betrage  derselbe  (36  f  r)  von  Wichtigkeit  für  die  Auffindung  eines 
Grade,  so  ist  sein  mittlerer  Ort  36°,  3t*u>  4ten,  «ten  Gliedes  und  die  Summe 
sein  wahrer  Ort  (36  -f  «)°  vom  Perihel  »äinmtlicher  Glieder.  Dasjenige  mit  all- 
entfernt  und  dio  Gleichung  beträgt  -f  a.  gemeinen  Zeichen  ausgedrückte  Glied 
Wird  der  Weg  vom  Aphel  ab  gerechnet,  einer  spociellen  Reihe,  mit  welchem  das 
so  hat  er  in  den  ersten  10  Tagen  weni-  Gesetz  der  Fortschreitung  der  Reihe  all- 
ger  als  36°,  etwa  (36  -  ß)n  zurückgelegt  gemein  gegeben  ist,  heifst  das  allge- 
und  seine  Gleichung  ist  (-  ßf.  Glei-  meine  Glied 
chung  der  Bahn  heifst  die  Gleichung,  so  In  der  Reihe  1  •  3  •  6  •  10 .... 
fern  man  die  Bogen  «und  ß  in  der  Bahn  ist  das  allgemeine  Glied  «  =  $«(»+1); 
angibt,  Gleichung  des  Mittelpunkt«,  so  wo  t»  die  Stellenzahl  des  Gliedes  der 
fern  «  und  ß  dio  Winkel  bezeichnen,  um  Reihe  bezeichnet,  und  man  hat 
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für  i«  =  1  «  =  {  .  1  (1  + 1)  =  1 

»  =  2  «  =  i  ■  2(2  +  1)  =  3 

isl  m  =  J.3(3  +  1)  =  6 

»  =  4  n  =  i-4(4  +  J)=10 

n  =  10  u  =  \  •  10  (10  +  1)  =  55 
S.  auch  den  Art.  Gleichnamig. 

Gnomon  (Geometr.)  nennt  Euklid  im 
zweiten  Buch,  Satz  6,  7  und  8  den  einem 
Winkel  man  fs  ähnlichen  {yvmpmp  das  Win- 
kelmaafs,  die  Richtschnur)  UeberTest  aus 
einem  Quadrat,  wenn  ein  in  demselben 
von  einem  Eckpunkt  aus  construirtes 
Qnadrat  von  dem  ganzen  fortgenommen 
wird  ;  also  Bd.  IL,  pag.  73,  Fig.  412,  die 
ans  2  Rectangeln  bestehende  Ebene 
JGCEH,  also  die  Ebene,  welche  übrig 
bleibt,  wenn  von  dem  Quadrat  GH  das 
Qnadrat  CE  fortgenommen  ist. 

Klügel  in  seinem  mathematischen  Wör- 
terbuch erweitert  den  Begriff  dahin,  dafs 
er  nicht  nur  für  ein  Quadrat,  sondern 
auch  für  jedes  Parallelogramm  gilt,  wenn, 
wie  es  bei  dem  Quadrat  immer  der  Fall 
ist.  eine  Diagonale  des  kleineren  abzu- 
ziehendes Parallelogramms  mit  einer  des 
ganzen  in  derselben  Linie  liegt. 

Demnach  wäre  auch  Bd  II.,  pag.  73, 
Fig.  410  die  Figur  CGHEBA  (ein  schie- 
fes WinkelmaaXs)  ein  Gnomon. 

Gnomoi  (Aatr.)  bedeutet  den  Zeiger 
an  einer  Sonnenuhr  (yKwpwr  Anzeiger). 
Auch  bezeichnet  man  mit  Gnomon  eine 
Vorrichtung,  mittelst  welcher  man  den 
Augenblick  des  eintretenden  wahren  Mit- 
tags markirt,  indem  man  einen  finsteren 
Raum,  auf  dessen  horizontalen  Boden  die 
Kittagslinie  verzeichnet  ist,  mit  einer  nor- 
mal auf  der  Mtttegslinie  befindlichen  Wand 
schliefst  und  in  einem  mit  jener  Mitta^s- 
linie  in  derselben  lothrechten  Ebene  lie- 
genden Punkt  dieser  Wand  eine  sehr 
kleine  Oeffnnng  bildet,  durch  welche  nun 
die  Sonne  einen  Strahl  in  den  dunklen 
Raum  wirft,  der  ron  dem  Morgen  bis  zu 
dem  Mittage  bin  der  anf  dem  Boden 
▼erzeichneten  Mittagslinie  immer  näher 
kommt  und  mit  dem  augenblicklichen 
Eintritt  des  wahren  Mittags  sie  trifft. 

Goldene  Regel  war  bei  den  alten  Hech- 
nenmeistern  die  Anweisung,  aus  3  gege- 
benen Gliedern  einer  Proportion  das  vierte 
xu  finden,  also  die  Vorschrift  für  die  Aus- 
rechnung eines  Regel-de-tri-Exempels. 

Goldene  Zahlen,  s.  o.  Epakten. 

Goniometrie  (ytovta  Winkel,  Ecke)  wird 
jetzt  ziemlich  allgemein  derjenige  Theil 
der  Geometrie  genannt,  welcher  mit  dem 


Znsammenhang  zwischen  Winkeln  und 
ihnen  zugehörigen  geraden  Linien  sich 
beschäftigt;  und  da  man  eine  zweite  Ab- 
theilung dieses  Theils  Cyclometrie 
(xt/xAoc,  Kreis)  nennt,  so  ist  die  Gonio- 
metrie die  Wissenschaft,  welche  Linien 
aus  gegebenen  Winkeln  und  Cyclometrie 
die  Wissenschaft,  welche  die  Winkel 
(Kreisbogen)  aus  gegebenen  Linien  ken- 
nen lehrt. 

Früher  nannte  man  beide  Disciplinen, 
die  G.  und  die  G  allgemein  Trigono- 
metrie, und  wiewohl  dieses  Wort  Drei- 
ecksmessung heifst  (f(»>'o>'o>'  Dreieck, 
piiotir  messen),  so  wurden  nach  der  Er- 
klärung der  trigonometrischen  Linien  und 
den  Aufgaben  über  die  Dreiecke  auch 
noch  die  der  Vierecke  und  der  Vielecke 
aufgelöst,  so  wie  in  der  Elementar-Geo- 
metrie  die  Lehre  von  den  Dreiecken  die 
Basis  aller  geometrischen  Erkenntnisse  ist. 

Die  Namen  Goniometrie  und  Cyclo- 
metrie sind  aber  entsprechender  und  be- 
zeichnender, so  bald  sie  die  Lehren,  ab- 
gesehen von  deren  Anwendung  auf  Fi- 
guren, enthalten;  es  folgt  hiernach  dann 
die  Trigonometrie  und  wenn  man  will 
eine  Polygonometrie. 

2.  Der  Name  Trigonometrie  für  die  Ge- 
sammtheit  der  hierher  gehörigen  Erkennt- 
nisse wird  dadurch  gerechtfertigt,  dafs 
das  Dreieck  so  recht  geeignet  ist,  die  Un- 
erlärslichkeit  dieser  neuen  Disciplin  der 
Geometrie  zu  begründen. 


Fig.  G69. 


Denn  die  Elementargeometrie  lehrt  den 
Zusammenhang  zwischen  Seiten  und  Win- 
keln nur  in  den  Fällen,  wo  Winkel  rechte 
und  aliquote  Theile  von  rechten  Win- 
keln sind. 

Es  sei  nämlich  Z.ACD-  Z.BCD 
also  ^ACB  =  1/_BCD 

ferner  CA  -  CD  =  CB 

so  ist  Seite  AB  nicht  =2 mal  Seite  BD. 
Denn  es  ist  nach  geometrischen  Lehren 

AB  <  DA  +  DB 
also  AB  <  2 BD 
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Wenn  also  in  2  gleichschenkligen  Drei- 
ecken die  beiden  Paar  Schenkel  einander 
gleich  sind,  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  in  dem  einen  Dreieck  aber  dop- 

Eelt  so  grofe  ist,  als  der  in  dem  anderen 
•reieck,  so  ist  die  Grundlinie  des  ersten 
Dreiecks  nicht  doppelt  so  grofs  als  die 
Grundlinie  des  zweiten  Dreiecks. 

Eben  so  ist  die  Grundlinie  des  ersten 
Dreiecks  nicht  das  3,  4,  5, . . .  nfache  der 
Grundlinie  des  zweiten  Dreiecks,  wenn 
der  ihr  gegenüberliegende  Winkel  das 
3,  4,  5  . ..  nfache  des  der  einfachen  Grund* 
linie  gegenüberliegenden  Winkels  ist. 

3.  Wenn  in  dem  Dreieck  ABC  ZC 
=  2w,  /.A  =  «> 
also      Z  BCA  =  2  Z  BAC 
so  ist  zwar  BA  >  CB,  allein  BA  nicht  =  2BC. 

Denn  halbirt  man  Z.BCA  durch  CE 
so  ist  AP=  CE 

Nun  ist  Z  BEC=  Z  ECA  4-  z  EAC  =  2w 
und  ^BCE-u) 

Folglich  liegt  in  dem  A  BCE  die  Seite 
BC  dem  doppelten  und  die  Seite  BE 
dem  einfachen  Winkel  gegenüber. 

Wäre  nun  BA  =  2BC 

so  wäre  aus  gleichem  Grunde 
BC=2BE 
Man  hätte  also    BA  =  2BC 

 BC  =  2BE  

folglich  BC+  BAT=2BC  i  2IIE 
oder  BC  4-  BEj-  AE=  2BC  +  2BE 
oder  ÄE-  CE  =  BC  +  BE 

Mithin  wäre  in  dem  A  CBE  eine  Seite 
leich  der  Summe  der  beiden  anderen 
eiten,  welches  unmöglich  ist. 

Es  ist  also  unmöglich  dafs  AB  =  2BC 
ist.  Eben  so  ist  AB  nicht  das  3,4,  5... 
nfache  von  BC,  wenn  /_  BCA  das  3,  4,  5. . . 
nfache  von  /_  BAC  ist. 

Man  kann  also  aus  dem  Verhältnis 
der  Seiten  eines  Dreiecks  nicht  auf  das 
Verhältnifs  der  Winkel  und  aus  dem  Ver- 
hältnifs  der  Winkel  eines  Dreiecks  nicht 
auf  das  Verhältnifs  der  Seiten  desselben 
schliefsen.  Ueberhaupt  kann  man  aus 
den  Seiten  nicht  unmittelbar  die  Win- 
kel und  aus  den  Winkeln  nicht  unmit- 
telbar die  Seiten  finden  Und  dennoch 
ist  es  von  Wichtigkeit  diese  beiden  Auf- 
gaben zu  lösen. 

Es  gehören  also  zu  dem  Vergleich 
zwischen  Winkeln  und  Seiten  eines  Drei- 
ecks vc  rm  i  1 1 el ude  G  röfs  e  n ,  Gröfsen, 
die  mit  den  Winkeln  und  zugleich  mit 
den  Seiten  verglichen  werden  können, 
welche  in  der  Elementargeometrie  nicht 
vorkommen  und  einer  höheren  Abtheilung 


der  Geometrie,  der  Goniometrie  oder 
der  Trigonometrie  vorbehalten  blei- 
ben. Es  sind  dies  die  goniometri- 
ichen  oder  trigonometrischen  Li- 
nien, die  jetzt  erklärt  werden  sollen. 

4.  Es  seien  Fig.  669  die  Linien  CA, 
CD,  CB  als  Radien  eines  Kreises  gleich 
lang  und  in  den  Dreiecken  ACD,  DCB 
und  ACB  haben  die  Seiten  AD,  BD  und 
AB  einerlei  Lage  in  Beziehung  auf  die 
ihnen  gegenüberliegenden  Winkel.  Hätte 
man  nun  diese  Sehnen  bei  einer  be- 
stimmten Länge  des  Radius  z.  B.  der 
Längeneinheit  =  1  für  sämmtliche  Win- 
kel von  Secunde  zu  Secunde  berechnet, 
so  wären  diese  Sehnen  mit  den  Win- 
keln unmittelbar  verglichen-,  sie  sind  aber 
als  Linien  auch  mit  den  Seiten  eines 
Dreiecks  zu  vergleichen,  in  welchen  die 
zu  ihnen  gehörenden  Ceutriwinkel  als 
rmfangswinkel  vorkommen,  und  somit 
wäre  die  Vergleichung  zwischen  Winkeln 
und  Seiten  eines  Dreiecks  geschehen. 


Fig  C70. 


Beispiel.  Es  sei  in  dem  Dreieck 
A  BC  die  Seite  BC  =  40  gegeben  ,  ferner 
der  ^ABC  =  6b'  10',  der  Z  ACB  =  bA°  50', 
so  dafs  auch  der  dritte  ^_BAC  bekannt 
=  180°  -  (65°  10' +  50°  ;'»0')  =  60°  ist.  Man 
soll  die  Längen  der  Seiten  AB  und  AC 
finden. 

Man  zeichne  an  einer  der  beiden  un- 
bekannten Seiten  z.  B.  an  AB  ein  dem 
gegebenen  A  ABC  congruentes  &ABC, 
so  dafs  d/C'BA  =  ^CBA  und  ^C'AB- 
Z  CAB,  also  Z  CBC  -  2  Z  CBA  -  130"  20' 
und  ^CAC  =2£CAB  -  120°  ist. 

Ferner  zeichne  man  aus  A  und  B  die 
Kreisbogen  FG  und  DE  mit  der  Längen- 
einheit der  Seite  BC  also  mit  AF-BD- \, 
ziehe  die  Sehnen  FG  und  DE,  welche 
berechnet  und  also  bekannt  sein 
sollen, 
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so  ist        BD  =  BE,  BC=BC 

eben  so     AF=AG,  AC=AC 

Zieht  man  daher  CC  so  ist  diese  mit 
DE  nnd  FC  parallel. 

Es  ist  daher  BD.BC=DE:CC 
oder  1  ;  40  -  DE :  CC 

folglich  CC  =  40  •  DE~ 

Da  nun  auch  AF.FG-AC:CC 
oder  1 :  FG  =  AC :  CC 

so  ist  auch  _  CC  =  -  FG 
folglich     CC  =  AC «"  FC  =  40  0FT 

Die  Sehne  ßF.  für  den  Centriwinkel 
130°  20'  ist  =  1,815 
Die  Sehne  FG  für  den  Centriwinkel 

120°=  1,732 

Mithin  hat  man  ACx  1,732  =  40  x  1,815 

woraus  AC-  41,92 

Anf  dieselbe  Weise  würde  man  die 
Länge  der  Seite  AB  finden,  wenn  man 
an  AC  ein  dem  £  ABC  congruentes  Drei- 
eck zeichnet. 

Die  Linien  CC,  DE  und  FC  werden 
von  der  Seite  AB  halbirt.  Da  nun  halbe 
Linien  wie  die  zugehörigen  ganzen  Linien 
sich  verhalten,  so  hat  man  zur  Berech- 
nung der  Seite  ^4C  nicht  nüthig,  das 
A  AC'ß  zn  zeichnen:  man  darf  nur  von 
den  Punkten  D,  C,  F  die  Lothe  DH,  CL} 
FE  auf  AB  fällen. 

Es  ist  dann  BD  :  BC  =  DI!  :  CL 

und  AF  .  AC=  Fli  .CL 

mithin  Cll^BC^ÄC 


und 


sin  B  = 


CL 
BC 


oder 


^X40  =  f 


/IC 
0,8660 


DH=  0,9075;  Ftf 

5.  Die  auf  diese  Weise  coustruirten 
halben  Sehnen  sind  nun  wirklich 
für  alle  Winkel  von  Secunde  zu 
Socunde  berechnet  und  tabella- 
risch geordnet  Sie  haben  den  Namen 
Sinus  (semissis  halb,  in  scripta  die  Sehne, 
semissis  inscripta  wurde  s.  ins.  abgekürzt 
geschrieben,  woraus  der  Name  Sinus  ent- 
standen ist.) 

Ist  nun  DB=  1,  so  heifst  das  Loth  DH 
anf  dem  anderen  Schenkel  BH  des  Win- 
kels der  Sinus  des  y^DBH  und  man 
schreibt  DH  -  «in  DBH  oder  sin  ß. 

Da  nun  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
CBL  BD  :  BC  -  DH  :  CL 

oder  1  :BC=sinB:CL 

so  ist  CL  =  BC  •  sin  B 


In  jedem  rechtwinkligen  Drei- 
k  ist  also  der  Sin  us  ein  es  spitzen 
=  dem  Bruch,  in  welchem 


ec 

Wink 

die  dem  Winkel  gegenüberliegende 
Cathete  der  Zahler  und  die  Hy- 
potenuse der  Nenner  ist. 

6.  Dieser  Sinus  ist  also  einmal  eine 
Linie,  die  in  Beziehung  auf  einen  belie- 
bigen Winkel  auf  einerlei  Weise  constru- 
irt  wird;  nämlich  als  die  dem  Winkel 
gegenüberliegende  Cathete  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  oder  was  dasselbe  ist, 
in  Beziehung  auf  den  Winkel  als  Cen- 
triwinkel als  das  Loth  von  dem  Endpunkt 
des  einen  Halbmessers  auf  den  anderen, 
und  in  seiner  Länge  in  Theilen,  entwe- 
der der  Hypotenuse  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  oder  des  Halbmessers  des  Krei- 
ses ausgedrückt.  Der  Sinus  wird  also 
als  eine  abstracto  Zahl  angegeben  und 
ist  zugleich  die  wirkliche  Lange  wenn 
Hypotenuse  oder  Halbmesser  =  1  ge- 
setzt wird. 

Die  vielfachen  Beziehungen  zwischen 
Seiten  und  Winkeln  in  einer  Figur  raa- 
chen es  fast  unmöglich,  dafs  diese  ur- 
sprüngliche trigonometrische  Linie,  der 
Sinus  die  einzige  Vermittelung  zwischen 
Seiten  und  Winkeln  bleibe:  es  würden 
beschwerliche  Rechnungen  und  compli- 
cirte  Formeln  nothwendig  werden. 

7.  Aus  der  Geometrie  ist  bekannt,  dals 
in  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  670) 

AC1-  BC*  +  AB*  —  2 AB  •  BL 
Nun  ist  aber 

BL  -  BC  «in  BCL  =  BC  .  «in  y 

wo  y  der  Complementswinkel  von  z.  CBA 
=  x  ist.  Man  kann  daher  die  dritte  Seite 
AC  eines  Dreiecks  rinden,  wenn  die  bei- 
den anderen  Seiten  AB,  BC  und  der 
von  ihnen  eingeschlossene  Z.  *  gegeben 
sind,  indem  man  den  Sinus  des  zu  x  ge- 
hörenden Complementswinkels  in  Rech- 
nung bringt.  Um  für  jeden  einzelnen 
Fall  nicht  erst  den  Complementswinkel 
ausrechnen  zu  müssen,  hat  man  ebenfalls 
diese  Complerae  nta  -  Sinn  s  (abge- 
kürzt: Cosinus,  cot)  besonders  berech- 
net und  tabellarisch  geordnet. 

Es  sei  gegeben  BC  =  10,  AB  =  12, 
Z*  =  35°  10',  so  hat  man 
AC*  -  10*+  12*- 2-  12  •  10  •  cot  35°  10' 

=  244  -  240  •  0,81748  =  45,8018 
und    AC  =  »45,8048  =  6,77 

8.  Es  sei  Fig.  671  im  rechtwinkligen 
Dreieck  ABC  die  Cathete  AB  =  a  und 
der  ihr  anliegende  zDAC=x  gegeben, 

soll  die  Cathete  BC  finden. 


■ 
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Zeichnet  man  ans  A  den  Bogen  BD, 
fallt  das  Loth  DF  auf  AB 

so  ist  DF=  AD  sin  x  =  AB  sin  x=  a  sinx, 
AF=  AD  cot  x  —  a  cot  x 

nnd  man  bat 

Fig.  G7 1 . 


unmittelbar  ans  der  gegebenen  Cathete 
a  und  dem  Z  *  finden.   Denn  es  ist 

AF.AD  =  AB:AC 
oder       acot  x  :a  =  a:  AC 

woraus  AC  =  a  •  — — 

cos  x 

Wäre  a  =  1 ,  so  hätte  man  AC  — 


AF.  DF=  AB  :  BC 
oder     a  cos  x  :  a  sin  x  =  a:  BC 


woraus    BC  =  a  • 


sin  x 

cot  X 


Man  kann  also  BC  finden,  sobald  a 
nnd  x  in  Zahlen  gegeben  sind.  Um  aber 
nicht  die  Division  von  cot  x  in  »in  x 
nöthig  zu  haben  hat  man  den  Quotient 

™—  für  alle  Winkel  von  Secunde 
cot  X 

zu  Secunde  berechnet  und  mit  den 
Sinus  und  Cosinus  unter  dem  Namen 
Tangente  (abgekürzt  lang  oder  tg) 
zusammen  gestellt,  und  es  ist  demnach 

BC  =  a  lg  x 

Der  Name  Tangente  für  den  Quotient 
ist  ganz  angemessen,  denn  der  Quotient 

— —  würde  mit  der  geometrischen  Tau- 

COI  x 

gente  BC  an  dem  Kreisbogen  BD  nnd 
dem  Z  *  zugehörig  gleich  grofs  sein,  wenn 
AB  -  1  wäre. 

Wäre  statt  x  der  Coinplementswiukel 
v  gegeben,  so  niüfete  man,  um  BC  zu 
rinden,  erstZ*  ausrechnen  und  um  dies 
zu  vermeiden  hat  man  die  Comple- 
mentstan  genten,  abgekürzt  Co  tan - 
genten  (colg ,  cot)  ebenfalls  mitunter 
tabellarisch  zusammengestellt.  Man  kann 
sie  jedoch  entbehren ;  denn  da 

BC  =  ntgx 
und  a  =  BC  cot  x 

so  ist  BC=  BC  *cotx-  Igx 

oder    tg  x  •  cot  x  =  1 

1       cos  x 

woraus        cot  x  =  - —  =  — — 
tg  x     s%n  x 


Ist  also  y  gegeben,  so  hat  man  BC  = 
9.  Auch  die  Hypotenuse  AC  kann  man 


cos  X 

und  man  hat  diesen  Quotienten,  welcher 
mit  der  Länge  AC  für  den  Halbmesser 
AB  ~  1  übereinstimmt,  S  eca  n  te  genannt, 
weil  diese  Linie  den  Kreis  durchschneidet. 

Man  srhreibt  AC  =  asecx 

Eben  so  heifst  die  Secante  des  Com- 

Elementswinkels  y  von  x  die  Cosecante. 
is  ist  daher  auch 

AC  =  a  cosec  y 

10.  Die  trigonometrischen  Linien  sind 
in  No  7,  8,  9  in  Beziehung  auf  Dreiecks- 
berechnung, also  rein  trigonometrisch 
entwickelt.  Sie  sind  aber  in  Rücksicht 
auf  ihre  allgemeine  Anwendung  auch  all- 
gemein aufzufassen  und  zwar  ohne  Be- 
ziehung auf  Figurenberechuung,  sondern 
als  Vermittelung  zwischen  Winkeln  und 
deren  die  Längeneinheit  bildenden  Schen- 
keln, also  in  Beziehung  auf  Centriwinkel 
und  deren  Radien. 

In  dem  Art.  Constructionen,  tri- 
gonometrische, pag.  80  mit  Fig.  437 
bis  440  sind  die  genannten  trigonome- 
trischen Linien  für  einen  beliebigen  Win- 
kel ACD  construirt,  und  zwar 

Fig.  437  für  Winkel  von  0  bis  incl  90", 
also  im  lten  Quadrant  liegend. 

Fig.  438  für  Winkel  von  90°  bis  incl. 
180°,  also  im  2ten  Quadrant  liegend. 

Fig.  439  für  Winkel  von  180°  bis  incl. 
270°,  also  im  3ten  Quadrant  liegend. 

Fig.  440  für  Winkel  von  270°  bis  incl. 
360°,  also  im  4ten  Quadrant  liegend. 

No  2,  pag.  81  ist  gezeigt,  das  die  gleich- 
namigen trigonometrischen  Linien  für  die 
Winkel  der  4  verschiedenen  Quadranten, 
sobald  sie  sich  auf  gleich  grofse  Winkel 
des  ersten  Quadrant,  nämlich  auf  gleich 
grofse  Ergänzungen  zu  2  oder  4  rechten 
Winkeln  zurückführen  lassen,  in  den 
Längen  gleich  und  nur  in  den  Vorzei- 
chen verschieden  sind.  In  No  3  ist  an- 
gegeben, wie  solche  Zurückführungen  ge- 
schehen. 

Ueber  die  beiden  trigonometrischen 
Linien  Sinus  versus  und  Cosinus 
versus  oder  Quersinus  und  Quer- 
cosinns s.  den  Art.  „Cosinus  versus". 

11.  Die  trigonometrischen  Linien  für 
die  ein-  und  mehrfachen  rechten  Winkel 
zu  bestimmen  ist  von  grofser  Wichtigkeit: 
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Für  den  Z  ACA  (Fig.  437,  pag.  80)  =  0  -  «o ,  der  Cosinus  versus  BP  wird  =  BC 

fällt  der  Sinus  DE  und  die  Tangente  =  1. 

CA  in  den  Punkt  A-  beide  werden  =  0.  Hiernach  hat  man  folgende  Zusammen- 

Die  Secante  CH  fällt  in i  ü  und  wird  »tellung  der  Werthe. 

=  1,  der  Sinusversus  Ah.  fallt  in  den  «-  "  _             ^  0  1Rno  0?no  o^o 

Punkt  A  und  wird  =  0.  Der  Cosinus  DP  Fur  a  ~        0    90    180  270  360 

oder  CE  wird  =  CA  -  1.  Die  Cotangente  SiöQ8            +0  +1  +0   -1  -0 

nach  derselben  Richtung  BH  wird  ae ,  des-  Tangente        +  0  +  w  —  0    +  oo  -  0 

gleichen  die  Cosecante  CH  in  der  Rieh-  Secante          +  1  +  *>  -  l  -»+1 

tung  CA  =  «  und  der  Cosinus  versus  „Ä„„.    ,  n    .  ,    ,  «    ■  •     •  ^ 

ÄF  wird  =ÄC=  1.  Sinusversus   +0  +1   +2    +1  +0 

Für  den  <sBCA  =  90°  fallt  der  Sinus  Coä,inus          +1+0-1  -0+1 

DE  in  ÄC  und  ist  =  1 ,  die  Tangente  Cotangente     +«+0-oe+0  ~* 

wird  in  derselben  Richtung  AG  »,  die  Cosecante       +  •  +  l  +  »  — l    —  » 

Secante  C<?  fällt  in  die  Richtung  CÄ  und  Cosinus  versus  +  1  +0  +1   +2  +1 

sich  Ton  T bisT  Tnd "wird  -eirStl D«  12  Die  ^bnan«weiSe  Erklärung  der 

Cosinus  DP  fällt  in  den  Punkt  Ä  und  t»gonon,etrischen  linien  ist  durchaus 

wird  =  0,  die  Cotangente  BH  fällt  in  den  J"«^*«"*-  fcben  80  wJ.d  DUr  m}\  Hul  e 

Punkt  B  und  wir<f  =  0,  die  Cosecante  £er  Anschauung  von  Figuren  folgende 

CH  fällt  .in  CÄ  und  wird  =1,  der  Co-  *°™e.ln  ™  «"takeln: 

sinus  versus  ÄF  fällt  in  den  Punkt  B  wt  Fig.  437: 

und  wird  -  0.  CD*=  DEt+CE? 

Für  den  Z  -4'C  4  (wenn  man  Fig  438  oder              1  =  $%n  '«  +  coi '«  (1) 

den  rechts  in  dem  waagerechten  Durch-  .   y  /ON 

messer  liegenden  Endpunkt  mit  A'  be-  worau8       «»«=  Kl -c« '«  (2) 

zeichnet)  =  180°  fällt  der  Sinus  Z>£  in  und          cos  «  -  Kl- "» '«  (3) 

vi'  und  wird  =0,  die  Tangente  {—AG)  £s  ferner 

fällt  in  den  Punkt  A  und  wird  =0,  die  r-n-  Am  , 

Secante  (-  CG)  fällt  in  den  Halbmesser  ~        '  ^ 

C4  und  wird  =  -  1 ,  der  Sinus  versus  oder         stc  s«  =  1  +  >9  '«  (4) 

AE  erstreckt  sich  von  A  bis  A'  und  wird  ^          t9e  „  =  v  [J^Ta  (5) 

=  +  2.    Der  Cosinus  CE  erstreckt  sich 

von  C  bis  .4'  und  wird  =  -  1 ,  die  Co-  üdef              «  =  ^'«c  '«  -  1  (6) 

tangente  (-  ÄÄ)  wird  »  also  =  -  » ,  die  Ferner 

Cosecante  +  CH  fällt  in  die  Richtung  C//s  =  CÄ«  +  BH* 

CA'  und  wird  «o ,  der  Cosinus  versus  BP  od„       eotee  *a=l  +  c„,  J„  (7) 

wachst  bis  C  und  wird  =+1.  — — _ 

Für  den  Z  B*CA  (Fig.  439)  =  270°,  wenn  °*n       co,ec  "  =  1  1  +  c0<  *  (8) 

nämlich  der  unterste  Endpunkt  des  loth-  oder          cot  «  =  Kcosec  'o  —  1  (9) 

rechten  Durchmessers  mit  Ä'  bezeichnet  Ferner 

wiro\  hat  man  den  Sinus  DE  in  CÄ'  =  -  1,  CE  .ED  =  CA  :AG 

die  Tangente  AG  in  derselben  Richtung  , 

oo,  die  Secante  -  CG  in  der  Richtung  oder  rof  «:«"«-  1  •  «5  « 

CÄ  co  also  =  —  *s,  der  Sinusversus  AE  „AM1,H        #Ä  a 

in  ^C  =  +  i.   Der  Cosinus  -  CE  in  dem  WOraus        '*  tt  ~  ^Ta  (10) 

Punkt  C  =  -0,  die  Cotangente  BH  Ja  Man  kann  noch  folgende  Proportion 

dem  Punkt  Ä  =  0,  die  Cosecante  -  CH  an9etzen  : 

in  der  Länge  CB  =  —  1  und  der  Cosinus  ne._  p/,  .... 

versus  ÄF  in  der  Länge  ÄÄ'  =  2.  Lt  .ut-ifL  :  BH 

Für  den  Z  /tC/4  =  360°  (Fig.  440)  wird  oder                   1  « 

der  Sinus  (—  DE)  in  dem  Punkt  /l  zu  woraug      cot  a  =  eo$  " 

—  0,  die  Tangente  —  AG  desgleichen  in  sinn 

?ttll)}  Ai  ZU.  7°'  di,e   o"nte  CG  ferner  hat  man 

fallt  m  AC  und  wird  =  1,  der  Sinus  ver-  .  qj^  _  ^ .  ^ 

aus  >i£  verschwindet  in  dem  Punkt  A 


dl) 


zu  0.    Der  Cosinus  CE  wird  der  Halb-  oder      CM  Ä  :  1  ~  1 :  "c  a 

messer       =  1 ,  die  Cotangente  -  BH  woraus       ,ec  w  =  _L             •  (l2) 

wird  in  derselben  Richtung  oo  also  =  —  oef  cos« 

die  Cosecante  —  CH  fällt  in  die  entge-  Endlich 

gengesetzte  Richtung  von  CA  and  wird  CP:CB  =  CD.CH 
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oder       »no:l:l:  eotec  n 


woraus    cosec  a  = 


5in  u 


(13) 


lg  180°  = 


»inj  80°  _  0 
cos  1 80°  ~  -  1 


=  -  0 


m  W>  -      360°  -  "  0  -  n 


Eben  so  aas  Formel  11. 

.  Ä    coj  0  1 
cot  0  =  -  —  =  --  =  «> 
«tn  0  0 


co/  90' 


co«  90°  0 


cot  180°  = 


im  90°  1 
cos  180°    -  1 


(16)     cot  270 


o  _ 


«in  180°      0  " 
co*  270°  _  —  0 
«in  270°  "*  -  1  ~  ° 
cos  360°  _  -M  _  ^ 


Aus  Formel  12  hat  man 
1  1 


»ecO  = 


*re  90°  = 


cos  0 
I 


cos  90° 
1 


13.  Die  Haupt-  oder  Grundformeln  für 
alle  analytischen  Entwirkelungen  sind  die 
zur  Bestimmung  des  Sinus  und  des  Co- 
sious  einer  Summe  und  einer  Differenz 
zweier  Winkel  durch  die  Sinns  und  Co- 
sinus der  einzelnen  Winkel.  Es  sind 
diese 

sin(a±ß)  =  sitn>'Cos;l±cot,  -sinß  (14) 

cos  (n  =fc ß)  =  rota>  cos ß^tin  u  •  'in  ,*  (15) 

Aus  diesem  Grunde  machen  diese  4 
Formeln  aus.  Von  denselben  sind  die 
beiden 

#in(n  +  ß)  =  sin  « ♦  cosß  +  cos  u .  sinß 
und 

cos  (n  +  ß)  =  cos  « •  cos  ß  —  sin  tt  ♦  si n  ß  (17) 
in  dem  Art.  Constructionen  in  No.  14, 
pag.  89  mit  Fig.  454  bis  Fig.  463 
und  die  Formeln 

sin  («  -  ß)  -sine  cos  ß  -  cos  « •  sinß    (1 8) 

cos(a  -  ß)  =  cos  u  •  cos ß  -J-  sin  n-sinß  (19) 
in  No.  15,  pag.  93  mit  Fig  464  bis  Fig. 
473  in  allen  nur  möglichen  Lagen  der 
einzelnen  Winkel  synthelisch  als  richtig 
nachgewiesen. 

Die  übrigen  trigonometrischen  Formeln 
sind  gleichfalls  synthetisch  und  mit  mög- 
lichst euklidischer  Strenge  in  Form  von 
Aufgaben  als  richtig  dargethan;  sie  sol- 
len darum  hier  noch  analytisch  entwickelt 
werden. 

14.  Es  lafst  sich  die  Tabelle  der  Werthe 
aller  trigonometrischen  Linien  No.  11  aus 
den  ad  12  aufgestellten  Formeln  analy- 
tisch ableiten,  wenn  man  nur  die  Werthe  cosec  190°=  —  — =  _ 
des  Sinus  und  des  Cosinus  als  bekannt  «»180 
annimmt. 

Setzt  man  in  Formel  10  für  Sinus  und 
Cosinus  die  Werthe,  so  erhält  man 

ii»0  0 

cos  Ö 

«in  90°  1 
0 


=  -ZT  =  «> 


1 


sec  270°  -  — I  _.  -   1   =  _  « 


cos  270°    -  0 


sec  360° 


cos  360° 

Aus  Formel  13 

\_  1 

*inO~  0 
1 


=  =1 


cosec  0  = 


=  —  -  «o 


1 


90°  =  ..         =  , 
«in  90° 


1 


«in  270°    -  1 
1  1 


1 

1 

  =  CO 


<«0  = 

tg  90°  = 


cos  90° 


cosec  270°  = 

™"r360°=..V360°--ö—  - 
^  Der  Sinus  versus  ist  =  1  —  cos ,  der 
Cosinus  versus  =  1  -  «in ,  beide  werden 
also  für  keinen  Werth  des  Winkels  ne- 
gativ. 


«ine  (0)  ist  =  1  -  1      =0  cost  (0°)  =1-0  =1 

»ine  90°  =  1  -  0      =1  cost  90°  =  1  —  1       -  0 

«ine  180°=  1 -(- 1)  =  2  cotv  180°=  1-0  =1 

«tne  270°  =  1  -  (-  0)  =  1  cost  270°  =  1  -  (-  1)  =  2 

sint  360°  =1-1       =0  cost  360°  =1-0  =1 

15.  Setzt  man  in  Formel  16  und  17  hintereinander  «  =  90°,  180°  und  270°, 
ß  =  «,  so  hat  man 

«in  (90°  -J-  r«)  —  1  •  cos  n  4-       0  •  «in  a  =     cos  a 
sin  (180°  +  n)  =  0  •  co«  ft  +  (-  1)  •  «in  a  =  -  «in  a 
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sin  (270°  +  «)  =  (—1) .  cos  et  +  (-  0)  •  »in  «  =  —  cos  « 
COS  (90°  +  ff)  =     0  •  cos  ff  —       1  •  »in  «  =  —  »in  n 
cos  (180°  +  «0  =  (—1)  'Cosa—      0  •  sin  tt  =  —  cos  a 
cos  (270°  +  ff)  =  (—0)  •  cos  tt  -  (-1)  •  »in  «  =     »in  « 
Setzt  man  in  Formel  18  und  19  hintereinander  «=180°,  270°,  360°,  und 
ß  -  ii,  so  erhält  mau 

sin  ( 1 80°  —  f.)  =     0«eo»  a  -  (-  1)  •  «in  er  -     ii»  a 

»in  (27o°  —  *•)  =  (—1)  •  cos  a  -  (-  0)  •  sin  «  =  —  cos  a 
sin  (360°  -  «)  -  (-0)  -cos  a  -  1  •  sin  n  =  —  «in  « 
co»  (180°  -  »»)  =  (—  l)«co«  a+  0  •  sin  «  =  —  cos  « 
rw  (270°  -  «)  =  (-0)»co«  n  +  (-  1)  •  «in  et  —  —  sin  a 
cos  (360°  —  n)  =  1  •  co«  «  +  (—  0)  •  «in  «  =  co»  « 
16-  Hit  Hülfe  der  Formeln  No.  15  bat  man  nun  die  Werthe  der  Tangente, 
Cotaugeut«,  der  Secante,  Cosecante,  des  Sinus  versus  und  des  Cosinus  versus  von 
Winkeln  in  späteren  Quadranten  auf  Winkel  des  ersten  Quadrant  reducirt  wie  folgt: 


_  sin  (90°  +  it)  _ 

cos  ff 

~  cos  (90°  +  «)  - 

-  stn  « 

sin  (180°+  «•)_ 

—  sin  tt 

"  cos  (180°+  «)~ 

—  cos  a 

_  sin  (270°  +  n)  _ 

—  cos  « 

~  CO*  (270°  +  tr)~ 

sin  « 

sin  (180°-  «)_ 

sin  n 

"  cos  (180°-  o)~ 

—  cos  ff 

_  sin  (270°  -  «) 

-cosn 

"  cos  (270°  -  «)  ~ 

—  sin  tt 

_  «tu  (360°  -  «)  _ 

—  »in  a 

cos  (360°  -  a) " 

COS  ft 

=  —  tg  a 

cot  (90°  +  «)  =  .-  ,„„o  : — i  =   =  —  l9  " 

v      T  '    sin  (90°  +  «)      co* «  ' 

,.a  Q  co«  (180°+  «)    -co«  n 

i  (i  w  +  .)  -  srlüsq^,  =  r^r„  =  «*  " 

.    co«  (270°+ «)  «in« 

col  (270°  -f  ff)  =  .   '     6  T   \  ~  =-<9« 

v  «in  (270°  +  er)     —  co»  « 

,  --n       \     co«  (180°  -  o)     —  CO«  ff 

«in  (270°  -  «)    —  co«  o 

„„.  ,„Rno      ,    co*  (360° -«)  _  co«« 
co/ (360  _„)  =  dWW— , 


—  »in  « 

=  <9« 


=  —  cot  ff 


—  »in  « 

*«c  (90°  +  co  =  - 7WTV)  =        =  " - 

sec  (180°  +  ff)  =  -„^oo^^  = 

*cc  (270°  +  ff)  =      {21l0O  +  g)  =         =  co.ec  „ 

*cc  (180°  -  ff)  =  —yijr—)  =  r^r„ 

.«c  (270° -«)  =      ^0  _  n)  =  ^  =  -  co..c  « 

1  1 


=  sec  u 
cot  « 
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'(90°+n)  = 
eosec  (180°  +  «)  = 
eosec  (270°  +  «)  = 
co*ec(  180°-«)  = 
coscc  (270°- ff)  = 


»in  (90°  +  a)  c 

 =  J 

'OS  ft 

1 

1 

sin  (180°  +  «)  " 

—  sin  a 

1 

1 

sin  (270°  +  «)  ~ 

—  CO»  « 

1 

_  1 

-  =  —  cotec  a 


~  —  $tc  a 


eosec  (360°  -«)  =  __ 
Nach  No.  14  ist 


»in  (270°  -  «) 
1 


»in  a 

1 

—  COS  tt 

1 

—  sin  ß 


daher 


»in  (360°  -  o) 

sin»  et  =  1  —  CO«  ft 

co»»  «  =  1  —  »in 
»ine  (90°  -f  «)  =  1  -  cot  (90°  +  «)  =  1  +  sin  et  = 
sinv  (180°  +  r«)  =  1  -  cos  (180°  +  «)  =  1  -  (-  cos  et)  = 
»in«  (270°  +  «)  =  1  -  cos  (270°  +  a)  =  1  -  »in  a 
sinv  (180°  -  «0  =  1  -  cos  (180°  -  «)  =  1  -  (-  cos  o) 
sinv  (270°  -  «)  =  1  -  cos  (270°  -  o)  =  1  -  (-  sin  a) 
sinv  (360°  -  o)  =  1  -  cos  (360°  -  «)  =  1  -  cos  « 
cos©  (90°  +  «)  =  1  —  sin  (90°  +  «)  =  1  -  cos  ft 
(180°  +  «)  =  1  -  sin  (180°  +  er)  =  1  -  (-  s»n  «) : 
(270°  +  fc)  =  1  -  sin  (270°  +  o)  =  1  -  (-  cos  «) 
cos»  (180°  -  a)  =  1  -  sin  (180°  -  o)  =  1  -  »in  rx 
(270°  -  n)  -  1  -  »in  (270°  -  <r)  =  1  -  (-  cos  i«) 
(360°  -  «)  =  1  -  s»»  (360°  -«)  =  !-(-  sin  «) 


=  —  sec  « 


=  —  ro»rr  ft 


2  —  cos»  fr 
2  —  sinv  « 

•■  cos»  « 

:  2  —  sin»  a 

:  2  —  cosr  ff 

:  sin»  ft 

:  sin»  ff 

:  2  —  COS»  « 

:  2  —  sin»  « 

:  cos»  a 

-  2  —  sinv  « 

:  2  —  COS»  « 


17.  Die  trigonometrischen  Linien  ne- 
gativer Winkel  kommen  im  Calcül  nicht 
selten  vor  und  müssen  auf  positive  Win- 
kel reducirt  werden.  Unter  negativen 
Winkeln  versteht  man  diejenigen,  welche 
(Fig.  437  bis  440)  von  dem  festen  Schen- 
kel CA  ab  nach  entgegengesetzter  Rich- 
tung, also  aufeinander  folgend  durch  den 
4ten,  den  3ten,  den  2ten  und  den  lten 
Quadrant  gezahlt  oder  gemessen  werden. 

Es  ist  demnach  gleich  bedeutend: 
der  (~l)te Quadrant  mit  dem  (-Hüten  Quad. 
„  (-2)te      ,        »     „  (+3)ten  . 
.  C-3)te      ,        .     ,  (+2)ten  , 
,  (-4)te      „        ,     .  (+l)ten  , 
Und  in  derselben  UebereinstimmuDg 
stehen  auch  die  Vorzeichen  der  trigono- 
metrischen Linien  (s.  Tabelle,  Bd.  II., 
pag.  81). 


Quadranten 

+  1 

+  11 

+  III|+IV 

Sinus 

+ 

+ 

Cosinus 

+ 

+ 

Tangente 

+ 

+ 

Cotangente 

+ 

+ 

Sec  ante 

+ 

+ 

Cosocante 

+ 

+ 

Sinns  versus 

+ 

+ 

+ 

+ 

Cosinus  versus 

+ 

+ 

-1- 

+ 

Da  nun  correspondiren : 
-  0  mit  +  360° 
-  90°  mit  +  270° 

-  180°  mit  +  180° 

-  270°  mit  +  90° 

-  360°  mit  +  0° 

so  hat  man  aus  der  Tabelle  No.  11: 


Für  «  = 

-0 

-90° 

-  180° 

-270° 

-360° 

Sinus  .... 

-0 

-1 

+  0 

+  1 

+  0 

Tangente     .  . 

-0 

+  00 

-0 

+  0O 

+  0 

Secante   .    .  . 

+  1 

—  00 

-1 

+  00 

+  1 

Sinus  versus 

+  0 

+  1 

+  2 

+  1 

+  0 

Cosinus    .    .  . 

+  1 

-0 

-1 

+  o 

+  1 

Cotangente   .  . 

—  00 

+  0 

—  00 

+  0 

+  « 

Cosecante     .  . 

—  «c 

-  1 

+  * 

+  1 

Cosinus  versus  .  |  +1 

+  2 

+  1 

+  0 

+  1 
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correspondiren: 
-  a  mit  +  360°  -  « 

-  (90°  -  «)  mit  +  270°  +  « 

-  (90°  +  n)  mit  +  270°  -  « 
-(180°-tt)  mit  +180°  + « 
-(180°  +  «)  mit  +  180° -o 

-  (270°  -  o)  mit  +  90°  +  a 

-  (270°  +  tt)  mit  -f  90°  -  « 

-  (360°  -  «)  mit  +  tt 
Daher  ist  nach  No.  15  und  16 

«in  (—«)  =  -  rin  tt 
co»  (-  a)  =  eo$n 
tg(-e)  =  ~tga 
cot  (—  n)  =  -  cot  u 
tec  (—  n)  =  tec  a 
cotec  (-«)  =  —  coiec  « 
tinv  (—  «)  =  sin»  tt 
cotv  (-  «)  =  2  -  cotv  « 


»in  -  (90°  -n)--  cot  ,x 
cot  -  (90°  -  «)  =  »in  a 
tg  -  (90°  -  o)  =  -  cot  a 
col-(90°-«)  =  -lo« 
tec_  (90°  -n)^eoseca 
eoiec  -  (90°  -  n)  s  -  tec  « 
•ine  —  (90°  —  w)  =  eorv  n 
co»t>  -  (90°  —  n)  =  2  —  ging  « 
sin  -  (90°  +  «)  =  -  cot  n 
co$  -  (90°  +  tt)  -  —  »in  rt 

(90° +  «)  =  col« 
col  -  (90°  +  o)  =  tg  tt 
tec  -  (90°  +  o)  =  -  «wer  « 
cotev  —  (90°  -(-«)  =  —  *ec  « 
«in»  —  (90°  +  o)  =  2  *-  cotv  et 
cotv  —  (90°  +  «)  =  2  —  tinv  tt 
«in  -  (180°-«)  =  - »in  n 
co»  -  (180°  -  a)  =  - co»« 
I«  -  (180°  -  ff)  =  lo  a 
col-  (180°-  n)  =  col  « 
tec  -  (180°  -  n)  =  -  i«  n 
co»«e  —  (180°  -  o)  =  —  co»ec  « 
tinv  -(180°-  «)  =  2-  »ine  « 
cotv  —  (180°  -  «)  =  2  —  co»g  « 
•in  -  (180°  +  «)  =  »in« 
cot  —  (180°  +  «)  =  -  co*  a 
lo  -  (180°  +  «)  =  -  tg  a 
col  -  (180°  +  i»)  =  -  cot  f» 
tec  -  (180°  +  I»)  =  -  sec  n 
co»ec  -  (180°  +  «)  =  co»«c  er 
tinv  -  (180°  +  «)  =  2  -  «inr  « 
co»»- (180°  +  «)  =  co»rn  


tin  —  (270°  —  et )  =  cot  tt 
cot  —  (270°  —  «)  =  —  »in  tt 
tg  -  (270°  -  h)  =  -  cot  tt 
cot  -  (270°  -  tt)  =  -  tg  a 
tec  —  (270°  —  «)  =  -  cotec  a 
cotec  -  (270°  -  ir)  =  tec  a 
tinv  -  (270°  -  «)  =  2  -  cotv  tt 

cotv  -  (270°  -rt)s  tinv  tt  

»in  —  (270°  +  «)  =  co*  « 
co«  -  (270°  +  «)  =  tin  tt 
tg  -  (270°  +  «)  =  cot « 
cot  -  (270°  +  «)  =  tg  tt 
tec  -  (270°  -f  o)  -  cotec  tt 
cotec  -  (270°  +  rt)  =  tec  a 
tinv  -  (270°  +  rt)  =  cotv  et 

 cotv  -  (270°  +  «)  =  »in»  a 

tin  -  (360°  ~  o)  =  »in  n 
co«  -  (360°  -  rr)  =  co»  « 
Ig  -  (360°  -  rt)  =  tg  tt 
cot  -  (360°  -  «)  =  cot  a 
tec  -  (360°  -  rt)  =  tec  tt 
cotec  —  (360°  —  «)  =  cotec  a 
tinv  —  (360°  —  «)  =  »in»  a 
 cotv  —  (360°  —  n)  =  co»t>  «  

18.  Es  sollen  nnn  die  ferneren  in  dem 
Art.  „Constructiouen,  trigonome- 
trische," synthetisch  als  richtig  erwie- 
senen Formeln,  welche  die  gebräuchlich 
sten  sind,  analytisch  abgeleitet  werden. 

Schreibt  man  in  Formel  16  für  ß  den 
Werth  «,  so  ist 
»in  (2«)  =  »in  ff  •  cot  tt  +  cota*  sin  « 

also  (Bd.  IL,  pag.  96,  No.  16  V.  synthetisch) 

sin  (2rt)  =  2  »in  a  •  cot  tt  (20) 

Schreibt  man  in  Formel  17:  /J  =  «,  so 
ist  (No.  17,  VI.  synthetisch) 

co»  (2«)  =  co»  »«  -  »in  »«  (21) 

Schreibt  man  in  Formel  21,  nach  For- 
mel 1: 

co»  »«  —  1  —  «in  '« 
so  erhalt  man  (No.  18,  VII.  synthetisch) 
co»  (2a)=l  -2»n»«  (22) 

Schreibt  man  dagegen  in  Formel  21 

»in  *«  =  1  —  co»  *« 
so  erhält  man  (No.  19,  VIII.  synth ) 

cos  (2n)  =  2  cos  »«  -  1  (23) 
Dividirt  man  Formel  20  durch  Formel  21, 

mn     »aif  ,„an    sin(2tt)      2  »in  u  co»  n 

so  erhalt  man    — — —  =  —  : — r- 

cos  (2«)    cot '«  —  «in  «« 

und  wenn  man  Zahler  und  Nenner  des 

rechts  stehenden  Bruchs  mit  cos»«t  divi- 


dirt  und 


stn  « 


=  tg  a  setzt,  so  erhält  man 
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CN..  20,  IX.  synth.)  ^  (2<l)  =  <J* .Vf  "J  (26) 

i.««^-    2-'*—  (24>  2C01" 

vw~i~-l0"«  v   1     Dividirt  man  Formel  25,  Zahler  und 

Dividirt  man  21  durch  20,  so  ist  Nenner  rechts,  durch  cot  *r,  so  erhält  man 

,„  ,        .       .  ,  (No.  22,  XI.  synth.) 

cot  (2«)  _  cot  'a-iw'«  v         '  1  ' 

sin  (2«)  ~  2  »in  a  •  cot  «  cot  n  

und  nun  Zähler  und  Nenner  des  rechts  c0/(2«.)=  Tco*"=cota~t^tt  (26) 

stehenden  Bruchs  mit  tin  s«  dividirt  er-  2  2 

gibt  (No.  21,  X.  synth.)  Es  ist  nach  Formel  4  und  26 

(cot  (t  —  to  i0* 

1  4  cot  *(2«<)  =  **c  \2a)  -  1  4  4  -  —  =  \  (4  +  cot  »«  +  tg  ««  -  2  cor  «  •  fo  i#) 

=  i  (4  4  col  J«  +  /jjr-  2)  =  i(co<  *.r  +  /oa«  +  2co/ « •  Ig  a)  =  J  (rof  n  4  Ion)» 

woraus  (No.  23,  XII.),  wenn  man  radicirt      Entwickelt  man  cot  tt  aus  Formel  23, 

/A  .    eolff4ty«  schreibt      für  <»,  so  erhält  man  (No.  25, 

cotec('2a)  =  -   (27)  X|V  synth  > 

Entwickelt  mau  aus  Formel  22:  tin  n  _  i/l  4  cot  a 

uud  schreibt  1«  für  «,  so  erhält  man   j  [  } 

(No.  24,  XIII.  synth)  Schreibt  man  in  Formel  28:  (90°  -  «) 

»in{k«)=y~j—           (28)  f"r  ">  *°  ^t  man  (No.  20,  XV.  synth.) 

Schreibt  man  (90°  -  «)  für  «  in  Formel  29,  so  erhält  man  (No  29,  XVIII.  synth.) 

.  |/L+~ (29?:-">=  |/L+i«5  PI) 

Schreibt  man  (90°  4  a)  für  «  in  Formel  28,  so  erhält  man  (No.  28,  XVII.  synth.) 

90°+«     i/l  -cot  (90°  +  tt)  i/l+««a 

«m  —  —  =  (/  ä—  =  \  —f—  (32) 

Schreibt  man  (90°+  r.)  für  o  in  Formel  29,  so  erhält  man  (No.  27,  XVI.  synth) 
90°  4- «     1  /l  +  co«  (90°  4  *)     1  /  l  -  «in  « 

-y-  =  K — :~2  =  r/~—  <33) 


Dividirt  man  Formel  30  durch  31,  so  und  reducirt,  so  erhält  man  (No.  34,  XIII. 

erhält  man  (No.  30,  XIX.  synth.)  synth ) 

,,^=)/L=J»L«         (34)  ,,?^=i^"«  (38) 

'2         f  t  -|-  «i» «  *     2           co« « 

Durch  die  Umkebrung  des  Bruchs  For-  Multipücirt  man  Zähler  und  Nenner 

mel  34  erhält  man  (No.  32,  XXI.  synth.)  der  Wurxelgröfse  in  Formel  35  mit(l— tinn) 

90°—  ,t    i  /l  +  «in  n  and  reducirt,  so  erhält  man  (No.  37,  XXVI. 

e*__  =  J/r_.         (35)  8ynth.)  ^ 

Dividirt  man  Formel  32  durch  33,  so  c«l  — — -  =  1  +      "  (39) 

erhält  man  2  rosa 

90°-}-  <t  _  f/14-  'in  «  Multipücirt  man  Zähler  und  Nenner  der 

'S     2     ~  y  T^tlna         *   '  Wurxelgröfee  in  Formel  36  mit  (I  +  «in  n) 

und  dividirt  man  Formel  33  durch  32:  and  reducirt,   so  erhält  man  (No.  36, 

(No.  31,  XX.  synth.)  XXV.  synth.) 

cot       =  jAzü-f      (37)  t9  !°!±? ,  Ltifeü  (40) 

2        '  1 4-  «m  n  *     2           cota  v 

Multipücirt  man  in  Formel  34,  Zähler  Multipücirt  man  in  Formel  37,  Zähler 

und  Nenner  der  Wurxelgröfse  mit  ( t  -  «in  n)  und  Nenner  der  Wunelgröfee  mit  ( I  -  tin  r») 
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and  reducirt,  so  erhält  man  (No.  35,  Zähler  nnd  Nenner  der 

XXIV.  synth.)  0  -  cos  *)  s0  erna,t  man  *  AAV1|v 

'^•t+^L^i;        «i>       .,(*..)='  (««) 

2  cos  n 

Dividirt  man  Formel  28  durch  Formel  Multinlicirt  man  dagepen  mit  (1 +  co«  fO, 

29  und  reducirt,  so  erhalt  mau  (No.  40,  so  erhält  man  (No.  39,  XXVIII.  synth.) 

XXIX.  synth.)  «» «_  (43h) 

i/l-_co5_o  f*OT    l  +  co*« 

'5  (*«)  t  K  i  +  cot  a  ~}  Addirt  man  Formel  28  und  29,  so  hat 

und  multiplicirt  man  in  dieser  Formel  man 

,    x     |  /l  ~~  cos  a     i  !\  4-  cos       i  //i/l  -  cos  «     t/1  +  col 

(J ,) + cos (j«)=[/— — +  |/ — 2"—=  Kr  -2   +1  v~J 

!  /fl  -  cof  «  ,  1  4-  cos  er  ,     1  /(l  -  cot  a)  (1  4-  cos  rr)"| 
=  J'[— -  +  —  -+2J/—  ^  j 

Man  hat  demnach  (No.  41,  XXX.  synth.)  in  speziellen  Fällen  genommen  werden 

 ■ —       f m a\  müssen,  s.  Bd.  II.,  pag  107,  No.  44  mit 

tin  f»  +  cos  (in)  =  \i  +  stna  (44)  ^  de'n  Formeln  XXXV  und  XXXVI. 
Subtrahirt  man  Formel  28  von  Formel     gUDtrahirt  man  Formel  17  von  19,  so 

28,  so  hat  man  erhilt  man  (No  48j  XL.  synth.) 

co.(i.)-,iH(^)=V1-±^-l/^'-a  ,inß.,inn=k[co.{«-ß)-co ,(„4fl]| 

1  2        K      2  co«  (,,-fl-cos  («-f  Ä(  (51) 

und  eben  so  wie  mit  der  Summe  ver-  oder  sinn-  isinß  ' 

fahren  ergibt  (No.  42,  XXXI.  synth.)  .      .         v       \  it         io  ««. 

6     v        '   Addirt  man  Formel  17  und  19  so  er- 

cos  (*«)  -  sin  (fr«)  =  )1  -  sin  «       (45)  hält  man  (No.  47,  XXXIX  ) 

Subtrahirt  man  Formel  29  von  Formel  Costfcosß-\  [cot(a  +  ß) 4- cos(« ~ß)]\ 
28  so  erhält  man  (No.  43,  XXXII.  synth.)  ^  CQ%  (  +  ß)  +  cot  (a  _  ß)  (52) 

tin  (*«)  -  cos  (*«)  =  I  1  -  sin  et       (46)  oder  cos  «  -  ~  leos'fl"  ' 

Der  Grund  davon,  dafs  beide  Ausdrücke  Addirt  man  die  beiden  Formeln  16  und 

Formel  45  und  46  dieselben  sind  und  s0  hat  man  (No.  45,  XXXVII.  synth ) 

unter  welchen  Umstanden  die  eine  oder  ^,(„+,4)4-*^  -/»)]) 

die  andere  gilt,  (s.  Bd.  II.,  pag.  106  und  ^                         f..  *\)r™ 

107,  No.  42*und  43).  oder  tin  .  =  «(^JLgjt."".^  »l^ 

Subtrahirt  man  Formel  45  von  Formel  '  CM  f* 

44  und  dividirt  mit  2,  so  erhält  man  Subtrahirt  man  Formel  18  von  Formel 

.  / ■  %    ,  f.iT-T-- —     ,  ,  \  tAi\  16,  so  erhält  man  (No.  46,  XXXVIII.) 

sin  (*«)  =  H  l' 1  4-  «h  a  -  )  1  -  s»i»  a)  (47)    . '  . 

Addtt  m»n  „i.  Form!  44  und  46,  -»/»•«—=»  7<"+?>-'.'"  I 


 «u"i  2  sin  ff 

«-  (W  =  i  (l  i  +  «•■«  +  lyi  -  «»  <0  («)    QäU^m  _  in  Aan  Xat,tl 

und  subtrahirt  man  Formel  46  von  44: 


Schreibt  man  in  den  letzten  4  Formeln 


y  =  n+ß 

cos  (i«0  =  i  (\  1  +  si»  «  -  l'l  -  sin  «)  (49)  J  =  «-ß 

Beide  Formeln  in  eine  Formel  zusam-   "y  +  J  ~ 

mengezogen  steht  No.  44,  XXXIV.  so  ist          n  — 

Addirt  mau  Formel  44  und  45  so  er-  _  . 

bilt  man    ,    und             ß  =  Y  n 

cos  ( {n)  =          +  «»  "  +  V  I  ~  "»  «)  (50)  .     .  t  2 

nur«       i           •  also  bat  man 

Beide  Formeln  in  eine  zusammenge-  \L_  __ 

zogen  ist  No.  44,  XXXIII.  Für  Formel  51: 

Der  Orund  davon,  das  beide  Paar  For-  cos  J  -  cos  j-  =  2  sin  — r-  •  sin  (55) 

mein  47,  48  und  49,  50  das  Entgegen-  2  2 

gesettte  auadrücken  und  welche  Formeln  Für  Formel  52: 

III.  14 
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.    «,     y4  o*       y-S  Dividirt  man  Zähler  und  Nenner  des 

cot  y+cosö-icos  —  .  cos  (56)  rechtg  steheuden  Bruchs  durch  cos  a  •  cosß 

Für  Formel  53:  »nd  redncirt,  so  erhält  man  (No.53,  XLV.) 

,iny  +  ,in,,=  t.in?±*.<».>-J    (67)  „(„  +  ,,)=  Jf  !±Jt£-  (M) 

*  *  l  —  lg  «  •  Ig  ß 

Für  Formel  54:  Dividirt  man  Formel  18  durch  Formel 

tiny-sinö  =  2sin^  >cos^~    (58)  19"ml  verJ\Vrt  wie  für  Formel  51»,  so 

2            2  erhalt  man  (No.  54,  XLVI.) 

Diese  4  Formeln  stehen  No.  49  bis  52,  ,a 

XLI.  bis  XLI V.  ig  («  -    =  -  f  ^  (60) 

Dividirt  man  Formel  16  durch  Formel  _  ...            J  +     "  *  ,0/* 

17,  so  erhält  man  Dividirt  mau  Formel  17  durch  Formel 

sin  (<c  +  ß)    sin  n  •  cos  ß  +  cos     sin  ß  16  und  verfährt  wie  für  die  vorigen  For- 

co7(«  +»  "  ^7T0,T- 'i»  ^     n,e,n'  s°  erhä,t  man  (No'  ö5'  XLV,L) 

co*  «  •  cos  ß  —  sin  u  •  sin  ß    cot  n  •  cot  ß  -  1 

cot  (a  +■})  =  -  '—-  -  — =  -  —  ; 

sin  a  •  cos  ß  -j-  cos  r  •  sin  ß       cot  ß  -}  cot  n 

oder    cot  <«  +  /!)  =  r-°^-- C°'  '*  -  1      (61)  nen.l,un*  a,S° 

rol  «  +  co/  ^  sin  «  •  cos  ,9  +  cos  n  -  sin  ß  _  sin  («  -\  ß) 

Dividirt  man  Formel  19  durch  Formel  ~  cos  «  *  cos  ß  "  cos«.  ro*j 

18  u.  s.w.,  so  erhält  man  (No.  56,  XL  VIII.)  so  hat  man  (No  57>  XLIX.) 

Schreibt  mau  Eh<in  so  erhäU  man  (No  ^  ,  } 

sin  r  ,  sin/?  •    /„  v\ 

tgtt  +  tgß  =  +  •  -  ^  f«  <r  -  r«  9  -  HS'Llf'  f(U} 

co$«  9        9 1     vi  «.cosß  (M) 

bringt  die  Brüche  rechts  auf  gleiche  Be-      Schreibt  man 

i 

cot  a  +  cotß  =         +  C0S  ß  =  C°*  "  '      ß  +  "'cotß 
sin  ff     sin  £  sin  «  •  sin  ß 

so  erhält  man  (No.  59,  LI.) 

rol  «  -f  cof  /3  =  —  —  a  (»jf» ) 

stnn-stnß  K  ' 

Desgleichen  (No.  60,  LH.) 

cotß-c9t«  =  CO-P  -  co—  -c~l  %  "*  "~  "»  &  '  eos  tt 
sinß     sinn  sin  tc  sin  ß 

.  a        .       *»*  («  -  ß) 

COt  fl-  COl  ff  =  —  >  JLi  (fiCA 

»tnwstnß  ^  °' 

Multiplicirt  man  Formel  16  mit  Formel  18: 
sin  («  +  ß)  •  sin  («  -/?)  =  (sin  «  cos  ß  +  cos  n  sin  /?)  (sin  «  cos  ß  -  cos  «  sin  ß) 

=•  «in  ««  cos  *ß  -  cos  ««sin  V  =  sin  «« [  1  -  sin  **]  -  ( 1  -  sin  M  sin  s,l 

Reducirtman  und  dividirt  durch  sin  (»»-/?)  erhält  man 

so  entsteht  die  Formel  (No.  61,  LIII.)  cos  («  +  ß) .  cos  («  -  ,9) 

sin  "ir  —  sin  *ß  -■  cos  "ff  •  cos  *ß  -  sin  'ff  •  sin  V 

sin  («  +  /»)-    H||(ff_             (67)  Die  Sinusse  fortgesobam  ergibt  die  rechte 

Schreibt  man  für  beide  Sinusse  im  Spite  ,,er  (i,<,ic,1,,n? 
Quadrat  1    cos3,  so  erhält  mau  reducirt      -  1  +  ros  *"  +  C{"  V  =  ro*  V  -  *,n 
(No.  62,  LIV.)  hieraus  die  Formel  (No.  63,  LV.) 

s.n(„  +  /S)_— (68)  ~'(«  +  ^  =  "C0V(n->7  m 

Multiplicirt  man  Formel  17  und  19,  so     Schreibt  man  in  dieser  Formel  1  -si*V 
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für  cos  >i,  1  —  rot  a«  für  sin  V,  so  erhält 
man  die  Formel  (No.  64,  LVI.) 


cot  («  +  ß)  = 


cot  *a  -  tin 


(70) 


cot  («  -  ß) 

Dividirt  man  Formel  57  durch  Formel 
56,  so  erhält  man  (No.65,  LVH.) 

9    2       coty+costj         K  ' 

Dividirt  man  Formel  55  durch  Formel 
53,  so  erhält  man  (No.  63,  LX.) 

y  -f  o*     cot  J  —  cot  y 
'92 


tisch  und  in  dem  vorstehenden  Art.  ana- 
lytisch hergeleitet  worden  sind. 

Trigonometrische  Forme ltafel. 

1.        tin  a«  -+  cot 3«  =  1 


sin 


sin  «F 


(72) 


Dividirt  man  Formel  58  durch  Formel 
56,  so  erhält  man  (No.  66,  LVIII.) 


y  —  J     tin  y  ~  tin  «T 

Ig  -  _  —  '   

2         cot  y  -f  cot  3 


(73) 


2. 

4. 

5. 

6. 
7. 

8. 

9. 

10.  A. 
B. 


S1M  (t 


cot  *o 


cot  a  =  \  1  -  sin  aa 
tg  -n  -f  tec  a«  =  1 

tecn-  \  \  +  /o«« 

tg  a  —  \  tec  8«  —  1 
cosec  J«  -  cot  *«  =  1 

cotec  rt  —  |  1  +  co/  2« 


Dividirt  man  Formel  55  durch  Formel 
57,  so  erhält  man  (No.  67,  LIX.) 

y  -  iT  _  cot  il  -  cot  y 

tin  y  f  tin  <F 


cot  «  ~  \  cotec  *a  1 
Ig  a  •  cot  rt  —  1 

1        sin  n 

Ign- 


cos  Ii 


(7-*) 


Schreibt  man  in  Formel  16:  2n  für  « 
und  «  für      so  bat  mau 

sin  3«  =  sin  2a  •  cot  a  +  cos  2«  •  sin  « 

Formel  20  und  22  angewendet  entsteht: 

•in  3«  =  2  sin  n  •  cos  *«  +  ( 1  -  2  sin  '«)  sin  « 

=  2sin«(l-sinan)4  (1    '2  sinia)sina 

endlich  (No.  69) 

sin  3«  =  3  sin  «r  -  4  sin  3«  (75) 

Schreibt  man  in  Formel  17:  2a  für  nt 
€t  für  ß,  so  hat  man 

cos  3a  =  cos  2a  •  cos  a  -  sin  2a  •  sin  a 

Mit  Anwendung  der  Formeln  20  und 
23  entsteht  (No.  70) 

cot  3a  —  (2  cot 3«  -  1)  cos  «  —  2  sin  3a  cos  a 
=  cosa[2co»*a-t  -2sin'a] 
-  cosa  [2cos 'a-  1 —  2(1  -cos*a)]  = 
3a  =  4  cos  'a  —  3  cos  a  (76) 


II. 

12.  A. 
H. 

13.  A. 
B.  cosec  a  = 


ro/  a 

l       cos « 
cot  a  =  - —  - 

faa     sin « 

cos  a  •  sec  a  -  I 


1 

tec  a  ~  

cos  a 

sinn  •  cosee  a  -  1 

1_ 

sin  « 


14.  sin  (n  :*=  /?)  —  sin  « •  cos  /?  *  cos  a  •  sin,fl 

1 5.  ros  (it  +  /9)  —  cos  a  •  cot  ß     tin  a  •  sin  £ 

1 6.  sin  («  -\-  ß)~  tin  a  •  cos  ß  -f  cos  a  •  sin  /9 

1 7.  sin  (a  -  /?)  -  sin  a-cotß  -  cos  rr  •  sin/? 

1 8.  cos  (a  +£)  =  cos  a  •  cos  /?  -  sin  rc  •  sin  /* 

19.  cos  (a  —  £)  =r  ros  a-  cot  ß  \  tin  a  •  sin£ 


19.  Mehrere  Formeln  für  die  trigono- 
metrischen Linien  finden  sich  in  den  spe- 
ciellen  Artikeln  über  dieselben.  Bis  jetzt 
sind  in  diesem  Wörterbuche  gegeben  die 
Art:  Cosinus,  C osinus  vers us,  Co- 
tangente,  Cosecante. 

Trigonometrische  Berechnungen  von 
ebenen  Figuren  werden  desgleichen  in 
den  sie  betreffenden  Artikeln  abgehan- 
delt. Es  befinden  sich  in  diesem  Wör- 
terbuch bereits  die  Art.:  Dreieck, Fünf- 
eck, Funfzehneck,  Gebrochene 
Linie. 

20.  Es  erfolgt  hier  eine  geordnete  Ta- 
belle derjenigen  trigonometrischen  For- 
melu,  welche  in  dem  Art.:  Construc- 
tionen,  trigonometrische  synthe- 


20. 

sin  (2n)  — 

2  sin  rt  •  cos  a 

21. 

cos (2«) = 

cos  *rt  —  sin  3« 

22. 

cos (2a) = 

1  -  2  sin  «a 

23. 

cot (2o) = 

2  cos  aa  -  1 

24. 

/o(2rt)  = 

2  loa 
1  -  tg  »a 

25. 

cot  (2a)  = 

cot  aa  —  1 
~~  2  cot  a 

26. 

cot  (2»)  - 

cot  «  -  ig  a 

2 

l  -I-  ig  3a  _ 


1  -  tg  3a  2  tec  3« 
cot  a  -f  tg  « 


27.  A.    s«c(2rt)  = 

B.  coscc(2«)  = 

I  /l  —  cos  rt 

28.  «in  Ja  =  ■/  2 

1  +  cos  a 


sec  art 


29. 


cot  \n 


A.  Für  a  von  incl.  0  bis  incl.  180°  ist 
cos  Ja  =  -f  J/  — 


2 
14« 
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B.  Für  «i  von  incl.  180°  bis  incl.  360°  ist  B.  Für  «  von  incl.  90°  bis  incl.  270°  ist 

1  /l  +  cot  a  90°  — «       i  /l  +  «in  « 

cos  }«  =  -  [/ — —   cot — -     =~\f  . — 

30.  .m90--^  =*in  i-J«  *  ,/1-sin«  36'   5     2      "  *  -  2-  =  *V  f-  «in"« 

2              2          '2  A  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  90° 

A.  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  90°  ist  und  von  incl.  270°  bis  incl.  360°  ist 
90°-«     ,1/I-sm«  ,  90°+«  /,/l+jin« 

t-  =  +  ^-—  ^-y-  =  +  rr-,in„ 

B.  Für  «  von  incl.  90°  bis  incl.  360°  ist  B.  Für  «  von  incl.  90°  bis  incl.  270°  ist 
90°-«       i/l-fin«  90°+«  i/l-Mttt« 


3t« 


i/1-iis«  ?0O+f__l/1+1 

2  r      2  2    ~    r  i-«in« 


90°-«        in-«      i/l+«m«  rt„      90°  +  «     •  4»  +  «     .  i/l-*»n« 

31.  cot  — — =  co« 1     ~  =*l/— T—  37.ro/  — -J-  =cot  2  1/  — -. 

2  2  "^2  2  2  '  1+«h« 

A.  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  270°  ist     A.  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  90° 


cos 


90°- o     ,  i /!  +  «»«  und  von  incl.  270°  bis  incl.  360°  ist 


B.  Für  a  von  incl.  270°  bis  incl.  360°  ist 


2  90°+ «       i/l  -«in« 

rot  —  ' 


+  a  _  ]  / 1  —  «»n  « 
~~ 2  '  l~T»in  « 


po, 90°-ff  =  _  l/1  +  "» «  B.  Für  «  von  incl.  90°  bis  incl.  270°  ist 

2  V       2  90°+«  i/l-imn 

32.  i»« — r — —  *»»- —  =  ±  1/  -   *  1  ~  " 

2  2  '        2  90°-«        in-«  1-«»« 

A.  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  270°  ist  38-  *9  — 2     =  *9  —  g  ~  =  cosa 

.iH       = + 1  !+*•_ ;  39.  M,  ??^_« = M, » »  z_- = 1±* - 

*  *  2  2  co* « 

B.  Für  «  von  incl.  270°  bis  incl.  360°  ist  +  „       ,  ff  +  „     !  +  Mil  „ 

>ifl !2!±?  =  _  l/Lt  *L?  40*    "2— = '*    2    s  "Co.  «T 

2  2  ,90°+«        *n  +  «  1-«»« 

90°+«         **+«       ,/l-«i„«  41.  cot     —      =; cot  =  ^VT" 

33.  co«  -- — =co«--  —  =  U/ —   2  «  r0*  " 

2  2  '       2  ,/1-eo«« 

A.  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  90°  ist  42-        '9  1«  =  *  \  i+T^ 

.  0  bis  ii 
'1  -  CO*« 


?°0±"  =  +  l/iZ"*in-rt  A.  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  180°  ist 

2                   2  i/l-co*« 

B  Für  «  von  incl.  90°  bis  incl.  360°  ist  *9  i«  =  +  |7  ^  c — 

CM  90°  +  g  =  _  ]/l-ri!±2  B.  Für«  von  incl.  1 80°  bis  incl.  360°  ist 
2           "  2 

1  .'  1  -  cot « 

2  2  ^1+«»« 

A.  Für  «  von  incl.  0°  bis  incl.  90°  43.  A.    tg  *«  =  — j— 

nnd  von  incl.  270°  bis  incl.  360°  ist  *!  a 

|0  90^-«_  B.   «f*«  =  r^*" 


B.  Für  a  von  incl.  90°  bis  incl.  270°  ist  44'   ,in  irt  +  «**  v"  =  *  1  1  +  "*  " 

90°-«       i/l -«in«  A.  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  270J  ist 

ig  =  —  1/  . — .   . 

2           ri+*»n«  ,in  |«  +  co*|«=  +  j  1  +  «i« « 

35.  ei 900  ~"  _  ^  Ü5„-^«  =  *  l/l+wwg  B.  Für  «  vou  incl.  270°  bis  incl.  360°  ist 

'     .  2             ,  2          '  «m  i«  +  co»  i«  =  -V  l+«i«« 

A.  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  90°  .,  .- — -. — 

und  von  incl.  270°  bis  incl.  360°  ist  Ab'   M*               =  *  1 1  -  *"•« 

90°-«_    |/l  +  «»i««  A.  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  90°  ist 

2     ~    V  1  -  «in  a  co«  }«  -  «in  $«  =  +  l'l-Hn« 
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B.  Für  «  von  incl.  90°  bis  incl.  360°  ist 


cot  \tt  —  ritt      —  —  y  \  —  tiu  a 

46.  t'xn  i«  —  coi  !«  =  :*-  y  1  —  sin  o 

A.  Für  «  von  incl.  0  bis  incl.  90°  ist 
sin  4«  —  cos  4«  =  —  j/l  —  sin  a 

B.  Für  «  Ton  incl.  90°  bis  incl.  360°  ist 
sin  \a  —  cos  4«  =  -f  y1!- »in« 

47.  sin  4o  =  ±  |     1  +  s in «  -  ^1  "  "»  "1 

A.  Für  a  Ton  incl.  0  bis  incl.  909  jst 
sin  4«  =  +  4  |y  1  +sin  «  -  V  i  -  »in a] 

B.  Für  «  von  incl.  90°  bis  incl.  270° 
ist  die  Formel  nicht  anwendbar 

C.  Für  tt  von  incL  270°  bis  incl.  360°  ist 
sin  4«  =  -  J  [^1-Hts  «  -  \  1-  ii»a] 

48.  sin4w  =  +  *[yi  +  si™  +  yi- sin«] 

Diese  Formel  gilt  nnr  für  a  ton  incl. 
90°  bis  incl.  270*.   _ 

49.  cos  ia  =  +  \  yi+liM  -  |  1^  riiTß] 

Diese  Formel  gilt  nur  für  a  Ton  incl. 
90°  bis  incl.  270*.    

50.  cos  Ja  =  ±  ( \'\  -f  sin  a  +  j/l  -  sin«) 

A.  Für  a  von  incl.  0  bis  incl.  90°  ist 
cos  \a  -  +  (^ffsin  a  +  )/l-sin«) 

B.  Für  «  von  incl.  270°  bis  incl.  360°  ist 

cos  \a  =  -  (yi  +  sina  +  )/l  -sin«) 

Für  a  von  incl.  90°  bis  incl.  270°  ist 
die  Formel  ungültig. 

61.  sinn*  sin  ß=i  [cos  (tt—fl)— cos  (a  +  ß)] 

62.  cosa*cosß=i  icoM(a  +  lf)  +  cos(a-ß)] 

63.  sin  tt-cosß-\  [sin (« +  sin(a  - /?)] 

64.  cos  a  -  sinß  =  $  [sin  (a  +  ß)-sin(a-ß)] 

65.  |^  '  *»"        ~*  b**  P~  co,tt) 
cos  ^—^  —  \(cosa-\-cosß) 

^  =  }(sin«  +  stn,*) 
a-ß_ 


59. 
60. 
61. 
62. 
63. 
64. 
65. 

66. 
67. 
68. 
69. 
70. 
71. 
72. 
73. 
74. 


56.  cos 
67. 
58. 


«+ß 
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»fr*«-, 

/      «  tga-tgß 

r       cot  «  + 

cot  ß- cot  a 
sin  (a  +  /J) 

tga  +  tgß  = 
tga-tgß 


cot  ß  —  cot  U  = 
sin  («  +  /?)  = 


cos  a  • 

cos  ß 

sin  (n 

~J)_ 

cos  a  • 

cos  ß 

sin  (« 

+  ß) 

sin  « • 

sinß 

sin  (a 

sin  a  • 

sin  /? 

sin  'rc 

—  sin 

sin  (o  -  ß) 


.  l       *\    cos  */?  -  ™S *« 

«.(.+*>=  <tt()[_fl 

/    .         cos*ß  -  sin  *« 

cos  (o  —  />) 
«  +    _  »in«  -1- sin /? 

2  cos  a  -f  cos  ß 
n+ß  _  cos  ß  -  cos  « 
2  ~  sin  o  -  sin  /» 
n  —  ß  sin  a  —  sin  /J 
2  cot  a  +  cos  ß 
«  —  £  _  cos  /J  —  cos  a 
~2~ 


*9 
'9 
'9 


2 

«+ß 
2 

*+fi 
2 


•  sin  —~  =  \  (sin«  -  sinß) 


stn  /}  +  stn  a 

75.  sin  3a  =  3  sin  a  -  4  sin  Ja 

76.  cos  3«  =  4  cos  '«  -  3  cos  « 

21.  Sind  die  Winkel  «  +  ß  +  y  =  2  Rech 
ten,  so  ergeben  sich  mehrere  interessante 
Gesetze,  ron  denen  folgende  sechs  die 
vorzüglichsten  sind. 


I.    2.  sin  «  •  sin  /?  •  sin  y  =  sin  n  •  cos  a  +  sin  ß  •  cos  /?  +  sin  y  •  cos  y 
Analytischer  Beweis.  , 
Formel  16  ist  sin  («  +  /*)  =  sin  «  •  cos  ß  +  cos  n  •  sin  ,* 

hierzu  sin  «  •  sin  /J  =  sin  «  •  sin  ß 


gibt  sin  r<  •  itn  /?  •  sin  («  +  /»)  =  «n  *n  •  sin  /?  •  cos  /?  +  sin  V  •  im  n  ♦  roj  n 

=  sinß'Cosß  (1  —  coi'o)  +  »in f<  •  cos « ( l  —  cos '/?) 
=  sin  ««cos  «  +  sinß'cos ß-cos  tfcos ß(iina<>cos ß+cot  tftinß) 
und  mit  Hülfe  von  Formel  16: 

sinn  -sinß  •  sin (« =  sin«  »cos  «  -f  sin/J« cos/1—  cos  « •  cos/*  «sin  («+/*) 
hierzu  sinn»  sin  ß'tin(«+  ß)  =  sin  n  -tinß'  sin(a-\-ß) 

gibt  2*  sinu-  sin^*sin(a+^)  =  sina*  cos  a -\- sinß' cos ß— sin(a  ■{■  ß)[cos  a»cos ß— sintftinß] 
also  nach  Formel  18:       =sina'cosit  +  sinß'cosß  —  sin(n+ß)  «cos(«+/J) 
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Nun  ist  wegen  «  +  0  =  180°  —  y;  sin(a+ß)  =  siny  nnd  cos(a  +  ß)=  — cos  y 
daher  hat  man    2  •  »in««  tinß'  siny  =  sina  •co$a-\-tinß  •  cosß  -\-sinycosy 
da  a-\  ß  +  y=  180°,  so  sind  sie  -die  Umfangswinkel  eines  Dreiecks. 


Synthetischer  Beweis.  Es  sei  dien  AC,  BC  und  DC  von  den  Ecken 
demnach  Fig.  672  im &ABD  der  Z*4  =  «>  des  Dreiecks  aus,  fälle  die  Lothe  CE, 
der  /_B=ß%  der  Z0=y;  beschreibe  um  CF  und  CO  auf  die  Seiten  des  Dreiecks, 
dasselbe  einen  Kreis  vom  Halbmesser  =  1,  und  fälle  auf  eine  beliebige  Seite  BD 
dessen  Mittelpunkt  C  sei,  ziehe  die  Ra-  die  Höhe  All,  so  ist 

2-&ABI)=BD.CG  +  A0-CF+AB-CE 


Fig.  072. 


=BD-AH 

Nun  ist   zBCD  =  2/:BAI)  =  '2a 

und  da  zugleich  HG  -  DG 

also  auch  ^_BCG-^_DCG-\Z.BCD 

so  ist         /_BCG  =  £DCG  =  a 

Eben  so  hat  man 

y,DCF=z.ACF=ß 

und  ^ACE=^BCE  =  y 

folglich 

BD  =  -2  sin  it.  AD-2tinß  und  Ali-  2»  in  y 
ferner 

CG=cota,  CF=cotß  und  CE  =  cosy 
nnd  da  AH  =  AD-siny=2sinß*siny 


so  hat  man  BD  •  All=  2sin  «  *  3         »inj- =  4  «in«  'tinß'  siny 

und  2&ABD  =  2 sin  n  •  co*«-f  2  tinß»  cos ß  +  2iiny  •  cos  y  ~  4  sin  w  sin ß-sin  y 

woraus         2  sin  «•  tinß  -  sin  y  =  sin  ce  cos  tt  -\-  sin  ß  •  cos  ß  -f  sin  y  •  cot  y 


II.    sina  +  sinß-\-siny  =  4cos' 

Analytischer  Beweis. 

Es  ist     y-  180°  -(«  +  /») 

daher        siny=tin(a-\-  ß) 

mithin  nach  Formel  20 

.  tt+ß        n  +  ß 
s\ny=2stn  — -  -  ■  Mg  — ~ 
'22 

Also  nach  Formel  16  und  18 
tiny=2{tin^ 


cos 


ß 


cos 


2 


oder 


cot  —  4-  cot  —  •  sin 

—  — 


DK 


« 


sin  y  =  2sin  —  «cos  — 

*  2  2 


.«£ 


^  « 

cos  - —  sin  —  •  sin 


cos»  —  -f-  2 lin  -jj-  •  cos ~-  •  cot  '  -jj —  2sin" ~  •  sin cos  £ 

*  «         2  2  2         2  2 


0  ir 
. 1  -  •  stn  —  • 


—  2  lin  '*  '•  •  stn  —  •  cot  , 

2  2  2 


oder 


=2  sin  5-.«,^  (cot »{-«»» 4)  +  a «i»  f  Mi  {  (cos ■  £  - ,i„ 3 |) 


9 


»iny  =2«in  £.cos-£  (  >  ros  3  ß-  -  l)  +  2  sin  £•««•  "  (2  cos3  £  -  l) 


=4sin  ^--cos  ".r0s«^-  +  4sin-£-.co*  2 


hierzu  «in«  +  sin^= 


4       *  «    «  •    «        «    „ •   ß  ß 
cos1  —  —  2sin  —  •  cos  —  — 2»in  —  •  cos 
2  2        2  2  2 

+  2  sin  --  •  cos  —  +2*in  ^~  cos  y 
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f«        «       ,  ß  .       ß       ß       a  ■  1 
-co*  — .coi3y  +  «m  2-co«  2  -cos*  ^  j 

«        ß  f  .    «        ß  ,       "  ß\ 
=4  co*  -•  co,  J.  (*m  -  •  co.  -  +  cot  --  ttn  j j 


«      fl  «+ß 

=  4  co*  j'cot^-sm— 


Nun  ist    «in  ^  =  co*  (90°  -    y- )  =  co»  j         =  «»  2 

«        /?  y 

«iaher  hat  man    sin  «  +        +  »»»y  =  4  co*  y  co*y  co«y 


Synthetischer  Beweis  Man  zeichne  AADB^-^  eben  so  ist  Z^D 

Fi«.  673,  um  einen  Punkt  C  die  Z«=  ^             2  ' 

ACF,  ß  =  FCB  und  >  =  BCE  neben  ein-  _«  +  ,,                       +  r 

ander,  so  Hegen  die  beiden  äufseren  Sehen-  ^—  nna  ^  auu  -  2 

kel  4C  und  FC  in  einer  geraden  Linie.  pg^  man  Qnn  die  Lothe  CV  auf  AD, 

Beschreibe  nun  aus  C  mit  dem  Halb-  g£  auf- und  CG  auf/Iß,  so  hat  man 

uiesser  =  I  den  Kreis  AFBEA,  verlän-  2AABD  -  AD  •  CJ  +  BD  -CH  +  AB-CG 

gere  FC  bis  in  die  Peripherie,  verbinde  "                                 AD-BD- AB 

A,  B  und  0  durch  Sehnen,  so  entsteht  aber  es  ist  auch  1&ABD  =  JÄC  

das  Dreieck  AB D;  in  diesem  ist  Z_ADF  ^ 

-^jßr-y.^f»r«lzJcr-*A  aü.Cj+bd.ch+ab-cq=±^c^ 

Nun  ist 

vll>=  DJT.  cot  iiI>F=  2  0C  co*  —  =2co«  — 


Eben  so 


ß 


ßD  =  DF.co*ßDF=20C.co*-2-=2co*  2 
und 

AB  -  AE-  cot  BAE  =  2.IC •  co*  £  =2co*  ^ 
Ferner  ist  CJ-DC-tinCDJ=t\n  ~ 

CH  =  DC'tinCDU=tinY 
und  C(7=.4C.*ii»CMG=»t»  £ 

■ 

daher  hat  man 


W  0  V 

2  co*  -    ^co«—  •  2co«  ~ 

«        a  Bß  y        V  2  2   2 

2co*  0  -tin y  +  2 cot  Y"«"y  +  2o°«  y"nT=  2  

Ms  •— - •  cot -~ -f- 2*i» y  -w* |-  +  2 *i» co* -|  =4co*      cot  — -cos  — 

Non  ist  Bd.  IL,  pag.  96,  No.  16  mit  'n,tinA,.iHV-Ac0t  tL.C09^-.c0tI. 

Formel  V.  synthetisch    bewiesen,  dafs  «»«  +  «•»/»  + «»7- 2        2  ^  2 

2 *i»  «  •  co«  «  =  flu  2«,  daher  ist  auch  tga  +  tgß  +  tgy  =  tga-tgß-tgy 

„  .    «        «           _  .   ß       ß     ■  a  Analytischer  Beweis.    Da  wieder 

2«n  y. co«  2  =*»nrr,2*.ny.co*y=i.i»/?  y=18ooJ(a+^8oi8t^y=^[1800-(a+M; 

y        y  daher  nach  No.  16  tg  y  -  -  Ig  («  +  ß) 
und  2 »in-^r -cot  ■'-  =  «in  y  tga  +  tgß 

.  t        2  also  nach  Formel  59    y = -  ■  ^g^fa 
Folglich  hat  man  «'  W 
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daher 


oder 


ig  «  +  tgß  +  tgy  =  iga  +  igß  - 


tga  +  tgß 


l-tgtftgß 
_  <g«  4-  Ig  fi-  tg a  •  tg ß(tg a  +  Igfl)-  ig  «  -  tg  fl 
1-tgtt'lgß 

9      *H  l-tga-tgß 
=  -tga>tg  ß-tg(a  +  ß) 
=  +  tgtelgß-tg[\SO°-(a  +  ß)] 

'g«  +  tgß  +  tgy  =  tg  tflgp>tgy 


Synthetischer  Beweis.  Es  sei 
Fig.  674  im  &ABC  der  Z.A  =  a,  /_B-ß 
und  Z.C=y. 

Fälle  die  3  Höhen  Aa,  Bb  und  Cc,  die 
sich  nach  geometrischen  Lehren  in  einerlei 
Funkt  durchschneiden, 

Fig.  674. 


oder  Bcl=Bo  AB-Bc-Ac 

Nun  ist  nach  geometrischen  Lehren 
AB  -  Bc  =  BC'Ba 

daher  auch  Bc*  =  BC  •  Ba- Bc  •  Ac 

diesjron  B&=B&  

bleibrßC«-  ÄcJ=ÄC-  BC-Ba+Bc  Ac 

oder  Cc*=BC(BC    Ba)  +  Bc*Ac 

oder  I.  Cc>=BC-Ca+Bc-Ac 

Nun  ist 

£BcC  =  R=  /_  BaA 

hierzu         Zß  =  Z.B 


daher  II.  &ABc<v&BAa 
woher      Bc  :Cc  =  Ba  :  Aa 


mithin 


Aa-Cc 


Ba 
Bc 


so  hat  man  Bc*  =  Bc(AB- Ac) 


dies  multiplicirt  mit 
Bb- Bb 

und  mit  I.  Cc'=  BC*Ca+ Bc  Ac 


gibt  Aa-  Bb>  Cc*  =  (BC .  Ca  4-  Bc  •  Ac)  Bb  -  Cc  •  f  * 

»  Bc 

also  ist  DL         ,4a  •  Bb  .  Cc  =  gC  '  g«  '      •  C«     ^  fc 

/Je 


Aus  II.  folgt: 
daher  ist 


BC:Bc  =  AB:Ba 
BC' Ba  Mm 
-  ß  —  =AB  =  Ac  +  Bc 

Man  hat  also,  dies  mit  III.  verbunden: 

Aa  •  Bb  .  Cc  =  (vlc  +  £c)      •  Ca  +  Ac  •  Äa  .  Bb 
oder  IV.  4«  .  Bb  .  Cc  =      .  /?6  .  Ca  +  Bb  .  Äc  •  Ca  4-  /ic  •  ßa  •  Bb 


Aus  gleichen  Gründen  wie  für  II.  hat  und  der  3te  Summand  in  IV. 


man  ferner 

&ABbeo&ACc 
woher  Ab-.Bb  =  Ac:Cc 

oder  Ac-  Bb  -  Ab-Cc 

mithin  ist  der  He  Summand  in  IV., 
Ac-  Bb-Ca-  Ab-Ca-Cc 


Ac-  Ba-Bb  =  Ab  •  Ba-Cc 
Aus  der  nach  II.  erhaltenen  Proportion 
Bc:  Cc=  Ba:  Aa 
hat  man    Ba-Cc  -Aa-Bc 
daher  entsteht  aus  dem  3ten  Summanden 
Ab-  Ba-Cc=Aa-  Ab-  Bc 
Diese  2  Werthe  in  IV.  gesetzt,  entsteht 


Aa  .  Bb  .  Cr  =  Ab  -  Ca  .  Cr  f  «6  .  tfr  •  Cn  +  Aa  .  .4A  •  Är 
Diese  Gleichung  durch  Ca  -  Ab  .  Bc  dividirt 


gibt 
oder 


Aa    Bb  Cc 

Ca  '  Äb'ß  c 
tgy  '  tgn-tg  ß  -  ig  ß 


Cc    Bb  Aa 

Bc  +  Ab*  Ca 

tg  «-f  lg  y 


Digitized  by  Google 


Goniometrie. 


217 


Goniometrie. 


IV.    cot  "  +  cot  4-  +  cot  -£  =  cot     •  co«  4  •  col  3L 
2  2  2  2         2  2 


Analytischer  Beweis. 


Es  ist     0011=^1^^  =  ^(90^^)=^" 


2 


also  nach  Formel  59 


CO/  —  =  - 

o 


hierzu 


gibt 


ii  ß  n  8 

cot-  +  cot-  =  cotj+cvt-2 

«  ß  y  «  /?       y  2  T  S  2 


«  /?  n  « 

cot  -  -f  col  , -,  —  Ig  —  •  cot  -  •  tg  „ 
2  2      *  2         2  *2 


n        ß  ß  ti 


« 


Nun  ist  nach  Formel  10:  lo  y  »col  £  =  1  =  lo  £  -ruf 
Daher  erhält  man  nach  geschehener  Rednction  i 

ß 


(C 


n  ß  y 

cot  -    -j-  cot  -j—  -f  rol  ' 
2  2  2 


rol  —  |  rol 

2  2 


•  «  J 
cot      \  cot  ^ 

2  2 


« 


l-fr-  .|* 


I 


IC  ß 

cot      •  cot  -  - 
2  2 


und  nach  Formel  61  und  11  = 


M  ß 
J      col  —  +  col  £■ 
«       ,  ß  2  2 

col  —  •  cot  -\  •  —  

2         2         «      ,  ß  , 

«  0 
rol  —  •  rol  -i— 

2         2  «         ß  «+4 

— ri —  =  cot  — ■  •  col  -  •  tg  — — — 


rol 


R  ß 

cot  2  «col^- 
co<  2 


2  2 

180° -(«+/?) 
col  _  


oder 


«        ß  v 


Fig.  675. 


n         /9  y 
=  col  -  •  col  -  •  cot  -~- 

2         2  2 

Synthetischerßeweis.  Ks  sei  Fig. 
675  im  &ABC,  Z^  =  ",  AB-ß,  Z C-y, 
so  halbire  die  Winkel  durch  die  Linien 
AP,  BP  und  CP,  welche  nach  geometri- 
schen Lehren  einen  gemeinschaftlichen 
Durchschnittspnnkt  /'halten,  und  fälle 
von  /*  aus  die  Lothe  Pc  auf  .Iß,  Pb  auf 
AC  und  Pa  auf  BC,  so  sind  diese  3  Lothe 
einander  gleich. 
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Nun  ist  nach  geometrischen  Lehren 


A  ABC=  *  \'(AB  +  AC  +  BC)(AB  +  AC- BQ(A  B  +  BC  -  AC)(AC  +  BC  —  AB) 
Eben  so  ist  &ABC=iAB-cP+\AC- bP+  lBCaP=aP>  d^li^+J!? 
Daher  hat  man 

„p .  ß  +  ^?±*?  =  j  i'(Äß^cTBC)  (AB  +AC-BC) (A  B+BC-A  C)  {AC+BC-A B) 
folglich 

Dicso  Gleichung  dividirt  durch  ^~(AB+AC+BC)  gibt 

AB  +  AC+  BC_A_B  +  AC-  BC  A B_+  BC-AC  AC  +  BC-  A B 
2aP  'laP        '        2aP  2aP 

Nun  ist  AB  =  Ac+  Äc=/IA  +  Bc  AB+AC+HC    lt  ,  D  „ 

AC=Ab-\-Cb  =  At>  +  Ca  und  =  i4M  Äc4  Ca 

  Daher  hat  man  diese  Wertho  in  die 

=  Ab  letzte  Gleichung  gesetzt 

Ab  +  Bc+Ca    Ab   Bc  Ca 
=  ßc  aP  ~a~PaP'äP 

.      Ab  ,  Äc  ,  Cn     /!&   Äc  Cd 


ÄC 

2 

AB 

2 

also  mit  Hülfe  der  Figur  cot  "  +  col  ~  +  cot  —  =  cot     >cot  — -cot  — 

2  2  2        2  2 

Analytischer  Beweis. 

Es  ut  * f  » ., !5?^HP« „(oo*- '-±! 

et  ß 

cot  —  •  Col   1 

also  nach  Formel  61        /o  -  =  - — —  — 

col  —  +  co/ 

daher  ist 


«  0 
C©l  —  TO» -5  ] 

4 


col  —  +  COl 

2  2 


_  <J  g  -cot-,  col  1-  +  col  j  .  ly  iL  .  cot  -g.  -  ^  y  + I*  |  j 


.  «  ß 

cot  --  +  coi 
2  2 


und  da  nun  wieder  ig  ~  •  col  ~  =  1  =  tg  ~-  •  col  — 

2         2  "'2  2 


daher 


c,iL  +  f0f|  col|-  +  rol| 
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«  ,  ß 
'9  o  +  *9 

ß      «      y      fl      y   .      «      #•        2  2 


«  0 

roi      +  cof-£- 
2  2 


oder 


tt         S  tt         y         3  y 


Synthetischer  Beweis.    Für  Fig.  675  hat  maa  nach  dorn  vorigen  Satz 
(^  (.4ß  +  ,4C  +  BC)*=h(AB+AC+BCKAB+AC-BC)(AB+BC -AC){AC+BC-AB) 

mithin  4  («  Pj*  (A  B  +  -IC + BC)  =  {A  B  +  ,46'  -  ßC)  ( A  B  +  ÄC  -  <4  C)  (/I C  +  BC-  A  B) 

M,  AB  +  AC+BC 

und      4  fa/*}*  •  ■   =  1 

^    '    (AB+  AC-  BC)(AB+ BC  -  AC)(AC+  BC  —  AC) 

Nou  ist   AB  +  AC+BC=2AB-AB  +  2AC-AC+2BC-BC 

=  (AB  +  AC-BC)HAB+BC-AC)  +  (AC  +  BC-AB) 

daher  ist  laf»  ■  (AB  +  AC~  +  BC-  AQ  +  (4C+  BC-AB)_ 

MÄ  +  .4C-ÄC-).  (4Ä+ßC-^Ö  .Mt'+ÄC-MÄ)"1 

Nun  ist  nach  IV.  ebenfalls  AB+-f— ~  =  y4&,  daher  .4Ä  +  .4C  -  fiC  =  2.4A 
eben  so  v4Ä+  ÄC- /iC  =  2/fr,  und  AC+BC-AC-2  Ca 

daher  ist   4«f.  *4±**£±™  1  =  1 
2  Ab  •  2  Äc  •  2  Ca 

oder  «f.^  +  ^  +  ^i 

.  Bc  •  t'a 

oder  al*  A-b—  +  q/».  -  C<<--=1 

ÄcVCa  +  ^&  •  Ca  +  y(6  •  Äc 

Nun  ist  aP=bP=cP,  Bc-Bay  Ca  =  Cb,  ^6  =  /ic 

.  .     .  ,  aP  aP    bP  bPA  cP  eP  t 

daher  hat  man    —  •  —  -1  •  —  H  •  —  =  1 

Ba  Ca^Ab   Cb^  Ac  Bc 

oder  mit  Hülfe  der  Fignr  f*^  ' ''y ' £ +f'f  °  *T  =  1 
VI.    col  n  •  cot  ß  +  col  n  .  cot  y  +  co«  ß  •  col  y  =  1 
Analytischer  Beweis.   Es  ist  co«y=«X[180°-  («e +/*)]  =  -col + 

also  nach  Formel  61   caiy=-  =  1 -coi«.^ 

*  cof«-fcof/J        cottt  +  cotß 

daher  ist  col  n » col  r +  co<  ß*coty  =  (cot  a  +  cotß)'1  'J^ß~  =  l-co*«'Cotß 

folglich     cotcfcotß  +  eota'Coty  +  coiß  <  coty-l 

Synthetischer  Beweis.  Für  Fig.  674  hat  man 
BC9  =  AB*  +  AC  -  2AB  .  Ac 

AB*+AC*-1tC' 
woraus  Ac=  _  
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Nun  ist     Cc*=AC*-Ac*  also  =zAC*~ (^'^^g"^*)' 

daher  •  4AB*  Cc*=A  AB*  AC* -(AB*+ AO- BC*? 

AH  *  Cc 

Ferner  ist        /SABC-  — ^ — 

A  B*  •  Cc* 

daher  (bABCf  =  ™~ 

und  (4A^ÄO,  =  4^ß,.CcI 

folglich  ist         (\&ABC)  =  iAB*.  AC*-(AB*+  AC*-  B&)* 

=  2AB*.AC*+2AB*>BC*+2  A&-  BC* -  AB*  -  AC4  -  BC* 
oder   lA&ABC)i  =  ABi+ACi+BC*+(-AB*-AC*  +  2ABt-AC*) 

+  (-  AB*-BC*  +  2AB*-BC*)  +  (-AC*-BC*+2AC'BC) 
~ABK~  (AC*  -  BC*)*  +  AC*-(AB*~  BC*)*  +  ßC4  -  (AB*  -  AC*)* 
oder  I.  (4&ABC)*=(AB*  ^  AC*  -  BC*) .  (>4ß«  +  ßC  - 

+( ICH  Iß3-  ßC^  C/lC+ÄC-^+CßC^+^ß«  ^^  (ßC+^C-^ß1) 
>lß*-MO-ßC* 
Nun  war  Ac  =  2AB~  — 

u  AB*+BC*-AC* 
Eben  so  »st        ßc  =  ^  

(^ß'  +  AB'  -  BC*)  •  (AB*  +  ßC*  -  ^C»)  „ 
daher  =  Ac  •  ßr 

oder  (.4ß*-|  ^IC  —  ßC*)  •  (AB*  +  ßC2  -  AC)  =  \  AB*  -  Ac  -  Bc 

Nun  war      (4A^O*  =  4,4ß3.  Cc« 

Daher  ist   (^ßH^-ßC^-C/lßHÄC-J    ^  =  (4A^ÄOt- c^t^ 

ebenso  ist        (AC*  +  AB*-BC*).(AC'+BC'~AB*)  =  (4&ABC)*-  ^ \™ 

und  (BC*+  AB*- AW  (B&  +  AC*-  AB*)=(4&ABC)*.8"  -CS 

Aa '  An 


Daher  durch  Addition  nnd  mit  Hülfe  von  I. 

y4c   ßc  ,  ,  ßa  Ca  , 

^  Cc,('c  +  ß6.ß6  +  T«,^«=l 

oder  mit  Hälfe  der  Figur 

cot  a  •  cot  ß  +  cot  a  •  cot  y  +  cot  fl  •  cot  y  =  1 

Goniome Irische  Functionen  oder  tri*  höhere  oder  niedere  Ordnung,  nämlich 
gonometrische  Functionen  sind  die  tri-  von  Gleichungen,  je  nachdem  die  Unbe- 
gonometrischen  Linien,  Sinus,  Cosinus  kannte  in  einer  höheren  oder  niederen 
u.  s.  w.  Potenz  erscheint;  von  Reihen,  je  nach- 
Grad von  dem  lateinischen  Wort  gra-  dem  die  Anzahl  der  DirTerenzenreiben  ist, 
dus  (Schritt,  Stufe,  Khrenstelle),  welches  «flehe  das  Fortschreiten  der  Glieder  be- 
übrigens  arabischen  Ursprungs  ist.    Wie  stimmt. 

der  Schritt  der  Theil  eines  Weges  ist,  Der  Kreisumfang  wird  in  360  gleich 

so  ist  der  Grad  der  Tlieil  eines  Kreis-  grolse   Theile  get  heilt,   welche  Urade 

umfang»,  bei  den  Thermometern,  den  heifsen.    Zweckmäfsiger  wäre  eine  Cen- 

Aräometern  ein  Theil  ihres  Fundaraen-  tesimaltheilung,  so  dafs  die  Uutertheile 

talabstandes     Als  Rangordnung  bezeich-  in  Decimalen  ausgedrückt  werden  können, 

net  Grad  auch  in  der  Mathematik  die  Allein  die  Zahl  360  für  die  Anzahl  der 
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Grade  ist  uralt  and  rührt  von  den  Astro- 
nomen her,  welche  damals  das  Jahr  zu 
360  Tagen  rechneten  und  somit  die 
Ekliptik  in  360  Theile  theilten,  von  wel- 
chen nun  jeder  Theil  einen  Tag  bezeich- 
nete. 

Die  Franzosen,  welche  seit  ihrer  ersten 
Revolution  alles  deciniiren,  haben  es  auch 
mit  dem  Kreise  gethan,  und  zwar  mit 
dem  Quadrant,  den  sie  in  100  Grade  theil- 
ten; 1  Grad  wurde  =  100  Minuten,  1  Mi- 
uute  =  100  Secunden  u.  s.  w  gesetzt. 
Ungeachtet  der  grofsen  Zweckmässigkeit 
dieser  Decimaltheilung  hat  sie  sich  nicht 
lange  erhalten. 

Jeder  der  360  Grade  (360°)  wird  in  60 
llinuten  (60^,  jede  Minute  in  60  Secun- 
den (60"),  diese  in  60  Terzien  (60'")  ge- 
theilt. 

Demnach  hat  der  Kreisumfang 

360  Grade ;  log  =  2,556  3025 

21600 Minuten;  log-  4,334  4538 

1296  000  Secunden ;  log  =  6,1 12  6050 

Der  Halbmesser  eines  Kreises  hat  an 
Lange 

57,29578  Grade;  log  =  1,758  1226 

3437,7468  Minuten ;  log  =  3,536  2739 

206264,8  8ecunden ;  log  =  5,314  4251 

Da  zu  gleichen  Kreisbogen  auch  gleiche 
Centriwinkel  gehören,  so  wird  mit  der 
Eintheilung  des  Kreisumfangs  in  360 
Graden  der  zu  ihm  gehörende  Centri- 
winkel, in  einer  Grübe  von  4  rechten 
Winkeln  in  ebenfalls  360  Grade  getheilt, 
also  der  Quadrant  in  90  Grade.  Der  Um- 
fang hat  Bogengrade,  Bogenminuten,  Bo- 
gensecunden ;  der  Centriwinkel  hat  Win- 
kelgrade, Winkelminuten,  Winkelsecun- 
den. 

Da  die  zu  gleichen  Centriwinkeln  ge- 
hörenden Kreisbogen  in  Länge  wie  die 
Halbmesser  des  Kreises  sich  verhalten, 
so  werden  die  Längen  der  Bogen  für  den 
Halbmesser  =  1  als  abstracte  Zahlen  an- 
egeben;  eben  so  die  zu  den  Bogen  ge- 
örenden  trigonometrischen  Linien.  Nur 
bei  deren  Logarithmen  wird  ein  Halb- 
messer von  10000  000000  ( 10  tausend 
Millionen)  zu  Grunde  gelegt,  um  die  ihnen 
meist  zukommende  subtractive  Characte- 
ristik  zu  vermeiden,  welche  stillschwei- 
gend =  —  10  festgesetzt  ist. 

Der  Kreisumfang  =  2n  correspondirt 
mit  360°  (Winkelgrad) 

Der*  Halbkreis  -n  mit  180° 

Der  Quadrant  =  \n  mit  90° 

1  Bogengrad  =  Ti„7r  mit  1° 

Die  elliptische u  L'mfänge  werden  gleich- 


falls in  360°  getheilt,  und  zwar  von  dem 
Mittelpunkt  aus  in  360  gleiche  Winkel- 
grade, so  dafs  die  Bogongrade  ungleiche 
Längen  erhalten. 

Alle  Parallelkreise  der  Erdoberfläche 
vom  Aequator  bis  zu  den  Polen,  alle  Me- 
ridiane werden  in  3t>0  Grade  getheilt. 
Erste re  geben  die  Längengrade,  letz- 
tere die  Breitengrade  (s.  d.) 

Gradbogen  ist  ein  in  Graden  angege- 
bener Kreisbogen,  dessen  Länge  bei  Ver- 
messungen und  Berechnungen  in  Theilen 
des  Halbmessers  ausgedrückt  werden  tuufs. 
Bezeichnet  man  diesen  in  Winkelgrade n 
gegebenen  Bogen  mit  «,  so  hat  man  die 
Länge  x  des  Bogens  aus  der  Proportion : 

360°:2^r  =  o°  :x 
woraus   x  =  2«r  ^  =nr  ^ 
und  in  Logarithmen 

Es  ist  logrt  =0,497  1499 
log  180  =  2,255  2725 

mithin  log       -  0,241  8474  -  2 

und        logx-  0,2418474  -  2  +  log  (ro) 

Tabellen  der  Längen  der  Gradbogen 
von  1°  bis  360°,  von  1'  bis  60'  und  von 
1"  bis  60"  rinden  sich  in  den  gröfseren 
logarithmischen  Tafeln;  u.  a.  in  den 
Werken :  Sammlung  mathematischer  Ta- 
feln . . .  von  Georg  Freiherrn  von  Vega, 
herausgegeben  von  Dr.  J.  A.  Hülsse, 
Leipzig  1849  und  in:  Georgs  Freih.  v. 
Vega  Logarithmisch  -  trigonometrisches 
Handbuch,  bearbeitet  von  Dr.  C.  Bremi- 
ker,  Berlin  1859. 

firadeintheilnag.  Diese  (s.  den  Art. 
Grad)  betrifft  die  Eintheilung  der  Voll- 
kreise von  Winkelmefsinstrumenten,  nnd 
man  hat  es  in  der  Technik  für  die  An- 
fertigung correcter  Theilmaschinen  zu 
einer  sehr  bedeutenden  Höhe  gebracht. 
Früher,  wo  dies  noch  nicht  der  Fall  war, 
hatte  man  neben  der  üblichen  Einthei- 
lung in  360°,  oder  vielmehr  bei  Einthei- 
lung von  Quadranten  in  90°,  zur  Cor- 
rection  noch  eine  Eintheilung  in  96°, 
weil  man  den  Qnadrant  mit  der  Länge 
des  Halbmessers  als  Sehne  genau  in  3 
gleiche  Theile  theilen  konnte  uud  außer- 
dem, da  die  Zahl  96  durch  wiederholte 
geometrisch  auszuführende  Halbirungen 
in  kleinere  Theile  zu  bringen  ist,  vor- 
ausgesetzt, dafe  diese  Theile  correcter 
ausfallen  als  die  der  Zahl  90:  Mit  einer 
Correctionstabelle  wurden  die  neunziger 
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und  die  sechsundneunziger  Grade  auf 
eiuander  reducirt  und  man  hatte  durch 
die  zweifachen  Zahlen  bei  derselben  Ver- 
messung eine  Prüfung  für  den  Grad  der 
Genauigkeit. 

firadlängeo.  Diese  sind  nur  auf  der 
Kugeloberfläche  in  den  verschiedenen 
Parallelkreisen  verschieden;  so  auf  un- 
serer Erdoberfläche  die  Längengrade  in 
den  verschiedenen  geographischen  Brei- 
ten. In  dem  Aequator  enthielt  jeder 
Grad  15  geographische  Meilen.  In  einem 
Parallelkreise  von  y  Grad  nördlicher  oder 
südlicher  geographischer  Breite  verhält 
sich  der  Halbmesser  und  also  auch  die 
Länge  eines  Grades  zu  dem  des  Aequa- 
tors  wie  cos  (p  :  1.  Unter  der  Voraus- 
setzung also,  dafs  die  Meridiane  richtige 
Kreislinien  sind,  hat  man  den  Längen- 
grad unter  q  Grad  Breite  =  15  •  cos  a 
geogr.  Meilen,  den  Umfang  des  Parallel- 
kreises =  5400  cos  (f  geogr  Ml. 

Einen  interessanten  Vergleich  zwischen 
Breiten-  und  Längengraden  g^ht  Muucke 
für  einerlei  geographicbe  Breite. 


Grade  im  Grade  im 

Breite.  Meridian.  Parallelkreis. 

Geogr.  Meilen.  Geogr.  Meilen. 

0°  14,8999  15,0000 

10°  14,9044  14,7736 

20°  14,9174  14,1009 

30°  14,9373  13,0012 

40°  14,9017  11,5065 

45°  14,9748  10,6243 

50°  14,9878  9,6608 

60°  15,0125  7,5188 

70°  15,0326  5,1465 

80°  15,0457  2,6132 

90°  15,0468  0,0000 


Gradmessung.  Hierunter  versteht  man 
die  Ermittelung  der  Länge  eines  Kreis- 
bogens unserer  Erdoberfläche,  dessen  End- 
punkte mit  dem  Erdmittelpunkt  den  Win- 
kel von  einem  Grade  bilden.  Man  mifst 
Längengrade  und  Breitengrade. 
Multiplicirt  man  die  für  einen  Grad  ge- 
fundene Länge  mit  360,  so  hat  man  bei 
gemessenem  Breitengrade  die  Länge  des 
Erdumfangs  in  der  Meridianebene,  welche 
beide  Erdpole  durchschneidet,  und  bei 
gemessenem  Längengrade  die  Umfangs- 
länge  eines  Parallelkreises  oder  des  Aequa- 
tor», in  welchem  man  gemessen  hat. 

Die  wirkliche  Vermessung  durch  Maafs- 
stäbe  und  Winkelinstrumente  erfordert 
für  Längen-  und  Breitengrad- Vermessun- 
gen dieselben  Operationen,  und  bei  keiner 
von  beiden  finden  mehr  oder  weniger 
%  Schwierigkeiten  statt. 


Dagegen  ist  die  Ermittelung  des  Erd- 
centnwinkels  aus  der  wirklich  vermesse- 
nen Länge  für  Linien  in  den  Parallel- 
kreisen sehr  schwierig  oder  vielmehr  un- 
sicher, während  sie  bei  den  Meridianlän- 
gen möglichst  correct  geschieht. 

Es  liegt  dies  darin,  dafs  bei  dem  letz- 
ten gegebenen  Meridianbogen  die  Ver- 
messung der  Winkel ,  welche  die  Lothe 
in  den  Endpunkten  des  vermessenen  Bo- 
gens mit  Fixsternen  bilden,  den  Erdcen- 
triwinkel  zwischen  denselben  Endpunkten 
eben  so  genau  ergeben ,  als  die  Winkel  - 
messung  selbst  geschehen  ist ;  daüs  aber 
bei  der  Längengradvermessung  die  Zeit- 
difterenz  es  ist,  welche  bei  der  Culmina- 
tion  von  Fixsternen  in  dem  einen  und 
dem  anderen  Endpunkt  sich  ergibt,  aus 
der  der  Erdcentriwinkel  allein  zu  finden 
ist,  und  die  nur  mit  Hülfe  einer  Uhr  be- 
stimmt werden  kann.  Nun  dreht  die 
Erde  sich  in  24  Stunden  einmal  voll- 
ständig um,  im  Aeqnator  repräsentiren 
also  24  Stunden  genau  5400  geogr.  Mei- 
len ,  daher  repräsentirt  eine  Zeitsecunde 
0,0625  geogr.  Meileu  =  123,136  preufs. 
Ruthen;  bei  einem  Bogen  von  einem 
Grade  würde  daher  eine  Unrichtigkeit 
von  nnr  einer  viertel  Secunde  in  der  Be-  • 
obachtung  schon  eine  Unrichtigkeit  von 
34  Ruthen  geben,  um  welche  der  Län- 
gengrad zu  grofs  odor  zu  klein  gefunden 
wird. 

Aus  diesem  Grunde  sind  auch  nor 
wenige  Längengradvermessungen  vorge- 
nommen worden  und  sie  sind  alle  mehr 
und  weniger  unzuverlässig. 

Die  Vermessung  geschieht  nun  folgen- 
der Art. 

Es  sei  A  ein  dnreh  Natur  oder  Kunst 
ausgezeichneter  Punkt,  z.  B.  ein  hoher 
Berg,  auf  den  ein  Signal  zu  errichten  ist 
oder  eine  Sternwarte;  B  ein  zweiter  aus- 
gezeichneter Punkt,  mehrere  Grade  ent- 
fernt von  A  und  in  der  Nähe  des  Me- 
ridians AU  von  A  gelegen.  Anf  einem 
möglichst  ebenen,  mit  keinen  Hinder- 
nissen als  Bäume,  Häuser,  Bäche  ver- 
sehenen Terrain  messe  man  mit  Genauig- 
keit eine  lange  gerade  Linie  ab.  Suche 
einen  oder  mehrere  feste  Punkte,  die  von 
a  und  b  aus  zugleich  gesehen  werden, 
z.  B.  die  Punkte  C  und  D,  messe  die 
Winkel  Cah,  Cbn,  Dab,  Dba,  berechne 
trigonometrisch  die  Dreiecksseiten  aC, 
bC,  aD,  l»D.  Suche  nun  einen  feste u 
Puukt  £,  der  von  a  und  von  D  zugleich 
gesehen  wird,  messe  die  Winkel  KaD, 
EDa,  berechne  trigonometrisch  die  Drei- 
ecksseiten aE,  DE;  suche  einen  Punkt 
F,  der  von  E  und  D  zugleich  gesehen 
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wird,  messe  die  Winkel  an  D  und  £, 
berechne  die  Seiten  EF,  DF.  Gesetzt 
der  Endpunkt  A  der  Vermessung  würde 
toii  E  und  von  F  aus  gesehen,  so  sind 
durch  die  Vermessung  der  Winkel  bei 
E  und  F  anch  die  Seiten  EA  und  FA 
gegeben,  und  da  nun  sämmtliche  Punkte 
a,  b,  D,  E,  F,  A  fest  liegen,  so  ist  auch 
die  gerade  Linie  DC  zu  bestimmen. 


Fig.  GTÜ. 
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Ein  ähnliches  Dreiecksnetz  sei  von  ab 
aus  mit  dem  zweiten  Endpunkt  B  ver- 
bunden, so  sind  die  Lagen  der  Punkte 
A  und  B  mit  den  Zwisrhenpunkten  voll- 
kommen bestimmt  und  durch  rechtwink- 
lige Ordinalen  vou  E,  F,  a,  D,  C,  G,  H, 
L,  K  und  B  auf  AM  ergeben  sich  die 
Projectionen  der  Linien  AF,  AE,  ED, 
FD,...  bis  LB  auf  den  Meridian  und 
somit  die  Länge  Aß'  des  Meridian -Ab- 
standes  der  Endpunkte  A  und  B  in  dem 
Landes-Längenmaafs.  Auf  astronomische 
Weise  kann  aber  die  Länge  dieses  Meri- 
dianbogens genau  gefunden  werden,  wenn 
man  in  A  nnd  B  Winkelinstrumente 
aufteilt,  Fixsterne  während  ihrer  Cuhni- 
nation  beobachtet  und  den  Winkel  mifst, 
den  der  Stern  mit  dem  Rleilotb  bildet. 

Die  Hauptlinie  ab,  die  Basis  der  Ver- 
messung, mufs  möglichst  lang  sein,  da- 
mit die  beim  Trianguliren  nie  ganz  zu 
vermeidenden  kleinen  Fehler  auf  grofse 
Längen  sich  vertheilen.  Die  bei  der  von 
Delamhre  und  Mechain  ausgeführten  fran- 
zösischen Gradmessung  betrug  die  eine 
bei  Peruignan  gemessene  Basis  600C  Toi- 
sea,  also  etwa  1,G  preußische  Meilen; 


eine  zweite  am  Nordende  der  Linie  ver- 
messene Basis  bei  Metall  6(»7G  Toisen, 
gegen  2  Meilen  lang.  Eben  so  werden 
aus  demselben  Grunde  die  Seiten  der 
Ilauptdreiecko  5  Meilen  und  darüber,  so 
weit  »las  Auge  nämlich  reicht,  genommen. 
Bei  den  Terrainschwierigkeiten,  welche 
mau  selbst  in  den  ebensten  Gegenden 
findet,  kann  man  selten  eine  Basis  über 
eine  Meile  lang  zu  erhalten  erwarten. 

Die  Hauptaufgabe  ist  die  Vermessung 
der  Basis,  und  da  diese  äußerst  genau 
geschehen  mufs,  so  werden  dazu  metallene 
und  genau  eingetheilte  Maafsstäbe  ge- 
nommen, die  für  eine  mittlere  aber  ganz 
bestimmte  Temperatur  geaicht  sind.  Wäh- 
rend der  Vermessung  von  Morgens  bis 
Abends  wird  in  bestimmten  Zeitinterval- 
len die  Lufttemperatur  am  Thermometer 
beobachtet  und  registrirt ,  so  dafs  nach 
beendeter  Vermessung  alle  stattgehabten 
Temperaturen  durch  Rechnung  auf  eine 
stattgehabte  mittlere  reducirt  und  mit 
Hülfe  des  bekannten  Wärmeausdebnungs- 
Coefficient  die  durch  Messung  gefundene 
Länge  bei  der  stattgehabten  mittleren 
Temperatur  auf  die  der  Normaltempera- 
tur  zugehörige  Länge  berechnet  wird. 

Zu  der  oben  gedachten  französischen 
Gradmessung  wurden  Maafsstäbe  aus  einer 
Mischung  von  Kupfer  und  Platin  ange- 
wendet. Beim  Anlegen  eines  Maafsstabs 
bei  Fortsetzung  der  \  ermessnng  ließ  man 
um  einen  Rückstoß  gegen  den  ersten 
Maaßstab  zu  vermeiden,  eineu  kleinen 
Spielraum  zwischen  beiden  Stäben,  der 
mit  einem  kleinen  mit  feiner  Theilung 
versehenen  Maaßstab  besonders  vermes- 
sen und  notirt  wurde. 

Die  Vermessung  der  Winkel  geschah 
bei  der  französischen  Vermessung  mit 
dem  Bordaschen  Kreis,  s.  d.  Jetzt  würde 
man  den  seitdem  erfundenen  Theodoliten 
anwenden. 

Wie  nun  nach  beendeter  Vermessung 
und  Berechnung  der  wirklichen  Länge 
AB',  nämlich  der  Breitendifferenz  zwi- 
schen den  Puukten  A  und  B,  ermittelt 
wird,  welchen  Theil  des  Meridianumfau- 
ges  der  Bogen  AB'  beträgt,  erhellt  aus 
Fig.  f>77. 

Ks  sei  C  der  Mittelpunkt  der  Erde, 
A,  B'  seien  die  beiden  Endpunkte  des 
in  dem  Meridian  EAB'D  vermesseneu 
Bogens,  AH  und  B'J  die  in  den  Puukteu 
A  und  B'  durch  ein  Bleiloth  bezeichne- 
ten nach  dem  Mittelpunkt  C  der  Erde 
gerichteten  Lothe.  Ein  Fixstern,  welcher 
in  dem  Augenblick  seiner  Culuiination 
in  A  beobachtet  wird,  stehe  in  der  Rich- 
tung AF,  derselbe  Fixstern  bei  seiner 
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Culmination  in  B'  beobachtet,  stehe  in 
der  Richtung  ß'G,  so  sind  mit  dem  In- 
strument die  Winkel  HAF  und  JB'G 
gemessen.  Da  nun  der  Fixstern  uner- 
mefslich  weit  von  der  Erde  entfernt  ist, 
so  sind  die  Linien  AF  und  B'G  parallel. 

Fig.  677. 


Nun  ist,  wenn  man  durch  A  mit  B'J 
die  Parallele  AK  zieht 

^.JB'G-z.KAF 

ZKAH=^JCH=Z>f 

/_  HAF- Z  KAH\ z  KAF=  Z  (f  +  ZJB'G 

hieraus  z?  =  £HAF- ^JB'G 

Man  hat  also  in  der  Differenz  der  bei- 
den in  A  und  B'  mit  demselben  Fixstern 
gemessenen  Winkel,  welche  die  Zenith- 
uistanzen des  Fixsterns  sind,  den  Krd- 
centriwinkel  7  gefunden. 

Bezeichnet  nun  b  die  gemessene  Bo- 
genlänge AB',  r  den  Halbmesser  der  Erde, 
tf  den  gefundenen  Oentriwinkel ,  so  hat 
man 

A:2nr  =  t7°:360u 
woraus  der  Halbmesser  der  Erde 

b  360° 


r  = 


In  q° 

und  die  Länge  eines  Meridiangrades 
2/rr  _  b 

"360°"  q° 

Gradzeichen  ist  eine  kleine  Null  oben 
rechts  an  der  Zahl  als  Anzahl  der  Grade  : 

20°  heifst  20  Grad. 

Granatoeder  (Kryst.)  s.  Dodekaeder, 
Bd.  DL,  pag.  319. 

Gravitation  oder  Schwere  ist  gleich- 
bedeutend mit  Attraction  und  ist  in 
diesem  Art.  abgehandelt.  Eine  Anwen- 
dung der  Lehre  von  den  Gravitationsge- 
setzen ist  der  Art.  Abplattung  der  Erde. 
In  Beziehung  auf  die  Bewegung  der  Pla- 
neten und  Kometen  um  die  Sonne,  der 
Monde  um  die  Planeten  gibt  der  Art. 
„Bahn*    die   mit    bildlichen  Darstel- 


lungen unterstützte  Erklärung  von  den 
Gesetzen  der  Bewegung  einer  Masse,  die 
durch  2  Kräfte,  nämlich  durch  die  Kraft 
der  Gravitation,  die  Centraikraft  und 
die  Centrifugalkraft,  getrieben  wird  und 
in  Fig.  166  sämmtliche  Thätigkeiten  und 
deren  Wirkungen  zu  einem  vollständigen 
Umlauf  eines  Weltkörpers  um  einen  an- 
deren. 

Ferner  in  dem  Art.:  .Bahn  einer  Masse, 
welche  durch  die  allein  thätige  Schwer- 
kraft eines  Weltkörpers  bewegt  wird," 
die  Bewegung  einer  Masse  unabhängig 
von  einer  Seitenkraft  mit  einem  Beispiel 
über  die  Zeit,  in  welcher  der  Mond  auf 
die  Erde  fallen  würde  und  dessen  pen- 
dulirende  Bewegung,  wenn  er  durch  die 
Erde  hindurch  fallen  könnte.  Hierauf 
folgt  der  Art.:  „Bahn  der  Weltkörper* 
in  allgemeiner  Untersuchung  und  „Bahn 
der  W  eltkörper,  Ellipse*  mit  der  als  Bei- 
spiel berechneten  Jupiterbahn.  Auch  die 
Art.  „Centralbewegung"  und  „Cen- 
tralkräfte"  sind  Beiträge  zur  Kennt- 
nifs  des  Sonnensystems. 

Gravitationspunkt,  Centraipunkt,  Mit- 
telpunkt des  anziehenden  Weltkörpers, 
der  als  der  Schwerpunkt  des  Körpers  auch 
als  der  Sammelpunkt,  als  der  Sitz  des 
gesammten  Gravitationsvermögens  ange- 
sehen werden  kann. 

Grenze  ist  das  Aeufsere  einer  Gröfse, 
so  dafs  die  Grenze  zu  der  Gröfse  selbst 
nicht  gehört,  dafs  sie  keinen  Theil  der 
Gröfse  ausmacht.  Von  einer  Linie  sind 
deren  Endpunkte  die  Grenzen;  eine  ge- 
schlossene Linie,  ein  Kreis,  eine  Ellipse 
kann  als  2  Linien  betrachtet  werden,  die 
mit  ihren  Grenzen  zusammentreffen  und 
sich  decken ,  so  dafs  diese  verschwinden. 
Von  einer  Fläche  ist  die  Grenze  deren 
Umfang.  Eine  geschlossene  Fläche  x.  B. 
eine  Kugeloberflache  kann  als  2  Flächen 
betrachtet  werden,  deren  Umfänge  zu- 
sammenfallen und  dadurch  verschwinden. 
Von  einem  Körper  ist  dessen  Oberfläche 
die  Grenze. 

Jede  geometrische  oder  Raumgrüfse 
hat  die  Grenze  zu  ihrem  Merkmal,  zu 
ihrem  Character;  Raumgrörsen  ohne  Gren- 
zen gibt  es  nicht,  sie  sind  unbegrenzte 
Räume,  die  nach  einer,  nach  2  und  nach 
allen  3  Richtungeu  unbegrenzt  sein  könneu. 

Zahlen  sind  Gedankengrörsen  und  haben 
ihre  Grenze  in  sich  selbst,  in  ihrer  Quan- 
tität, in  der  Anzahl  der  Einheiten ,  welche 
die  Zahl  begreift. 

Bei  einer  veränderlichen  Gröfse  ist 
Grenze  dasjenige  Aeufsere  der  Grobe, 
bis  zu  welchem  sie  sich  ausdehnen  oder 
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rieh  einschränken,  bis  sn  welchem  sie 
entweder  wachsen  oder  abnehmen  kann: 
Ein  in  einen  Kreis  beschriebenes  regel- 
mäfsiges  Vieleck  wird  mit  der  Vermeh- 
rung der  Seitenzahl  an  Inhalt  und  Um- 
fang immer  grölser,  dagegen  bildet  der 
Umfang  des  Kreises  die  Grenze  des  Warhs- 
thums,  die  Grollen  der  Kreislinie  und  der 
Kreisfläche  sind  die  Grenz werthe  für 
den  Umfang  nnd  den  Inhalt  des  mög- 
lich gröfsten  Vielecks. 

Ein  um  einen  Kreis  beschriebenes  rc- 
gelmäfsiges  Vieleck  wird  mit  der  Ver- 
mehrung der  Seitenanzahl  an  Umfang 
und  Inhalt  immer  geringer,  dagegen  bil- 
det die  Kreislinie  die  Grenze  der  Ab- 
nahme und  die  Gröfsen  der  Kreislinie 
und  der  Kreisebene  sind  die  Grenz- 
wert he  für  den  Umfang  und  den  Inhalt 
des  möglich  kleinsten  Vielecks. 

Bei  einer  zunehmenden  arithmetischen 
oder  geometrischen  Reihe  ist  die  Grenze 
das  unendlich  grofee  Glied,  der  Grenz- 
w  ert  h  des  letzten  Gliedes  und  der  Summe 
der  Reihe  ist  ao. 

Bei  einer  abnehmenden  arithmetischen 
Reibe  ist  die  Grenze  das  negativ  un- 
endlich grofae  Glied,  bei  einer  abnehmen- 
den geometrischen  Reihe  ist  die  Grenze 
0.  Der  Grenzwerth  des  letzten  Glie- 
des =  0,  der  der  Summe  der  Reihe  eine 
bestimmte  in  einer  Formel  gegebene  Zahl 
(s.  geometrische  Reibe). 

Grenze  eines  Verhältnisses, 
GrenzTerhältnifs  zweier  veränderli- 
chen Gröfsen  ist  dasjenige  Verhältnis, 
dem  sich  mit  dem  Wachsthum  oder  der 
Abnahme  der  Gröfsen  deren  Verhältnis 
immer  mehr  nähert.  Es  ist  dies  jedes- 
mal das  Differenzialverhältnifc,  der  Diffe- 
renzialqnotient.    Z.  H.    Ks  sei 

atf  —  bx  =  c 
so  ist     a  Oy  —  b  öx  -  0 
Öy  * 

woraus  ~    =  -  - 

öx  a 

Man  erhält  dies  elementar,  wenn  man 
die. Gleichung  durch  ax  dividirt,  dann 
entsteht 


Man  kann  also  mit  beliebigem  Wachs- 
thum von  x  und  in  dem  durch  die  Glei- 
chung gegebenen  Verhältnis  von  y  den 

Quotient        oder  das  Verhiltnifs  von 

y :  x  dem  Verhältnis  b  :  a  beliebig  nahe 

bringen  und  demnach  ist  —  das  Grenz- 

Verhältnis  von  y :  x. 

III. 


GrenxTerhiltnifo,  s.  u.  Grenze  und 

Analysis. 

GreiX Werth,  s.  u.  Grenze  und  Ana- 
lysis. 

Grenzwiakel  (Dioptr.)  s.  Ablenkung 
des  Lichtstrahls  1,  am  SchluS. 

Grüfte  wird  vielfach  erklärt  als  Dasje- 
nige, welches  sich  vermehren  und  ver- 
mindern läfst.  Gröfse  ist  also  ein  Viel- 
faches, das  aus  mehreren  Theilen  zu- 
sammengesetzt ist.  Man  unterscheidet 
GröSe  als  Quantum  und  GröSe  als  Quau- 
tilas.  Quantum  ist  GröSe  an  sich,  Quan- 
titas  ist  die  GröSe  des  Quantums,  die 
Menge  der  Theile,  aus  denen  das  Quan- 
tum zusammengesetzt  ist.  . 

Man  unterscheidet  ferner  zwei  Haupt- 
k lassen  von  Gröfsen:  1,  die  zusam- 
menhangenden, stetigen,  fliefs en- 
den, continuirlichen  Gröfsen,  die 
Gröfsen  im  Raum,  deren  einzelne 
Theile  ununterbrochen  zusammenhangen, 
in  einander  flieSen  und  2,  die  nicht 
zusammenhangenden,  unterbro- 
chenen, discreten,  collectiven 
Gröfsen,  die  zählbaren  Gröfsen, 
die  Vielheiten  in  gegebener  Anzahl  be- 
stimmter Einheiten. 

Die  ersteren  sind  die  geometrischen 
Gröfsen,  die  letzteren  die  arithme- 
tischen Gröfsen. 

Mit  diesen  Gröfsen  nun  beschäftigt  sich 
die  Mathematik,  die  arithmetischen  Grö- 
fsen vergleicht  sie  in  der  Anzahl  ihrer 
Einheiten,  die  geometrischen  in  ihrer  Aus- 
dehnung, Form  und  Lage. 
Was  mit  einander  verglichen  werden  soll 
mufs  gleichartig  sein,  d.  b.  es  mufs  zu 
einem  Ganzen  msamuiengefafst,  addirt 
werden  können,  Linien  sind  mit  Flächen 
nicht  zu  vorgleichen.  Ans  diesem  Grunde 
mufs  jede  GröSe  aus  lauter  gleichartigen 
Theilen  zusammengesetzt  sein.  Gleich- 
artige arithmetische  Gröfsen  heiSen  com- 
mensurabel  (s.  d)  ungleichartige  in- 
commensurabel.  Letztere  haben  keine 
gemeinschaftliche  Einheit,  von  welcher 
beide  Vielheiten  sind,  z.  B.  3  und  y2. 
Brüche  von  ungleichen  Nennern  sind  in- 
commensurabel,  weil  sie  nicht  mit  ein- 
ander zu  einem  einzigen  Bruch  addirt 
werden  können ,  sie  werden  aber  com- 
mensurabel dadurch,  dafs  man  ihnen  einen 
gemeinschaftlichen     Nenner  verschafft. 
Brüche  mit  ungleichen  Nennern  sind  also 
nur  der  Form  nach  incommensnrabel. 
Die  Zahlen  4  und  i  3  sind  incommensn- 
rabel, denn  wenngleich  4  =  \'\&  -  |  8  •  |  2 
und  beide  Zahlen  die  gleiche  Einheit  y2 
haben,  so  sind  doch  in  der  Summe  4  +  |  2 
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=  (^8  +  1)  V2  die  Zahlen  des  ersten  Fac- 
tors nicht  zu  addiren. 

Geometrische  GröTsen  werden  behufs 
des  Calcüls  oft  als  discrete  Gröfse n  be- 
handelt, dann  sind  die  Hypotenuse  und 
die  Catheten  eines  rechtwinkligen  und 
zugleich  gleichschenkligen  Dreiecks  in- 
comuiensurabel.  Denn  ist  die  Cathete 
=  o,  so  ist  die  Hypotenuse  =  a\2. 

Arithmetische  Gröfsen,  welche  weder 
die  Eins  noch  einen  aliquoten  Theil  von 
Eins  zur  Einheit  haben,  heifsen  irratio- 
nale Gröfsen  im  Gegensatz  zu  den  ra- 
tional en,  welche  bestimmte  Vielfache 
der  Eins  oder  eines  aliquoten  Tbeils  der 
Eins  sind. 

Gröfsen,  welche  ermittelt  werden  sol- 
len, heifsen  unbekannte  Gröfsen; 
Gröfsen,  die  gegeben  werden,  um  unbe- 
kannte Gröfsen  zu  finden,  heifsen  be- 
kannte Gröfsen. 

Gröfsen,  die  eine  bestimmte  Anzahl 
von  gleichartigen  Theilen  ausmachen, 
heifsen  endliche  Gröfsen;  Gröfsen, 
bei  denen  die  Anzahl  gleichartiger  Theile 
in  ihr  durch  keine  noch  so  grofee  Zahl 
angegeben  werden  kann,  heifsen  unend- 
liche Gröfsen. 

Eine  der  merkwürdigsten  Beziehungen, 
in  welchen  gleichartige  Gröfsen  mit  ein- 
ander stehen,  ist  die  Entgegengesetzt- 
heit. S.  darüber  den  Art.:  E  ntgegen- 
gesetzte  GröTsen. 

Eine  der  merkwürdigsten  und  interes- 
santesten Gröfsen  ist  die  Winkclgröfse, 
welche  in  der  Neigung  oder  Abweichung 
zweier  in  einem  Punkt  znsammentreffen- 
den  geraden  Linien  besteht,  und  die  auch 
als  Gröfse  nur  dadurch  zur  Erscheinung 
kommt,  dafs  der  Winkel  durch  einen  von 
dem  Scheitelpunkt  als  Mittelpunkt  aus 
zwischen  beide  Schenkel  gezeichneten 
Kreisbogen  in  seinem  Verhältnifs  znm 
Kreisumfang  gemessen  wird. 

Endlich  ist  noch  der  Zeitgrüfse  als 
einer  ganz  eigentümlichen  Gröfse  Er- 
wähnung zu  thun.  Sie  ist  eine  conti- 
nuirliche  Gröfse,  eine  unsichtbare  Linie, 
die  auf  einer  Seite  ohne  Ende,  nämlich 
in  der  Vergangenheit  ohne  Anfang  ist, 
die  in  jedem  Augenblick  einen  ganz  be- 
stimmten Endpunkt,  die  Gegenwart 
hat  und  ohne  Mitwirkung  einer  Gröfse 
anderer  Art  über  diesen  Endpunkt  hinaus 
sich  stetig  verlängert. 

GrölfedDlehre ,  die  Lehre  von  den  Grü- 
ften, die  Mathematik. 

Öröfoteg  und  Klei  nstes  oder  irröfs- 
ter  und  kleinster  Werth  einer  Function 


ist  an  sich  klar;  und  um  den  einen  oder 
den  andern  zu  finden  lehrt  die  „Diffe- 
renzialrechnung",  III.,  pag.  298,  den 
dafür  entsprechenden  Werth  der  Verän- 
derlichen bestimmen,  von  welcher  die 
Function  abhängig  ist.  Es  gibt  aber  Func- 
tionen, die  in  verschiedenen  Intervallen 
für  die  Werthe  der  Urveränderlichen  (x) 
auch  verschiedene  gröfste  und  kleinste 
Werthe  der  Function  (X)  geben,  und  da- 
her wird  in  dem  eben  angeführten  Art. 
der  Begriff  von  Gröfstem  und  Kleinstem 
dahin  einschränkend  definirt,  dafs  diese 
gröfsten  und  kleinsten  Werthe  innerhalb 
bestimmter  Grenzen  für  die  Werthe  von 
x  nur  gelten,  weil  außerhalb  dieser  Greu- 
zen  wiederum  andere  grölste  und  kleinste 
Werthe  der  Function  statt  finden  können. 
Es  sei 

-Y  =  x»  -  5x5  -  x  +  5 

Setzt  man  A'  =  0  so  hat  man  die  Wur 
zeln  der  Gleichung  -  1,  -f  l,  +5;  dem- 
nach hat  man  für  *  =  -  1 ;  x  =  +  1  und 
x  =  +  5  die  Function  X  =  0  und  zwi- 
schen diesen  3  Grenzen  müssen  andere 
Werthe  mit  einem  gröfsten  oder  einem 
kleinsten  Werth  jedesmal  statt  finden. 

Setzt  man  x  negativ  gröfser  als  —  1 , 
so  entstehen  negative  Werthe  von  Ä, 
die  mit  dem  negativen  x  auch  negativ 
wachsen ,  und  für  x  =  —  »  wird  auch 
X  -  —  oo ,  so  dafs  von  diesem  absoluten 
Minimum X  =  -  *>  bis  zu  X=  0  für  x=— 1 
weder  ein  gröfater  noch  ein  kleinster 
Werth  von  X  existirt.  Dasselbe  entge- 
gengesetzt findet  für  Werthe  von  x  >  5 
statt  und  für  x  =  +  »  wird  auch  X  -  *> 
und  zu  einem  absoluten  Maximum. 

Zwischen  x=-l  und  x  =  ±  1  für  welche 
beide  Werthe  X  =  0  wird ,  ist  ein  Werth 
x  =  -0,t  für  welchen  X  =  +  5,051  als 
giöfster  Werth  entsteht. 

Es  ist  mithin,  da 
für  x  =  ~l    für  x-  -  0,1     für  x  =  +  1 
A'=0  A'  =  +  5,051      X  =  0 

X  für  x  =  —  0,1  ein  Maximum  zwischen 
den  Grenzen  x  =  —  1  und  x  =  +  1 ,  oder 
vielmehr,  da  von  x=—  0,1  auch  A'  bis 
für  x  =  —  oo  fortwährend  abnimmt ,  das 
X=  +  5,051  ein  Maximum  zwischen  den 
Grenzen  von  x  =  — «  bis  zu  x  =  -f  1. 

Zwischen  den  Werthen  x  =  +  1  und 
x  =  +  5  ist  ein  Werth  x  =  3,43  bei  wel- 
chem -Y  ein  Minimum  ist. 

Fürx=+ 1  +  3,4  +  3,43  -f  3,5  +5 
ist    A'=0    -10,896  -1G,901  -16,875  0 

Es  ist  also  dieses  Minimum  für  das 
Intervall  x  =  +  1  und  x  =  +  5.  Die  Func- 
tion hat  also  2  Minima  und  2  Maxiina, 


Digitized  by  Google 


Gröfstes. 


227 


Gröfstes. 


von  welchen  1  Minimum  und  1  Maximum 
absolut  ist. 

Trägt  man  die  berechneten  Werthe  der 
gegebenen  Gleichung  auf  (s.  Construction 
der  Werthe  einer  Gleichung  mit  Fig.  602 
bis  505),  so  ersieht  man,  dafs  wenn  mau 
ron  den  absoluten  Gröfsten  +  «  und 
Kleinsten  —  »,  die  bei  jedem  Aggregat 
mit  ganzen  Potenzen  der  Unbekannten 
vorkommen,  nur  ein  Gröfstes  und  ein 
Kleinstes  existirt  und  dafe  hier  eine  Ein- 
schränkung durch  Grenzen  für  die  Ab- 
scisse  nicht  statt  findet. 

Fig.  678. 


und  für  die  beiden  anderen  Werthe  je- 
desmal ein  Minimum. 

Man  findet  durch  Rechnung  als  Probe 
für  dies  gefundene  Resultat: 


Folgende  Function  von  x 
X  =  x«  +  3xJ  -  10xJ  -  10 
auf  Vorhandensein    von   Gröfsten  und 
Kleinsten  [nach  dem  Art  DifFerenzial- 
rechnung  HI.,  No.  4,  5,  pag.  300,  nebst 
Beispielen]  untersucht:  gibt 

bX  -  4x»  +  9x>  -  lOx  =  0 

Es  ist  mithin  für  x  =  0  die  Function 
X  ein  9i ,  entweder  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum. 

Dividirt  man  Ö.Y  durch  x,  so  hat  man 
4x'  +  9x-  io=0 

und  geordnet 

xJ  +  |x  -  5  =  0 
woraus 

-9  *  \  401  _  (-  3,628 
*~       ~8~_    ~  =  f+  1,378 

Zwei  andere  Werthe  von  x,  für  welche 
X  ein  9Ji  wird. 

Um  zu  erfahren ,  welches  9M  für  jeden 
der  3  Werthe,  ob  ein  Grüfstes  oder  ein 
Kleinstes  entsteht,  setze  die  3  gefunde- 
nen Werthe  in 

9»JC=12x>+18x-  10 

so  entsteht 

fürx  =  0;  9'A'=-10 
für  x  -  -  3,628  ;  WX  =  +  6,07 
für  x  =  f  1,378  i  9'A'  =  4- 15,311 
Für  x  =  0  ensteht  also  ein  Maximum 


Für  x  = 

+  0,1; 

x= 

-  10,0969 

JT  - 

0; 

A  = 

-  10,0000 

X  — 

-0,1; 

A'  = 

-  10,1029 

Ferner 

Für  x  — 

-3; 

X  = 

-100 

x  = 

-  3,628 

!  A'  = 

-  111,6347 

x  — 

X  = 

-  106 

Endlich 

Für  x  = 

+  1,36; 

x= 

-16,529 

x  = 

-1-  1,378;  A*  = 

-17,586 

X  = 

+  1,40; 

X  = 

-  17,526 

Aufserdem  fiudet  man 
Für  x  =  +  oo;       X  =  4-» 

x  =  +  4;  X=  +  378 

x  =  4-3;  JT  =  +  62 

x  =  +  2 ;  X  =  -  10 

x  =  +l;  X  =  -  IG 

x  =  0;  A"  =  -10 

x  =  -2;  JT=-22 

A  =  -5;  A'  =  -I0 

AT  =  —  6 ;  A  =  +  178 

Es  liegt  also  eine  Wurzel  der  Function 
X  -  0  für  x  zwischen  +  2  und  +  3  und 
für  x  zwischen  —  5  und  —  6. 

Trägt  man  die  Gleichung  auf,  so  er- 
sieht man  zugleich,  dafs  bei  x=0  die 
Abscisse  nicht  geschnitten  wird,  die  Curve 
aber  dort  eineu  Wendepunkt  hat,  woher 
dort  2  imaginaire  Wurzeln  sich  befinden, 
welche  Af  =  0  machen. 

Fi£.  079. 
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Die  Differenzialrechnung  gibt  nun  eine 

Sanz  allgemein  geltende  Auflösung  für 
ie  Auffindung  des  GrüTsten  und  Klein- 
sten von  Functionen;  sie  ist  aber  auch 
oft  durch  einfache  Betrachtung  oder  durch 
arithmetische  und  geometrische  Operation 
zu  erhalten. 

Z.  B.  1.  die  Verltindung  zweier  Punkte 
durch  eine  gerade  Linie  ist  die  kür- 
zeste. D.  h.  Die  gerade  Linie  ist  unter 
allen  zwischen  zwei  Punkten  möglichen 
Linien  das  Minimum,  welches  ein  Lehr- 
satz in  der  Elementargeometrie  ist. 

2.  Unter  allen  geraden  Verbindungs- 
linien zwischen  einem  Punkt  und  einer 
geraden  Linie  oder  einer  Ebene  ist  die 
Normale  die  k  ü  rz  este.  (Das  Minimum). 
Dieser  Satz  ist  ein  Lehrsatz  der  Riemen- 
targeometrie. 

3.  Unter  allen  Sehnen  eines  Kreises 
ist  der  Durchmesser  der  gröfste.  (Desgl. 
Klem.-Oeom.) 

4.  Es  sei  die  Linie  AB  als  Grundlinie 
von  Dreiecken  gegeben,  deren  Spitzen  in 
die  gleichfalls  gegebene  mit  All  in  der- 
selben Ebene  liegende  grade  Linie  XX 
fallen  sollen,  so  bat  dasjenige  aller  Drei- 
ecke den  kleiusten  Umfang,  dessen  Schen- 
kel AC,  BC  mit  der  Linie  A'.V  gleiche 
Winkel  bilden. 

Fig.  G80. 


Denn  zeirhuet  man  ein  beliebiges  an- 
deres &ABD,  fällt  die  Normale  AF  auf 
XX,  verlängert  dieselbe  bis  in  die  Ver- 
längerung CE  von  BC,  zieht  DE  so  ist 

AC=  CE 
also  ACA-BC-BE 
eben  so  AD  =  DE 

also        AD  +  DB  =  DE  -f  DB 

Nun  ist  aber 

DE  +DB>BE 

also         AD  +  DB>AC+  BC 

Da  dies  nun   von  jedem  beliebigen 


Dreieck  gilt,  dessen  Spitze  D  in  einem 
anderen  Punkt  als  C  von  VA  liegt,  so 
sind  die  Schenkel  AC  +  BC  in  Summa 
die  kürzesten  und  der  Umfang  des  &ABC 
ist  ein  Minimum. 

5.  Denkt  man  sich  die  Linien  XX  4?  AB, 
so  bat  man  den  Satz,  dafs  unter  allen 
Dreiecken  von  einerlei  Grundlinie  und 
gleicher  Höhe,  also  von  gleichem  Flächen- 
inhalt das  gleichschenklige  Dreieck  den 
kleinsten  Umfang  hat 

Hieraus  folgt : 

6.  Unter  allen  Dreiecken  von  derselben 
Grundlinie  und  gleichem  Umfange  hat 
das  gleichschenklige  die  gröfste  Höne  und 
folglich  auch  den  größten  Flächeninhalt. 
Denn  da  unter  allen  Dreiecken  von  einerlei 
Grundlinie  und  Höhe  das  gleichschenk- 
lige Dreieck  den  kleinsten  Umfang  hat, 
so  haben  alle  nicht  gleichschenkligen  Drei- 
ecke von  gleichem  Umfange  mit  dem 
gleichschenkligen  bei  eiuerlei  Grundlinie 
auch  kleinere  Höhen  als  das  gleichschenk- 
lige. 

Ferner  folgt: 

7.  Unter  allen  Dreiecken  von  gleichem 
Umfang  ist  das  gleichseitige  das  gröfste. 
Denn  denkt  man  sich  das  gleichschenk- 
lige Dreieck  ad  C  über  einer  Grundlinie 
von  der  Länge  eines  Schenkels,  so  folgt 
der  Satz  unmittelbar. 

Endlich : 

8.  Unter  allen  Dreiecken  von  gleichem 
Inhalt  hat  das  gleichseitige  den  kleinsten 

Umfang. 

Beschreibt  man  mit  dem  Schenkel  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  No.  b  einen 
Kreis,  trägt  die  Grundlinie  «mal  als  Sehne 
ein ,  so  hat  man  das  »eck  im  Kreise  = 
dem  fifachen  Dreieck.  Da  nun,  was  von 
dem  einen  Dreieck  gilt  auch  von  den 
«Dreiecken  in  Summa  gilt,  so  hat  man 
noch  folgende  Sätze: 

9.  Unter  allen  gleich  vielseitigen  Viel- 
ecken von  gleichem  Flächen -Inhalt  hat 
das  regelmässige  den  kleinsten  Umfang. 

10.  Unter  allen  gleichvielseitigen  Viel- 
ecken von  gleichem  Umfang  hat  das  gleich- 
seitige den  gröfsten  Inhalt. 

11.  Unter  allen  in  einen  Kreis  geschrie- 
benen Dreiecken  ist  das  gleichseitige 
Dreieck  das  gröfste.  Denn  unter  allen 
über  einer  Senne  in  den  Kreis  beschrie- 
benen Dreiecken  ist  das  gleichschenklige 
das  gröfste,  weil  es  die  gröfste  Höhe  hat. 
Besenreibt  man  nun  über  einem  der 
Schenkel  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
so  ist  dieses  wieder  das  gröfste  aller  über 
dem  Scheukel  in  den  Kreis  beschriebe- 
nen Dreiecken,  uud  wird  jedenfalls  grö- 
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fser  ab  das  erste  Dreieck,  wenn  die  Grund- 
linie dieses  ersten  Dreiecks  nicht  mit 
dem  Schenkel  einerlei  Länge  hat,  d.  h. 
wenn  es  nicht  das  gleichseitige  Drei- 
eck ist.  S.  die  Beispiele  Bd.  II.,  pag.  304 
No.  9  bis  zum  Scblufs.  Ein  Mehreres  in 
dem  Art.  Maximum. 

Grob  ist  das  Merkmal  der  Gröfse. 
Grofs  ist  alles  was  kleiner  sein  kann, 
ohne  dafs  es  zu  sein  aufhört;  oder  von 
dem  noch  was  übrig  bleibt,  wenn  was 
hinfort  genommen  wird. 

Grofse  Axt  ist  die  gröfsere  von  2  oder 
mehreren  Axen  einer  geometrischen  Gröfse, 
wie  bei  der  Ellipse.  Es  ist  nicht  recht, 
wenn  man  die,  beide  Scheitel  zweier  zu- 
sammen gehörenden  Hyperbeln  verbin- 
dende Liuie  die  grofse  Axe  nennt,  denn 
sie  kann  kleiner  werden  als  die  zweite 
auf  dieser  normale  Axe.  Die  erstere  Axe 
soü  Uauptaxe,  die  zweite  Nebenaxe 

Grofse 8  Einmaleiaa.  Die  Einmaleins- 
tabelle in  der  Fortsetzung  von  11  ab, 
s.  „ Einmaleins*,  pag.  16. 

Grundfläche,  Gmndebene,  s.  „Basis, 
geometrische  und  Basis  der  Kry- 
stalle. 

Grundform  oder  Keruform,  s.  „For- 
men der  Krystalle",  pag.  111  mit 
Fig.  645. 

Grandformelü  sind  die  in  einer  Lehre 
aus  den  ersten  Anschauungen  unmittel- 
bar hervorgehenden  Formeln,  aus  wel- 
chen dann  alle  übrigen  analytisch  abge- 
leitet werden  können.  Z.  B.  in  dem  Art. 
Goniometrie  die  Formeln  1.4.  7.  10.  II. 
12.  13  und  die  Formeln  16  bis  19  die 
alle  uumittelbar  aus  dem  Begriff  der  tri- 
gonometrischen Linien  und  mit  Hülfe 
der  Figur  aus  der  Anschauung  unmit- 
telbar sich  ergeben  und  aus  welchen  nun 
alle  übrigen  noch  nothwendigen  oder  nütz- 
lichen Formeln  durch  Umformung  abge- 
leitet werden. 

Gnmdkanten  sind  von  einem  Prisma 
und  einer  Pyramide  die  an  der  Grund- 
fläche befindlichen  Kanten. 

Grundlinie.s.  „Basis, geometrische". 

GrandMtx,  s.  „Axiom". 

Grundiahl  ist  die  Zahl  in  einem  Sy- 
stem, auf  welcher  das  ganze  System  be- 
ruht. Die  Grundzahl  des  dakadischen 
Zahlensystems  ist  die  Zahl  10,  s.  Deka- 
dik.  Diese  Zahl  ist  die  Grundzahl,  Basis 
des  Systems  der  Briggschen  Logarithmen. 
Die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarith- 


men ist  0  =  2,71828...  (s.  „Basis,  Grund- 
zahl eines  Logarithmensystems).  Die 
Grundzahl  einer  Polygonalzahlenreihe  ist 
die  Anzahl  der  Ecken  des  Polygons  von 
der  die  Zahlenreihe  den  Namen  führt, 
desgleichen  die  Grundzahl  einer  Polye- 
dralsahlenreihe  die  Anzahl  der  Ecken  des 
betreffenden  Polyeders. 

Gnerickesche  Leere  ist  die  Luftleere, 
welche  mit  Hülfe  einer  Luftpumpe  er- 
zeugt wird  (von  Otto  Guericke,  dem  Er- 
finder der  Luftpumpe).  Die  Leere  ist  un- 
vollkommen, weil  mit  jedem  Kolbenznge 
nur  gleichuiäfsige  Verdünnung  hervorge- 
bracht wird,  die  nicht  bis  ins  Unendliche 
oder  bis  zur  absoluten  Leere-,  wie  die 
torricellische  tdurch  Füllung  und  Leerung 
von  Gefäfsen)  getrieben  werden  kann. 

Guldins  Regel:  1.  Eine  Umwälzungs- 
fläche ist  =  dem  Product  der  sich  um- 
wälzenden, die  Fläche  erzeugenden  Linie 
mit  der  Kreislinie  als  dem  Wege,  den 
der  Schwerpunkt  der  Linie  um  die  feste 
Axe  zurück  legt. 

2.  Ein  UmwäUungskörper  ist  =  dem 
Product  der  sich  umwälzenden  den  Kör- 

Ker  erzeugenden  Ebene  mit  der  Kreis- 
nie  als  dem  Wege,  den  der  Schwer- 
punkt der  Ebene  um  die  feste  Axe  zu- 
rücklegt- 

Guldin  hat  die  Regel  nicht  bewiesen, 
sie  läfst  sich  übrigens  anch  nur  statisch 
beweisen,  weil  der  hier  mitwirkende 
Schwerpunkt  ein  statisches  Element  ist 
Die  beiden  die  Guldinsehe  Regel  begrün- 
denden statischen  Sätze  lauten: 

1.  Wenn  mehrere  Kräfte  (Gewichte) 
P,  p\  p"--.  von  einer  geraden  Linie  XX 
als  Drehaxe  in  den  Abständen  «,  a',  a" ... 
sich  befinden,  so  ist  die  Summe  der  Pro- 
duete  aus  jeder  Kraft  mit  ihrem  Abstände 
=  dem  Product  aus  der  Summe  sä  mint - 
licher  Kräfte  mit  dem  Abstand  deren 
Mittelkraft  von  der  Linie.  1).  b.  Das  sta- 
tische Moment  der  Mittelkraft  ist  =  der 
Summe  der  statischen  Momente  aller 
Seitenkräfte.  Der  Ort  der  Mittelkraft  ist 
der  Schwerpunkt  säromtlicher  Kräfte  und 
die  Mittelkraft  ist  =  der  Summe  sä m röt- 
licher einzelnen  Kräfte. 

2.  Wenn  ein  System  von  Kräften  im 
Gleichgewicht  der  Bewegung  um  eine 
Axe  sich  befindet,  so  ist  die  Summe  der 
Producte  jeder  einzelnen  Kraft  mit  ihrer 
Geschwindigkeit  -  dem  Product  deren 
Mittelkraft  mit  ihrer  Geschwindigkeit. 
D.  h.  Das  mechanische  Moment  der  Mit- 
telkraft ist  =  der  Summe  der  mechani- 
schen Momente  aller  Seitenkräfte. 

Man  denke  sich  eine  gerade  schwere 
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Linie  AC  von  der  Länge  l.  Hat  jedes 
Element  derselben  das  Gewicht  p,  so  ist 
das  Gewicht  der  Linie  =  lp.  Nennt  man 
allgemein  A  den  Abstand  irgend  eines 
Elements  p  von  dem  Endpunkt  C  der 
Linie,  so  ist  die  Summe  der  Abstände 
aller  Elemente  Ton  C  =  2l  und  die  Summe 
der  statischen  Momente  aller  Elemente 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  C  ist  = 

Diese  Momentensumme  ist  nun  -  dem 
statischen  Moment  der  Mittelkraft  lp  und 
da  der  Abstand  des  Schwerpunkts  der 
Linie,  des  Orts  der  Mittelkraft  =  \l  ist, 
das  statische  Moment  der  Mittelkraft 
—  {Pp.   Mithin  hat  man 

P.zi  =  y*p 

Denkt  man  sich  nun  die  Linie  AC  in 
einer  Ebene  um  den  Endpunkt  vollstän- 
dig umgedreht,  so  beschreibt  die  Linie 
eine  Kreisebene.  Das  beliebige  Element 
p  in  dem  Abstand  l  von  C  beschreibt 
die  Kreislinie  2nl  nnd  die  Snmme  sämmt- 
licher  von  sämmtlichen  Elementen  der 
Linie  AC  beschriebenen  Kreislinien  ist 

Da  nun  die  Elemente  unendlich  nahe 
an  einander  liegend  gedacht  werden  müs- 
sen, so  liegen  auch  die  von  diesen  Ele- 
menten beschriebenen  Kreislinien  unend- 
lich nahe  aneinander  und  deren  Summe 
kann  als  der  Flächenraum  des  von  AC 
beschriebenen  Kreises  betrachtet  werden. 
Nun  ist  Geschwindigkeit  nichts  anderes 
als  Weg  in  einer  bestimmten  Zeit;  und 
da  sämmtliche  Elemente  p  ihre  Kreis- 
linien gleichzeitig  beschrieben  haben,  so 
machen  sämmtliche  von  ihnen  beschrie- 


benen Kreislinien  2t2"A  die  Summe  ihrer 
Geschwindigkeiten  aas  und  es  ist  1np>2\ 
die  Summe  der  mechanischen  Momente 
sämmtlicher  in  Bewegung  befindlich  ge- 
wesener Kräfte. 

Die  Mittelkraft  =  lp  hat  aber  die  Kreis- 
linie.mit  dem  Halbmesser  ^beschrieben, 
deren  mechanisches  Moment  ist  also  = 
2/i  'lp  -  ^l  =  nPp 

Mithin  ist    2npll  =  nPp 
oder  2nZl  =  7iP 

d.  h.  die  Kreisfläche  hat  den  Inhalt  nP. 

Eben  so  wird  der  Beweis  für  den  In- 
halt der  Umdrebungskörper  geführt. 

Da  die  Bestimmung  des  Schwerpunkts 
oft  sehr  schwierig  ist,  und  oft  in  com- 
plicirten  Ausdrücken  erscheint,  so  ist  die 
Guldinsche  Regel  nur  in  einfachen  Fäl- 
len zu  Bestimmung  von  Umdrehnngs- 
gröfsen  anzuwenden.  Dagegen  kann  sie 
für  Flächen  und  Körper,  deren  Gröfsen 
bekannt  sind  dazu  dienen,  die  Lage  der 
Schwerpunkte  leichter  zu  finden  als  es 
nach  statischen  Regeln  geschehen  kann, 
wobei  zu  bemerken,  dafs  eine  vollstän- 
dige Umdrehung  nicht  erforderlich  ist. 

2.  B.  Der  Inhalt  der  Kugel  ist  bekannt 

=  |7f» 

Der  Inhalt  des  Halbkreises  desgl. 

\rtrr 

Bezeichnet  man  nun  den  Abstand  des 
Schwerpunkts  im  Halbkreise  von  dem 
Mittelpunkt  mit  x,  so  ist  die  mit  x  be- 
schriebene Kreislinie  =  2nx  daher 
2/1*  X  \nr%  -  Jnr3 

woraus        x  =  r 
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Haarröhrchenanziehung,  s.  unter  dem 
Art.  „  Adhäsion",  pag.  30  und  „Capil- 
larität*,  pag.  9. 

Hälftflächner  (Kryst),  s.  u.  „Formen, 
pag.  III".  Diese  sind  zweierlei  Art:  pa- 
rallelf  lächi  g  und  geneigtflächig. 
Bei  den  letzteren  verschwinden  gänzlich 
die  parallelen  Flächen  der  zurückbleiben- 
den Krystalle  mit  dem  Wachsthum  der 
abwechselnden  Flächen,  so  dafs  nur  ge- 
neigte Flächen  ihnen  übrig  bleiben;  bei 
den  ersteren  bleiben  auch  parallele  Flä- 
chen zurück. 

Zu  den  ersteren,  den  parallelflächigen 
gehören  die  Hemitetrakishexaeder  und  die 
Hemioctakishexaeder.  Zu  den  geneigt- 
flächigen  gehören  das  Ilemioctaeder,  die 
Hemiikositetraeder,  die  Hemitriakisoctae- 
der  und  die  Heniihexakisoctaeder. 

Halbachtflächner,  (Kryst.)  Ilemiocta- 
eder, Vierflächner,  ist  das  regelmä- 
fsige  Tetraeder.  Es  hat  4  Flächen,  welche 
gleichseitige  Dreiecke  sind,  6  gleiche  Kan- 
ten und  4  dreiflächige  gleiche  Ecken. 
Die  3  octaedrische  Axeti  verbinden  die 
Mittelpunkte  zweier  gegenüberliegenden 
Kanten,  die  4  hexaedrischen  Axen  ver- 
binden die  Mittelpunkte  der  Flächen  mit 
den  ihnen  gegenüberliegenden  Ecken. 

Halbachtmalsechsflächner,  s.  Hemi- 
octakishexa  eder. 

Halbdreimalachtflächner,  der  deutsche 
Name  für  Del toiddode kaede r  (s.  d. 
mit  Fig.  557). 

Halbiren  heifst:  in  2  gleiche  Theile 
theilen.  Die  Elementargeometrie  hat  zu 
den  ersten  Aufgaben:  Eine  gerade  Linie 
zu  halbiren  und:  einen  Winkel  zu  hal- 
biren. In  dem  Art.  n  Coustructionen, 
geometrische"  ist  pag.  51,  No.  8  die  erste 
Aufgabe  und  No.  11  die  2te  Aufgabe  ge- 


löst. Mit  beiden  Auflösungen  ist  zugleich 
die  Aufgabe  gelöst:  Einen  Kreisbogen 
zu  halbiren.  Denn  für  die  erste  Auflö- 
sung darf  man  nur  annehmen,  dafs  AB 
die  Sehne  des  Kreisbogens  ist,  so  wird 
der  Bogen  AB  zugleich  mit  der  Sehne 
AB  durch  die  Linie  DE  halbirt;  und  für 
die  2te  Auflösung  denke  man  den  /_ACB 
als  den  zu  dem  Bogen  gehörenden  Cen- 
tri  winkel. 

Halbkreis.  Hierunter  versteht  man 
entweder  die  halbe  Kreislinie  oder  die 
halbe  Kreisfläche. 

Ueber  den  Halbkreis  hat  man  mehrere 
Sätze. 

1.  Die  Aufgabe:  den  Halbkreisbogen 
aus  einer  Kreislinie  zu  bestimmen,  oder 
eine  Kreislinie  zu  halbiren,  ohne  dals 
man  einen  Durchmesser  zieht,  wird  ge- 
löst, indem  man  von  einem  Punkt  der 
Peripherie  ab  3  mal  hintereinander  mit 
dem  Zirkel  den  Halbmesser  als  Sehne 
abstockt,  weil  die  Seite  des  regelmäisi- 
gen  Sechsecks  im  Kreise  dem  Halbmes- 
ser gleich  ist. 

2.  Da  der  Centriwinkel  des  Halbkreises 
=  zweien  rechten  Winkeln  ist,  so  ist  je- 
der in  einem  Halbkreis  liegende  Periphe- 
riewinkel =  einem  rechten  Winkel.  Der 
Halbkreisbogen  ist  also  der  geometrische 
Ort  für  alle  möglichen  rechtwinkligen 
Dreiecke  über  derselben  Hypotenuse. 

3.  Zieht  man  in  dem  Halbkreise  das 


Fig.  681. 


Halbkreis. 
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beliebige  Dreieck  ADB  und  fällt  die  Nor- 
male DE  auf  den  Durchmesser,  so  sind 
die  3  Dreiecke  rechtwinklig  und  einander 
ähnlich,  und  iwar  in  der  Ordnung  der 
homologen  Ecken  geschrieben 

&DAE™&BDE<v&BAI) 
Hieraus  hat  man  die  Proportionen 

AK  DE  -  DK  HE  (I) 

AE:AD=AD:AB  (2) 

oder  DE*=  AExBE  (3) 

und  AD'  =  AExAB  (4) 

also  auch       BD*  =  BExAB  (5) 


Schreibt  man  die  Proportionen: 
AE.DE=A!).BD 
DE:  BE=  AD-.BD 

und  mnltiplicirt  beide  mit  einander,  so 
erhält  man 

AE.BE- AD--.BD'  (6) 
4.  Zeichnet  man  (Fig.  682)  eine  mit 
dem  Durchmesser  parallele  Sehne  EF, 
bezeichnet  deren  zugehörigen  Centriwin- 
kel  EVE  mit  7 ,  so  int  der  Kreisaus- 


schnitt 


0) 


A  ECF  =  2A  CFG  =  2  .  — ' -  *  °  =  r'  sin     .  f 0*  H  =  j  r»  «in  y 


Mithin  der  Abschnitt 


(2) 


Man  erhält  hiernach  den  /«  für  die 
Sehne  EF,  welche  den  Halbkreis  halbirt, 
aus  der  Gleichung 

Fig.  G82. 


7 

80 


71  —  sin  7 


)■« 


und  reducirt:  75^5  (  »  -1)-  »im  7  =0 

]  SU 

wonach  durch  Probiren  gefunden  wird 
7  =  132°  20' 47,14" 
5.  Die  halbe  Kreislinie  ist  =  nr 
Die  halbe  Kreisfläche  =}#ra 

Halbkugel  ist  sowohl  die  halbe  Kugel  - 
Oberfläche  als  der  halbe  Körper.  Int  r 
der  Halbmesser  der  Kugel,  so  ist 

die  Halbkugelfläche  es  2 ir'  (|) 

der  körperliche  Inhalt  =  J  u-'  (2) 

Halbmesser  Ut  der  halbe  Dutvhmesser, 
(s.  d.)  wo  ein  solcher  sich  vorfindet  Die 
Halbmesser  der  Kreise  heifsen  auch  Ra- 
dien. Alle  Halbmesser  eines  Kreises 
sind  einander  gleich. 


Halbsechsmalachtflächner  (Kryst.)  H  e  - 
mihexakisoctaeder.  Diese  Kry  stalle 
haben  24  Flächen,  36  Kanten  und  14 
Ecken.  Die  Flächen  sind  ungleich- 
seitige Dreiecke.  Die  Kanten  sind 
dreierlei:  sie  sind  12  schärfere  und 
kürzere  <»,  12  stumpfere  und  län- 
gere b  und  12  stumpfe  und  kurze 
c.  Die  Ecken  sind  ebenfalls  drei- 
erlei: 4  sechsflächige  symmetrisch« 
Ecken  Ay  die  eine  gleiche  Lage 
haben,  6  vierflärhige  symmetrische 
B  und  von  gleicher  Lage  und  4 
sechsflächige  symmetrische  C. 

Die  Hemihexakisoctaeder  entste- 
hen aus  den  Hexakisoctaedern,  wenn 
die  um  die  abwechselnden  Uexaeder- 
ecken  liegenden  Flächen  so  weit 
wachsen,  dals  die  anderen  ganx  ver- 
drängt werden. 

Fiil.  683 


\ 
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Halbviermalsechsflächner,  He  mite-  Von  den  Ecken  sind  4  sechsflächig 
trakishexaeder,  Pentagondodeka-  symmetrisch  A,  die  übrigen  4  sind  drei- 
eder.  Diese  Krystalle  haben  12  Flächen  flächig  und  gleichkantig  [Ii). 
in  symmetrischen  Fünfecken,  30  Kanten  i)je  3  octaedrischen  Axen  verbinden 
und  20  Ecken.  Die  Fünfecke  sind  sehr  die  Mittelpunkte  zweier  gegenüberliegen- 
nahe regelmäßig,  4  Seiten  t>  sind  ein- 
ander gleich,  nur  die  5te  a  ist  verschie- 
den Der  dieser  Seite  gegenüberliegende 
Winkel  A  ist  von  eigener  Gröfse;  B,  B 
unter  sich  und  Ct  C  unter  »ich  sind  ein- 
ander gleich 

Fi-/  INI. 


Fig.  085. 


r 

 ■« 

1 

f 

/ 

 i 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  G  Kanten 
(G  r u  ndka nt e u)  a  werden  von  den  glei- 
chen Seiten  a  und  '>4  Kanten  b  von  den 
gleichen  Seiten  b  gebildet. 

Die  Ecken  sind  sä  mint  lieh  dreiflächig: 
Die  an  beiden  Enden  der  Gruudkanteu 
liegenden  12  Ecken  B  sind  irregulär. 
Diese  Ecke  wie  B'  wird  von  einem  einer 
Grundkante  gegenüberliegenden  jiVB'D 
und  zweien  an  einer  Grundkante  liegen- 
den Winkeln  CB'B  uud  BB'I)  einge- 
schlossen. Die  übrigen  8  dreiflächigen 
Ecken  wie  D  sind  reguläre,  die  sie  ein 
schliefsendou  Winkel  .-»iud  die  mittleren 
gleichen  Winkel  C. 

Je  2  einander  gegenüberliegende  Flä- 
chen sind  parallel ,  die  3  octaedrischen 
Axen  verbinden  die  Mittelpunkte  zweier 
gegenüberliegenden  Grundkanten  a,  die 
4  hexaedrischen  Axen  verbinden  je  2 
Hexaederecken  wie  D. 

Halbvierondiwanzigflächner ,  Hemi- 
icositetraeder,  Pyramidentetra- 
eder. Diese  Krystalle  haben  12  Flächen 
in  gleichschenkligen  Dreiecken,  18  Kan- 
ten und  8  Ecken  (Fig.  685)  Die  Kan- 
ten sind  6  schärfere  und  längere  a,  die 
eine  gleiche  Lage  haben  und  von  den 
Grundlinien  der  Flächen  gebildet  werden  -, 
die  übrigen  12  Kanten  f>  sind  stumpfer 
und  kürzer  und  werden  von  den  Schen- 
keln der  Flächen  gebildet. 


den  längeren  Kauten,  die  4  hexaedri- 
schen Axen  verbinden  die  sechsflächigen 
Ecken  mit  den  ihnen  gegenüberliegenden 
dreiflächigen  Ecken. 

Halbzirkel,  s.  v.  w.  Halbkreis. 

Halbzwetmalzwolffl&chner ,  H  e  n  i  d  i  - 

dodekaeder,  Skalenoeder,  Drei- 
u  nddreikantner,  s.  d. 

Hallströms  Tabelle  für  Ausdehnung 
des  Wassers  bei  verschiedenen  Tempera- 
turen mit  Hülfe  von  Differenzen  berech- 
net, s.  IM.  II.,  pag.  255. 

H  ap  solo  gar  i  t  hraus ,  s.  u.  Antiloga- 
r  i  thm  us ,  1. 

Harmonikaien,  s.llarinonischeThei- 
1  u  ng  am  Schlüte. 

Harmonische  Proportion  ist  eine  Pro- 
portion zwischen  4  Grüfseu  der  Art,  da  ('s 
die  Differenz  zwischen  der  ersten  und 
zweiten  zur  Differenz  zwischen  der  drit- 
ten und  vierten  sich  verhält  wie  die  erste 
zur  vierten  als: 

1  -  b  :  c  —  d  =  a  :  d  (1) 

Für  b  =  c  entsteht  die  stetige  har- 
monische Proportion 

a-b:b-d-a:d  (2) 

und  ans  dieser  die  contra -harmonische 
Proportion  (s.  d.) 

*-bik  —  d=4\a  (3) 

Aus  der  ersten  findet  mau  bei  3  ge- 
gebenen Gröfsen  die  4te,  wenn  man 
schreibt 

ml  -  hd  =  ac  -  od 
bd 

woraus 


n  - 


•2d 
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b  - 


a  (2d  -  e) 


_(2a-b)d 


Punkt  D  der  Linie  AB  ziehe  man  DF 
^  AE,  verlängere  FD  bis  (#,  so  dafs 

Fig.  686. 


und 


d  = 


ac 


2a -b 

Aus  der  stetigen  harmonischen  Pro- 
portion hat  man 

ad  —  bd  =  ab  —  ad 
also  das  Seitenglied  a  = 


d  = 


und  das  Mittelglied  b  = 


2d-b 
ab 

2a-  b 

2ad 


a  +  d 


Zwischen  den  beiden  Zahlen  a  und  d  ist 
das  arithmetische  Mittel  =  ^  (a  -f  d) 
das  geometrische  Mittel  =  \  ad 

Da  nun  j  (a -f  d)-.\  ad=)  ad :  — 

a  -f-  d 

so  verhält  sich  das  arithmetische  Mittel 
zweier  Zahlen  zu  dem  geometrischen 
Mittel  wie  das  geometrische  Mittel  zu  dem 
harmonischen  Mittel.  Oder  es  ist  das 
geometrische  Mittel  zweier  Zahlen  zu- 
gleich das  geometrische  ^Mittel  zwischen 
ticin  arithmetischen  und  dem  harmoni- 
schen Mittel  derselben  Zahlen. 

Harmonische  Reihe,  harmonische  Pro- 
gression ist  eine  Reihenfolge  von  Zah- 
len, von  welchen  je  3  aufeinander  fol- 
gende Glieder  in  stetiger  harmonischer 
Proportion  stehen.  Sind  die  Zahlen  a, 
b  gegeben,  so  bilden  dieselben  mit  den 
Zahlen  r,  d,  e ...  eine  harmonische  Reihe 

ab     ,      bc  cd 
wenn  c  =  - — T,d=  r    ,e  =  - — , u.s.w. 
2a— 6       2b—  c       2c— d 

Harmonische  Th eilung  einer  Linie  AB, 
Fig.  686,  geschieht  dnreh  3  Theile,  die 
in  stetiger  harmonischer  Proportion  mit 
einander  stehen.  Als: 

AB-AD.AD-AC-AB.AC 

Schreibt  man  BD  für  AB  -  AD  und 
CD  für  AD-AC,  so  hat  man 
BD  :  CD  =  AB  :  AC 

oder  AB :  AC  =  BD :  CD 
oder        AB  :  BD  =  AC.CD 

Die  Linie  wird  also  harmonisch  getheilt 
wenn  die  ganze  Linie  zu  einem  der  äusse- 
ren Theile  sich  verhält  wie  der  andere 
änfsere  Theil  zum  mittleren  Theil. 

Es  ist  nun  leicht,  eine  gerade  Linie 
harmonisch  zu  theilen.  Man  nehme  außer- 
halb der  Linie  AB  einen  beliebigen  Punkt 
£,  ziehe  AE,  BE:  von  einem  beliebigen 


DG  =  DF,  ziehe  GE,  so  ist  die  Linie  AB 
durch  die  Punkte  C,  D  harmonisch  ge- 
theilt 

Denn  es  ist 

AB:BD=AE:  DF=AEi  DG—AC-.CD 

Die  Linien  AE,  BE,  CE,  DE  heifsen 
die  11  a  r  m  o  n  i  k  a  1  e  n. 

HarriotS  Lehrsatz.  Dieser  heilst:  Wenn 
eine  Function  von  .r,  nämlich  fx  =  0,  als 
vollständige  Gleichung  von  beliebig 
vielen  Wurzeln  gegeben  ist,  so  hat  die 
Gleichung  nicht  mehr  positive  Wurzeln 
als  Zeichenwechsel  und  nicht  mehr  ne- 
gative Wurzeln  als  Zeichenfolgen  in  der 
Gleichung  vorkommen.  Hat  die  Glei- 
chung lauter  reelle  Wurzeln,  so  ist  die 
Anzahl  der  positiven  Wurzeln  gleich  der 
Anzahl  der  Wechsel  und  die  Anzahl  der 
negativen  Wurzeln  gleich  der  Anzahl  der 
Folgen. 

Hat  eine  Gleichung  nur  positive  Wur- 
zeln er,  ß,  y       ist  also 

*  =  (*-«)  (x-ß){x-y)...  =  0 

so  hat  sie  die  Formen 
x-A-0 

x*  -  Ax  -f  B  =  0 

x*-Ax*-\-  Bx-C  =  0 

u.  s.  w. 

Die  Gleichungen  haben  alle  keine  Zei- 
chenfolgen, sondern  nur  Zeichenwechsel, 
und  eben  so  viele  Wechsel  als  Wurzeln 
vorhanden  sind. 

Hat  eine  Gleichung  nur  negative  Wur- 
zeln d,  b,  c .  •]  ist  also 

.Y  =  (x  +  a)  (x  +  b)  t>  -I-  C) . . .  =  0 
so  hat  sie  die  Formen: 
x  +  ,4  =0 
*«  +  Ax  +  B  =  0 
*•  +  Ax1  +  Bx  +  C  -  0 

u.  s.  w. 


»v  Gc 


Harriota  Lehreatz.           235  Harriots  Lehrsatz. 

*und  keine  Gleichung  hat  Zeichenwech-  Die  dritte  Zeichenfolge  ist  wieder  der 

sei  sondern  nur  Folgen.  Natur  der  obigen  Gleichungsbildung  ent- 

2.  Hat  nnn  eine  Gleichung  eine  posi-  gegengesetzt,  sie  kann  auch  niemals 
tive  und  eine  negative  Wurzel,  so  ist  existiren.   Denn  es  wurde  sein: 

fx  =  (x-  a)(x  +  a)  =  x**  («-«)  x-  ««=0  a  >  «  +  ß 

Je  nachdem  «  >  oder  < «,  ist  das  Mit-  aß>a(a  +  ß) 

telglied  —  oder  -f ;  in  beiden  Fällen  fin-  woraus      ttß>(«  +  ß)1> 

det  eine  Zeichenfolge  und  ein  Zeichen-  welches  unmöglich  ist. 

Wechsel  statt.  Pie  übrigen  möglichen  3  Zeichenfolgen 

3.  Hat  eine  Gleichung  eine  positive  haben  jede  2  Zeichenwechsel  und  eine 
und  2  negative  Wurzeln,  ist  also  Zeichenfolge  für  2  positive  und  eine  ne- 
fx  =  (x-«)(*+a)(x+6)  =  (x-rr)(x«-M*+£)  gative  Wurzel,  wie  es  der  Lehrsatz  ans- 

=  x»±(il-fi)x»±(Ä-«^)*-afi=0  spricht. 

Die  Zeichenreihen  sind  folgender  Art  . 5-  Kann  man  nun  beweisen  dafs  wenn 

möglich:  eine  Gleichung  m positive  und  n—m  ne- 

,     ,  gative,  also  überhaupt  n  Wurzeln  hat, 

*>   +   +   +  eine    hinzukommende   positive  Wurzel 

2,  +    +    —    —  einen  Zeichenwechsel  und  eine  hinzu- 

3,  4-   -    +    —  kommende  negative  Wurzel  eine  Zeichen- 

4         _    _   _  folge  mehr  gibt,  so  ist  mit  Hülfe  der 

i-  J~  „  ,    .  ...     „  voranstehenden   Sätze    der  Harriotsche 

In  der  ersten,  zweiten  und  vierten  Form  T  nrw;oco„ 

hat  die  Gleichung  nur  einen  Wechsel,  Leünui  erw,e.se"; 

in  der  dritten  Form  dagegen  3  Wechsel;  vollständige  Gleichung  hat  ein 

es  mürsten  demnach  in  der  Gleichung  Ghed  mehr  als  die  Anzahl  ihrer  Wur- 

von  der  Form  zeln  betragt.    Die  gegebene  CHeichung 

.  j,  g  _n-n  T0D  n  Wurzeln  hat  also  n  +■  1  Glieder 

*       *  +  x  -c-u  uncj  jQrcj,  ejne  neu  hinzukommende  po- 

3  positive  Wurzeln  möglich  sein;  und  da  sitive  oder  negative  Wurzel  erhält  sie 

dies,  wie  die  3  zn  Grunde  liegenden  Fac-  *  +  2  Glieder. 

to? n.  C*  7  ?) <*  +.-l(*T  b) i.®^?611 '  nicbt  Uni  die  Aen'dening  der  Vorzeichen  durch 

möglich  tot  so  ha :  die  Gleichung  ofFen-  ^  Hinzukommen  eines  neuen  Factors 

bar  2  nicht  reelle  (s.  Fourier  No  8)  und  M<)  8U  erfahreD,  hat  man  in  der  ge. 

nur  eine  positive  Wnrzel.  gebenen  Gleichung  nur  2  auf  einander 

Dafs  übrigens  bei  3  positiven  reellen  folgende  Glieder  zu  betrachten. 

Wurzeln  die  3te  Zeichenfolge  nicht  ein-  ^  Dag  iiin2utreten  einer  nega- 

treten  kann  geht  ans  folgendem  hervor:  tiven  Wurzel. 

Die  aus  den  3  Factoren  hervorgehende  j  Es  geien  ^e  beiden  leUten  Glieder 

Gleichung  wurde »sein  der  gegebenen  Gleichung  mit  einer  Zei- 

x»-(a->fl-*)x'+[o*-«(a-|-e)]x-«fl6  =  0  chen%fge 

Es  müfote  also  sein:  ±Mx±N 

1,  a>a  +  4  Diese  mnltiplicirt  mit  dem  Factor (x-f- «) 

2,  «6 >«(«  +  *)  für  eine  negative  Wurzel  entsteht 
8etzt  man  in  No.  2  für  a  den  kleine-  ±Mx3±(Ma  + X)x±aN 

ren  Werth  a  +  6  aus  1,  so  hat  man  Aus  einer  Zeichenfolge  entsteht  dem- 

afe>(a+&)*  nach  durch  Hinzutritt  einer  negativen 

welches  unmöglich  ist.  Wurzel  niemals  ein  Wechsel,  so  viele 

4.  Hat  eine  Gleichung  2  positive  und  Folgen  also  den  beiden  letzten  Gliedern 
eine  negative  Wnrzel,  ist  also  voranstehen,  so  viele  Folgen  sind  ge- 
/x=(x— a)(x-ß)(*+a)  blieben.   Aus  der  letzten  Folge  der  bei- 

,  ,  ,  a    x  ,.r  a    .  ,asx      -  den  letzten  Glieder  werden  zwei  Folgen. 

Z***^**^t«+M*+*  2.   Die  beiden  letzten  Glieder  enthal- 

~ >t     1  /  *    v           u  ^  ton  einea  Wech8el 

so  sind  hier  wieder  der  Form  nach  fbl-  ±Mx^N 

gende  4  Zeichenreihen  möglich :  SQ  entateht  mit  dm  Fgctor  (jf  +  a) 

Ii   +    "    +   +  itfx'iftfa-WxTa/V 

2>  +   —   —   +  Also  entweder 

3,  +   +    +    +  +  Mx*+(Ma-N)x-aN 

4,  +  +  -  +  Jedes  der  beiden  Vorzeichen  des  Mit- 
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telgliedes  gibt  eine  Folge  und  einen 
Wechsel,  folglich  eine  Folge  mehr 
oder      -  Mx»-  (.W<i  -  <\)x  +  aiV 

Auch  hier  gibt  jedes  der  beiden  mitt- 
leren Vorzeichen  eine  Folge  und  einen 
Wechsel,  Sta  mag  >  oder  <  seiu  als  A'. 

Ks  gebt  also  hervor,  dafs  wenn  in  der 
gegebenen  Gleichung  2  nebeneinander 
»•teilende  Glieder  durch  einen  Zeichen- 
wechsel verbunden  sind,  der  Wechsel 
verbleibt  und  dem  Wechsel  der  letzten 
beiden  Glieder  wird  eine  Folge  hinzu- 
gefügt. 

2.  Das  Hinzutreten  einer  posi- 
tiven Wurzel. 

Die  beiden  letzten  Glieder  der  Glei- 
chung mit  einer  Zeichenfolge  seien  wieder 

Diese  multiplicirt  mit  (x  -  ä)  ergeben : 
a  37  x«  ±  ( N  -  a  M )  x  t  «  N 
also  entweder  -f  AfaJ*  Px—  aX 
oder      —  Mx*±Px  +  aN 

Beide  Zeichen  des  Mittelgliedes  erge- 
ben in  beiden  Fällen  eine  Folge  und 
einen  Wechsel. 

Haben  also  2  nebeneinander  befindliche 
Glieder  der  Gleichung  eine  Zeichenfolge, 
so  wird  diese  durch  den  Hinzutritt  einer 
positiven  Wurzel  nicht  in  einen  Wech- 
sel geändert,  die  Folge  verbleibt  und  dem 
letzten  Gliede  tritt  ein  Wechsel  hinzu. 

Haben  die  beiden  letzten  Glieder  der 
Gleichung  einen  Zeichenwechsel,  sind  sie 
demnach 

±Mx*N 

so  entsteht  durch  den  Factor  x  —  ai 

±  ,Wx«  T  (a  S/1  +  N)  x  =fc  a  N 

wo  die  oberen  und  die  unteren  Zeichen 
einzeln  zusammen  gehören.  Es  entste- 
hen in  beiden  Fällen  2  Wechsel,  also 
ein  Wechsel  mehr  als  in  der  Gleichung. 

Da  also,  wenn  für  m  positive  und  n 
negative  Wurzeln  in  einer  Gleichung  in 
Zoichenwechsel  und  n  Zeichenfolgen  vor- 
kommen, auch  für  «i  -f  1  positive  und  für 
n  +  1  negative  Wurzeln  das  Gesetz  rich- 
tig ist,  nämlich  da  m  -f  l  Wechsel  und 
n  +  l  Folgen  vorkommen,  so  gilt  das  Ge- 
setz allgemein,  weil  es  bei  einer  und  bei 
zweien  positiven  und  negativen  Wurzeln 
in  einer  Gleichung,  also  auch  für  3,  für 
4  u.  s  w  Wurzeln  gilt 

6.  Ist  eine  Gleichung  unvollständig, 
so  kann  sie  nicht  mehr  positive  Wurzeln 
haben,  als  Zeichenwechsel,  z.  B. 

*>+Ax*-Cx'+E=0 

Diese  hat  2  Zeichenwechsel,  also  höch- 


J6  Hebel. 
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stens  2  positive  Wurzeln;  um  die  nega- 
tiven zu  erfahren  mufs  man  die  Glei- 
chung durch  die  fehlenden  Glieder  mit 
dem  Coefftcient  ±0  ergänzen,  so  ent 

s  t  tili « 

x*  +  Ax*  J  0-x»-6xJ±0-x  +  £=O 

Man  ersieht  ,  dafs  sowohl  für  die  obe- 
ren als  für  die  unteren  Vorzeichen  3  Fol- 
gen und  2  Wechsel  entstehen,  dafc  also 
die  Gleichung  3  negative  und  2  positive 
Wurzeln  hat. 

Die  Gleichung  xi-Ax*~  Cx>  +  E=0 
hat  wegen   des   einen  Zeicbenwechsels 
höchstens  nur  eine  positive  Wurzel  Er- 
gänzt man  durch  Nullglieder,  so  hat  man 
+  x*-Ax*±0-x*-Cx*±0>x  +  E=0 

Für  die  oberen  Vorzeichen  hat  die  Glei- 
chung 4  Wechsel  und  eine  Folge,  für  die 
uuteren  2  Wechsel  und  3  Folgen;  beides 
zugleich  ist  nicht  möglich,  also  hat  die 
Gleichung  unmögliche  Wurzeln. 

Hauptaxe  der  Hyperbel  ist  die  gerade 
Verbindungslinie  beider  Scheitel  zweier 
zusammen  gehörenden  Hyperbeln. 

HaupUxe  (Kryst.)  s.  Axensysteme  der 
Krystalle,  No.  2,  pag.  260. 

Hauptdodekaeder,  s.  u.  .Uexagon- 

dodekaeder." 

Hauptfunctionen  in  der  Trigonometrie 
sind  die  Functionen  Sinus,  Tangente, 
Secante,  Sinus  versus,  im  Gegensatz  zu 
den  Cofunctionen:  Cosinus  n.  s.  w. 

Harjptgegenden,  s.  v.  w.  Cardinal  punkte 
(s.  d )  in  irgend  einem  Ort  der  Erdober- 
fläche: Ost,  Süd,  West,  Nord. 

Hauptheiagondodekaeder,  s.  u.  „Hexa- 

gondodekaeder." 

Hauptkreise  der  Kugel  heißen  auch 
die  grofsten  Kreise  derselben. 

Haoptparameter  nennt  man  auch  bei 
den  Kegelschnitten  deu  Parameter  der 
Axe  des  Kegelschnitts. 

Hauptpunkt  in  der  Perspective,  s.  v. 
w.  Augenpunkt  (s.  d) 

Hauptpunkte  (Geogr.),  s.  v.  w.  Cardi- 
nalpunkte  eines  Orts.  (Astr.)  In  der 
Ekliptik  die  Nacbtgleichen  -  und  Wende- 
punkte. 

Hebel  ist  als  mathematischer  Hebel 
eine  gerade  Linie,  als  physischer  Hebel 
ein  stabförmiger  Körper,  auf  welchen 
Kräfte  der  Art  wirken,  dafs  ein  Bestre- 
ben zur  Drehung  um  irgend  einen  Punkt 
der  Linie  oder  um  irgend  einen  Quer- 
schnitt des  Stabes  oder  auch  wirkliche 
Drehung  erfolgt. 


Digitized  by  Google 


Hebel. 


237 


Hebel. 


In  dem  Art.  „Centralbewegu  ng* 
ist  pag.  13,  die  um  einen  gemeinschaft- 
lichen Schwerpunkt  erfolgende  Drehung 
der  Erde  und  des  Mondes  erklärt;  der 
Schwerpunkt  beider  Weltkörper  liegt  in 
der  geraden  Verbindungslinie  deren  Mit- 
telpunkte und  es  ist  dieses  System  der 
Kräfte  zwischen  Erde  und  Mond  ein  He- 
bel; beide  Kräfte,  Erde  und  Mond  mit 
unsichtbarer  Verbindungslinie  und  Dreb- 
axe,  ein  ideeller  Ilebel  im  freien  Raum. 

Aus  diesem  Grunde  vielleicht,  weil  von 
solchem  Ilebel  hier  nicht  die  Rede  ist, 
nennen  neuere  Mathematiker  auch  den 
mathematischen  Hebel  .materiellen 
Hebel",  indem  sie  der  geraden  Linie 
Haue  beilegen ,  und  nähern  sich  dadurch 
mit  ihm  dem  physischen  Hebel ,  der  bei 
den  alten  Mathematikern  die  erste  der  5 
statischen  oder  mechanischen  Po- 
tenzen war. 

Der  Drehpunkt  in  der  schweren  Linie 
des  Hebels  wird  durch  Unterstützung  fest- 
gelegt gedacht  und  heifst  deshalb  auch 
Dnterstützungspunkt,Hypomoch- 
lium. 

Man  unterschied  und  unterscheidet  noch 
Hebel  dreierlei  Art: 

Hebel  erster  Art  ist  derjenige,  bei 
welchem  der  Unterstützungspunkt  zwi- 
schen den  Angriffspunkten  der  bewegen- 
den Kraft  (P)  und  der  Last  (Q)  liegt 
(Fig.  687). 


Ilebel  dritter  Art  ist  derjenige  wie 
der  der  zweiten  Art,  wenn  Kraft  und  Last 
ihre  Orte  vertauschen  (Fig.  689). 


689. 

a 

L 

Ii 

P 

—  1 

Statik  des  Hebels. 

1.  In  der  Linie  AC,  Fig.  690,  sei  der 
eine  Endpunkt  C  befestigt,  auf  den  an- 
deren Endpunkt  A  wirkt  eine  Kraft  P, 
so  will  diese  den  Punkt  A  senkrecht  ab- 
wärts forthewegen ;  der  feste  Punkt  C  ver- 
hindert dies  und  es  geschieht  nur  Dre- 
hung um  den  Punkt  C  der  Art,  dafs  die 
Kraft  P  die  Linie  AC  im  Kreise  herum 
führt  und  immer  wie  in  A\  A"  tangen- 
tial und  auf  einerlei  Weise  wirksam  bleibt. 

Fig.  690. 


Fitf.  68; 


w  I  f 


Cs  \ 


Hebel  zweiter  Art  ist  derjenige,  bei 

welchem  der  Drehpunkt  der  eine  Bild-  Denkt  man  sich  die  AC  bis  //  Verlan- 

punkt  der  schweren  Linie  und  deren  an-  gert  (Fig.  691),  ao  dafs  AC  ~  BC ,  und 

derer  Endpunkt  der  Angriffspunkt  der  bringt  man  in  B  eine  Kraft  (>  an,  welche 

Kraft  P  iat,  während  die  zu  gewältigende  die  entgegengesetzt  gerichtete  Drehung 

Last  Q  zwischen  beiden  Endpunkten  sich  um  C  beabsichtigt,  so  ist  klar,  dafs  die 
befindet  (Fig.  688). 

Fig.  691. 

Fig.  688. 
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Drehung  nach  der  Richtung  erfolgt,  nach 
welcher  die  gröbere  Kraft  wirkt.  Sind 
P  und  Q  gleich  grob,  so  erfolgt  nach 
keiner  Richtung  eine  Drehung  und  der 
Hebel  befindet  sich  im  statischen  Gleich- 
gewicht. 

2.  Die  beiden  mit  einander  +  wirken- 
den Kräfte  P  und  Q  haben  das  Bestre- 
hen, die  Linie  AB  lothrecht  abwärts 
fortzubewegen.  Der  feste  Punkt  C  hin- 
dert dies  und  die  Kräfte  P  und  Q  äufsern 
auf  die  Unterlage  bei  C  einen  Druck 
P  +  Q.  Nimmt  man  nun  die  Unter- 
stützung fort  und  bringt  dafür  in  C  eine 
entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  H  =  P-f  Q 
an,  so  bleibt  das  System  in  demselben 
Zustande  des  Gleichgewichts  für  die  fort- 
schreitende Bewegung. 

Sind  P  und  Q  =  grofs  und  eben  so 
AC=BC,  so  ist  auf  die  Drehung  nach 
links  eben  so  viel  Grund  als  zur  Dre- 
hung nach  rechts  und  es  ist  auch  Gleich- 
ewicht für  die  drehende  Bewegung  vor- 
anden. 

3.  Sind  bei  gleichen  Abständen  AC 
und  BC  die  Kräfte  P  und  Q  ungleich, 
so  erfolgt  Drehung  nach  der  Richtung 
der  grölseren  Kraft.  Es  fragt  sich  daher, 
wo  der  Unterstützungspunkt  in  AB  an- 
gebracht werden  müsse,  damit  Gleich- 
gewicht für  die  Drehung  statt  findo. 

Die  gemeinschaftliche  Krafteinheit  für 
P  und  Q  sei  p,  es  sei  Q  =  mp\  P  =  np, 
so  theile  man  den  Abstand  AB,  Fig.  692, 

in  W  g m  gleiche  Theile,  verlängere  AB 

zu  beiden  Seiten  über  A  hinaus  bis  I) 

um    -,  über  Ii  hinaus  bis  E  tun  - 
2  1  2 

Theile,  und  es  sei  AC=AD=\n  und 

BC=  BE-\m. 

Bringt  man  nun  zwischen  je  2  der 
Fig.  692. 


n  +  m  Theilpunkte  eine  Krafteinheit  p  an, 
so  ist  die  Wirkung  der  von  D  bis  C 

fleich  vertheilten  n  Einheiten  p  =  der  Wir- 
ung deren  Summe  P=  np  in  deren  Mitte, 
und  man  kann  die  Kraft  P  hinfort  neh- 
men und  dafür  die  n  einzelnen  Kräfte 
p  wirken  lassen.  Desgleichen  können 
statt  der  Kraft  Q  die  m  einzelnen  Kräfte 
p  zum  Angriff  gebracht  werden.  Da  nuu 
zwischen  D  und  E  in  gleichen  Abstän- 
den von  einander  n  4-  m  gleich  grofse 
Kräfte  wirken,  so  ist  gegen  die  Drehung 
um  irgend  einen  Punkt  der  Linie  AB 
Gleichgewicht,  wenn  man  in  der  Mitte  O 
von  DE  senkrecht  aufwärts  eine  Kraft 
(n  +  im) p  b  P+  Q  anbringt,  denn  alsdann 
ist  bei  der  links  und  rechts  von  0  gleich- 
mäßigen Vertheilung  gleich  vieler  näm- 

lieh  — - —  gleichen  Kräfte  p  so  viel  Grund 

zur  Drehung  links  als  zur  Drehung  rechts, 
weshalb  keine  Drehung  weder  links  noch 
rechts  erfolgt. 
Nun  ist  AB  =  DG  =  \n  +  \m 

 AD  =  jti  

folglich  AG  =  4» 

und  BG={n 
mithin  AG.BG  =  imAn  =  mp.np=Q:P 

D.  h.  We  nn  ein  Hebel  fürDrehuug 
im  Gleichgewicht  sein  soll,  so 
müssen  die  Abstände  des  Dreh- 
punkts von  den  beiden  auf  ihn 
wirkenden  Kräften  umgekehrt  wie 
diese  Kräfte  sich  verhalten. 

4.  Der  Abstand  AG  der  Kraft  P  sei 
=  m.  der  Abstand  BG  von  Q  sei  =A,  so 
ist  für's  Gleichgewicht 

a:b  =  Q:P 
woraus  aP=bQ 

D.  h.    Fürs  Gleichgewicht  müs- 
sen die  Producte  jeder  derbeiden 
Kräfte  in   ihren  Abstand  vom 
Drehpunkt  einander  gleichsei u. 

5.  Gesetzt  es  sollte  für  die  Kraft  P 
in  dem  Abstand  a  von  G  auf  der  an- 
deren Seite  von  G  in  der  Entfernung 
GE  =  c  eine  Kraft  x  angebracht  wer- 
den um  das  Gleichgewicht  herzustellen, 
so  hat  man  nach  No.  4 
aP  =  cx 
a 

woraus  *  =  —  r 

r 

Hiernach  kann  man  eine  Kraft  Q, 
die  in  einem  bestimmten  Abstände  6 
vom  Drehpunkt  wirkt,  durch  eine  an- 
dere Kraft  ersetzen,  wenn  für  diese  der 
Abstand  c  vom  Drehpunkt  festgestellt 
wird;  denn  es  ist 


t 

1)  4  C 

B 

> 

E 

■H 


Gc 


Hebel. 


239 


Hebel. 


bQ  =  cx 

woraus  *  =  —  Q 

c 

Man  nennt  dies  Verfahren:  Kräfte 
reduciren. 

In  den  Punkten  C,  A,  D  auf  einer 
Seite  vom  Drehpunkt  wirken  verschiedene 
Kräfte:  in  C  mit  dem  Abstand  CG  =  A' 
die  Kraft  F,  in  A  mit  dem  Abstand 
AG  =  a"  die  Kraft  F\  in  D  mit  dem 
Abstand  DO  =  a"'  die  Kraft  F".  Ks  soll 
nun  io  dem  Punkt  B  in  dem  Abstand 
BG  -!>  eine  Kraft  n  den  3  Kräften  F% 
F\  F"  das  Oleichgewicht  halten,  so  hat 
man 

für  die  Kraft  F  :«'•/"  =  b-Q' 
.     „       ,     P"  :a".F'=b.Q" 

also 

a'/"  +  a"  F'+a'"  F"  =  b  (Q'+Q"-\-Q'")  =  6-0 

und    Q=-r(a'F+a"F,  +  a'"F") 
b 

Will  man  statt  der  drei  Kräfte  P\  F\ 
F"  eine  einzige  in  dem  Abstände  a  von 
G  wirkende  (/*)  anbringen,  die  mit  jenen 
einerlei  Wirkung  hat,  so  ist 

a'F  +  a"r  +  a'"F"  =  aP 

woraus  P=  -{a'P+  a"F'  ra'"P") 

II 

7.  Wirken  in  den  Endpunkten  A  und 
//  einer  Linie  mit  dem  Drehpunkt  G  2 
Kräfte  P  und  Q  unter  schiefen  Winkeln, 
so  ist  die  Wirkung  derselbeu,  wie  So  1 
mit  Fig.  690  es  angibt;  man  hat  näm- 
lich von  G  aus  auf  die  Richtungen  der 


Fig.  693. 


Kräfte  Normalen  zu  fällen,  aus  6?  mit 
diesen  als  Radien  Kreise  zu  zeichnen,  so 
bestimmen  deren  Durchschnittspunkte  mit 
der  Linie  diejenigen  Punkte  derselben, 
in  welchen  die  Angriffe  der  Linie  durch 
die  Kräfte  normal  zu  denken  ist: 

Die  Wirkung  der  Kraft  P  nach  der 


Richtung  DA  in  A  ist  auf  die  Linie  AB 
dieselbe  mit  ihrer  normalen  Wirkung  in 
F,  und  die  der  Kraft  Q  nach  der  Rich- 
tung EB  dieselbe  mit  ihrer  normaleu 
Wirkung  in  //.  Wenn  also  beide  Kräfte 
P  und  Q  im  Gleichgewicht  sein  sollen, 
so  mufs  sein 

P  x  DG  =  Qx  EG 

der  Abstand  des  Drehpunkts  von  der 
Richtungslinie  einer  Kraft  wie  GD  von 
P  heifst  der  Hebelsarm  der  Kraft 
und  das  Product  der  Kraft  in  ihren  He- 
belsarm wie  DG  x  /'das  statische  Mo- 
ment der  Kraft. 

8.  Demnach  sagt  man:  Ein  Hebel  ist 
im  Gleichgewicht,  wenn  (bei  2  einwirken- 
den Kräften)  das  statische  Moment  der 
Kraft  zur  linken  Seite  des  Drehpunkts 
dem  statischen  Moment  der  rechts  vom 
Drehpunkt  befindlichen  Kraft  gleich  ist. 

Wirken  rechts  und  links  vom  Dreh- 
punkt mehrere  Kräfte,  so  ist  Gleichge- 
wicht, wenn  die  Summe  der  Momente 
auf  beiden  Seiten  des  Drehpunkts  ein- 
ander gleich  sind. 

Bringt  man  sämmtliche  Momente  auf 
eine  Seite  der  Gleichung,  so  ist  Gleich- 
gewicht, wenn  die  algebraische  Summe 
der  Momente  sämmtl  icher  Kräfte  =  0  ist. 

Beispiel  1.  Die  an  den  Pfeilen  ste- 
henden Zahlen  bedeuten  die  Gröfsen  der 
Kräfte  in  Pfunden,  C  ist  der  Drehpunkt, 
und  die  neben  den  Abstandslinien  ste- 
heude'n  Zahlen  bedeuten  die  Abstände 
der  Kräfte  von  diesem  Drehpunkt  inFufseu. 


Fig.  694. 


Die  Richtung  des  rechts  befindlichen 
Pfeils  soll  die  positive  Richtung  der  Be- 
wegung sein: 

Man  findet  die  Summe  dcrMomeute: 

40x15-30x254  20x  12  +  10x16-50x3 
=  600  -  750  +  240+  160  -  400  =  -250 

Es  geschieht  also  um  C  eiue  Drehung 
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dem  Pfeil  entgegen  mit  einem  statischen 
Moment  von  250. 

Ist  nun  in  dem  Punkt  A,  in  der  Ent- 
fernung .4C  =  20Fufs  eine  Kraft  anzu- 
bringen um  dem  System  Gleichgewicht 
zu  geben,  so  ist  die  dateibtt  erforderliche 

Kraft  =         13}  Pfand. 

2.  In  Figur  687  ist  eine  Wuchte  vor- 
gestellt: Ist  Q  eine  Last  von  2000  Pfund, 
ist  die  möglich  gröfste  Kraft  P  eines 
Menschen  mit  dem  Gewicht  seines  Kör- 

Sers  120  Pfund  und  ist  die  Länge  + 
es  Hebels  12  Fufs,  so  ist  zwischen  Kraft 
und  Last  Gleichgewicht  wenn  6x@=ax  /' 

also  wenn  20006=120(13-4) 

woraus  6  =  0,68  Fufs  =  8*  Zoll. 

3.  Fig.  688  ist  eine  Karre.  Der  Mit- 
telpunkt des  Kailcs  ist  der  Drehpunkt, 
die  Last  Q  mit  dem  Hebelsarm  6  sei 
400  Pfund,  die  Tragkraft  P  des  Menschen 
mit  dem  Hebelsarm  a  —  6  Fufs  sei  100 
Pfund,  so  ist  Gleichgewicht  wenn 

400-6=100.  a, 

woraus  6=ljFufs. 

Rann  man  eine  Last  Q  bis  zu  einem 
Fufse  Abstand  vom  Drehpunkt  legen,  so 
kann  diese  sein. 

^  =  ^22  =  600  Pfund. 

4.  Fig.  689  zeigt  ein  System,  nach  wel- 
chem mittelst  eines  Trittschemels  ein 
Spinnrad  bewegt  wird.  P  ist  die  Kraft 
des  tretenden  Fnfses,  Q  die  Last,  welche 
die  Kurbel  am  Kade  dem  Fufs  entgegen 
setzt,  links  am  Knde  des  Hebels  ist  der 
Drehpunkt.    Ks  ist  hier  ebenfalls 

P.a-Q.b 

Der  Hebel  erster  Art,  Fig.  687,  wird 
auch  zweiarmiger,  doppelarmiger 
Hebel  genannt.  Ein  Heispiel  hierüber 
gibt  noch  der  Art.:  Balancier  Die 
Hebel  zweiter  nnd  dritter  Art  heifsen  auch 
einarmige  II  ebel. 

Hebelsarm,  s.  Hebel  No.  7. 

Heben  der  Bräche,  s.  Abbreviren  und 
Aufheben  der  Brüche. 

Hebelade  ist  eine  Hebemaschine,  welche 
zur  Hebung  von  schweren  Lasten  auge- 
wendet wird,  die  in  einerlei  geraden  Linie 
verbleiben  müssen,  z.  B.  zu  allmählicher 
Erhebung  von  Schützen  in  Schleuseu- 
thoren. 

Der  senkrecht  mit  runden  Löchern  ver- 
sehene Bügel  bildet  die  Hebelade,  er  ist 
von  breitem  Eisen  zusammengeschmiedet 
und  möglichst  unverrückt  mit  Verseh rau- 


bungen an  ein  Schleusenthor  befestigt. 
Das  Schütz,  dessen  lothrecht  abwärt« 
wirkende  Last  mit  Q  bezeichnet  ist,  be- 
findet sich  unten  im  Wasser  an  der  Stange 
CQ;  diese  Stange  reicht  zwischen  deu 
beiden  Wangen  der  Hel»elade  senkrecht 


Fig.  695. 


in  die  Höhe,  hat  oben  eine  Oese  und 
wird  mit  der  in  dem  Hebel  All  befindli- 
chen Oese  durch  einen  Bolzen  in  V  ver- 
einigt. Die  augenblickliche  Tbätigkeit, 
welche  gezeichnet  ist,  besteht  darin,  dals 
in  das  Loch  <i  der  Hebelade  ein  Bolzen 
gesteckt  ist,  der  Schleusenarbeiter  drückt 
mit  der  Kraft  P  in  A  senkrecht  auf  den 
Hebel  und  um  den  Bolzen  a  herab,  bis 
er  in  die  punktirte  Lage  kommt,  wo  dann 
der  Bolzen  c  mit  der  Schützstange  um 
eine  kleine  Höhe  gehoben  wird  Der 
Hebel  AB  ist  nun  in  die  Lage  DE  ge- 
kommen, die  kurze  Seite  Cß  des  Hebels 
in  die  Lage  CD  über  dem  Loch  6.  Nun 
wird  ein  Bolzen  in  6  gesteckt,  und  der 
Hebel  in  /*.'  mit  der  Kraft  /  senkrecht 
aufwärts  gedreht,  wobei  der  Hobel  auf 
dem  Bolzen  6  seine  Unterstützung  findet, 
und  der  mittlere  Bolzen  C  mit  der  Schütz- 
stange wird  abermals  um  eine  kleine 
Höhe  gehoben.  Hierbei  ist  der  Hebel 
über  das  Loch  d  getreten,  der  Bolzen 
wird  ans  a  herausgezogen  durch  d  ge- 
steckt und  die  fernere  Drehung  geschieht 
über  dem  Auflager  d  wie  vorher  über  a 
u.  s  f. 

Bezeichnet  man  die  von  dem  Schütz 
herrührende  senkrechte  Last  mit  (i,  die 
Kraft  des  Schleusenarbeiters  mit  ist 
Ca-Cb-Cd=r%  AC-R,  so  ist  bei  der 
Bewegung  um  a: 

r*Q  =  (R  -r)P 

bei  der  Bewegung  um  6 

r-  Q-(ll  +  r)  P 
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Heber  ist  ein  hydraulischer  Apparat  in 
Form  einer  zu  2  Armen  gebogenen  Röhre, 
mit  welcher  man  aus  einem  Behälter 
oder  einem  See  in  einen  tiefer  stehenden 
Behälter  oder  in  ein  tiefer  liegendes  Ter- 
rain z.  B.  in  einen  Graben  Wasser  ab- 
läfst,  wenn  beide  Räume  durch  eine  über 
dem  Wasserspiegel  des  ersten  Raums  er- 
höhte Wand  von  einander  getrennt  sind, 
so  dafs  das  Wasser  erst  auf  diese  Höhe 
steigen  niufs. 

Es  sei  AB  der  höher  liegende  unver- 
änderliche Wasserspiegel  des  links  befind- 
lichen Behälters,  aus  welchem  Wasser 
auf  die  Sohle  CD  abgelassen  werden  soll, 
EFG  sei  der  Heber  in  lothrechter  Ebene 
befindlich,  die  lothrechte  Entfernung  zwi- 
schen AR  und  CD  sei  =A;  der  Heber 
sei  mit  Wasser  angefüllt,  so  finden  fol- 
gende Wirkungen  statt. 

Die  atmosphärische  Luft  drückt  auf 
den  Wasserspiegel  AB  und  durch  diesen 
vermittelt  auf  die  Einflufsöffnung  E  des 
Hebers,  wie  auf  die  Ausflufsöffnung  G 
desselben  mit  dem  Gewicht  einer  Was- 
sersäule von  32  Fufs  Höhe.  Diesem  Druck 
entgegen  wirkt  in  dem  Schenkel  EF  das 
darin  befindliche  Wasser  mit  der  nöhe 
BF,  in  dem  Schenkel  FG  der  Röhre  das 
darin  befindliche  Wasser  mit  der  Höhe 
CF.  Demnach  ist  die  Druckhöhe  des 
Wassere  in  EF=Z2'-BF  und  in  FG 
=  32'  -  CF.  Folglich  ist  die  für  den  Aus- 
flurs aus  G  nach  der  Richtung  EFG  wir- 
kende hydraulische  Geschwindigkeitshöhe 
=  (32'  -BF)-  (32'  —  CF)  =  CF—  BF=  k 

Nun  ist  nach  dem  Art:  „Ausflufs 
des  Wassers"  u.  s.  w.  pag.  217  die 
Ausflursgeschwindigkeit  c  s  «  \  h 
und  wenn  a  der  Querschnitt  der  Röhre 
ist,  die  ausfliefsende  Wassermenge 
per  Secunde  =  tta  j  h 

Für  Röhren  ist  nach  Eytolwein  der 
Contractionscoefficient  «  =  6,42 

Fig.  696. 


Und  nach  du  Buat  die  Widerstandshöhe 
für  die  Reibungen  des  Wassers  an  den 
Röhrenwänden 

2006- d 

wo  c  die  Geschwindigkeit  des  Wassers, 
/  die  Länge  und  d  den  Durchmesser  der 
Röhre  bedeuten. 
Demnach  hat  man 


C  =  C'42]  *-*>Ä7rf 
woraus  c  durch  Probiren  gefunden  wird. 

Der  Heber  ist  so  lange  wirksam  als  die 
nöhe  BF  weniger  beträgt  als  32  Fuss. 

Heifse  Zone  der  Erdoberfläche  ist  die 
Zone  zwischen  den  beiden  Wendekreiseu, 
wegen  der  dort  herrschenden  höchsten 
Temperatur  gegen  die  der  anderen  Zonen 
so  genannt.  Die  Oberfläche  der  heifsen 
Zone  beträgt  (bei  23fr°  =  der  Schiefe  der 
Ekliptik)  =  Anr^sin  23[°  die  Erdoberfläche 
=  4nrJ,  also  beträgt  die  heifse  Zone 
sin  23^°  x  =  0,39875  x  oder  beinahe  |  x 
der  Erdoberfläche. 

Helikoide.  s.  v.  w.  „Spirallinie". 

Heliocentrisch  ist  was  auf  die  Sonne 
sich  bezieht  im  Gegensatz  zu  geocentriscb, 
was  auf  die  Erde  Bezug  hat. 

Heliocentrische  Breite  eines  Planeten 
s.  u.  „Breite,  astronomische". 

Heliostat  (l/Xiof  die  Sonne,  araiot 
gestellt)  zu  deutsch:  Sonnensteller,  ein 
Apparat,  der  die  Sonne  oder  vielmehr 
den  Sonnenstrahl  zum  Stillstand  bringt. 

Bei  vielen  optischen  Versuchen  und 
wissenschaftlichen  Untersuchungen  über 
das  Licht,  über  seine  Brechung,  Farben- 
zorstrenung,  Interferenz,  [mit  diesem  Na- 
men (von  inter,  zwischen,  und  ferre,  tra- 
gen, hervorbringen)  bezeichnete 
Young  zuerst  die  Veränderungen, 
welche  bei  2  oder  mehreren  uu- 
ter  sehr  geringen  Winkeln  zu- 
sammentreffenden Lichtstrahlen 
zwischen  denselben  hervorge- 
bracht werden]  über  Licht-  nnd 
Wärmevcrtheilung  in  den  ver- 
schiedenen Strahlen  des  prisma- 
tischen Farben-Spectrums  bedarf 
man  des  Sonnenlichts,  welches 
durch  seine  grofse  Intensität  und 
Weifso  alle  die  Mittel,  durch  wel- 
che man  dasselbe  in  vielen  Fäl- 
len zu  ersetzen  bemüht  ist  ,  be- 
deutend übertrifft.  Gewöhnlich 
stellt  man  derartige  Versuche  in 
einem  verfinsterten  Zimmer  au, 
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und  läist  die  Sonnenstrahlen  durch  eine 
kleine  runde  Oeffnung  in  der  Fensterlade 
als  ein  beschränktes  cylindrisches  Strah- 
lenbündel in  das  Zimmer  fallen.  _  Dies 
Strahlenbündel  soll  dabei  wo  möglich 
eine  horizontale  und  feststehende  Rich- 
tung erhalten,  eine  Anforderung,  welche 
besondere  Hilfsmittel  deswegen  in  An- 
spruch nimmt,  weil  nur  selten  ein  Zim- 
mer die  günstigste  Lage  hat  und  die 
Sonne  in  ihrer  scheinbaren  täglichen  Be- 
wegung in  jedem  Augenblick  ihre  Stelle 
ändert.  Die  einfachste  Vorrichtung,  um 
den  eintretenden  Strahlen  die  erforder- 
liche Richtung  zu  geben,  besteht  in  einem 
Spiegel,  dem  man  durch  Schrauben  *  Be- 
wegungen innerhalb  des  Zimmers  dicht 
vor  der  Laden-Oetfnung  leicht  jede  Stel- 
lung geben  kann,  so,  dafs  der  seine 
Fläche  treffende  Sonnenstrahl  ab  hori- 
zontal in  bd  durch  die  Oeffnung  ins  Zim- 
mer hinein  reflectirt  werde. 


Fig.  697. 


Mangelhaft  bleibt  diese  Vorrichtung 
deshalb,  weil  man  der  fortrückenden  Sonne 
wegen  nicht  aufhören  darf,  die  Spiegel- 
stellung zu  corrigiren.  Die  bisherigen 
selbsttätigen  Heliostaten  waren  von  cora- 
plicirter  Einrichtung  und  kosteten  in  ge 
nauer  Ausführung  jedesmal  einige  Hun- 
dert Thaler;  ein  wesentlicher  Theil  des 
Instruments  bestand  in  einem  Uhrwerk, 
welches  die  den  Spiegel  tragende  Axe 
drehen  und  zugleich  die  Neigung  dieser 
Axe  in  jedem  Augenblick  den  Erforder- 
nissen der  richtigen  constanten  Reflec- 
tions- Richtung  entsprechend  einstellen 
mutete.  Durch  August  wurde  späterhin 
nachgewiesen ,  dafs  ein  Spiegel  «,  dessen 
Fläche  parallel  mit  einer  Axe  liegt,  die 
sich  innerhalb  48  Stunden  1  Mal  um  sich 
selbst  dreht,  in  dem  Fall  einen  constan- 
ten reflectirten  Sonnenstrahl  liefert,  wenn 
diese  Drehung^- Axe  be  mit  der  Welt- 
Axe  parallel  ist.  Denn  es  sei  AB  ein 
Spiegel,  DC  das  Einfallslotb ,  die  Sonne 
stehe  in  der  Richtung  CF,  Z  DCF=b°, 
so  wird  der  Strahl  FC  nach  CK  reflectirt, 
so  dafs  z  DCK  ebenfalls  5°  beträgt.  Soll 
nun  der  reflectirte  Strahl  CK  fixirt  blei- 
ben, und  hat  die  Sonne  nach  40  Minuten 
die  Richtung  CG  erhalten,  so  dafs  also 
£FCG=l(P  beträgt,  indem  der  Kreis, 


Fig.  C98. 


den  die  Sonne  scheinbar  alle  24  Stunden 
durchläuft,  in  360°  eingetheilt  wird,  so 
mufs  bis  dahin  der  Spiegel  in  die  Lage 
A'B'  gekommen  sein,  wobei  Z  BCB'  =  5° 
beträgt;  denn  alsdann  ist  das  Einfalls- 
lotb ÜC  ebenfalls  um  5°  nach  FC  ge- 
rückt, der  Strahl  GC  trifft  den  Spiegel 
unter  dem  Z  GCF  -  10°  und  wird  in 
demselben  Strahl  CE,  der  mit  CF  den 
Z  KCF=  10°  bildet,  reflectirt. 

Die  Drehnngs-Axe  mufs  also  wie  der 
schattenwerfende  Stift  einer  Sonnen-Uhr 
parallel  der  Welt-  oder  Erd-Axe  stehen, 
der  an  derselben  befestigte  Spiegel  soll 
sich  in  einem  Tage  nur  ein  halbes  Mal 
umwenden,  d.  h.  er  folgt  dem  Laufe  der 
Sonne,  jedoch  nur  mit  der  halben  Win- 
kel-Geschwindigkeit als  jene  der  Sonne 
selbst.  Diese  Bedingung  wird  in  dem 
Grüel'schen  Heliostat  durch  ein  einfaches 
Räderwerk  erfüllt,  welches  mittelst  jeder 
gewöhnlichen  Taschen -Uhr  in  Bewegung 
gesetzt  werden  kann, indem  man  ein  einem 
Uhrschlüssel  ähnliches  Stück  e  auf  die 
Axe  des  Minutenzeigers  der  geöffneten 
Uhr  aufsteckt,  während  letztere  auf  einem 
beliebig  höher  oder  tiefer  zu  stellenden 
Support  d  unter  jenem  Stück  ruht. 

Das  Instrument  kostet  28  Rthlr.,  also 
nur  den  zehnten  Theil  der  früher  bekann- 
ten Heliostaten.  Die  gänzliche  Trennung 
des  Apparats  ron  einem  Uhrwerk  er- 
scheint deshalb  gerechtfertigt,  weil  die 
damit  fest  verbundenen  Uhrwerke  nach 
längerer  Unthätigkeit  und  Aufbewahrung 
nicht  immer  ihren  Dienst  leisten,  wenn 
sie  später  einmal  gebraucht  werden  sol- 
len. Eine  gehende  Taschen -Uhr  ist  da- 
gegen überall  zur  Hand.  Dieselbe  leidet, 
als  Triebwerk  zum  Heliostat  benutzt,  gar 
nicht;  sie  wird  in  ihrem  Gange  auch 
nicht  verzögert,  da  sie  eine  nur  äufserst 
flvringe  Kraftanstrengung  zu  überwinden 
hat.  Das  Werk  geht  fast  ohne  alle  Rei- 
bungswiderstände und  die  Uhr  ergreift  es 
an  einer  Stelle,  wo  die  hervorgebrachte 
und  mit  der  Minutenzeiger-Axe  eonforme 
Bewegung  relativ  schnell  erscheint  gegen 
die  Bewegung  des  48  Mal  langsamer  sich 
drehenden  Spiegels.  Es  ist  aber  aus  den 
einfachsten  mechanischen  Principien  klar, 
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Fig.  699. 


dafs  die  Kraft,  welche  von  der  Uhr- Axe 
aasgeht,  gerade  48  Mal  verstärkt  auf  die 
Spiegel-  Axe  wirken  mufs,  letztere  ist 
ohnehin  balancirt,  sie  ist  nämlich  auf 
allen  Seiten  des  Umfangs  in  den  gegen- 
überliegenden Punkten  mit  gleich  viel 
Masse,  deshalb  auch  der  Spiegel  a  mit 
einem  Gegengewicht  versehen,  und  folg- 
lich eine  freie  Axe  Daher  rührt  es,  dafs 
die  kleinste  Uhr  gebraucht,  ja  sogar  die 
Spiegel-Axe  versuchsweise  beschwert  wer- 
den Kann.  Zur  Orientirung  ist  das  In- 
strument mit  einem  Pendel  fg  und  Grad- 
bogen h  für  die  Polhöhe,  sodann  mit 
einer  Aequinoctial  -  Sonnen  -Ubr  *  verse- 
hen. Auf  die  Declinations  -  Aenderung 
innerhalb  der  ßeobaebtungszeit  ist  nicht 
Rücksicht  genommen,  da  die  hierdurch 
entstehende  Differenz  verschwindend  klein 
ist. 

Zu  genauerer  Erkennung  der  letztge- 
daehten  Orientirung  des  gedachten  In- 
struments füge  ich  noch  folgende  Erläu- 
terungen hinzu: 

Der  beistehende  Kreis  bedeute  den 
Durchschnitt  unserer  Erde  durch  irgend 
einen  Wohnort,  z.  B.  Berlin,  und  durch 
beide  Pole.  B  bedeute  den  Ort  Berlins, 
N  den  Nordpol,  S  den  Südpol;  dann  ist 
die  Linie  AS  die  Erdaxe  und  zugleich 
ein  Theil  der  Welt -Axe,  mit  dieser  pa- 
rallel soll  die  oben  gedachte  Drehungs- 
Axe  bc  gelegt  werden,  und  dies  geschieht 
ganz  einfach  wie  folgende  Betrachtung 
zeigt : 

Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  C 
senkrecht  auf  NS  die  Linie  AQ,  so  ist 


diese  Linie  AQ  der  Durchschnitt  des 
Aequators.  Berlin  Hegt,  wie  jede  Charte 
von  Deutachland  besagt,  unter  52°  31' 
nördlicher  Breite,  d.  h  der  Winkel  BCQ 
oder  der  Bogen  BQ  beträgt  52°  31'.  Die- 
ser Winkel  oder  Bogen  heifst  die  Aequa- 
torhöhe  des  Ortes  B,  so  wie  der  Win- 
kel BCN  oder  der  Bogen  BN  =  37°  29' 
die  Polhöhe  desselben  Ortes.  Eine  Tan- 
gente BE  in  B  an  dem  Kreis  ist  die  Ho- 
rizontale, die  Verlängerung  BD  von  CB 
das  Loth  für  Berlin. 

Fig.  700. 


n 


Zieht  man  nun  BF  parallel  AQ  und 
fällt  von  einem  Punkt  D  das  Loth  DO 
auf  BF,  so  ist  DG  mit  der  Verlängerung 
GH,  oder  DH  parallel  der  Welt-Axe  NS, 
£  BDH  =  Z  BCN  -  37°  29'  und  Z.DHB 
=  BCQ  -  52°  31'  =  der  Aequatorhöhe. 

Die  Axe  bc  des  Apparats  mufs  nun 
mit  der  Linie  DH  übereinstimmen;  für 
den  Gebrauch  in  Berlin  also  mufs  bc  mit 
der  Horizontale  cg  den      beg  -  52°  3 1 ' 
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bilden,  für  eine  andere  Stadt  unter  einem 
anderen  Breitengrade  belegen,  diesen  an- 
deren Breitenwinkel,  und  zu  dieser  Ein- 
stellung dient  der  Gradbogen  h ,  der  so 
eingetheilt  und  so  mit  Zahlen  versehen 
ist,  dafs  wenn  mittelst  der  FuTs -Schrau- 
ben der  Apparat  nach  vorn  oder  hinten 
gehoben  oder  gesenkt  wird  bis  das  Loth 
fg  in  die  Zahl  des  Orts  Breitengrades 
weist,  die  Axe  bc  mit  dem  Horizont  den- 
selben Breitenwinkel  bildet. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Neigung 
der  Axe  bc  gegen  den  Horizont  des  Or- 
tes richtig  eingestellt  ist,  ist  noch  deren 
Horizontaldrehung  erforderlich,  um  die 
Parallelität  derselben  mit  der  Welt -Axe 
herzustellen,  und  dies  geschieht  einfach 
und  schnell  mit  Hülfe  der  Aequinoctial- 
Sonnen  Uhr  Jk,  zu  der  die  Axe  bc  den 
Zeiger  bildet.  Diese  Uhr  ft,  ein  Ziffer- 
blatt mit  derselben  gleichmäfsigen  Ein- 
teilung wie  bei  jeder  andern  Uhr,  zeigt, 
wenn  sie  senkrecht  auf  die  Welt-Axe  ge- 
richtet ist,  die  Zeit  mit  der  gröfsten  Si- 
cherheit; wenn  man  daher  nach  der  auf 
d  liegenden  richtig  gehenden  Taschen- 
Uhr  dieselbe  Zeit  durch  die  Axe  bc  auf 
k  einstellt,  so  ist  diese  Axe  mit  der  Welt- 
Axe  parallel. 

Heiischer  oder  Heliacischer  Aufgang 
and  Untergang  der  Gestirne  s.  u.  „Auf- 
gang und  Untergangder  Gestirne, 
poetischer"  pag.  179. 

Hemicyklisch,  s.  v.  w.  „halbkreis- 
förmig". 

Hemididodekaeder ,  s.  v.  w.  „Drei- 
unddreikantner". 

Hemiedrische  Formen,  l.  u.  „Formen 
der  Krystalle". 

Hemihexakisoctaeder,  s.  v  w.  „Halb- 
sechsmalachtflächner* (s.  d.) 

Hemiicositetraeder,  s.  v.  w.  „Halb- 
vieru  nd  zw  an  zig  fläch  n  er*  (s.  d.) 

Hemioctaeder,  ».  v.  w.  „  Ha  Ibach  t- 
flächner"  (s.  d.) 

Hemioctakishexaeder,  „Halbacht- 
malsechsflächner".  Diese  Krystalle 
haben  24  Flächen,  48  Kanten  und  26 
Ecken.  Die  Flächen  sind  unregelmäfsige 
Vierecke  mit  2  nebeneinanderliegenden 
gleichen  Seiten.  Die  Kanten  sind  drei- 
erlei Art:  12  Kanten  a  in  ähnlicher  Lage 
mit  den  Grundkanten  der  Hemitetrakis- 
hexaeder,  24  Kanten  b  in  ähnlicher  Lage 
mit  den  Kanten  b  der  Hnlbviermalscchs- 
flächner,  Fig.  684,  und  12  Kanten  <•  in 
ähnlicher  Lage  wie  in  Fig.  684  die  Nor- 
male von  der  Ecke  A  auf  die  Grund- 
kante  a. 


Fig.  701. 


Von  den  Ecken  sind  6  vierflächig  und 
symmetrisch  tA)\  sie  liegen  zwischen  2 
Kanten  <t  und  2  Kanten  c  und  wie  die 
Ecken  des  Octaeders-,  8  sind  3 flächig  und 
regulär  (fi);  sie  werden  von  den  ne- 
ben einander  liegenden  gleichen  Flächen- 
seiten b  gebildet  und  liegen  wie  die 
Ecken  des  Hexaeders,  und  12  Kanten 
sind  4  flächig  inregulär  (C)»  sie  haben  die 
Lage  wie  die  Kanten  //.  B'  an  den  Grund- 
kanten Fig.  684. 

Hemlorthotypes  Krystallisationssy- 
stem  ist  gleichbedeutend  mit  „Einuna- 
einaxiges  System". 

Hemiprismatisches  Krystallisations- 
System  ist  der  Name  des  5ten  Systems, 
des  zwei-  und  eingliedrigen  Systems,  wie 
ihn  Mohs  eingeführt  hat.  Es  befinden 
Mob  in  demselben  3  ungleichartige  Axen, 
von  denen  eine  mit  den  anderen  beiden 
rechtwinklig,  die  anderen  beiden  aber 
schiefwinklig  mit  einander  liegen. 

Hemisphäre,  s.  v.  w,  „Halbkugel, 
besonders  die  hohle  scheinbare  Himmels- 
halbkugel". 

Hemitetrakishexaeder,  s.  r.  w.  „Halb- 
viermalsechsflächner". 

Hemitriakisoctaeder,  s.  v.  w.  „Del- 

toiddodekaeder". 

Hemmung  bei  Chronometern,  s.  „Chro- 
nometer", pag.  31. 

Herbst,  die  Jahreszeit  von  dem  schein- 
baren Eintritt  der  Sonne  in  den  Herbst- 
nachtgleichenpunkt  bis  zum  Eintritt  der- 
selben in  den  Winterwendepunkt,  oder 
von  dem  wirklichen  Eintritt  der  Erde  in 
den  Frühliugspuukt  bis  zum  Eintritt  der- 
selben in  den  Sommerwendepunkt.  Er 
dauert  vom  23ten  September  bis  zum 
21  bis  22teo  December.   Vergl.  , astro- 
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nomische  Jahreszeiten  nnd  Früh- 
ling-. 

Herbstnachtgleiche,  s.  u.  „Ekliptik". 

Herbstpankt,  s.  v.  w.  „  Herbst  nach  t- 
gleiche,    Horbs  tn  ach  tgleichen- 
punkt,  vergleiche  Fr ühli ngspu n k t *. 

Heterogen,  ungleichartig,  das  Ent- 
gegengesetzte von  homogen,  gleich- 
artig (s.  d.) 

Heteroscii,  Einschattige,  (von  itrno; 
Einer  und  axfa  Schatten)  die  Bewohner 
der  gemälsigten  Zone,  weil  die  Sonne 
deren  Schatten  das  ganze  Jahr  über  nur 
auf  eine  Seite  wirft ;  sie  heifsen  auch 
Aotiscii,  Gegenschattige,  weil  die 
Bewohner  der  nördlich  gemäßigten  Zone 
ihren  Schatten  nach  Norden,  die  der  süd- 
lichen ihn  nach  Süden  zu  haben. 

Hexadlsches  Zahlensystem,  Hexadik, 

bei  welchem  die  Wert  he  der  Zahlenstel- 
len Ton  der  Rechten  zur  Linken  nach 
den  Potenzen  von  6  steigen.  Es  gibt 
nur  die  Ziffern  1  bis  5;  die  Zahl  6  wird 
10,  die  Zahl  12  wird  20  geschrieben. 
Vergl.  „dyadisches  Zahlensystem". 

Hexaeder  ist  ein  von  6  Vierecken  be- 
grenztes Polyeder,  das  regelmäfsige  ist 
der  Würfel. 

Hexaeder,  (Kryst)  gehört  zu  dem  re- 
gulären System  (s.  „Axen  der  Kry- 
stalle"  mit  Fig.  135  bis  137). 

Hexaederecken,  (Kryst.)  s.  „Dode- 
kaeder" pag.  319. 

Hexaedrische  Axen,  s.  „Axen,  h  e  x  a  - 
edrische  ". 

Hexagon,  s.  v.  w.  „Sechseck". 

Hexagonale  Sinle,  (Kryst.)  sechssei- 
tige Säule  ist  ein  gerades  Prisma  mit 
2  regelmäßig  sechseckigen  parallelen  End- 
flächen und  6  rectangulären  Seitenflächen, 
12  rechtwinkligen  gleichen  Randkanten  und 
12  stumpfen  Seitenkanten.  Die  Hauptaxe 
ist  die  gerade  Verbindungslinie  zwischen 
den  Mittelpunkten  der  beiden  Endflächen, 
die  3  Nebenaxen  verbinden  die  Mittel- 
punkte je  2  gegenüberliegender  Seiten- 
flächen. 

Hexagonales  Krystallisationssystem 

ist  gleichbedeutend  mit  dem  dreiundein- 
axigen  System  (s.  „Axensystemo  der 
Krystalle"  pag.  260). 

Hexagonal- Dodekaeder,  Hexagondode- 

kaeder  ist  in  punktirten  Linien ,  Fig.  147, 
pag.  261 ,  Bd.  I.  abgebildet.  Es  gehört 
zu  dem  drei  und  einaxigen  System.  Es 
hat  12  gleichschenklige  gleiche  Dreiecke 


zu  Flächen;  18  Kanten,  von  welchen  12 
gleiche  stumpfe  Scheitelkanten  AD,  BD, 
. . .  und  6  gleiche  in  einer  Ebene  lie- 
gende Randkanten  DH,  HG . . .,  8  Ecken, 
von  diesen  sind  2  sechskantige  Scheitel- 
ecken A,  B  und  6  vierflächigo  symme 
trische  Randecken. 

Hexagonalsystem,  s.  v.  w.  ,  Heia" 
gonalesKrystallisationssystem". 

Hexagonalzahlen,  sechseckige  Zahlen 
sind  die  Reihe  von  Zahlen,  deren  Bil- 
dung das  Sechseck  zu  Grunde  liegt  (vergl. 
„Dekagonalzahlen,  Dodekagonal- 
zahlen").  Die  Zahlenreihe  ist 

1  •  6  •  15  •  28  •  45....»(2n-l) 

1.  Differenzenreihe 

5     9      13  17.... 

2.  Differenzenreihe 

4     4  4.... 
die  Summe  der  ersten  n  Hexagonalzahlen 

n  (n  -f  D(4n-  1) 

1St  =  7.-2     •  3 

Hex  a  kisoct  a  e  der ,  (K  ryst.),  Sechsmal- 
achtflächner.  Er  hat 48  Flächen  in  un- 
gleichseitigen Dreiecken,  von  denen  im- 
mer 6  um  jede  der  8  Octaedorecken  sich 
gruppiren,  72  Kanten  und  26  Ecken. 


Fig.  702. 


Die  Kanten  siud  dreierlei:  24  wie  A, 
von  denen  je  2  immer  2  Octaederaxen 
oder  Octaederecken  mit  einander  verbin- 
den; 24  wie  // ,  von  denen  je  2  immer 
2  Hexaederecken  mit  einander  verbinden 
und  24  wie  C,  welche  die  Octaederecken 
mit  den  Uexaederecken  verbinden. 

Von  den  Ecken  sind  6  wie  a  acht- 
flächig symmetrisch  und  liegen  wie  die 
Octaederecken  ;  8  Ecken  wie  sechsflächig 
symmetrisch,  liegen  wie  die  Hexaeder- 
ecken und  12  Ecken  wie  e  vierflächig 
symmetrisch. 

Man  hat  von  den  Hexakisoctaedem  5 
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Arten  oder  Abänderungen  in  der  Form, 
so  dafs  bald  die  Hexaederecken ,  bald  die 
Octaederecken  mehr  hervortreten. 

Hexakistetraeder(Kryst)  hat  24  Flächen 
in  ungleichseitigen  Dreiecken,  36  Kanten, 
von  denen  die  3  zu  einer  Fläche  gehö- 
renden ungleich  sind  und  14  Ecken.  Von 
diesen  sind  4  Ecken  sechskantig  spitz, 
4  Ecken  sechskantig  stumpf,  und  6  Ecken 
sind  vierkantig. 

Hexangulär,  s.  v.  w.  n sechseckig". 

Himmel,  der  gestirnte  Himmel  ist 
der  Inbegriff  aller  in  dem  über  unsrem 
Haupt  befindlichen  unermeßlichen  Raum 
sich  bewegenden  Gestirne. 

Himmelaaequator,  i  „Aequator*4. 

Himmelserscheinungen  sind  die  am 
Himmel  unerwarteten  Vorkommnisse,  als 
die  Erscheinung  eines  noch  nicht  dage- 
wesenen Kometen,  von  Nebensonnen,  von 
Nordlichtern.  Ferner  die  zwar  vorherzu- 
bestimmenden aber  in  Folge  verschiede- 
ner Constellationen  zwischen  Sonne,  Knie 
und  Mond  zu  verschiedenen  Zeiten  und 
verschiedengradig  eintretenden  Sonnen- 
und  Mondfinsternisse,  ferner  die  zwar 
regelmäßigen  aber  in  weniger  oder  mehr 
großen  Zeitabständen  wiederkehrenden 
Himmelskörper  als  bekannte  Kometen  und 
auffallend  glänzende  Gestirne  wie  der  Ju- 
piter und  die  Venus  als  Morgen-  oder 
Abendstern  zu  Zeiteu  in  besonderem 
Glänze. 

Himmelsgegenden  sind  die  den  Cardi- 
nalpunkten  (s.  d.),  dem  Ost-,  West-,  Süd- 
und  Nordpunkte  am  Horizont  nahe  ge- 
legenen Punkte  und  werden  desgleichen 
mit  denselben  Namen  Osten,  Westen, 
Süden  und  Norden  bezeichnet.  Diese 
Punkte  werden  allein  durch  die  Drehung 
der  Erde  um  ihre  Axo  bestimmt,  und  für 

Sden  Ort  der  Erde  ist  der  Punkt  in  dem 
orizont  des  Meridians,  in  welchem  die 
Sonne  culminirt,  der  Südpunkt,  der 
ihm  diametral  gegenüberliegende  der 
Nordpunkt,  der  dem  Südpunkt  links 
rechtwinklig  liegende  Punkt  der  Ost- 
punkt  und  der  diesem  diametral  gegen- 
überliegende, also  rechts  rechtwinklig  vom 
Südpunkt  liegende  Punkt  der  West- 
pu  nkt. 

Für  alle  Orte  der  Erde  befinden  sich 
sämmtliche  Ost-  und  Westpunkte  in  der 
bis  ins  Unendliche  erweitert  zu  denken- 
den Erdaequatorebene.  Die  Süd-  und 
Nordnunkte  jedes  Orts  liegen  in  dessen 
Meridianebene. 

Der  Nordpol  und  der  Südpol  der  Erde 
haben   keine  Himmelsgegenden,  jeder 


Punkt  des  Horizonts  daselbst  hat  weder 
Sonnenaufgang  noch  Sonnenuntergang 
noch  Culmination. 

Ebenso  hat  der  gestirnte  Himmel  keine 
Himmelsgegenden,  weil  sich  dieselben 
nur  auf  die  Erde  beziehen. 

Himmelskörper  ist  jedes  Gestirn. 

Himmelskreise  sind  die  Eintheilungs- 
kreise  der  Hiramelskugel. 

Himmelskugel,  die  scheinbare  hohle 
Kugeloberfläche,  des  gestirnten  Himmels. 
Um  die  scheinbare  Bewegung  der  Sterne 
verfolgen  zu  können  und  Bewegungsge- 
setze abzuleiten,  hat  mau  schon  im  grau- 
esten  Alterthum  die  Himmelskugel  durch 
Linien  und  Kreise,  den  sichtbaren  Be- 
wegungen der  Gestirne  entsprechend,  ein- 
getheilt. 

b  ig.  703. 


Zwei  Punkte  am  Himmel,  P  und  p 
scheinen  für  ewige  Zeiten  still  zu  stehen, 
und  wenn  man  /'  mit  p  durch  eine  ge- 
rade Linie  verbindet,  so  scheinen  sämmt- 
liche Gestirne  um  diese  gerade  Linie  Pp, 
welche  mitten  durch  die  Erde  geht,  in 
parallelen  und  lotbrecht  auf  Pp  befind- 
lichen Kreisen  sich  herumzudrehen.  Aus 
diesem  Grunde  nennt  man  die  Linie 
/'/>  die  Weltaxe,  Himmel saxe  und 
deren  Endpunkte  P,  p  die  Pole,  Welt- 
pole,  Himmels  pole. 

Die  auf  l)>  normalen  Kreise  wie  Qa, 
Nn,  die  mit  einander  parallel  um  Pp  sien 
bewegen,  heißen  Parallelkreise  und 
da  deren  vollständige  Umdrehung  inner- 
halb 24  Stunden  erfolgt,  Tagexreise. 
Von  diesen  Kreisen  heißt  der  größte 
durch  den  Mittelpunkt  C  des  Himmels 
(und  der  Erde)  liegende  Kreis  Qn  der 
Aeauator  (s.  d.)  der  Welt-  oder  Iii  in - 
melsaequ  ator. 
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Bedeutet  Sk  den  Kreis,  in  welchem  8itse  nnd  Gesetze  über  die  Bewegung 

die  Sonne  ihren  jährlichen  Umlauf  am  der  Gestirne;  sie  gründen  sieh  sammt- 

die  Erde  zu  machen  scheint,  die  Eklip-  lieh  auf  das  von  Newton  entdeckte  Gra- 

tik,  so  beträgt  deren  Winkel  SCQ  mit  ritationsprineip. 

dem  Aequator  sehr  nahe  23 J  Grad,  nnd  Himmelsmeridiane  sind  die  durch  beide 

wenn  man  in  dessen  vom  Aequator  ent-  Weltpole  P,  p  gelegten  gröfsten  Kreise 

ferntesten  Punkten  S  und  k  die  Paral-  deT  ^onien  Hiiumelskugel,  sie  stehen 

lelkreise  St.  Kk  rieht,  so  begrenzen  diese  sämmtlicli  auf  dem  Aequator  und  den 

den  Lauf  der  8onne.    Wenn  die  Sonne  paraneikrejsen  senkrecht.    8.  „Astro- 

Ton  C  nach  S  aufgestiegen  ist,  so  steigt  nomjscher  Meridian,  astronomi- 

sie  Ton  S  wieder  herab,  und  wenn  sie  scner  Horizont  *  mit  Fig.  92. 
bis  k  herabgestiegen  ist,  so  steigt  s>« 

Ton  *  aus  wieder  hinauf.  Die  Sonne  Himmelspole,  s.u.BHiminelskugel  . 
scheint  in  diesen  Punkten,  oder  vielmehr  Hinterglieder  einer  Proportion  sind 
in  den  Kreisen  St  und  Kk  sich  zu  wen-  das  3te  und  4te  Glied, 
den  und  deshalb  werden  diese  beiden  ist  die  dritte  Dimension  eines 
Kreise  die  Wendekreise  genannt.  Fer-  ^-„.periiehen  Raums;  auch  für  geschlos- 
ner  scheint  es,  als  wolle  die  Sonne  in  8ene  eDene  Räume  wird  Höhe  statt  Breite, 
diesen  Kreisen  stehen  bleiben,  weil  man  alg  twejte  Dimension  genannt.  Beson- 
die  Aenderung  des  Aufsteigens  in  das  ders  ge8Chjeht  dies  bei  geradlinigen  Fi- 
Absteigen  in  St  und  das  Entgegenge-  Knron  fur  welche  man  eine  Seite  als 
setite  in  Kk  nicht  sobald  wahrnimmt,  örund)inie  feststellt  (vergl.  ,  Basis,  ge- 
und  daher  heifsen  die  Punkte  der  Son-  ometrische").  Es  ist  dann  die  Höhe 
nenwenden  nicht  nur  Wendepunkte,  deT  der  Abstand  des  von  der  Grund- 
sondern auch  Sonnenstillstands-  linie  entferntesten  Punktes  des  Umfangs 
punkte,  Solstitialpunkte.  der  FjjrUr  von  der  Grundlinie  oder  der 


uuuwi  —  - —     —  , '       o meiriscne  ).    c*a  «i  uauu  uie 

wenden  nicht  nur  Wendepunkte,  der  Figur  der  AbsUnd  des  von  der  < 
sondern    auch    Sonnen  Stillstands-  linie  entferntesten  Punktes  des  Umfangs 
unkte,  Solstitialpunkte.  der  y'wut  von  der  Grundlinie  oder  der 

Da  die  uralten  Astronomen,  von  denen  Abgtand  2Wj8Chen  der  Grundlinie  und 
rir  so  bedeutende  astronomische  Kennt-  der  die8er  paraUelen  Seite  der  Figur; 
nisse  überkommen  haben,  auf  der  nord-  ersteres  wje  Dej  Dreiecken,  letzteres  wie 
liehen  Halbkugel  der  Enle  wohnten,  so  bej  paraiiei0gTanimen  und  Trapezen.  Bei 
beziehen  sich  auch  alle  Jahresreiten  und  pri8n,atiÄChen  Körpern  ist  die  Höhe  die 
<üe  damit  zusammenbangenden  Bereich-  Entfernnng  tischen  beiden  parallelen 
nungen  auf  die  nördliche  Halbkugel.  Nun  Endflachen  bei  pyramidalen  Körpern  der 
ist  bei  uns  Sommeranfang  (in  der  sudli-  Abstand  der  8pitze  T(m  üer  Grundebene, 
eben  Winteranfang)  wenn  die  Sonne  in 

den  Wendepunkt  S  tritt,  daher  heifst  der  Höhe  des  Fall»,  Fallhöhe  ist  die  Lange, 
nördliche  Wendepunkt  der  Sommer-  um  welche  ein  Korner  in  einer  bestimm- 
wende p  unkt,  das  Sommersolsti-  ten  Zeit  in  der  Richtung  der  wirkenden 
tium,  und  der  Kreis  S*der8ommer-  Schwerkraft  fällt.  Beim  freien  Fall  ist 
Wendekreis.  Ferner  ist  bei  uns  Win-  die  Fallhöhe  mit  seiner  wirklichen  Be- 
teranfan*  (in  der  südlichen  Halbkugel  wegung  dieselbe,  beim  Fall  anf  schiefer 
Sommeranfang)  wenn  die  Sonne  in  den  Ebene  ist  sie  die  lothrechte  Protection 
südlichen  Wendekreis  Kk  tritt,  und  des-  seiner  wirklichen  Bewegung;  desgleichen 
halb  ist  hier  die  Winterwende,  das  beim  Fall  in  einer  Curve,  beim  Pendel. 
Wintersolstitium.  Höh«  eine»  Gestirns  über  einen  Ort 

Errichtet  man  im  Weltmittelp  unkt  C  der  Erd0berfläche  ist  der  in  dem  Schei- 
tern Mittelpunkt  der  Erde)  auf  der  Ebene  teikrcis  des  Gestirns  befindliche  zwischen 
Sk  der  Ekliptik  einen  normalen  Durch-  fasem  und  dem  Horizont  begriffene  Bo- 
messer  nO,  so  sind  die  £  JC»,  Z  pCO  Höhe  und  8cheitel abstand  eines 

=  dem  Z  SCQ  =  234  Grad;  die  Linie  nO  5estirns  in  Beziehung  auf  denselben  Ort 
ist  die  Axe  der  Ekliptik.   Zieht  man  erganzen  einander  zu  90  Grad, 
durch  die  Endpunkte  n,  O  dieser  Axe  Pinea  Orts  der  Erde  ist  die  loth- 

Z  WH  BCQ  .wi,cb.n  Eklipük  Tjmta  von  „io.r  *^**~£>! 
j  »     .        kÄ;r^V  Ai«  »rhiAf»  H«r  ebene,  zu  welcher  in  der  Kegel  der  nächst 
und |  Äquator  heifst  die  Schiefe  der         ^  Meeres8piepel  ^nmn  wird. 

Bkliptix.  ßel)er  d-e  Ermittelang  dieser  Höhen  s. 

Hlmtnelskunde  ist  Beschreibung  des  den  Art.  „Barometermessungen'. 

Himmels,  eine  Astrographie  oder  Astro-     HMie  dw  Pols  fQ\^9  eines  Orts  ist 

gnosie  (s.  d).  der  in  dem  Scheitelkreis  des  Pols  also 

ist  die  Summe  aller  in  dem  Meridian  des  Orts  gemessene  Bo- 
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gen  zwischen  seinem  Horizont  und  dem 
Pol  (s.  Höhe  eines  Gestirns) ;  die  Polhöhe 
eines  Orts  ist  gleich  dessen  geographi- 
scher Breite. 

Höhen,  correspondirende,  >.  .eures- 
pondirende  Höhen". 

Höhenkreis,  Almacantharatskrels  ist 

der  durch  irgend  ein  Gestirn  mit  dem 
Horizont  eines  Orts  +  gezogene  Kreis 
(s.  ,  Almucantharat'). 

Höhenmesser,  s.  „ Altinieter". 

Höhenmessung.  Höhen  werden  am 
einfachsten  direct  gemessen,  indem  man 
von  dem  obersten  Punkt  eine  beschwerte 
Schnur  herabläfst  oder  Maafsstäbe  an- 
legt. In  den  seltensten  Fällen  ist  dies 
jedoch  nur  möglich  und  dann  kann  die 
Messung  nur  indirect  geschehen.  Die 
Methoden  der  Vermessung  hangen  von 
Lokalverhältnissen  ab  und  sind  entweder 
mathematisch,  nämlich  mit  Hülfe  von 
Längenverraessungen  auf  dem  horizon- 
talen oder  geneigtem  Terrain  in  der  Nähe 
der  zu  messenden  Höhe,  durch  Nivelliren, 
durch  Wiukelmessungen  und  trigonome- 
trische Berechnungen  oder  sie  sind  phy- 
sikalisch, mit  Hülfe  des  Barometers. 

1.  Ist  die  Höhe  zugänglich,  so  kann 
man,  wenn  es  auf  gjolse  Genauigkeit 
nicht  ankommt,  ein  einfaches  Verfahren 
mit  Hülfe  gerader  Stäbe  anwenden. 

Es  sei  AB  eiu  zugänglicher  Thurm, 
so  mifst  man  von  dem  unter  C  lothrecht 
befindlichen  Punkt  A  ab  eine  gerade 
Linie  AC.  Ist  AC  nicht  horizontal,  son- 
dern schräg  oder  uneben,  so  bestimmt 

Fig.  704. 


man  die  Uorizoutalprojection  AC  zwischen 
den  Punkten  A  and  C.  Man  stockt  in 
C  einen  Stab  CE  lothrecht  ein,  geht  mit 


einem  zweiten  Stabe  DG  in  der  Richtung 
AC  so  weit  zurück,  bis  man  durch  Ein- 
schlagen die  Oberkante  G  mit  den  Punk- 
ten E  und  B  in  eine  gerade  Linie  brin- 
gen kann.  Hierauf  nivellirt  man  von  G 
aus  die  Punkte  F  und  //,  desgleichen 
den  Punkt  H  nach  //'  in  der  lothrechteu 
AB,  mifst  GF,  FE,  so  hat  man 

GF:FE=GF+  AC.BW 

woraus         BW  =  V~  x  (GF  +  AC) 
ru 

und  AB  =  BW  +  WA. 

2.  Eben  so  kauu  man  eine  lange  genau 
gemessene  Stange  CE  mittelst  eines  Blei- 
lot hs  in  senkrechten  Stand  bringen,  bei 
hellem  Sonnenschein  die  Länge  des  von 
der  Sonne  hinter  ihn  geworfenen  Schat- 
tens und  zugleich  den  Scbattenpunkt  der 
Thurmspitze  markiren.  Wird  der  letzte 
Punkt  gegen  den  Standpunkt  A  des 
Thurms  nivellirt,  so  erhält  man  die  Höhe 
AB  des  Thurms  durch  dieselbe  Propor- 
tion, wie  für  Fig.  704. 

Beide  Methoden,  besonders  die  letztere, 
sind  nicht  zuverlässig  genau. 

3.  Eine  mit  beiden  ähnliche  Methode 
ist  mathematisch- physikalisch ;  die  Mes- 
sung geschieht  nämlich  mit  Hülfe  der 
Eigenschaft  des  Lichtstrahls,  dafs  or  un- 
ter gleichen  Winkeln  reflectirt  wird:  Man 
lege  in  die  Nähe  von  G  genau  horizontal 
einen  Spiegel,  in  K  errichte  lothrecht 
einen  breiten  Stab  mit  Schlitz  und  führe 
längs  desselben  eine  Scheibe  mit  sehr 
kleiner  OefTnung  so  weit  in  die  Höhe, 
bis  mau  durch  diese  OefTnnng  in  einem 
Punkt  G  das  Bild  der  Thurmspitzo  B  er- 
blickt.   Alsdann  ist 

Z  BGH  =  _<  JGE 
uud  man  hat: 

GK  :KJ=  GW :  WB 

Eben  so  gut  kann  man  einen  dort 
in  Ruhe  befindlichen  Wasserspiegel 
benutzen,  wenn  der  Eiufallspunkt 
G  des  Lichtstrahls  genau  zu  mar- 
kiren ist. 

4.  Hat  man  ein  Winkeün.strument 
zur  Hand,  so  dafs  die  /_  BCH  und 
ACH,  Fig.  705,  bis  zu  einer  Minute 
Schärfe  gomesson  werden  können, 
so  fertige  man  sich  eine  Tangenten» 
tabelle,  je   nach   der  Genauigkeit, 
welche  man  an  die  Vernietung  be- 
ansprucht.   Als : 
Für  Z  BCH=  11°  1 9'  ist  BH=  0,2  x  CH 
=  16°  42'        =  0,3  xC/f 
=  21°48'  =0,4xCW 
=  26°  34'         =  0,5  xCH 
=  30°  58'  =0,6xCW 
=  35°  0'        =0,7  xCH 
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Für  Z  BCH  =  38° 40'  ist  BU= 

=45° 


0,8  x  CH 
=  l,0xC// 


Fig.  705. 


Diese  Tabelle,  .«owobl  auf  den  Eleva 
tionswinkel  BCH,  als  auf  den  Depressions- 
winkel ACH  angewendet  gibt  die  Höhe 
AB  in  aliquotem  Tbeil  der  Entfernung 
CHt  welche  gemessen  werden  mufs. 

6.  Unter  derselben  Bedingung,  näm- 
lich, dafs  der  horizontale  Abstand  AD 
direct  gemessen  oder  durch  Seitenver- 
messungen berechnet  werden  kann ,  wird 


die  Aufgabe  trigonometrisch  gelöst,  wenn 
man  (Fig.  704)  Z  BGH  =  «  mifst.  Denn 
es  ist 

BW  =  GH'  •  ig  « 
also         AB  =  AH'  +  GH'  •  tg  a 

Je  näher  man  den  •  «  an  45°  nimmt, 
desto  geringer  wird  der  Fehler  in  Folge 
der  Ungenauigkeit  des  Winkelinstruments. 

Denn  es  ist  tg  45°=  1,000  0000 
tg\b°  l'=  1,000  5819 
Nimmt  man  nun  GH'  =  1000  Fufs,  so 
erhält  mau 

für  n  =  45°  die  Höhe  BH'=  1000  Fufs 
für*  =  45°r  BH'=  1000,5819 

Bei  einem  Fehler  in  dem  Winkel  um 
eine  Minute  würde  man  also  bei  einer 
Höhe  von  1000  Fufs  einen  Fehler  von 
0,6819  Fufs  erhalten.  Nimmt  man  da- 
gegen «  nur  10°,  so  hat  man 

tg  10°    =0,176  3270 
10°  1'  =  0,176  6269 
Es  ist  also  tg  10°  l1  =  tg  10°  +  0,0003 
Bei  einer  Höhe  BW  =  1000'  würde  für 
einen  Z  BGW  =  10°  der  Abstand  GW 
=  5671,2818  Fufs  sein  müssen,  und  es  ist 


5671,2818  x  tg  10°  =  WB  =  1000  Fufs 

5671,2818  %tg  10°  1'  ist  also  1000  +  5671,2818x0,0003  =  1000  +  1,70138 


und  der  Fehler  in  der  Höhe  von  1000 
Fufs  beträgt  1,70138  Fufs,  wenn  man 
sich  bei  dem  Elevationswinkel  10°  um 
eine  Minute  vermifst,  also  das  dreifache 
des  Fehlers  der  bei  einem  Winkel  von 
45°  entsteht. 

Dasselbe  rindet  statt,  wenn  man  gTÖ- 
fsere  Winkel  nnTst  als  45°. 

Denn  nimmt  man  die  Länge  GW  -  500 
Fufs,  so  gehört  hierzu  ein  Z  «>  dafs 
500  tg  tt  =  1000  ist,  also  tg  a  =  1  und 
a  =  63°  26'  6". 

Gesetzt  man  hätte  sich  auch  hier  um 
eine  Minute  vermessen,  so  erhält  man 

iga-tq  63°  27'  6"  =  2,0014599 
also  BW  =  500  x  2,001  4599=  1000,73  Fufs 
und  wiederum  ein  gröfserer  Fehler  als 
bei  «  =  45°. 

6.  Kann  man  in  einer  mit  BH  in  der- 
selben Ebene  liegenden  Linie  Hl)  (Fig. 


705)  die  ganze  Länge  von  //  ab  nicht 
messen ,  sondern  nur  ein  Stück  CD  —  a 
derselben,  so  mifst  man  die  Winkel  «  und/?. 

Bezeichnet  man  Z.CBD  =  «  —  ß  mit  J 
so  hat  man 

1.  CD  :  BC  =  sin  6 :  sin  ß 

2.  BC  .BH=    1    :  sin  « 


hieraus 
und 


CD  :  BH  =  sin  J  :  sin  a  •  sin  ß 
sin  n  •  sin  ß 


BH 


=  a 


sin  (a  —  ß) 
Die  Höhe  HA  wird  dann  direct  ge- 


messen. 
Da  aus  1. 

und 


BC-a 


 »inj 

sin  J 

CH  =  BC  cos  « 


so  hat  man  zugleich  den  horizontalen 
Abstand 

sin  ß 


CH  m  a  . 


sin  («  —  ß) 


COS  K 


/  nnß  \         stn(«-ß)  +  sinfi>cosa         sm «  •  cos  / 

und    DH  =  a  1 1  +  .  ,      *  cos  a)  =  a-  — - — —.  =  a  •  — —  — 

\      stn  («  —  ß)        t  sin  («  -  ß)  sin  (o  -  ß) 

Zu  diesem  letzten  Ausdruck  kommt  man  auch,  wenn  man  setzt 

sin  n  •  sin  ß        .         sin  tf  cos  ß 
DH  =  B«X  »,<,=  .-  ■co>ß=a.  ^(„^ 
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7.  Ist  von  dem  Fufspunkt  A  der  Höhe 
AB  nur  eine  schräge  Standlinie  AD  =  a 
zu  messen,  nnd  man  mifst  den  Eleva- 
tions winkel  ir,  den  Depressionswinkel  ß, 
so  hat  man  den  Z  ABD  -  y  =  90°  -  « 
und  es  ist 


Fig.  70G. 

V 

A 

B  1 

D 

/Q\  _ /__  

l 

K 

AD:  AB  =  siny:sin(«  +  ß) 


Oder         n  ;  AB  =  cosn  ;  »in  (n  +  /)) 

.„„„,  "w  (« j g 

woraus        /II»  =  a  •  

cos  r< 

Die  Höhe  #//,  nämlich  die  vom  Punkt 
B  über  dem  Horizont  von  D,  erhält  man 

aus 

AH  -  AD  sin  ß  =  a  sin  ß 

woraus 

BH^AB-AU  =  a{^±^-nnß) 
\    cos  a  9 

sin  n  '  cos  ß 

SS  n  

cos  n 

Dieses  Resultat  erhält  man  auch,  wenn 
man  die  Horizontale  DU  doppelt  aus- 
drückt, nämlich 

DH  =  BH  •  lg  y=  DA  •  cos  ß 

m. ..         cos  ß         sin  n  •  cos  ß 
also     BH-a  •  ~-  =  a  

cot  a  COS  rr 

8.  Ist  von  der  schrägen  Standlinie  AD 
nur  ein  Stück  CD  —  b  zu  messen,  so 
mifst  man  noch  den  Elevationswinkel 
BCJ=d,  und  es  ist  ^JCA  =  ßi  Z  DBC 
=  J  -  «,  Z IMC  =  90°  -  /5. 

Nun  hat  man 


Also 


CD  :  BC  =  sin  DBC  :  flu  B DA  =  sin  (.f  -  *)  :  sin  (et  +  ß) 
BC:  AB  =  sin  BAC  ;  sin  BCA  -  sin  (90°  -  /*)  :  sin  ftjj  +  J) 
Cß  :  y4fi  =  sin  (.)  -  w) .  cos  ß :  sin  (o  +  0  •  sin  (ß  +  d) 


woraus  AB-l 


sin(«  +  ß)  sin(ß  +  <)) 


sin  (>1  —  n)  cos  ß 
9.  Um  die  Höhe  AB  zu  messen,  ist 
die  in  derselben  Ebene  mit  AB  belegene 
Horizontale  CD  m  a  gegeben,  die  Z  BDC 
—  <t,  Z  BCA  =  j-,  Z  ACE  =  ß  sind  gemes- 
sen. Bezeichnet  man  Z  ^ÄC  =  y  +  ß  —  « 
mit      so  hat  man 

Flg.  707. 


BC  :  Ali  =  sin  BAC  sin  BCA 

Nun  ist 

£BAQ  =  /.AEC  +  Z  ACE  =  90°  +  ß 


also 

sin  BAC- sin  (90° -\-ß)-cosß 
daher 

BC:  AB  -  cos  ß  :  tin  y 
ferner  ist 

CD  :  BC  =  tin  CBD  :  tin  BDC  =  sin<f 

Hieraus 
CD:AB  =  cosß 
folglich 

AB=a 


nn  n 


sin  J  :  sin  y  •  sin  a 
sin  y 


sin  J  •  cos  ß 
10.  Um  die  Höhe  AB  zu  rinden,  ist  die 
schräg  ansteigende  Standlinie  DA  -  a  ge- 
messen, desgleichen  sind  es  die  Elevations- 
winkel BDE  =  a,  ADE  =/f,  BCF  =  yt 
nun  ist  Z  DBE  =  90°  —  «  und  man  hat : 

AD  :  AB  =  tin  DBE  i  sin  A  DB 
oder       a  :  AB  =  cos  «  :  rin  («  —  ß) 

woraus        AB  —  a  

cos  n 

Die  relative  Höhe  BE,  nämlich  die 
Erhöhung  des  Punkts  B  über  dem  Hori- 
1)  hat 


zont  in 


man 


BE  =  AB  +  AE=a 


*in(n  —  ß) 


=  a 


cos  n 
sin  n  ■ 


A-usinß 


cos  ß 


cos  a 
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Mao  erhält  diese  Formel  ancb  aas 

BE  -  DE  •  ig  «  =  AD  •  cos  ß  •  ig  a  =  u 


«in  o  •  cot  ,*? 


cos  n 


11.  Ist  von  dieser  Standlinie  nur  ein  Stück  DC-b  gegeben,  so  mifst  man 
noch  den  Elevationswinkel  BCF=y.    Dann  hat  man 

BC ;  DC  =  «in  BDC :  «in  DBC  =  sin  («  -  ß) :  «in  (y  -  «) 
i4Ä  :  ÄC  =  «in  BCA  :  sin  gi4C  =  «in  (y  -  ß) :  sin  (90°  +  ß) 


hieraus 


Aß  :  DC  =  «in  (n  -  ß)  «in  (y  -  /9)  :  «in  (y  —  «)  l  cos  ß 


Vir.  708. 


m:.-.j.. 


also  JB^k^-^^lB 
sin  (y  —  «)  cos  /? 

12.  Es  sei  zu  Yermes.su ng  einer  llöhe 
AB  keine  Standlinie  möglich,  welche  mit 
der  Höhe  AB  in  einerlei  Vertikalebene 
fällt,  und  nur  eine  Seitenstandlinie  DK 
xu  nehmen,  welche  horizontal  oder  schräg 
sein  möge,  die  jedoch  so  gewählt  werden 
mufs  und  immer  so  gewählt  werden  kann, 
dais  Ton  beiden  Endpunkten  D  und  K 
die  Endpunkte  A  und  B  der  Höhe  zu 
risiren  sind.  Fig.  706  gilt  für  den  Fall, 
dafs  der  Fufspunkt  A  der  Höhe  unter 
den  Horizonten ,  Fig.  708  für  den  Fall, 
dals  er  über  den  Horizonten  der  Endpunkte 
D  and  #f  der  schrägen  Standlinie  liegt. 

Man  n»if>t  die  Linie  DK,  die  Winkel 
ADK  und  AKD,  so  läfst  sich  das  schief 
liegende  ebene  Dreieck  ADK  berechnen, 
folglich  auch  eine  Seite  AD  oder  AK. 
Nimmt  man  nun  eine  derselben  als  neue 
Standlinie  an,  so  hat  man  diese  in  der- 
selben Yertikalebene  mit  AB  und  man 
kann  die  Formeln  No.  7  und  No.  10  an- 
wenden um  die  Höhe  AB  xu  finden. 

Die  Höhenmessungen  mittelst  des  Ba- 
rometers s.  u.  „Barometermessun- 
gen-. 

Höhenpar&llaxe.  Parallaxe  oder  p  a  - 


ra llaktische r  Winkel  (anp<»AA«$«c, 
die  Verwechselung,  der  Unterschied)  ist 
der  Winkel,  den  die  aus  zweien  Stand- 
punkten nach  einem  in  demselben  Ort 
verbleibenden  sehr  entfernten  Gegenstände 
genommenen  Visirlinien  mit  einander  bil- 
den ,  wodurch  es  geschieht,  dals  der  Ge- 
genstand, wenn  er  von  einem  der  beiden 
Standpunkte  aus  beobachtet  wird,  einen 
anderen  scheinbaren  Ort  in  Bexiehung 
auf  hinter  ihm  befindliche  feste  Punkte 
xu  haben  scheint,  als  wenn  er  von  dem 
andern  Standpunkt  aus  beobachtet  wird, 
und  dafs  diese  beiden  scheinbaren  Orte 
mit  einander  verwechselt  werden  kön- 
nen. 

Die  astronomische  Parallaxe  be- 
zieht sich  auf  den  Winkel,  den  die  nach 
einem  Gestirn  genommenen  Visirlinien 
mit  einander  bilden,  wenn  die  eine  Vi- 
Mrliuie  von  einem  Ort  der  Erdoberfläche 
aus  genommen  und  die  andere  von  dem 
Erdmittelpunkt  aus  gedacht  wird. 

Es  bedeute  der  kleine  Kreis  einen  Erd- 
durchschuitt ,  C  dessen  Mittelpunkt,  O 
einen  Ort  der  Erdoberfläche.  Ist  nun  S  ein 
Gestirn  von  mefsbarer  Entfernung  CS, 
entweder  die  Sonne  oder  der  Mond  oder 
ein  Planet  unsres  Sonnensystems,  so 
wird  N  in  <)  nach  der  Richtung  OS,  von 
C  aus  in  der  Richtung  CS  gesehen.  Da 
nun  diese  mefsbare  Entfernung  wegen 
ihrer  Gröfse  von  den  unmefsbaren  Ent- 
fernungen der  Fixsterne  mit  dem  Auge 
nicht  unterschieden  werden  kann,  so  ver- 
setzt man  das  Gestirn  5  von  dem  Be- 
obachtungsort O  aus  nach  der*  Richtung 
OS  in  unermefsliche  Ferne  OA,  während 
sein  Ort  in  Beziehung  auf  die  Erde,  also 
in  Beziehung  auf  deren  Mittelpunkt  in 
der  Richtung  CS,  also  anderswo  (in  B) 
zwischen  den  Fixsternen  oder  auf  der  ge- 
stirnten Himmelskugel  sich  befindet.  Den 
Unterschied  beider  Orte,  des  beobachte- 
ten und  des  wahren  Orts  bestimmt  nun 
der  Winkel  CSO  und  dieser  Winkel  ist 
die  Parallaxe  des  Gestirns  S. 

In  der  geraden  Linie  CO  liegt  unend- 
lich weit  entfernt  das  Zenith  (der  Schei- 
telpunkt) des  Ortes  0;  steht  das  Gestirn 
5  in  dem  Punkt  Z,  also  in  der  Scbei- 
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tellinie  OZ  des  Orts  0,  so  wird  der  Win-  Steht  5  in  dem  Punkt  //',  d.  h.  in 

kel  OSC  =  0;  die  Parallaxe  wird  also  mit  dem  Horizont  des  Ortes  O,  so  ist  die 

der  Höhe  des  Gestirns  immer  kleiner  und  Parallaxe  Z  OH'C  am  gröfsten. 

im  Zonith  des  Ortes  verschwindet  sie.  Denn  in  dem  A  SOC  ist 

OC  :  CS  =  sin  OSC :  sin  SOC  =  sin  OSC :  sin  (SOH'  +  90°)  =  sin  OSC  i  cos  SOH' 


Fig.  709. 


Jk 

Nun  ist  OC  der  Halbmesser  r  der  Erde, 
CS  der  Halbmesser  R  der  Bahn  des  Ge- 
stirns S,  Z.OSC  die  Parallaxe  />'  für  die 
Höhe  SH'  des  Gestirns,  /.SOH'  diese 
Höhe  V  des  Gestirns  für  den  Halbmesser 
=  1  mithin 

r :  Ä  =  sin  p' :  eo*  A' 


woraus    sin  p'  =  —  co*  V 
m 


(1) 


Die  Parallaxe  p'  ist  also  am  gröfsten 
für  h'  -  0,  d.  h.  wenn  S  in  //  steht. 

Schreibt  man  für  /.SOH' 
den  Z  (ZOÄ'  -  ZOS)  =  90°  -  ZOS 
so  ist       r  :  Ä  =  «in  p' :  rin  ZOS 
Z  ZOS  =  s'  ist  aber  die  Zenithdistanz 
ZS  des  Gestirns  S,  mithin  hat  man 

r:R  =  sin  p' :  sin  s' 

und        *i»p'  =      sin  *'  (2) 

Die  Siuusse  der  Parallaxen  eines  Ge- 
stirns verhalten  sich  also  wie  die  Sinusse 
der  Zenilhdistanzen  d.  h.  wie  die  Sinusse 
der  Abstände  des  Gestirns  vom  Scheitel 
des  Beobachtungsorts. 

Für  *'  =  0  wird  auch  p'  =  0.  D.  h.  ein 
Gestirn  im  Scheitel  Z  eines  Beobach- 
tungsort« O  hat  keine  Parallaxe,  der  be- 
obachtete Ort  desselben  am  Himmel  ist 
auch  der  wirkliche  Ort. 

Ist  Z  =  90°,  d.  h.  steht  das  Gestirn  S 
im  Horizont  //  des  Beobachtungsorts  0, 
so  ist  p'  das  Maximum  nämlich 

«»p'  =  —  (3) 


Die  Parallaxe  eines  Gestirns,  wenn  es 
im  Horizont  des  Beobachtungsorts  sich 
befindet,  heifst  die  Hori zontal-Parall- 
axe  des  Gestirns,  jede  andere  P., 
wenn  also  das  Gestirn  über  dem  Hori- 
zont des  Beobachtungsorts  steht,  heifst 
Höhenparallaxe.  Bezeichnet  man  die 
Horizontalparallaxe  mit  p,  eine  beliebige 
Höhenparallaxe  mit  p\  so  hat  man  aus 
2  und  3 

sin  p'  bs  sin  p  •  sin  s  (4) 

Die  Horizontalparallaxe  eines  Gestirns 
ist  bekannt,  wenn  man  dessen  Entfer- 
nung CH  =  R  kennt.  Man  findet  daher 
jede  beliebige  Höhenparallaxe  des  Ge- 
stirns, wenn  man  dessen  Zenithdistanz 
ZOS  =  *'  mifst. 

Der  wahre  Horizont  des  Orts  0  ist  CH. 
Wie  nun  Z  SCH  die  wirkliche  Höhe, 
Z  SOH'  die  beobachtete  scheinbare  Höhe 
des  Gestirns  über  dem  Horizont  von  O 
ist,  so  ist  auch  Z.SCZ  die  wahre  and 
Z  SOZ  die  beobachtete  scheinbare  Ze- 
nithdistanz des  Gestirns  für  den  Ort  O. 
Zur  Berechnung  der  Höhenparallaxe  ist, 
wie  oben  gezeigt,  die  scheinbare  Höbe 
oder  die  scheinbare  Zenithdistanz  erfor- 
derlich. Hat  man  nun  die  Parallaxe 
Z  OSC  gefunden ,  so  hat  man  die  wirk- 
liche Höne  A  des  Gestirns 

Z  SCH  =  Z  SJH'  =  Z  SOH'  +  Z  OSJ 
oder  A  =  A'  +  p»  (5) 

D.  h.  die  wirkliche  Höhe  eines  Ge- 
stirns ist  =  der  beobachteten  scheinbaren 
Höhe  -f  der  Parallaxe  des  Gestirns. 

Die  Horizontalparallaxe  eines  Gestirns  ist 
p=arcsin~  (6) 

Je  gröfser  R  ist,  desto  kleiner  ist  also 
die  Parallaxe;  die  P.  des  Mondes,  der 
nur  etwa  50000  Meilen  von  uns  entfernt 
ist,  ist  daher  bedeutend  gröfser  als  die 
der  Sonne  in  Entfernung  von  etwa  20 
Millionen  Meilen  Die  Horizontalparallaxe 
des  Mondes  in  seiner  gröfsten  Näho  zur 
Erde  ist  61'  29",  in  seiner  gröfsten  Ferne 
=  53'  30".  Die  Horizontafparallaxe  der 
Sonne  ist  8,5  bis  8,6  Seeunden.  Für 
Fixsterne  ist  die  Entfernung  Ä  unmefs- 
bar,  IL  ist»,  mithin  die  Parallaxe  der 
Fixsterne  =0. 

Der  Halbmesser  r  der  Erde  ist  am 
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Aequator  am  gröfsten,  von  hier  nimmt 
er  in  jedem  Meridian  ab  bis  zu  den  Po- 
len, wo  er  der  Erd-Abplattung  wegen  am 
kleinsten  ist  (s.  ,  A  bplattung").  Die 
Parallaxen  eines  Gestirns  sind  also  in 
verschiedenen  Breiten  der  Erdoberfläche 
verschieden,  im  Aeanator  am  gröfsten, 
auf  den  Polen  am  kleinsten;  man  hat 
daher  für  jedes  Gestirn  eine  Aeouato- 
real-Paral lax e  und  eine  Lokalpa- 
rallaxe. (Vergl.  „Breite,  geogra- 
phische", pag.  408,  No.  5  mit  Fig. '243, 
„  Aequatoreal  -  Horizontalparal- 
laxe*). 

Höhere  Analysis,  s.  n.  „Analyst**. 

Höhere  Benennung  bei  benannten  Zah- 
len ist  der  Name  der  Gröfse,  welche  ein- 
geteilt wird;  gegen  niedere  Benen- 
nung, der  Name  des  Theils:  Beim 
Oelde  ist  Thaler  die  höhere,  Groschen 
die  niedere  Benennung. 

Hoher  elliptischer  Bogen  ist  ein  ellip- 
tischer Bogen ,  der  die  Kleine  Axe  oder 
eine  dereu  Parallelen  zur  Grundlinie  hat. 

Hohl  ist  eine  Eigenschaft,  welche  nur 
Raumgröfsen  zukommt.  In  eigentlicher 
Bedeutung  ist  hohl  eine  der  beiden  nur 
möglichen  Arten  von  Krümmungen,  wel- 
che wiederum  nur  Eigenschaften  von  Be- 
grenzungen, also  nur  von  Linien  und 
von  Flächen  sein  können. 

Die  Krümmung,  welche  hohl  genannt 
wird,  ist  bei  Linien  diejenige  Form,  welche 
mit  der  geraden  Verbindungslinie  zweier 
beliebiger  Punkte  der  krummen  Linie 
einen  Flächenraum  einschliefst,  bei  Flä- 
chen diejenige ,  welche  mit  jeder  beliebig 
durchgelegten  Ebene  einen  körperlichen 
Raum  einschliefst. 

Die  zweite  Art  der  Krümmung  ist  die 
erhabene  K.,  das  Entgegengesetzte  des 
Hohlen.  Eine  Zusammenstellung  der 
Eigenschaften  hohl  und  erhaben  und 
deren  Begriffsbestimmungen  gibt  der  Art.: 
„Convex  und  concav". 

2.  Eine  uneigentliche  Bedeutung  von 
hohl  ist  der  Begriff:  leer,  welche  bei 
Körpern  in  Anwendung  gebracht  wird: 
Eine  Höh  1-K  ugel  ist  eine  volle  Ku- 
gel, in  welcher  um  denselben  Mittel- 
punkt eine  leere  Kugel  sich  befindet; 
eben  so  hohle  Halbkugel.  Hohl- 
maafs  ist  ein  von  festen  Wänden  um- 
schlossener leerer  körperlicher  Rantu  von 
der  Gröfse  oder  dem  Inhalt  eines  be- 
stimmten Körpermaafses. 

Hohle  Fläche  ist  die  hohle  Seite  einer 
krummen  Fläche. 

Hohlgläser,  s.  „Concavgläser". 


Hohlkngel,  s.  u.  „Hohl",  2.   Ist  der 

Halbmesser  der  äufseren  Kugel  =  II,  der 

der  inneren  =  r,  so  ist  der  Inhalt  der 
Hohlkugel  =  $n  (R3  -  r% 

Hohlmaafs,  s.  u.  „Hohl",  2. 

Hohlspiegel,  ein  Spiegel  mit  hohler 
Spiegelfläche,  hat  immer  zum  Zweck, 
von  einem  Gegenstande  kleinere  oder 
gröfsere  Bilder  und  zwar  nach  vorher 
bestimmtem  Gesetz  hervorzubringen,  und 
aus  diesem  Grunde  sind  die  Formen  der 
hohlen  Spiegelflächen  nach  Krümmungen 
zu  bilden,  deren  Gesetze  in  Beziehung 
auf  die  Reflexion  des  Lichtstrahls  be- 
kannt sind. 

Das  einzige  Naturgesetz,  welches  die 
Construction  der  Spiegel  zu  Grunde 
ließt,  ist  folgendes: 

Wenn  ein  Lichtstrahl  EC  eine  ebene 
Spiegelfläche  AB  in  dem  Punkt  C  trifft, 
so  wird  er  nach  einer  Richtung  CF  zu- 
rückgeworfen ,  welche  mit  dem  einfallen- 
den Strahl  EC  und  dem  in  C  auf  der 
Ebene  AB  errichteten  Loth  CD  in  der- 
selben Vertikalebene  und  mit  dem  ein- 
fallenden Strahl  gegen  das  Loth  oder 
gegen  die  Spiegelebene  unter  gleichen 
Winkeln   liegt.     Dasselbe   findet  statt, 


Fig.  710. 


wenn  die  Gurve  GCH  der  Durchschnitt 
einer  hohlen  Spiegelfläche  und  AB  die 
Tangente  an  derselben  ist.  Wenn  also 
ein  Lichtstrahl  eine  krumme  Spiegelfläche 
trifft,  so  wird  er  eben  so  reflectirt,  als 
wenn  er  den  Berührungspunkt  der  Tan- 
gentialebene getroffen  hätte,  nämlich  un- 
ter gleichen  Winkeln  und  in  derselben 
Ebene  mit  der  Normalen. 

Ist  die  Spiegelfläche  parabolisch, 
so  werden  alle  parallel  mit  der  Axe  ein- 
fallenden Strahlen  nach  dem  Brennpunkt 
reflectirt,  und  ein  in  dem  Brennpunkt 
befindliches  Licht,  welches  die  ganze 
Spiegelfläche  erleuchtet,  wird  von  jedem 
einzelnen  Punkt  derselben  |-  der  Axe 
fortgeleitet  und  zu  einer  kreisrunden 
Lichtfläche  umgeschaffen. 
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Ist  die  Spiegelfläche  elliptisch,  so 
wird  das  in  einen  der  beiden  Brennpunkte 
gestellte  Licht  die  ganze  Spiegelfläche 
erleuchten,  jeder  dieser  Strahlen  wird 
aber  von  jedem  Punkt  der  Spiegelfläche 
nach  dem  zweiten  Brennpunkt  geworfen. 

Parabolische  und  elliptische  Spiegel 
werden  zu  Hervorbringung  von  Bildern 
bei  Meßinstrumenten  nicht  angewendet 
und  nur  die  sphärischen  Hohlspie- 
gel sind  in  Gebrauch,  nämlich  die  Spie- 
gel Ton  der  Form  einer  hohlen  Kugel- 
näche. 

2.  Um  die  Wirkung  eines  sphärischen 
Hohlspiegels  zu  erkennen,  ist  zuerst  zu 
bemerken,  dafs  da  jeder  Halbmesser  auf 
der  Kugeloberfläche  normal  steht,  auch 

Fig.  711. 


Ferner  in  dem  &ede 

et : cd  =  tin^ede:  »im  Zjced  =  »in ß :  nn ZjdtE 

oder  et  \  cd  =  6  :  r  =  tiu  ß  :  »in  (2/5  +  o) 

«in  ß 


hieraus 


b  = 


«in  (2ß  +  a) 

3.  Es  sei  md  ein  Strahl  aus  einem 
sehr  fernen  leuchtenden  Punkt,  c  der 
Mittelpunkt,  cB  die  Axe  des  Spiegels, 
md  }  cE,  so  wird  md  nach  de  reflectirt, 
wenn  Z.  mdc  —  /_  edc  —  ß  ist. 

Alsdann  hat  man  in  dem  &edc 
de  :tc  =  sin  dee  :  «in  ß 
oder  r  :b  =  $in  (2,3)  i  «in  ß 

also 

»in/J  rinß 

 —  •  r =  —  r  —  \r 

«in  (2/?)       2  «in  ß-  cos  ß  2 

Je  kleiner  ß  wird,  d.  h.  je 


b  = 


tec  ß 


r 

A 

der  Halbmesser  für  jeden  beliebigen  auf 
die  Spiegelfläche  fallenden  Strahl  das 
Rinfallsloth  ausmacht. 

Es  sei  AB  der  Durchschnitt  eines  sphä- 
rischen Hohlspiegels,  r  sein  Mittelpunkt, 
m  sei  ein  leuchtender  Punkt,  so  wirft 
dieser  auf  alle  Punkte  von  AB  Strahlen. 
Es  sei  md  einer  dieser  Strahlen ,  so  bildet 
dieser  mit  dem  Halbmesser  de  den  Z  M4e ; 
macht  man  daher  S  tdc  =  Z.  mdc ,  so  ist 
dt  der  von  md  reflectirte  Strahl. 

Zieht  man  durch  m  und  c  die  gerade 
Linie  mE  und  denkt  den  Strahl  md  um 
mE  als  Axe  sich  herumgedreht,  so  »ird 
ein  Strahlenkegel  eingeschlossen,  von  wel- 
chem die  Ebene  mdEf  der  Durchschnitt 
ist,  und  alle  Strahlen  in  dem  Mantel  mdf, 
die  den  Spiegel  in  der  Kreislinie  df  tref- 
fen, werden  in  Strahlen  reflectirt,  welche 
in  dem  Punkt  t  sich  schneiden. 

Setzt  man  mE  =  «,  cE  -  r,  et  =  b, 
£  dmc  =  f ,  Z  Md*  =  ß 
so  hat  man  in  dem  A  edm 

tinß:$ina  =  cm:cd  =  a  —  r:r 

hieraus       «in  ß  =  - — -  »in  a 


größer 

der  Halbmesser  des  Spiegels  ist,  oder 
je  näher  der  Axe  Ec  die  Strahlen 
einfallen  ,  desto  näher  kommt  et  -  b 
=  dem  halben  Spiegelhalbmesser  =  \r. 
Ist  beides  vereinigt,  ist  der  Hohlspie- 
gel möglichst  flach  und  von  gerin- 
gem Umfange,  so  ist  et=b  für  sämmt- 
licho  parallel  einfallende  Strahlen 
=  \r  zu  setzen.  In  jedem  Falle  hei- 
fseu  diejenigen  parallelen  Strahlen, 
deren  Focus  t  sehr  nahe  um  ir  vom 
Mittelpunkt  c  entfernt  ist,  centrale 
Strahlen,  und  deren  Vereinigungs- 

runkt  e  im  Abstände  \r  von  c  heifst  der 
laupt  brennpu  nkt  oder  Haupt- 
focus  und  soll  mit  F  bezeichnet 
werden. 


Jeder  andere  Brennpunkt  anderer  + 
mit  der  Axe  einfallender  Strahlen,  also 
solcher,  deren  Winkel  ß  wegen  ihrer  Grö- 

fsen  den  Quotient    .  .J*.  =  \r  •  ite ß 

nn  (2  ß) 

merklich  gröfser  als  }r  machen ,  liegt  dem 
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Spiegel  näher  als  der  Hauptfocus  F.  Der 
Nachtheil,  dads  sämmt liehe  parallel  auf 
einen  Spiegel  fallende  Strahlen  nicht 

fenau  in  einem  Punkte  vereinigt  wer- 
en  können,   heilst   die  sphärische 
Aberratio  n. 

Um  diese  Aberration  für  wissenschaft- 
liche Zwecke  möglichst  geringfügig  zu 
machen,  nimmt  man  nur  Spiegel  von  ge- 
ringer Ausdehnung,  von  6  bis  höchstens 
8°  im  mittleren  Kreisbogen,  so  dafs  die 
auf  den  Rand  fallenden  Strahlen  den 
Focua  in  Entfernung  {r-tec  4°  = 0,50048  xr 
haben. 

4.  Je  näher  der  leuchtende  Punkt  m 
(Fig.  711)  dem  Hittelpunkt  c  kommt, 
desto  gröfser  wird  der  /_  tr.  desto  kleiner 
Z_ß  und  desto  näher  rückt  der  Focus  e 
an  c.  Kommt  m  in  c  selbst,  so  wird 
ß  =  0  und  der  Strahl  ed  reflectirt  nach 
c  xurück.  Bewegt  sich  der  leuchtende 
Punkt  von  e  weiter  über  e  nach  E,  so 
werden  die  Strahlen  über  de  hinaus,  wie 
der  Strahl  ed  nach  dm,  reflectirt. 

Wie  bei  parallel  der  Axe  einfallenden 
Strahlen  (Fig.  712)  der  Oauptfocus  F  von 
allen  anderen  Vereinigungspunkten  wie 
e  dem  Mittelpunkt  e  am  nächsten  liegt, 
so  liegt  F,  wenn  ein  leuchtender  Punkt 
in  der  Axe  Em  (Fig.  711)  sich  befindet, 
von  allen  anderen  ad  2  gedachten  Ver- 
einigungspunkten wie  e  am  entferntesten ; 
nnd  ist  nur  von  centralen  Strahlen  die 
Rede,  so  wird  jeder  Strahl  wie  Fdy  wenn 
nämlich  der  leuchtende  Punkt  über  e  bis 
nach  F  sich  bewegt,  nach  lauter  mit  der 
Axe  Km  parallelen  Linien  reflectirt,  wie 
dm,  Fig  712. 

Bringt  man  endlich  den  leuchtenden 
Punkt  e  noch  weiter  über  F  hinaus  nach 
dem  Spiegel  zu ,  so  hat  man,  für  die  con- 
stanten  Punkte  e,  F  und  e  den  beliebi- 
gen  Punkt   d  im  Spiegel  genommen, 

Fig.  713. 


Z.cdf=tt  gesetzt,  die  durch  d  mit  der 
Axe  parallele  Linie  dh,  als  den  Strahl 
gezogen,  in  welchem  ein  Strahl  Fd  re- 
flectiren  würde,  /IWc  =  Z.cdF=Z. dce=u. 

Der  von  dem  leuchtenden  Punkt  e  nach 
d  geworfene  Strahl  reflectirt  nach  dk, 
wenn  Z.  kdc  =  /_  edc ,  oder  wenn  Z.kdk 
-  /_  edF  s  ß. 

Verlängert  man  nun  kd  rückwärts  bis 
o  in  die  Axe  cg ,  so  ist  auch  ✓  kge  =  ß. 
Fällt  man  von  c  auf  gk  ein  Loth ,  so  ist 
dieses  sowohl  =  gcx»inkgct  als  auch 
de  x  tin  kde  oder  gc  sin  ß  =  r  *  in  («  +  ß). 

Und  diese  Gleichung  gilt  für  jedes 
Loth  aus  r  auf  irgend  eine  von  g  aus 
durch  einen  anderen  Punkt  als  d  in  AB 
gezogene  gerade  Linie,  wofern  die  Strah- 
len aus  F  dahin  als  reflectirte  Strahlen 
centraler  Strahlen  wie  kd  betrachtet  wer- 
den. Der  Punkt  g  ist  also  näherungs- 
weise constant  nnd  bildet  den  hinter  dem 
Spiegel  liegenden  Punkt,  in  welchem  die 
divergirenden  reflectirten  Strahlen  wie 
dk  sich  vereinigen  oder  schneiden. 

5.  Was  von  leuchtenden  Punkten  gilt, 
die  in  der  Axe  des  Spiegels  liegen,  gilt 
auch,  in  Beziehung  auf  deren  Reflexion, 
von  Punkten  aufserhalb  der  Spiegelaxe: 
Gesetzt  Ee  seien  die  Spiegelaxen,  Hg.  711 
nnd  712  Wenn  nun  Fig.  712  m  ein 
leuchtender  Punkt  aufserhalb  dieser  Axe 
ist ,  so  ziehe  mau  den  Strahl  mf  durch 
den  Mittelpunkt  c,  und  der  um  mf  als 
Axe  sich  bildende  Strahlenkegel  wird  sich 
so  verhalten,  wie  der  um  m£,  welcher 
Fig.  711  betrachtet  worden  ist,  und  die 
von  dem  Kegel  um  mf  reflectirten  Strah- 
len werden  sich  in  einem  Punkt  schnei- 
den, der  in  mf  eben  so  gelegen  ist,  wie 
der  Punkt  e  in  der  Axe  cE. 

6.  Wie  durch  einen  Hohlspiegel  Bilder 
erzeugt  werden,  ist  ans  Fig.  714  zu  ent 
nehmen. 

Es  sei  AEB  ein  sphärischer 
Hohlspiegel,  C  sein  Mittel- 
punkt, EY  dessen  Axe,  F 
dessen  Hauptfocus,  also  EF 
-CF=  \r. 

Ein  Gegenstand  xy  (zur 
Hälfte  über  der  Axe  darge- 
stellt) sei  zwischen  dem  Mit- 
telpunkt C  und  dem  Haupt- 
focus F  aufgestellt. 

Der  Punkt  y  in  der  Axe 
wirft  einen  Strahl  yE  nach 
dem  Scheitel,  welcher  in  der- 
selben Axe  EY  zurückgewor- 
fen wird.  Alle  übrigen  von 
y  aus  nach  dem  Spiegel  ge- 
worfenen Strahlen,  wie  der 
Strahl  yR ,  reflectiren  nach 
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Linien  HY,  so  dafs  jedesmal  yll  und 
YH  mit  der  Normale  LH  gleiche  ZyHC 
und  YHC  bilden;  und  für  Punkte  sehr 
nahe  der  Axe  treffen  diese  reflectirten 
Strahlen  sehr  nahe  in  dem  Punkt  )  zu- 
sammen, so  dafs  Y  das  Bild  des  Punkts 
y  ist. 

Der  Endpunkt  x  des  Gegenstandes 
wirft  ebenfalls  auf  alle  Punkte  des  Spie- 

§els  Strahlen.  Von  diesen  reflectirt  der 
trahl  tH  nach  der  Richtung  der  Nor- 
male in  sich  zurück,  also  in  die  Richtung 
HX.  Der  Strahl,  welchen  x  nach  D  ± 
mit  der  Axe  wirft,  reflectirt  nach  dem 
Hauptfocus  F  und  geht  in  gerader  Linie 
fort,  bis  er  sich  mit  dem  reflectirten 
Strahl  HX  in  dem  Punkt  X  Tereinigt. 
In  X  werden  auch  die  aus  x  nach  den 
übrigen  Punkten  des  Spiegels  gehenden 
und  dort  zurückgeworfenen  Strahlen  ge- 
sammelt. Wie  mit  den  Endpunkten  x 
und  y  ist  es  mit  allen  zwischenliegenden 
Punkten  und  AT  ist  das  gröfsere  Bild 
des  kleineren  Gegenstandes  xy. 

Wenn  also  der  Gegenstand  vor 
den  Spiegel  zwischen  dem  Mittel- 
punkt und  dem  llauptfocus,  d.  h. 
in  einer  Entfernung  von  gröfscr 
als  |r  und  kleiner  als  r  gestellt 
wird,  so  entsteht  ein  vergrößer- 
tes verkehrtes  Bild. 

Wenn  man  dagegen  den  grösseren  Ge- 
genstand >  A  aufstellt,  so  geschehen  die 
Abspiegelungen,  dessen  Punkte  und  die 
Zurück werfungen  der  Strahlen  auf  die 
entgegengesetzte  Weise  und  es  entsteht 
das  Luftbild  xy. 

Wenn  also  der  Gegenstand  vor 
den  Spiegel  in  gröfserer  Entfer- 


nung als  dessen  Mittelpunkt  ge- 
stellt wird,  so  wird  zwischen  dem 
Mittelpunkt  und  dem  Hauptfocus 
ein  verkehrtes  verkleinertesBild 
durch  den  Hohlspiegel  erzeugt. 

Wenngleich  eine  grofse  Menge  roflec- 
tirter  Strahlen  nicht  genau  in  der  Ebene 
YXt  im  zweiten  Fall  in  der  Ebene  yx 
sich  schneiden  und  dadurch  das  Bild  zum 
Theil  verwischen  und  undeutlich  machen, 
so  ist  dennoch  die  Anzahl  der  in  diesen 
Ebenen  genau  sich  vereinigenden  Strah- 
len, diejenigen  nämlich,  welche  sehr  nahe 
der  Axe  den  Spiegel  treffen,  grofs  genug, 
um  von  dem  Gegenstände  ein  ninreicbend 
correctes  Bild  zu  geben. 

Die  Vergröfserung  und  die  Verkleine- 
rung des  Gegenstandes  ergibt  sich  aus 
folgender  geometrischen  Betrachtung: 

Fällt  man  aus  D  das  Loth  DG  auf  die 
Axe,  so  hat  man  in  den  Dreiecken  OGF 
und  XYF 

DG\XY  =  FG  :  FY 
oder         xy.XY=FG.FY  (1) 
und  in  den  Dreiecken  cxy  nnd  eXY 

xy:XY  =  Cy.CY  (2) 
Hieraus  FG  i  FY  =  Cy  :  CY  (3) 
Da  nun  dio  Bilder  nur  für  sehr  nahe 
an  den  Axeupunkt  E  auf  den  Spiegel 
fallende  Strahlen  in  ihren  Ebenen  be- 
stehen, so  kann  man  FE  für  FG  setzen, 
und  dann  ist  FG  =  JFC=  jr 

FY  =  \r  +  CY=  Jr  +  & 
Cy  =  a  gesetzt: 

mithin  aus  3 


woraus 


\  t  >•  b  —  a  :  b 
r  —2a 


±-2 
a 


(4) 

CO 
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a  - 


br 
r+26 


T+2 


Aus  Gl.  2  ist 

xy:XY  =  a:b 
Die  Formeln  5  und  6  zu  Hälfe  gibt 
r 


dem  Spiegel  ein  Bild,  n nd  zwar  ein 
W  aufrechtes  Bild. 

Denn  von  den  Strahlen ,  welche  Fig. 
715  der  Punkt  x  auf  den  Spiegel  wirft, 
reflectirt  der  Strahl  xE  nach  EG,  wenn 


(7) 


Fig.  715. 


XY  = 


r  —  2a 


(8) 


(9) 


Formel  5  und  6  bestimmt  die  gegen- 
seitige Entfernung  der  Bilder  von  dem 
Mittelpunkt  des  Spiegels,  Formel  8  und 
9  den  Grad  deren  Vergröfserung  und 
deren  Verkleinerung. 

Aus  Formel  5  erhellt,  dafs  bei  einerlei 
r,  also  bei  demselben  Spiegel  a  immer 
kleiner  sein  mufs  als  }r,  wenn  eine  Stelle 
für  das  Bild  XY  von  einem  Gegenstand 
xy  möglich  sein  soll.  Für  a  =  0  wird 
auch  6  =  0;  d.  b.  ein  im  Hittelpunkt  C 
aufgestellter  Gegenstand  fällt  mit  seinem 
Bilde  zusammen. 

Ferner  sieht  man,  dafs  für  a  =  ^r, 

6  =  —  sc  oo  wird.    D.  h.  wenn  ein  Ge- 
0 

genstand  in  dem  Hauptfocus  aufgestellt 
wird,  so  entsteht  in  unendlicher  Entfer- 
nung erst  das  Bild,  und  dieses  wird  nach 
Ol.  8  ebenfalls  unendlich  grofs.  Wird 
a  >  \  r,  d.  h.  stellt  man  den  Gegenstand 
zwischen  den  Hauptfocus  und  den  Spie- 

rl,  also  innerhalb  der  Linie  FF.  so  ist 
negativ,  es  erscheint  links  vom  Mittel- 
punkt C  (s.  No.  7). 

Aus  6  geht  die  Stelle  des  verkleiner- 
ten Bildes  xy  hervor,  wenn  die  Stelle 
des  gröfseren  Gegenstandes  XY  gege- 
ben ist. 

Für  6=0,  d.  h.  wenn  XY  in  dem  Mit- 
telpunkt C  aufgestellt  ist,  wird  a  eben- 
falls =  0,  Gegenstand  und  Bild  fallen  in 
C  zusammen.  Für  6  =  r  wird  a  =  4r,  d. 
h.  wenn  der  Gegenstand  in  dem  doppel- 
ten Abstand  CE  aufgestellt  wird,  ent- 
steht das  Bild  von  C  ab  links  in  Ent- 
fernung JCÄ.  Für  6  =  co  wird  a  =  |r, 
d.  h.  das  Bild  xy  entsteht  in  F. 

Formel  8  gibt  den  Grad  der  Vergrö- 
fserung, Formel  9  den  Grad  der  Verklei- 
nerung des  Gegenstandes  durch  das  Bild. 
Für  a  =  0  und  für  6  =  0  ist  das  Bild  dem 
Gegenstande  gleich,  für  a  =  \r  wird  die 
Vergröfserung  unendlich.  Von  a  =  0  bi* 
m-  br  wächst  also  das  Bild  fortdauernd. 

7.  Wenn  man  den  Gegenstand  xy  zwi- 
schen den  Hauptfocus  F  und  den  Schei- 
tel des  Spiegels  stellt,  entsteht  hinter 

III. 


/_xEF-/^_GEF\  der  mit  der  Axe  pa- 
rallele Strahl  xH  reflectirt  durch  den  Fo- 
cus  F;  da  wo  beide  reflectirten  Strahlen 
HF  und  EG  sich  schneiden,  bildet  sich 
das  Bild  des  Punkts  x,  also  hinter  dem 
Spiegel  in  A",  und  XY  ist  das  Bild  xy. 
Es  entsteht  also  ein  Bild  hinter  dem  Hohl- 
spiegel wie  beim  Planspiegel,  nurdafs 
jenes  vergTÖfsert  erscheint.  Ein  gebräuch- 
licher Hohlspiegel  für  diese  Wirkung  ist 
der  Rasirspiegel. 

Die  Gröfse  der  Entfernung  des  Bildes 
und  den  Grad  dessen  Vergröfserung  fin- 
det man  aus  den  Formeln  No.  6,  wenn 
man  darin  a>  \r  setzt. 

Homocentrlsch ,  s.  v.  w.  „concen- 
trisc  h\ 

Homogen,  s.  v.  w.  „gleichartig-. 

Homolog,  (o«oio)'oc,  einstimmig)  sind 
Gröfsen,  wenn  sie  in  Beziehung  auf  Stel- 
lung oder  Lage  übereinstimmen ,  als  die 

5 leichnamigen  Glieder  einer  Proportion, 
ie  gleichen  Seiten  in  congruenten,  die 
gleichliegenden  Seiten  und  Diagonalen 
in  ähnlichen  Figuren. 

Horizont,  s.  „astronomischer  Ho- 
rizont" mit  Fig.  92,  pag.  146.  In  die- 
sem Artikel  ist  die  normal  auf  der  Schei- 
tellinie OZ  eines  Ortes  0  der  Erdober- 
fläche durch  den  Ort  0  gelegte  Ebene 
AM  als  der  scheinbare  Horizont, 
die  mit  dieser  Ebene  durch  den  Mittel- 
punkt C  der  Erde  *  gelegte  Ebene  A'M ' 
als  wahrer  oder  astronomischer  Ho- 
rizont erklärt  worden,  und  beide  Hori- 
zonte beziehen  sich  auf  die  Gestirne  und 
deren  Bewegungen. 
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Für  die  Feldmefskunst  dagegen,  wo 
man  von  Ort  zu  Ort  mifst,  woraus  Land- 
karten und  Erdgloben  hervorgehen,  hat 
man  die  terrestrischen  Horizonte  aller 
Orte  vor  Augen  zu  nehmen,  und  es  ist, 
wenn  man  die  Erde  als  einen  regelmä- 
ßigen Körper,  als  eine  Kugel  oder  als 
ein  Sphäroid  betrachtet,  der  wahre  Ho- 
rizont aller  Orte  die  in  sich  abge- 
schlossene Erdoberfläche  selbst. 

Hat  man  Fig  71 6  nur  mit  einem  Ort 
D  zu  thun,  so  kann  mau  die  durch  D 
normal  auf  den  Erdhalbmesser  CD  ge- 
legte Ebene  AB  nicht  die  durch  den  Erd- 
mittelpunkt C  gelegte  Ebene  GJ  als  wah- 
ren Horizont  ansehen  und  es  geschieht 
dies  auch.  Hat  man  dagegen  zwei  Orte 
D  und  E  in  geometrische  oder  geogra- 
phische Beziehung  zu  bringen,  so  ist  der 


Kreisbogen  DE  der  wahre  Horizont 
von  D  und  E,  die  Tangenten  BF  und 
GF  sind  die  scheinbaren  Horizonte 
von  D  und  von  E.  Der  Ort  E  liegt 
unter  dem  scheinbaren  Horizont  von  D, 
und  der  Ort  D  unter  dem  scheinbaren 
Horizont  von  E,  weil  D  von  E  aus  und 
E  von  D  aus  nicht  gesehen  werden  kann. 

Theoretisch  betrachtet  kann  ein  in  // 
befindliches  Auge  gar  nicht  um  sich  se- 
hen. Nimmt  man  die  Augenhöhe  FH 
eines  Menschen  5  Fufs  an,  so  sieht  man 
rund  herum  nur  auf  die  Länge  der  Tan- 
gente I  I)  ,  die  jenseits  D  liegenden  Punkte 
bleiben  unter  dem  Augenhorizont. 

Setzt  man  den  r  DCF=a,  den  Halb- 
messer CD  der  Erde  =  r,  so  ist 
DF=rlga 


und 


«  =  arc  sec 


(cd) = arc  °er  (rir) = are  cot  (r  + 


Nun  ist  r  =  860  geogr.  Meilen  zu  23642  preufs.  Fufs,  mithin 


log  co»  u  —  log  ■ 


20332120 


20332125 


—  =  0,990  99989  -  10 


woraus  «=0°2'60" 

und    log  lg  2'  50"  =  6,9160239  -  10 

hierzu  log  r  =7,3081827 

gibt  log  DF=  4,2242166 

woraus  DF=  16758  preufs.  Fürs. 

Es  ist  arc  2'  50"  =  0,000824183  . . 
mithin         log  a  -  0,9160238  -  4 
hierzu  log  r  =  7,308 1 827 

gibt  %  Bogen  Dil  =  4,2242065 
hieraus         DH=  16757 

Fig.  716. 


A 


Demnach  ist  für  Strecken  von  16  bis 
17000  Fufs  der  Bogen  =  der  Tangente, 
d.  h.  die  wahre  Horizontale  =  der  schein- 
baren zu  setzen. 

Horizontal  ist  was  sich  auf  den  Hori- 


zont bezieht  und  was  innerhalb  der  Ho- 
rizontalebene  eines  Orts  der  Erde  oder 
parallel  mit  derselben  gelegen  ist :  Ein 
ruhender  Wasserspiegel  ist  horizontul, 
die  Turbine  ist  ein  horizontales  Wasser- 
rad, weil  es  sich  um  eine  lotbrechte  Welle 
herumdreht. 

Horizontalebene  eine  Ebene  die  hori- 
zontal ist. 

Horizontallinie  eine  gerade  Linie  die 
horizontal  ist. 

Horizontalparallaxe,  s.  u.  „Höheu- 
p  a  r  a  1 1  a  x  e  *. 

Horizontalprojection.  Hieruuter  ver- 
steht man  das  auf  eiue  horizontale  Ebene 
geworfene  Bild  einer  aufserhalb  dieser 
Ebene  befindlichen  geometrischen  Gröfse, 
indem  man  von  sammtlicben  Punkten 
der  (iröfse  Lothe  auf  die  Ebene  fällt, 
welche  mit  ihren  Standpunkten  daselbst 
das  Bild  markiren. 

Die  Horizontalprojection  eines  Punkts 
ist  der  Endpuukt  des  Loths  von  diesem 
Punkt  auf  die  Horizontalebene,  desglei- 
chen von  einer  lothrechten  Linie  der 
Punkt,  welcher  durch  die  Verlängerung 
dieser  Linie  auf  die  Ebene  trifft.  Fig. 
585  nag.  3  ist  C  die  Horizontalprojection 
des  Punkts  A  auf  der  Ebene  PQ,  des- 
gleichen die  H.-P.  der  lothrechten  Linie 
AC.  Von  einer  mit  der  Ebene  PQ  (Fig 
586)  parallelen  also  horizontalen  Lim* 
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AE  entsteht  die  ihr  gleich  grofse  Hori- 
zontalprojection, wenn  man  von  deren 

Endpunkten  A,  E  Lothe  ACt  EF  auf  die 
Ebene  fällt  und  deren  Endpunkte  C,  F 
durch  eine  gerade  Linie  CF  verbindet. 
Von  einer  schräg  gegen  die  El>ene  lie- 
genden geraden  Linie,  wie  AL,  Fig.  584, 
erhält  man  gleichfalls  die  Protection  durch 
die  Lothe  AC  und  LM  aus  deren  End- 
punkten in  der  geraden  Linie  C  M,  welche 
kürzer  ist  als  die  gegebene  Linie  AL  und 
um  so  kürzer,  je  schräger  AL  ist. 

Von  einer  Curve  ist  die  P.  auf  der 
Ebene  nur  dann  eine  gerade  Linie,  wenn 
die  Curve  in  einer  senkrechten  Ebene 
liegt,  und  man  hat  dann  nur  nöthig,  de- 
ren Endpunkte  zu  projiciren  Liegt  die 
Curve  in  einer  der  Ebene  parallelen  Ebene, 
so  ist  die  Projection  genau  gleich  der 
gegebenen  Curve;  liegt  sie  in  eiuer  schrä- 
gen Ebene  und  man  fällt  von  möglichst 
vielen  Punkteu  der  Curve  Lothe  auf  die 
Ebene,  so  entsteht  durch  Zusammenzie- 
hung der  Endpunkte  eine  Curve  von  zu- 
sammengedrängter, vou  verkürzter 
Form  auf  der  Ebene. 

Geradlinige  Figuren  werden  auf  eine 
Ebene  projicirt ,  indem  man  aus  deren 
Eckpunkten  auf  die  Ebene  Lothe  füllt 
und  die  Endpunkte  derselben  durch  ge- 
rade Linien  verbindet.  Krummlinige  Fi- 
guren werden  wie  Curven  projicirt.  Ein 
Körper  wird  auf  eine  Ebene  projicirt,  in- 
dem man  längs  dessen  Grenzen  lothrechto 
Tangenten  fällt,  deren  Endpunkte  auf 
der  Ebene  durch  Linien  zusammengezo- 
gen werden. 

In  der  Feldmefskunst  werden  schräge 
Linien  durch  Rechnung  auf  die  Horizon- 
tale projicirt ;  jede  Projection  einer  schrä- 
gen geraden  Linie  ist  =  dieser  Linie  mal 
dem  Cosinus  des  Elevations-  oder  De- 
pressiouswinkels 

Für  Nivellements  ist  zu  beachten,  dafs 
an  jedem  Stationspunkte  durch  dio  Li- 
belle das  wirkliche  Loth,  also  auch  die 
wahre  Horizontale  markirt  wird,  so  dafs 
mit  sehr  weiten  Strecken  die  Summe 
aller  Horizontalen  eine  Kreislinie  ist. 

Horizontalwinkel  ist  ein  Winkel,  des- 
sen Scheukel  in  einer  horizontalen  Ebene 
liegen. 

Hab  (Mech.)  ist  die  in  gerader  Linie 
gemessene  Länge,  in  welcher  eine  hin- 
und  hergehende  Bewegung  geschieht.  Hei 
einer  doppelt  wirkenden  Dampfmaschine 
ist  der  Hub  die  Länge,  um  welche  der 
Dampfkolben  jedesmal  auf-  und  jedesmal 
niedereteigt ;  desgleichen  bei  einem  Sage- 
>,  um  welche  es  mit  der 


Säge  zur  Vollführung  des  Schnitts  ab- 
wärt* bewegt  wird.  Bei  Maschinen,  wel- 
che während  des  Hingangs  dieselbe  Kraft 
äufsern ,  wie  während  des  Hergangs  heifst 
ein  Hin-  und  Hergang  ein  Doppelbub. 
Bei  Sägen  findet  solcher  nicht  statt,  weil 
die  Säge  beim  Aufgang  leer  geht. 

Hubverlust  ist  der  Theil  des  Hubes, 
hei  welchem  keine  Wirkung  der  Maschine 
erfolgt.  Ein  Grund  für  einen  möglichen 
Hubverlust  liegt  in  der  mangelhaften  Con- 
struetion  der  zur  Bewegung  gehörenden 
Maschinentheile ,  indem  sie  nicht  genau 
und  unverrückt  mit  einander  schliefsen, 
sondern  lose  und  wackelig  sind,  so  dafs 
am  Anfange  des  Hubes  die  Bewegung 
leer  geschieht,  bevor  der  zum  Effect 
wirksame  Maschinentheil  (der  Dampfkol- 
ben, die  Säge)  zu  seiner  Bewegung  in 
Angriff  genommen  wird. 

Ein  zweiter  Grund  ist  die  unsichere 
Lagerung  oder  Aufstellung  der  Körper, 
welche  durch  die  Maschine  in  Angriff 
genommen  werden  sollen,  wenn  z.  B.  der 
zu  zersägende  Block  auf  Unterlagen  ruht, 
die  beim  Angriff  der  Säge  sich  biegen 
und  der  Block  auf  einen  Theil  des  Sä- 
genhubes ausweicht  ohne  zerschnitten  zu 
werden. 

Es  gibt  aber  auch  natürliche  nicht  zu 
umgehende  Hubverluste,  z.  B.  bei  Pum- 
pen in  der  Zeit,  welche  ein  geöffnetes 
Ventil  nöthig  hat  sich  zu  schliefsen ,  wäh- 
rend welcher  nun  ein  Theil  des  in  den 
Pumpenkörper  zur  Weiterförderung  ein- 
gesogenen Wassers  entweicht  und  wäh- 
rend welcher  der  Pumpenkolben  einen 
Theil  seines  Hubes  also  nutzlos  voll- 
bringt. 

Hülfslinien  sind  Linien,  welche  man 
für  Figuren  zu  Hülfe  nimmt,  um  den 
Beweis  der  Richtigkeit  eines  geometri- 
schen Satzes  zu  führen.  So  sind  pag. 
324,  Fig.  570  dio  geraden  Linien  BF, 
CE,  EF  Hülfslinien,  um  zu  beweisen, 
dafs  in  ähnlichen  Dreiecken  die  homolo- 
gen Seiten  mit  einander  in  Proportion 
stehen. 

Hof,  Hufabschnitt,  Huffläche,  s.  .Cy- 

lindrischer  Hufabschnitt*. 

Hydraulik,  ist  derjenige  Theil  der  an- 
gewandten Mathematik  (s.  d.),  welcher 
sich  mit  der  Kraft  und  der  Wirkung  des 
bewegten  Wassers  beschäftigt.  Die  Haupt- 
theile  dieser  Wissenschaft  besteben: 

1.  In  der  Bestimmung  der  Geschwin- 
digkeit und  der  Wassermenge  beim 
Ausflufs  des  Wassers  aus  Oeffnungen  je 
nach  der  Druckhöhe,  der  Gröfse,  Form 
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und  Lage  der  Ansflufsöffnung.  Dieser 
äufserst  wichtige  Theil  der  Hydraulik  ist 
in  den  beiden  Art.:  „Ausflufs  tropf- 
barer Flüssigkeiten"  und  „Aus- 
flufs  des  Wassers"  u.  s.  w.  Bd.  L, 
pag.  215  bis  pag.  230  abgehandelt  Fer- 
ner sind  die  Art.  „Contraction  des 
Wasserstrahls"  und  „Contractions- 
coefficient",  Bd.  IL,  pag.  125  mit  zu 
Hülfe  zu  nehmen. 

Zu  dieser  Hauptabtheilung  gehört  noch 
die  Bestimmung  der  Zeit  bei  tüllung  von 
Gefäfsen  mit  Wasser  und  bei  Ausleerung 
derselben  durch  Oeffnungen  von  verschie- 
dener Form  und  Lage  und  während  fort- 
dauernden Zuflusses,  wiewohl  diese  Un- 
tersuchungen auch  zu  einer  zweiten  Haupt- 
abteilung der  Hydraulik  gemacht  wer- 
den. Das  Nothwendigste  hiervon  mit 
Zahleubeisnielen  findet  der  Leser  in  dem 
oben  erwähnten  Aufsatz,  Bd  pag.  221, 
No.  17,  .Ausflufs  des  Wassers  aus 
Oeffnungen  bei  veränderlicher 
Druckhöne.* 

2.  In  den  Gesetzen  bei  der  Bewegun- 
gung  des  Wassers  in  Flußbetten ,  Ka- 
nälen, Röhrenleitungen. 

3.  In  der  Bestimmung  der  Kraft  des 
Wassers  zum  Betrieb  von  Wasserrädern, 
Wassersäulenmaschinen  u.  s.  ir. 

Ferner  wird  noch  eiue  Hauptabtheilung 
für  die  Hydraulik:  „die  Lehre  von 
den  Wasser  heb  nngsmasc  hin  en"  an- 
genommen. Bei  diesen  aber  ist  das  Was- 
ser nicht  tbätig,  wie  bei  den  vorgenann- 
ten Abtheilungen,  sondern  ganz  leidend, 
weshalb  die  Wasserbebungsmaschinen  zur 
Maschinenlehre  zu  rechnen  sind. 

Hydraulische  Maschinen.  Hierunter 
werden  sowohl  die  Wasserhebungsma- 
schinen begriffen  als  auch  diejenigen  Ma- 
schinen, bei  welchen  das  Wasser  die 
bewegende  Kraft  ist.  Zu  den  ersten  ge- 
hören die  Pumpen ,  Wasserschnecken, 
Springbrunnen  u.  s.  w. ,  zu  den  letzten 
die  Wasserräder,  die  Reactionsräder,  Säu- 
lenmaschinen. 

Hydraulische  Presse.  Der  gebräuch- 
liche aber  uneigentliche  Name  für  hy- 
drostatische Presse,  weil  deren  Prin- 
eip  auf  einem  hydrostatischen  Gesetze 
beruht,  nämlich  auf  dem  Gesetz,  dafs  in 
zweien  mit  einander  communicirenden 
Röhren  von  gleichem  und  von  unglei- 
chem Querschnitt,  Wasser  mit  beiden 
Spiegeln  in  der  Waage  steht,  ein  Ge- 
setz, welches  in  dem  Art:  „Druck,  hy- 
drostatischer", Bd.  IL,  pag.  332,  nä- 
her erörtert  ist. 

Nebenstehend  sind  2  mit  einander  com- 


municirende  Röhren  vor  den  ungleichen 
Querschnitten  A  und  a.  Wenn  Wasser 
hineingegossen  wird,  so  stellt  es  sich  in 

Fig.  717. 


beiden  Röhren  in  die  Waage,  die  gröfsere 
Wassermenge  in  A  ist  mit  der  kleineren 
in  a  im  Gleichgewicht.  Bedeckt  man 
den  Wasserspiegel  in  A  mit  einer  Platt» 
and  beschwert  dieselbe,  giefst  in  die  kleine 
Röhre  so  viel  Wasser  hinzu ,  dafs  es  auf 
die  Höhe  h  ansteigt,  so  würde  in  die 
Röhre  vom  Querschnitt  A  ebenfalls  4 
Fufs  Wasser  eingegossen  werden  müssen 
um  dem  Wasser  in  der  kleinen  Röhre 
das  Gleichgewicht  zu  halten.  Ist  y  Pfuud 
das  Gewicht  einer  Cubikeinheit  Wasser, 
sind  also  in  der  kleinen  Röhre  ahy  Pfund 
Wasser,  so  halten  in  dem  grofsen  Ge- 
fäfs  Ahy  Pfund  Wasser  jenem  Wasser 
das  Gleichgewicht.  Folglich  hat  man  die 
Platte  über  A  mit  dem  Gewicht  Ahy 
Pfund  zu  beschweren,  wenn  der  Wasser- 
spiegel über  a  in  Ruhe  bleiben  soll.  Das- 
selbe statische  Gleichgewicht  findet  statt, 
wenn  man  anstatt  h  Fufs  Wasser  in  a 
zu  giefsen  den  Wasserspiegel  über  a  mit 
einer  Platte  bedeckt  und  diese  mit  dem 
Gewicht  ahy  beschwert. 

Beide  sich  Gleichgewicht  haltende  Ge- 
wichte ahy  und  Ahy  verhalten  sich  wie 
die  Röhrenquerschnitte  a  und  A.  Man 
kann  demnach  bei  einer  Wasserunterlage 
mit  einer  auf  die  über  a  befindliche  Platte 
wirkenden  Kraft  /'  auf  den  über  A  be- 
findlichen Wasserspiegel  und  mittelst 
diesem  auf  die  darauf  gelegte  Platte  von 

unten  nach  oben  einen  Druck  Q  —  ~  P 

a 

ausüben. 

Dieses  Princip  bildet  die  hydraulische 
Presse:  Man  construirt  die  Röhre  a  als 
eine  vereinigte  Saug-  und  Druckpumpe, 
in  der  waagerechten  Verbiodungsröbre 
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zwischen  «  and  A  befindet  sich  ein  nach 
A  hin  bewegliches  Ventil,  die  Röhre  a 
ist  nach  unten  verlängert,  reicht  in  ein 
Gefäfs  mit  Wasser  and  ist  am  untersten 
Ende  mit  einem  8augventil  versehen. 
Beim  Aufzug  des  Kolbens  in  a  entsteht 
in  der  Rohre  ein  leerer  Raum,  der  auf 
den  Spiegel  des  Wassers  im  Kasten  wir- 
kende atmosphärische  Luftdruck  öffnet 
das  Ventil,  treibt  das  Wasser  hinein  und 
fallt  den  leeren  Raum.  Beim  Niederdruck 
des  Kolben  wird  das  Säugventil  geschlos- 
sen, das  swischen  a  und  A  befindliche 
Druckventil  geöffnet,  in  A  Wasser  ge- 
trieben, welches  nun  mit  dem  —  fachen 

a 

der  Kraft  P  einen  Druck  ton  unten  nach 
oben  ausübt. 

Hydrodynamik,  s.  t  w.  „  H  y  d  ra  u  1  i  k ". 

Hydrometer,  s.  t.  w.  ,  Araeometer", 
auch  das  Araeometer  zur  Prüfung  des 


Hydrostatik  ist  derjenige  Theil  der  an- 
gewandton Mathematik,  welcher  sich  mit 
dem  Gleichgewicht  tropfbar  flüssiger  Kör- 
per unter  sich  und  mit  festen  Körpern 
beschäftigt. 

Die  Haupttheile  dieser  Wissenschaft 
umfassen : 

1.  Die  Bestimmung  des  Normaldrucks 
von  Wasser  gegen  feste  Wände. 

2.  Die  Bedingungen  für  das  Gleichge- 


wicht des  Wassers  mit  eingesenkten  Kör- 
pern. 

3.  Die  Bedingungen  für  das  Gleichge- 
wicht verschiedener  Flüssigkeiten  unter 
sich. 

Die  wichtigsten  hydrostatischen  Ge- 
setze sind  in  dem  Art.  „Druck,  hy- 
drostatischer" zusanimengefafst. 

Hydrostatischer  Drack,  s.  .Druck, 
hydrostatischer". 

Hydrostatische  Waage,  s.  v.w.  .Aräo- 
meter". 

Hyperbel  (Vergleiche  den  Art  , El- 
lipse") ist  eine  Linie  der  zweiten  Ord- 
nung oder  eine  Curve  der  ersten  Ciasee, 
indem  sie  einer  Gleichung  vom  2teu  Grade 
zugehört;  ferner  ist  sie  eine  Kegelschnitts- 
linie. Aus  beiden  Gesichtspunkten,  dem 
analytischen  und  dem  synthetischen  oder 
dem  arithmetischen  und  dem  geometri- 
schen ist  sie  bereits  in  diesem  Wörter- 
buch bebandelt 

In  dem  Art.  .Curven",  III  Abthei- 
lung, pag.  172,  ist  die  der  ganzen  Klasse 
von  Curven  zu  Grunde  liegende  allge- 
meine Gleichung  (1)  aufgestellt: 

ay*+bxy  +  cx*  +  dy  +  ex  +  f=0  (1) 

Nachdem  zuerst  die  Bedeutung  und 
der  Einflufs  der  einzelnen  Coefficienten 
gezeigt  worden,  ist  unter  der  Bedingung 
beliebig  grofser  Abscissen  (*)  der  Glei- 
chung die  Form  gegeben  (GL  9): 


■£-5[-(*+4H>-*«>+ 


2_(*d  -  2ae) 

x         +  x* 


und  die  beliebige  Gröfse  der  Abscisse  * 
bis  zur  Unendlichkeit  ausgedehnt,  wo 
dann  die  Glieder,  welche  x  im  Nenner 
haben,  als  Null  fortfallen  und  die  Glei- 
chung die  allgemeine  Form  annimmt 
(Gl.  10). 

±=~(-b±\V~iac)  (3) 

Hierauf  sind  für  sämmtliche  Curven 
derselben  Klasse  3  mögliche  Fälle  gozeigt : 

1.  4»>4a« 

2.  6»<4ac 

3.  *'  =  4ac 

woraus  nun  3  mögliche  Formen  von  Cur- 
ven nachgewiesen  worden,  welche  durch 
folgende  3  Gleichungen  (19,  20,  21  pag. 
175)  ausgesprochen  werden: 

1.  y*  =  Ax  +  Bx* 

2.  y'=Ax-  Bx* 

3.  y'  =  Ax 


Für  die  erste  und  die  3te  Gleichung 
sind  bei  unendlichen  Abscissen  auch  un- 
endliche Ordinaten  vorbanden,  für  die 
a weite  Gleichung  sind  für  unendliche  Ab- 
scissen Ordinaten  unmöglich.  Die  erste 
Gleichung  gehört  der  Hyperbel,  die  zweite 
der  Ellipse,  die  dritte  der  Parabel  an. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Hyper- 
bel, wenn  deren  Axe  die  Abscissen linie 
und  der  Scheitel  der  Anfangspunkt  der 
Abscissen  ist,  hat  man  also: 

y>  =  Ax+Bx>  (4) 

2.  In  No.  15,  pag.  176  ist,  um  auf  den 
Character  der  Kegelschnitte  specieller  zu 
kommen ,  Bezug  genommen  auf  den  Art. : 
.Brennpunkte  derKe  gelschnitt  o ", 
Bd.  I.,  pag.  420  mit  Fig.  257.  Hier  wer- 
den die  Constructionen  der  Kegelschnitte 
aus  dem  Kegel  bildlich  dargestellt  und 
die  HaupUormeln  für  dieselben  abgeleitet, 
wobei  die  Axen  als  die  Absässenlinien 
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mit  dem  Scheitel  F  als  Anfangspunkt  Hyperbeln  wird  No.  3  gefunden 

gelten    Die  Abtheilung  C  handelt  spe-  i„ 

ciell  Ton  der  Hyperbel.  FN  =  . co '* a    k  (n) 

Mit  Bezug  auf  die  Bezeichnung,  Fig.     n.       .        ""i"  . 
257  ist  die  rechtwinklige  Coordinaten-     Dlese  Axe  mit  2a  be«»lchnet,  erhalt 
gleichung  entwickelt  (pag.  422,  Ol.  1)  man 

Hier  ist  i  der  Durchmesser  EF  des  J£d.  man  diesen  Werth  von  ft  in 

Kegels  in  dem  Scheitel  F  der  Hyperbel,  01e*hVn£.b  el»{uhrt,  so  erhalt  man  die 
«  der  des  Axenquerschnitts  an  Jjchtwmtlige   Coordinatengleichung  der 

der  Kegelspitze  und  ft"  der  /flFJM,  den  5vPerbel  durfh  den  Parameter  p  und  die 
die  Hyperbelaxe  FJ"  mit  der  zu  dem  HauHta*e  «als  gegebene  Constanten  aus- 
Scheitel F  gehörenden  Kegelseite  AD  8edruckt: 

bildet.  y*  =  px  +  £-*'  (13) 

Oder  den  Cocfficieut  des  ersten  Glie- 
des  durch  p  ausgedrückt  (pag.  422,  Gl.  2) :     Ferner  erhält  man  die  Coordinatenglei- 
sin  (a  -  ß")   p  chung  durch  2  Axen  ausgedrückt ,  wenn 

y*  =  px+ — i_j-.c_f .  IL  xi       (6)  man  wie  bei  der  Ellipse  eine  Nebenaxo 
cot  \a       K  c  5jc|j  jenKt}  für  welche  ist: 

An  diese  Gleichung  knüpft  sich  der  2n  •  2«  -  2/»  •  • 

Grund  für  den  Namen  Hyperbel  (Ueber-  * ,  p 

schufslinie),  weil  das  Quadrat  der  Or-  v*  =  —  (2ax  +  zt)  (U) 

dinate  (y)  gröfser  ist,  als  das  Rectangel  a" 
zwischen  dem  Parameter  (p)  und  der  Ab-     Und  wenn  man  die  Mitte  der  groben 
scisse  (*).  ^xe  ai8  Anfangspunkt  der  Abscissen 

3.  Ferner  ist  nachgewiesen,  dafs  die  nimmt  und  d»©  Abscissen  mit  u  bezeich- 
durch  Rückwärts -Verlängerung  der  Axe  ne  » 

und  der  Hyperbelebene  in  dementgegen-  .  w 

gesetzten  Kegel  eine  zweite  Hyperbel  r "  a1  ^u  " 

entsteht,  welche  der  ersten  s»  ist   Denn     Aus  dieser  Formel  geht  wie  aus  For. 

setzt  man  für  diese  Hyperbel  ß,  for  ß",  mel  9  herror,  dafs  beide  entgegen  gesetzt 

dJe'Glei  hlaS  ^f86  HyP6rbel  lie*eDde  H^'beln  «ngSSOTÄ 

die  Gleichung  wie  6 :  für6  +  „  undr_  „  diesen>*  0r(Hnate  '  ent. 

yt  =  A,         *+  *»(*-/»,)"»,*,  steht. 

cos^a  ^       cos'Ua)  K  '     Vergleicht  man  Formel  4  mit  Formel 
Nun  wird  gefunden:  Mt  also 

ß,  =  a-ß"  (8)  y%  =  Ax  +  Bx* 

Diese  Werlte  in  Gl.  6  gesetzt  ergibt  so  erhält  man  wie  bei  der  Ellipse 
dieselbe  Gleichung  mit  5  A 

=  dieHanptaxe2«  =  _  (16) 

y'       cos  fr   T      co$\±a)            (   ;  a 

woraus  die  Congruen«  beider  Hyperbeln  Und  0,6  Nebenaxe  2c=yl  0?) 

herrorgeht.  Desgleichen  mit  Anwendung  Ton  For- 

4.  Die  Hanptaxe  (Fig.  257)  beider  mel  5  und  6.  8 

ofl_     co«  ja  cot«(|f,) 

#in(«-/J")      *»ll(«-^")«ny^"',  (!8) 

O      jlI  /  _   cot  |w  

"   ^«(«-^-^.lis(«-nP  (19) 

Die  beiden  Axen  2a  und  2e  verhalten  sich  also  wie  —  •  — 

  B  \B 

oder    2«:3c=l;  yB  =  co$fr:  ^tin  ß"  •  sin  (a"^/J") 
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Je  nachdem  das  dritte  Glied  gröl'ser  Eben  so  wie  für  die  Ellipse  (s.  „El- 
oder  kleiner  ist  als  das  4te,  ist  die  Haupt-  lipse",  No.  3  und  4,  pag.  39)  und  mit 
axe  gröfser  oder  kleiner  als  die  Nebcnaxo;  denselben  dort  angegebenen  Hülfsmitteln 
für  die  Gleichheit  beider  Glieder  wird  die  sollen  nun  hier  die  der  Hyperbel  ange- 
ll yperbel  gleichseitig.  hörenden  allgemeinen  Gleichungen  ge- 

5.  Die  Gleichungen  4  bis  C  für  die  ordnet  und  auf  Fig.  608,  pag.  40  bezogen 

Hyperbel  haben  die  Beschränkung,  dafs  zusammengestellt,  auch  noch  einige  an- 

die  Abscissenlinie  die  Axe  mit  dem  Schei-  dere  Fälle  hinzugefugt  werden, 

tel  als  Anfangspunkt  ist  und  daßi  dio  A  und  B  b<jdeuten  ^  Parameter  der 

Ordinalen  rechtwinklig  sind     Line  all-  allgemeinen  Gleichung  4 

gemeine  Gleichung  für  die  Hyperbel  ist  t-  a   j_  n  2 

aber  eine  solche,  die  eine  gejren  die  Axo  &  —Ax  +  üx 

ganz    beliebig   liegeude   Abscissenlinie,  ist  die  Axe,  A  der  Scheitel,  EF=  u 

einen  beliebigen  Anfangspunkt  hat  und  <*ie  Abaciase,  FD  =  %  die  Ordinate.  Die 

dessen  Ordinalen  einen  beliebigen  Win-  allgemeine  Gleichung  für  den  Hyperbel- 

kel  mit  der  Abscissenlinie  bilden     Nur  Punkt  D  (Art.  „Curven*,  pag.  177,  II. 

liegt  das  ganze  Coordinatensytstem  mit  Formel  30) 
der  Hyperbel  in  einerlei  Ebene. 

I.  [si**{ß  +  d)-Bcos*(ß  +  <T)]*9-  2  [$iu(ß  +  J)*in/?  +  B  cos  (ß  +  J)cotß)w 
+  («in  V  -  B  cos  V)  iis  -  [2$  «in  (ß  +  J)  sin  ß  +  A  cos  (ß  +  <T)  + 

-f  2B  cos  (ß  +  <f)  (p  -  g  cos  ß))  %  +  [2g  sin '/?  +  A  cos  ß  + 

+  2  B  cot  ß  (p  -  g  cos  ß)]  u  -f  0»  sin  *ß  -  A  (p  -  g  cos  ß)  -  B  (p  -  g  cos  fif  =  0 

Dreht  man  die  Abscissenlinie  CF  um  tel  A  entfernt.    Ist  dann  zl>'FC=t, 

C  in  die  Axe  ACt  ao  kommt  F  in  Ft  E  E'F  =  ut  D'F  =  t,  so  hat  man  für  den 

in       der  Anfangspunkt  E*  der  Abscis-  Hyperbelpunkt  D'  die  Gleichung  (pag. 

sen  ist  am  die  Länge  p-g  tom  Schei-  177,  II,  Formel  34) 

II.  («in»cf-l?co«»d)»«-  2Bcos3*%u-Bul-[A  +  2B{p-g)\cosS-% 

+  [A  +  2B(p-g))u-A(p-g)-B(p-g)>  =  0 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  p-g  =  0;  «=-«,  so  erhält  man  die  Gleichung 
für  die  in  der  Axe  liegende  Abscissenlinie,  für  den  Scheitel  A  als  Anfangspunkt 
der  Abscissen  und  den  Coordinatenwinkel  0*. 

III.  (sin  V-  Bcos  »<»)*'  +  2B  cot  * .  in  -  Bu*  -  A  cos  «f .  s  -  Au  -  0 

Nimmt  man  in  der  beliebigen  Entfer-  der  Axe  +  läuft,  der  Art,  dafs  die  Axe 

nung  E'L  =  k  eine  der  Axe  parallele  GJ,  zwischen  Curre  und  Abscissenlinie  liegt, 

verlängert  D'F  bis  G,  setzt  Oi>'  =  »',  so  Bezeichnet  man  die  Länge  AE'  =p  —  g 

ist  für  Gleichung  II.  D'F  =  » =  t'  —  F*G  mit  «,  zieht  Ton  E'  eine  gerade  Linie 

=  »'  -  k  cotec  ö.  EH  unter  dem  Coordinatenwinkel  E'HJ 

Setzt  man  daher  in  Gl.  II.  *  —  *  cosec  J  =  <f ,  so  ist  H  der  Anfangspunkt  der  Ab- 

fur  >,  so  erhält  man  die  Gleichung  wenn  scissen ,  für  den  Hyperbelpunkt  D'  ist 

die  Abscissenlinie  in  dem  Abstand  *  mit  dann  HG  =  u  und  die  Gleichung  ist: 

IV.  (ti»V-Äw#,J)»«-2Ä«)f d.tu-B** 

-  [(A  +  2Ä«  -  2Bkcotd)cos  J  +  2A  »in  J]  s  +  [A  +  2B (#  +  h  col  <T)]  u 
+  (1  -  B  cot  M)  A»  +  {A  +  2Ä«)  A  cot  o*  -  As  -  Bs*  =  0 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  *  =  0,  *  =  -«,  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Hyperbel  für  dieselbe  Abscissenlinie  GJ,  für  denselben  Coordinatenwinkel  ö  und 
mit  dem  unter  dem  Scheitelpunkt  A  belegenen  Anfangspunkt  M  der  Abscissen: 
V.  («in  «J  -  B  cos  «J) »'  +  2B  cos  J  •  *«  -  ffn»  -  [(/4  -  2ÄA  col  d)  co«  J  +  2*  «in  <D]  » 

—  (i4  -f  2Bk  cot  d)u  +  (l  —  B  cot  *d)  A>-|->4Ac»lJ=:0 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  A  =  0,  so  erhält  man  Gleichung  III. 

Setzt  man  in  Gleichung  IV.  für  k  den  Werth  -  *,  so  erhält  man  die  Gleichung 
unter  denselben  Bedingungen  mit  IV.,  nur  dafs  die  Abscissenlinie  in  dem  Ab- 
stand h  von  der  Axe  entgegengesetzt,  nämlich  nach  der  Curvenhälfte  zu  liegt. 
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VI.  (tin  V  -  B  cot  »J)  •»  -  2B  cot  6  •  tm  -  Bu*  -  [(A  +  2Bt  +  2 ßA  col  d)  co#  J 

-  24  tm  <f]  *  +  [A  +  2Ä  (#  -  4  col  d)]  «  +  ( l  -  *  col  M)  4» 

-  (4  +  2Ä*)  4  cot  6  -  A$  -  B*  =  0 

Setzt  man  in  diese  Gleichnng  4  tin  d  Z  d  =  90°,  so  erhalt  nian  Gleichungen 
für 4,  so  erhält  man  die  Gleichung,  Bd.  IL,  unter  denselben  Voraussetzungen,  nur 
pag.  177,  Formel  38.  dais  die  Ordinaten  mit  der  Axe  normal 

Setzt  man  in  den  vorstehenden  Glei-  8*nd* 
chnngen  1*.  bis  VI.  den  Coordinatenwin-     Aus  Gleichung  I.  entsteht: 
kel,  in  I.  Z  (/»  +  •')  =90°,  in  II.  bis  VI. 

VII.  »3  -  2  tin  ß  •  »«  +  («n  V  ~  B  co$  V) «'  -  2o  •«»  ß  •  *  +  L2*  »•»  V  +  A  cot  ß 
■+•  2Ä  oo«  ß(p~9  cot  0)j  *  +  o3  «»  *ß  —  A(j»  —  g  cot  ß)  -  ß  (p  —  g  cot  /J)'  =  0 

Aus  Gleiohung  II.  entsteht 

VIII.  *»  -  Ä«>  +  1^4  +  2ff  (p- c)J«  -  il(p  -  o)  -  Ä(p  -  o)»=  0 
Aus  Gleichung  III.  entsteht 

IX.  *S-ßli8-/U=:0 

Aus  Gleichung  IV.  entsteht 
X.  »'  -  Bu*  -  2A*  +  (A  +  2Bt)  u  +  4»  -  At  -  Bt*  =  0 
Aus  Gleichung  V.  entsteht 

XI.  ss  -  flu*  -  24s  -  Au  +  4»  =  0 
Aus  Gleichung  VI.  entsteht 

XII.  *'  -  Bu*  +  24>  +  {A  +  2fl*) «  +  4«  -  At  -  Ät«  =  0 

6.  Band  II.,  pag.  178,  No.  23  von  1.0  =  0  und  das  Glied  mit  »w  fällt  fort 
bis  VI.  sind  für  alle  Kegelschnitte  die  (Gl.  VIII.  bis  XU.). 
Werthe  der  in  der  allgemeinen  Gleichung  III.  Der  Coefßcient  c  von  u*  ist  eben- 
(1)  vorkommenden  Coefficienten  erwiesen  falla  nur  von  demselben  Winkel  ß  ab- 
und  angegeben.  Es  sollen  diese  Werthe  hängig  und  =  »in  *ß  —  B  cot  *ß. 
ffir  die  Hyperbel  allein  hier  zusammen-  yf0  die  Abscissenlinie  in  der  Axe  oder 
gosteUt  werden  und  zwar  in  Beziehung  derselben  *  liegt,  wird  c  =  -  B.  Dieser 
auf  No.  6  mit  Fig.  608  für  die  Gleichung  Coefficient  kann  nie  =  0  werden  und  das 
a*'  -j-  biu  +  cu*  +  dt  +  tu  +  f  =  0        Glied  mit  u*  kann  nie  ausfallen. 

I.  Der  Coefficient  a  ist  =  1,  wenn  .  IV-,  Der  Coefficient  d  von  *  bt  =  der 

ZDKC=iJ  +  ß),  d.  h.  der  Winkel,  den  doppelten  Entfernung  des  Anfangspunkts 

die  Ordinate  mit  der  Axe  bildet,  ein  Rech-  der  Abscissen  von  der  Axe;  negativ,  wenn 

ter  ist   Dividirt  man  daher  eine  mit  at*  die        zwischen  der  Hyperbelhälfte  und 

gegebene  allgemeine  Gleichung  für  die  der  Abscissenlinie  liegt  (GL  VII.,  X^  XI.), 

Hyperbel  mit  «,  so  verwandelt  man  die-  positiv,  wenn  die  Abscissenlinie  iwischen 

selbe  in  eine  Gleichung,  für  welche  die  «•« '  Axe  und  der  Hyperbelhälfte  liegt  (Gl. 

Ordinaten  mit  der  Hyperbelaxe  normal  XIL). ,        *•         die  Abscissenlinie, 

•ind  so  fällt  das  Glied  mit  >  fort. 


Da  diese  einfache  Operation  überall  v-  Der  Coefficient  c  von  «  hängt  von 
auszuführen  ist  nnd  die  übrigen  Coeffi-  3  Elementen  ab.  1.  Von  dem  Zfl  Ze- 
denten vereinfacht,  so  sollen  die  Glei-  *chen  der  Abscissenlinie  und  der  Axe. 
chungen  I  bis  VI.  für  die  Untersuchung  2-  Yon  d«r  Entfernung  E'A  des  Anfangs- 
der  Coefficienten  aufser  Betracht  bleiben.  PQnka  E  d««  Axe  projicir- 
Dio  letzten  6  Gleichungen  gehören  also  ten  Anfangspunkts  R  von  dem  Scbeitel- 
der  allgemeinen  Gleichung  an  ponkt  A  der  Hyperbel  und  3.  von  den 

s«  +  6»t*  +  cu1  +  <fs  +  eu  +  f=  0  t  ^eteADu  A  Und,  - B'  a'  a     a    c  i.  i 

T      n       fit  i  Ist  die  Abscissenlinie  die  Axe,  der  Schei- 

II.  Der  Coefficient  6  von  »«  ist  =  dem  tel  der  Anfangspunkt  der  Abscissen  (Gl. 

doppelten  negativen  8inns  des  Winkels  IX.),  oder  läuft  die  Abscissenlinie  mit 

iß)  zwischen  der  Abscissenlinie  und  der  der  Axe  +  und  ist  die  Protection  des 

Axe  (Gl.  VII).  Wo  die  Abscissenlinie  in  Anfangspunkts  auf  die  Axe  der  Scheitel 

der  Axe  oder  mit  derselben  *  liegt,  ist  A  (Gl.  XL),  so  ist  t  =  —  A. 
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Ist  die  Abscissenlinie  die  Axe  and  die 
Entfernung  des  Anfangspunkts  vom  Schei- 
tel «i-f««  (Ol.  Vni.),  oder  läuft  die 
Abscissenlinie  mit  der  Axe  |  und  ist  die 
Protection  des  Anfangspunkts   auf  die 
Axe  um  die  Länge  »  vom  Scheitel  ent- 
fernt (Gl.  X.,  XII.),  so  ist  e  =  A  +  QBs. 
_  In  Gleichung  VII.  ist  p  —g  cos  ß  =  #, 
für  A  und  B  stehen  deren  auf  die  Axe 
genommenen  Projectionen  A  cos  ßy 
Bcosß;  hierzu  kommt  das  Glied 
2gsin*ß,  und  es  ist: 
e  =  2g  s im  V  -f  A  cos  ß  -f  2Äf  cos 

VI.  Der  Coefficient  das  be- 
kannte Glied  wird  =0,  wenn  der 
Anfangspunkt  der  Ausrissen  ein 
Punkt  der  Hyperbel  ist  (Gl.  IX). 

Liegt  die  Abscissenlinie  +  der 
Axe  und  fällt  die  Projection  des 
Anfangspunkts  auf  die  Axe  in 
den  Scheitel  (Gl.  XL),  so  ist  f  = 
dem  Quadrat  des  Abstandes  A  bei- 
der Parallelen;  f-  K1. 

Liegt  die  Abscissenlinie  in  der 
Axe,  der  Anfangspunkt  der  Ausris- 
sen in  der  Entfernung  «  —  g  -  # 
Tom  8cheitel  (Gl.  VIII.),  so  ist 

r=-At-B**. 

Läuft  die  Abscissenlinie  in  der 
Entfernung  A  +  der  Axe  und  ist 
die  Projection  des  Anfangspunkts 
auf  die  Axe  um  »  von  dem  Schei- 
tel entfernt  (Gl.  X.,  XII  ),  so  ist 
f=k*-As-B*> 

8etxt  man  A»  -  As  -  £#>  =  0,  so 
erhält  nun  dasjenige  s  bei  gege- 
benem h  oder  dasjenige  A  bei  ge- 
gebenem #,  für  welches  der  Anfangs- 
punkt der  Abscissen  in  einem  Hyperbel- 
punkt liegt. 

Setat  man  in  der  allgemeinsten  Glei- 
chung VII.  die  Entfernung  g  sin  ß  des 
Anfangspunkts  Ton  der  Axe  =  A,;  die 
Entfernung  p  —  gcosß  der  Projection  des 
Anfangspunkts  Tom  Scheitel  =  #,  so  hat 
man  ganz  allgemein: 

f=k*~As-Bs* 

In  Band  IL,  pag  180,  No.  25  mit  Fig. 
634  wird  die  geometrische  Constrnction 
der  Parameter  /l  und  Ä  bei  gegebenem 
Kegel  gezeigt. 

Ferner  ist  pag.  181  ein  Beispiel,  wie 
aus  einer  gegebenen  allgemeinen  Glei- 
chung mit  Zanlencoefficienten  die  zuge- 
hörige Hyperbel  gefunden  und  geome- 
trisch construirt  wird. 

6.  Um  nun  speciellere  Untersuchungen 
über  die  Hyperbel  anzustellen  ist  an  die 
▼on  No.  1  bis  No.  4  aufgestellten  Glei- 


chungen 1  bis  19  anzuknüpfen  und  fort- 
zufahren : 

In  Fig.  718  ist  QDEF  eine  Hyperbel, 
E  deren  Scheitel,  MJ  deren  Axe,  ME  =  a 
=  der  halben  nauptaxe,  also  M  der  Mit- 
telpunkt zwischen  der  Hyperbel  QDEF 
und  der  links  ihr  entgegengesetzt  liegen- 
den Hyperbel  Für  den  Hyperbelpunkt 
D  ist  also  EG  =  x,  MG- u,  GD  =  y. 

Fig.  718. 


Berührt  LS  die  Hyperbel  in  D  und  ist 
DW  normal  auf  LS,  so  ist  07/dieTan- 

§ente,    DH  die  Normale,    TG  die 
ubtangente  und  HG  die  Subnor- 
male. 

Bd.  II.,  pag.  185  sind  die  allgemeinen 
Formeln  für  die  genannten  4  Linien  an- 
gegeben. 

Nun  hat  man  aus  Gl.  14: 

rx  =  ®y-—  a+  x 


/"*  = 


-2£ 


Also  dio  trigonometrische  Tangente  des 
c*   o  +  * 


Subtangente  TG  = 


(20) 


(21) 
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Tangente  DT=  ^  .  |  iTU1*?  =  ^  yf  +  («  +  *)'| 


(22) 


Sabnormalo  GH  =  fx>  f'x  =  -i  (a  +  *)  (23) 

Normale  DU  =  fx  |  TTÖ^?  =     Vc4  +  («>  +  c>)  y»  (M> 

Ist  ZW  der  Krümmungshalbmesser  r  für  2>,  so  hat  man  nach  Bd.  II.,  ptg 
188,  Ol.  9  bis  11,  nämlich  nach  Gl.  9: 


(25) 


r-  r* — =+  

Nach  GL  10,  die  Abscisse 

f'x  a*  c* 

Nach  01.11  die  Ordtaito 

!W  =  »»f  +  i±JG£.-£+iV  («) 
/  *  c* 

Nimmt  man  die  Abscissen  vom  Mittel-  2.  dals  die  Differenz  »wischen  der  Sub- 
pankt  Jf  der  Hyperbel  als  Anfangspunkt,  tangente  und  der  Abscisse  eine  endliche 
so  hat  man  Länge  ist;  die  Hyperbel  ist  als  Beispiel 

EG  =  MO  -  ME  genommen  und  nachgewiesen,  dafs  ihr 

n,\«r  »-«    „  eine  Asymptote  ankommt  und  dieselbe 

o,  ,  ».  "  für  die  der  Hyperbel  su  Grunde  liegende 

Gleichung  15  ist  Gleichung  y9=  a'x+  b'x*  construiri.  Es 

f=*.(Hi-ai)  ist  ohne  Hülfe  der  Differenziadrechnung 

a*  gefunden 
und  es  ist  nun  statt  Formel  20  bis  27:    gQbtang()  _  Ab,ds8e  =  2£_^£-, 


l9«  =  ~i  (28) 


Subtangente  TG  =  ?-Zi  (29)  -  + a*' 


Tangente     DT=^  tV+cV'-««  (30)  woraaB  ^  *  =  eo         DiffereM " 2t' 

Ist  (Fig.  718)  AfL  die  Asymptote,  so 
GH  =  —iU  (31)  ist  E  der  Anfangspunkt  der  Abscisse 


ngsi 

Af  der  Anfangspunkt  der  Asymptote,  also: 
Normale       DH  =  ^  |  '(aM**)«'-«*  (32)  Subtg.  -  *  =  Jf£=  ^> 

r«4  «*  4- «»tt  8011  dle  G*«lchung     =  o'ar  +  »'x*  in 

r  =       =        Jy-4  "  (33)  die  Form  Ton  Gl.  14  gebracht  werden, 

<r<r  so  iet  zu  setzen 


die  Abscisse  EJ-  ; — a\  für  o'  der  Werth  — s«2«  =  2 

.»+c»  .     \™    m  Ä  c> 


also  die  Abscisse    J  =  ?+l         |  für  *'  der  Werth 

Die  Ordinate  WJ  bleibt  wie  Formel  27.  Es  ist  demnach  ^ 

7.  In  dem  Art.  , Asymptote"  mit  2  — 

Fig.  100  sind  die  Bedingungen  erwiesen,  ME=    a  =  a  (36) 

unter  welchen  eine  .Curre  eine  Asymp-  c*  ~~ 
tote  hat;  diese  sind: 

1.  dals  die  Curre  eine  unendlich  grobe  folglich  ist  der  Anfangspunkt  der  Asymp- 

Abscisse  suläJst  und  tote  der  Mittelpunkt  beider  Hyperbeln. 
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Der  /  LME  =  S  der  Asymptote  mit  Errichtet  man  alao  in  E  auf  der  Axe 

der  Axe  ist  in  dem  Aufsatz  gefunden  eine  Normale  EN  =  der  halcen  Nebenaze 

Snbtangente  (TG)  x  ig  y  (DTG)  =  y  in  der  durch  M N  gezogenen  geraden  Li- 

hierein die Werthe  gesetzt  und  entwickelt:  nie  die  Asymptote  ML. 

»  8  Man  findet  die  Lage  der  Asymntute 

—  +24'  auch  aus  den  Gleichungen  29  und  28. 

tg  y  -  -x   Nach  Gl.  29  ist 

2  J/ A'+  6'  8ubtangente  GT=         =  *~^ 

Für  x=«o  enUUht  daher  Subtg. -«  =  - 

*9Y~  2\  b'  ~  *  für  u  =  eo  ist  alao  Subtg.  -  u  =  0 

also  nach  der  Bezeichnung  ton  Gl.  14  oder  Subtg.  =  m  (37) 

t     c  Bs  hat  mithin  die  Asymptote  ihren 

W  Anfangspunkt  in  Jf. 


c2  u 


Nach  Gl.  28  ist    «J«  =  -,'  -  =     •  - —  =  —  •  T 

•  r  «• 

Für  n  =  »  wird  a  zu  d  und  es  ist  alao  (wie  Formel  36)  ig  d  =  — 

41 

9.  Desgleichen  findet  man  die  Lage  der  Asymptote  aus  Gl.  21  und  20.  Nach 

Gl.  21  iat  . 

*                    flV-(ac'x  +  c'x«) 
Subtg.  -  Abscisse  =     •  —  -x  ^Tf^  

_  c*  (2flx  ■+  x*)  —  (ac*x  +  <?x*)  _    ax  a 

c*  (a  +  x)  ~a  +  a!"^.+  1 

Für  x  =  ao  ist  also  die  Differenz  zwischen  der  SubUngente  und  der  Abscisse 
x  =  a=ME. 

Nach  Gl.  20  iat 


4  +  1 


tgn 


also  für  x  =  *  ist  !</  J  =  — . 

a 


10.  Jede  aus  dem  Mittelpunkt  M  durch  schnittspunkt  des  Durchmessers  mit  der 

einen  Hyperbelpunkt  wie  D  gezogene  Hyperbel,  und  wenn  ML  und  MX  die 

gerade  Linie  MO  ist  ein  Durchmesser  beiden  Asymptoten  der  Hyperbel  sind, 

der  Hyperbel  (s.  „Durchmesser*  so  ist  die  zwischen  beiden  belegene  Tan- 

mit  Fig.  682  und  583),  d.  h  diese  Linie  gente  LS  der  zu  MD  coordinirte  oder 

zur  Absciasenlinie  genommen,  existiren  conjugirte  Durchmesser  und  wird 

Ordinaten  PQ  unter  einem  constanten  in  dem  Punkt  D  halbirt. 

Zop,  die  alle  von  der  Absciasenlinie  MO  DaJs  diese  Halbirung  statt  findet,  dafs 

halbirt  werden.  Die  Ordinaten  sind  sänimt-  also  DL  =  DS  erweist  sich  folgender  Art. 

lieh  #=  der  Tangente  LS  für  den  Durch-  Bei  der  Bezeichnung  Fig.  718  hat  man 

MD  :  DS  =  sin  MSD :  sin  DMS  =  »in  (y  +  d) :  «in  (d  +  tj) 
MD:  DL  =  tin  MLD : sin  LMD  =  $in  (y  -  d) :  «in  (d  -  y) 

stn(y  +  d)  *m(y  — d) 
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Es  ist  also  tu  beweisen,  dafi»  die  bei-  LD  und  SD 
den  letzten  Glieder  der  Proportion  ein-  gS     c*  w 

ander  gleich  sind,  oder  mit  anderen  Wor-  -  ,  =  —9  •  —  •  *9  1 

ten:  zn  untersuchen,  in  welchem  Ver-  "  ^ 

hältnils  die  Winkel  y  und  q  zu  J  stehen  woraas   iq  „-  iL  = 
müssen ,  damit  beide  Quotienten  einan-  7n     *  MG 

der  gleich  werden:  Es  ist  mithin  LD-SD. 

Man  hat  demnach  zu  untersuchen  das     11.  Um  nachzuweisen,  dafs  jede  mit 

Verhältnifs  der  Tangente  in  D  parallele  Ordinate  wie 

si»(J+ •)).«!•(>—  d):si»(.?-ij).sm(;  +J)  Qp  durch  den  Durchmesser  MO  halbirt 

Die  Klammern  aufgelöst  und  gehoben,  wird,  dafs  also  RQ  =  ÄP,  kann  man  auf 

erhält  man  die  rechtwinklige  Coordinatengleicbung 

tin'J'co»y>  cot  n  t  cos  M  •  sin  y .  tis  »  J*  »urückgehen:  Denkt  man  sich  die  Lothe 

oder   ly  ><f  :  ff  r  •  ff  q  W  nnd  ^  *uf  die  Axe  MJ  8efälU»  *» 

c  **t  nac^  Ol«  15 
Nun  ist  Formel  36:   fy  J  =  —  „s 

Aus  Formel  28  der  ^  y,  wenn  er  der-  Ä 
jenige  Winkel  ist,  den  die  Tangente  an      .         . nr_,    c* r/Mf>,,t  „ 

A  für  DG  =  g  und  * G  =  «  mit  der  Axe  Qod        <«">»  =  ~,  K*-*?  -  «'J 

bildet  =  —  •  —  Bezeichnet  man  die  Abscisse  MR.  mit 

«*    f  *»,  die  Ordinaten  Ä(>  und  KP  mit  y,  und 

Mithin  hat  man  fir  die  Gleichheit  ton  y,  so  hat  man 


QQ'  —  QR  sin  y  \  MR  sin  q  =  y,  sin  y  +  u,  sin  q 
Pf"  bs  PR  rin  y  —  MR  sin  q  =  y,  sin  y  —  u,  tin  q 
MO'  =  MR  cos  q  +  QR  com  y  =  11,  cos  q  +  y,  coj  y 
MF  -  MR  eoti\  —  PR  cot  y  —  u,  cos q  —  y,  «w  y 
Demnach  hat  man  die  Uebereinstimmung  der  beiden  Gleichungen  sa  erweisen : 

(y,  sin  y  +  u,sin  q)>  =     [(«,  cos  q  +  y,  coi  y)>  -  a'] 

(y ,  sin  y  -  w,  sin  q)»  =  -5 cos  q  -  y»  cos  y)>  -  a'J 

Oder  zu  ermitteln,  unter  welchem  Verhältnifs  swischen  den  Winkeln  y  und  q, 
indem  man  y,  =  y,  setzt,  folgende  Gleichung  besteht 

c* 

(y  (ifl  y  ±  «  Jl»  ij)>  -       [(*  CO»  q  dt  y  co5  j  )1  —  •*] 

oder  geordnet: 

(as  sin  V  -  c  cos  V)  y*  *  2  («'  *•»  q  •  «»*  y  —  c*  co*  q  •  cos  y)  yti 

+  (o«si««q-c»ros>q)n>  +  «V=  0  (38) 

Diese  Gleichung  kann  aber  nur  beste-  Es  ist  also  (nach  Formel  28)  y  der 
hen,wenn  das  mit  3  Vorseichen  rerse-  Winkel,  den  die  Tangente  in  D  mit  der 
hene  Glied  ▼erschwindet,  wenn  also        Axe  bildet 

«'  sin  q  sin  y  -  c'co*  q  cos  y  =  0  g^t  man  den  Coordinatenwinkel  QRO 

oder  wenn       =  ly  q  •  fy  y  (39)  =  <P,  «o  ist  y  =  y  -  q. 

a  Man  erhält  also  (p  durch  q  ausgedrückt 

Nun  ist  ly  q  =      =  —  wenn  man  jn  die  Gleichung     =  fy  q  •  fy  y 

folglich  ist  für  die  Gleichheit  ton  ÄP  den  Werth  ?on  m  einführt.  ° 
und  RQ  e,  r 

<oy  =  i:.JL  (40)     Dann  bt  ^l  =  'f + 

c'-n'ly'q     c*  «0* 'i;  -  o«  *i» ',7 

woraus  ic  qp  =  .  ,  — . —  =  n— — =r—^  :  (41) 

(nHc^ffq     (•» +  C«)       q- cos  q 
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Dnreh  Umformung  erbilt  man  noch  f    ,  _  «t»  *y\ 

die  Formel  für  den  Uoordinaten winke  1  \  $  y~cot*y) 

■  «,n  _  (g* c<"  '»?-«'"»V  .  c«.eo*»i, 

12.  Um  eine  schiefwinklige  Coordina-  a4  •  nn  *ij 

tengleichung  zwischen  @A  =  y,  nnd  IfÄ  X  ~  ~4~.:,  t„  ■  ^  „„.  s, 

^herzustellen  hat  man  aus  Gleichung 39      c  ,  "        '  +  ?       *  ,. 

t  Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Coordi- 

tg  y  =  — tcot  ij  natengleichung  No.  11  mit  fortgelassenem 

flS  Oliede  ±  («*  «im  ij  sin  y  -  c*  co*  ij  cm  j  )  yw, 

woraus  durch  Umformungen  so  erhält  man  redneirt  und  geordnet: 

s  _  «*  *i»  **j  4-  c*  co*  *»|    a  _  a4  «in  '»j  +  c4  co*  *»j 
*'  "  «'c>        "       "e*"c»f  >ij-ä»  HV'Ä  C  } 

In  dieser  Gleichung  ist  also  #Ä  =  w,;        i»nt_    j_  a,c*    /ac\ 

RQ  -  RP  -  g,  ME  =  a,  KN-  r.  UU  -a,  -  ^l^'^J^  W 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  y,  =  0,  12.  Um  den  conjugirten  (halben)  Ourch- 

so  erhält  man  für  MR=m,  den  Durch-  messer  DL=c,  gleichfalls  wie  a,  durch 

messer  MO-m,  d|e  Axen  fl,  e  und  den  Z»J  auszudrücken 

nämlich  bat  man  No.  10: 

DM  :  DL  =  «, :  c,  =  «in  (y  -  d) :  «f»  (J  -  ij) 

*i»(J  —  ij)        co*  1  *  lg  d — w»  ii 

woraus  c,  =  -7—7  =  «,  =  .    -  —       — -  1 «, 

Nach  Formel  36  ist  Ig  J  -       daher  ist 

n 

c  co»  n  —  «  fit«  »1        e  com  n  —  a  «in  n 

c,  =  — : —   a,  {  -  im  y  .  a, 

mtmy  —  ecQiy  mtgy  —  e  ' 

f&  jS   cot  n 

Nach  Formel  39  ist  Ig  y  -  ^  cot  ij  =  ^  •  ^-jj,  mithin 

c  coi  17  -  rt  sin  ij  a 

c,  =  -%  — —  $ec  y  a,  =  —  m,  •  tt«  11  *ec  y  (47) 

c'  co*  n  c 
—  •  — i-c 
a    si»  >} 

Setzt  man  für  a,  seinen  Werth  aus  Formel  46  und  aus  Formel  39: 


1  ,  /  c*  co*  gX* 


j  _  ya*  sin  *»)  +  c*  co*  *#y 
«•  «in  q 

a'c*  «*  ein  "ij  4-  c*  co* 


c'  co*  "ij  —  a*  *«»  'ij  ' 

13.  Man  bemerkt,  dafs  der  Werth  von  welche  mit  Gl.  15,  wenn  statt  der  Durch- 

e,'  -  ist  dem  letzten  Gliede  der  Gleichung  messer  a, ;  e,  die  Axen  o;  c  gegeben  sind, 

45.    Dividirt  man  c,1  durch       (Formel  übereinstimmt 

48  durch  Formel  46),  so  erhält  man  den  Ebenso  entsteht  mit  Gleichung  14  über- 

Coefficienten  des  ersten  Gliedes  dersel-  „iustimmend,  wenn  man  DR  =  x,  setzt: 

\m\  (ileichun^.    Man  bat  demnach  aus  r* 

Gl.  45.  y,»=-,- (2«,     +  (50) 
c  « 

y.»  =  -i-  .  «,»  -  f  »  14.  Verbindet  man  Formel  46  nnd  48 

*>  durch  Multiplication,  so  erhält  man 

oder    y.'=    i'(M ,*-«,*)  (40)  •  c,»  =  a?r' .    ,      ,  =~.  -v- '-s 

*       «,»   x  '                          v  (c,co*,/J-a,*^l•,»^)• 
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Der  letzte  Bruchfartor  ist  nach  Formel 
$tm7<p 

hieraas   *,Jc,* «m'y  =  a1  c1 

oder  a,  e,  sin  q  =  ac  (51) 

D.  h.  dasProdact  zweier  coordi- 
nirter  Halbmesser  in  den  Sinus 
des  von  i  hnen  gebildeten  Winkels 
ist  constant,  also  gleich  dem  Pro- 
dact  der  beiden  halben  coordi- 
nirten  Axen. 

Nun  ist  MD-a.;  LS=  2c,  /_  MDS  =  q 
folglich  a,  •  e,  •  »in  q  =  A  MLS 

Es  ist  also  jedes  A  wie  MLS  zwi- 
schen den  beiden  Asymptoten  und 
einer  Tangente  constant  =  dem 
Axendreieck  2X.MEN,  oder  wenn 
man  NE  bis  A"  in  MX  verlängert 
denkt  =  dem  A  MNN'. 

15.  Aus  Formel  46  und  48  erhält  man 

c*cot*i]  —  a7  tin  ,t] 

Schreibt  man  für  a'c*  den  Werth 
o8  c*  «in  jij  -f  a'  c'  co«  'ij  ,  addirt  und  re- 
ducirt,  so  erhält  man: 

a*  -  c*  =  a»  -  cs  (53) 

D.  h.  die  Differenz  der  Quadrate 
je  z  weier  coonli  nirten  Halbmesser 
ist  constant  und  =  der  Differenz 
der  Quadrate  beider  halben  Axen. 


16.  Die  Hyperbel  ist  eine  Kegelschnitts  - 
linie  und  es  kommt  auch  dieser,  wie  der 
Parabel  und  der  Ellipse  ein  Brennpunkt, 
oder  vielmehr:  es  kommen  den  beiden 
zusammengehörenden  Hyperbeln  auch  2 
zusammengehörige  Brennpunkte  zu.  Die- 
ser Gegenstand  ist  in  dem  Wörterbuch 
schon  behandelt  in  den  Art.  „Brenn- 

Sunkt  der  Hyperbel,  Brennpunkte 
er  Kegelschnitte".  In  diesem  letz- 
ten Aufsatz:  die  Brennpunkte  der  Hy- 
perbel in  No.  3,  pag.  423  bis  No.  6,  pag. 
425,  mit  Fig.  258  und  259. 

Das  Wesentlichste  hiervon  mit  Bezug 
auf  Fig.  719  zusammengestellt  ist  fol- 
gendes : 

E,E'  sind  die  Scheitel  beider  zusani- 
Fig  719. 


BW   M  T  E\B 


mengehörigen  Hyperbeln,  M  deren  Mit- 
telpunkt, ME  =  ME'  =  a.  Zur  Bestim- 
mung der  Brennpunkte  Ii,  Ii'  ist 


MB  =  MB'  =  \'M E*  +  NE*  -  \'a*  +  c*  =  e  =  MN 


{ME,  NE,  MN  s.  Fig.  718). 

MB  =  MB'  =  JfJV  =  eheifstdieExcen- 
tricität  der  Hyperbel. 

Zwei  gerade  Linien  von  beiden  Brenn- 
punkten nach  irgend  einem  Hyperbel- 
punkt D,  nämlich  BD  und  Ii' l)  heifeen 
zusammengehörige  Brennstrah- 
len, und  es  ist  jedesmal  deren  Dinerenz 
RD  —  BD  =  EE'  s  2a  (54) 

Ist  DT  die  Tangente  in  D,  so  ist 

Z.  BDT=  £  B'DT  (56) 
Ist  u  die  Abscisse  für  den  Punkt  D 
MG  Fig.  718)  so  ist 

#?'/>=-+«  (57) 

BD  =  ~-a  (58) 
a 

17.  Verlängert  man  eine  Ordinate  bis 
zur  Asymptote,  wie  GD  bis  £/,  so  ist 
überall 

GV*  GD>  constant  =  EN*  =  c*  (59) 
Denn  es  ist  ME  i  EN  =MG  :GU 


oder 

*  :  e  = 

u:GU 

woraus 

GU  = 

e 

—  « 
a 

also 

*  « 
~a* 

Es  ist  aber  GD* 

=  ,«  = 

daher 

GU* 

-y'  = 

18.  Zieht  man  aus  einem  Hyperbel- 
punkt D  eine  grade  Linie  DV  bis  zur 
nächsten  Asymptote  +  mit  der  zweiten 
Asymptote  MX,  so  ist  MV  y.  DV  con- 
stant und  zwar  wenn  ET,  ebenfalls  \  MX: 
MVxDV=MZxEZ  =  le* 

Um  zuerst  zu  beweisen ,  data  AI  Z  •  E  Z 
=  Je'  hat  man 
da  EZ  *  MX 

Z  ZME  =  z  ZEM 

daher  MZ  =  EZ 

nnd 

M  Z  <  F.  Z  -.  M  Z»  =  ( j  M N)*=  { («'  +  c*)  =  J*' 
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Beteichnet  man  DV  mit  MV  mit  s     Nun  ist  ÜG  =  MU $in 6  =  (»  +  •) $%ni 
so  ist,  da  &UDV  <x> &NEZ  und  wenn  man  von  V  auf  DU  eine  Nor- 

nnd  EZ  =  iVZ  ma,e  *ich  denkt» 

auch  £>K=l/K   UD  =  1UV*in  J  =  2*$i*  J 

also  A#£/  =  *F+!/K=»  +  t>      mithin       DG  =  VG  -  UD  =  (t-t)  sin  J 

Hieraas  UG*-D(P  =  [(*  +  •)'  -  (»  -  r)>!  «in  «J  =  4st>  sin  V 
oder  nach  Formel  59   r*  =  4&r  «in  V  -  4»i>  •        =  4*r  • 

woraus      *»  =  ieJ  .01  V  /*+  *\" 

und  folglich  u  nd         gi =  I     +  ^ '  V"7"/ 

WKxOK=».e  =  i««                (CO)  Setit  man  (Fig.  718)  EG  =  *,  00  =  y, 

Man  nennt       die  Potenz  der  Hy-  so  ist  Bogen  EU  =  k 

perbel  und  die  Gleichung  s  •©  =  Je*  die  und  Bogen  ED  

Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  /j  ,       c\  /«  +  *\* 

ihren  Asymptoten.  =  *  =  #  1/  1  +  0x 

19.  Rectification  der  Hyperbel.  *  n  — -  _ 

Die  allgemeine  Rectificatioosformel,  Bd. II.  _  / 1  .  ,  *  .  OMl*Z  fix 

png.  191  ist:        #   J  \     ^  «'  2«x  +  »« 

/I   i  j.f^J'Vft  4-C         1)1686  FormeI  ist  nicnt  zu  integriren. 
1  ~J  |  1  +  \ftx)  öx  +  1'      Nimmt  man  dagegen  Formel  15 

Nun  ist  ,«  =  -£(2«*+*»)  r,  =  ^(-'-^ 

.  .  fty     r>  «+  *  .  Oy  ii 

daher  tri=— ,  •   so  hat  man  ft  =    ,  •  — 

üx     «"      y  Du     «"  y 

8180   1/  ,__«!_ 

8i_|/       c4  i/       c»      u*    _  i^q'+c»)«»-^         I  "  aHc* 

Diese  Formel  ist  nnr  tu  integriren,  wenn  man  die  Wurzel  im  Zähler  in  eine 
Keihe  auflöst.   Setzt  man  zur  Vereinfachung  o>  +c<  -  «f  so  ist 

^  _  P\  ux  -  »aö» 
*/  w  l/«1  -  «' 

Man  entwickelt  die  Reibe  aus  dem  Zahler  durch  directe  successive  Wunel- 
ausziehung und  erhält 

,  -=■  =—t  »«a»     1  •  1   n«a«     1-1-3   »•  a«     1  *1  -3-5   »•  «• 

Man  hat  demnach 
1    /*  »Oll  «<i5 


i  = 


Nun  ist 

«  9«*        /-s  i 

 =  |  «'  -  n» 

du  1  « 

==  =  —  orc  iee  — 

u|V-a*     «  « 


i*  /*    0«         n9  mA  p    Ott         n5  a*  /*  0« 


f  —  =  1  -  -=—5 — |-  — .  arc  $ec  — 
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r  bu      ,  Vm'-o«  1.3  1 V  -  «*     1 . 3  u 

f   -  —  1  — = — 7 — r  - — :  *  —  v  1» — h  - — :  .  arc  tec  — 

J »sy/«»-«»         «a»4       2«  4      «*«'    T2«4.a*  a 

/•    8«      _  ,  yu*  -  o»  ,  1  .5   \/u*-*'  ,  i»3  »5   V'«*-7«*  .   1»3  -5  ^ 

U.  8  W. 

Da  der  Bogen  vom  Scheitel  anfangt,  so  ist  er  =  0  für  w  =  a.   Da  nun  die  In- 
tegrale entweder  den  Factor  \'u*  —  a*  oder  den  Factor  tec  —  haben,  so  wird  jedes 

Integral  =0  für  u  =  a  und  die  Constante  fällt  fort. 

Die  Werthe  sämmtlicher  Integrale  zusammengestellt  ergehen  den  Bogen 


1^ 


-[*  +  i1.-f+,|.*4  +  j.2fj-i  »•  +  ...•] 


u 

»in  •  arctec  — 


20.  Quadratur  der  Hyperbel.  Die  allgemeine  Quadraturformel  für  recht- 
winklige Coordinaten  steht  Bd.  II.,  pag.  192 

F=fy  •  8x  +  C 

Nun  ist  y»  =  ^(2iix  +  x») 

Mithin  ist  die  Ebene  EDO  -  f^'  V(?»*  +  **) 
Nach  der  allgemeinen  Integralformel 

= i±?2  ./e+s»  -  4  •  h  (*     4  .^tp) 

hat  mau 

F=  ^  1  2ÜT*1  -       /*  («  +  x  +  J'2«x-rx*)  +  cj 

Für  x  =  0  wird  F=0,  man  hat  also  xur  Bestimmung  der  Constante 
0  =  -  Ja»  •  In  a  +  C 
woraus  C  =  +      •  Zw  « 

und  vollständig 


(61) 


„    c  r«  +  «  — 1     ,  ,   .  /«  +  *  +  l'2«x  +  x*\l 

F=  —  \—^—  l^ox  +  x«  -\a*  •/»!  „  ~  ) 

Setzt  man  x  =  w  —  a  so  erhalt  man 

21.  Es  Ut  AMC  =  H«  +  *)  f  =  *«y 

=  ~  (<s  +  x)  V  2ax  +  *«  =  ~u  ^-a* 
2a  2« 

Zieht  man  hiervon  ab  die  Ebene  F=EDG  (Formel  61  -  62),  so  erhält  man 
die  swischen  den  geraden  ME,  MD  und  dem  Bogen  ED  liegende  Flache 

.     « -f  x  +  l/2«x +~x*           ,     «+t'«'  -o" 
MDE=\ac  -lofn——    -~      —    =\ac-  logn  ■      fl   (63) 

22.  8etxt  man  (wie  No.  11,  Formel  46)  den  Durchmesser  MD  =  at  so  ist  Mü 
=  («  +  *)  =  n,  cot  ij  •  und  da  zugleich  |  2ax  +  x»  =  —  y  =  —  «,««  tj,  so  hat  man  nach 
Formel  63 

_  _         .      a,   a  tin  n  +  <*  cu«  n  .... 
Ebene  Jf DJS  =  \ac  /oy«  —  •  '-  (64) 

oder  Ebene  MOE  =  \*c  lojn     +  c  (fl  +  y)  (65) 
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23.  Multiplicirt  man  Zähler  und  Nen-  Folglich  nach  Formel  69 

ner  in  » 

,      «y  +  c(«  +  x)               ,    ,    .    ,  Ebene  DEZ  V  =  {ac  log  •  —  (70) 

log  .  _£_! — i — ! — l  mit  -  ay  +  c  (a  +  x)  2t> 


nc 


Setzt  man  in  Formel  70  für  c  den 

so  entsteht  es 

c*  (a  +  *)'  -  a*  yQ  Werth  aus  Formel  60  =  \  •  —  so  hat  man 

109  *  ac[c  («  +  *)-«*]  noch 

Schreibt  man  für  (a  +  *)a  den  Werth  2  s 

a9,  so  hat  man  den  Zähler  Ebene DEZV  =  Joe  log  •  —  (71) 

~« 

e*  „a  - asy>  =  0'«' -  a»  •     (u'-a5)  =  a8cf  27.  Es  ist  a-ecotS 

..    ,            „     , -.    „E  c  =  e «n J  (s.  No.  16) 

Mithin  hat  man  den  log  in  66 ^  UmM  ^^^.^^^^ 

^•ac[c(a+x)-«,]  =  ^^öiT"^y  Mithi» 

und  Ebene  DEZ  V  =     »in  2  J .  %  —  (72) 


ac 


Ebene  MP£  =  iac In  p (g  +  g)  _  gy    (66)  ß<)i  der  gleichseitigen  Hyperbel 

24.  Ist  (Fig.  719)  Ä  der  Brennpunkt,  istJ,  =  f5°'          .  ,. 
also  MB  =  e,  und  denkt  man  sich  zu  D  Man  hat  demnach  für  diese 
^Ordinate  DO  und  die  Linie  DM  wie  ^  DEZV  =  &  log*!  (73) 

so  ist  A  MDB  -  Sect.  Af  DE  =  Ebene  EDB  Djese  Eigenschaft  der  gleichseitigen 

oder  Hyperbel,  dafs  die  Ebenen  zwischen  der 

Ebene  EDB=  \eg  -  \acln     +  Asymptote  und  der  hyperbolischen  Linie 

2  j    »             ^       I  nnr  (jnrcn  den  natürlichen  Logarithmus 

ac      r   '  der  Abscissen  und  die  Excentncität  der 

=  i*y  —  ±<tcln       -       ■  J  Hyperbel  als  Consta nte  bestimmt  werden 

a     v    io       «.  ist  der  Grund,  dafs  die  natürlichen 

25.  Aus  No.  lS  hit  nu  Logarithmen  auch  hyperbolische 

Dl  x  M\  -EZX.MZ  Logarithmen  genannt  werden. 

Da  nun  in  den  beiden  Dreiecken  MDV  _      .  „        .           .  _ 

und  *EZ  die  Winke,  bei  P  und  7.  «in-  T£-*\;?™£,T^f™£T 

woraus       £\MDV=&  MEZ           (68)  für  die  erste   =  4«*/w  — 
beides  von  Ebene  MEDV  =  MEDV 

bleibt  Ebene  Jf  D£  =  Ebene  DEZ  V    (69)  für  die  zweite  =t>ln  — 

(s.  Formel  60)  ausdrücken :  _  j  es  /  f „  *r  _  /„  _^  =     j„  _  (74) 

Es  ist  nämlich  V     «         *  /  * 

GU  :GM=  EN :  £tf  Ist  demnach  das  Verhältnifs  Z  :  s  als 

oder      Cl/:a  +  x  =  c:«  eine  constante  Gröfse  gegeben,  so  ist 

c  Z 

woraus           QU  =  —  (a  +  *)  auch  /n  —  constant  und  die  Unter- 

<i  - 

Nun  ist  schiede  je  zweier  Flächenräume 

n*T   rt»r        c  /  ,   n        e(a+*)-«y  für  dasselbe  Verhältnifs  zweier 

ZW=Gl/-y=-(«i+*)-y=   beliebiger  Abscissen  sind  einan- 

Da  nun  zugleich  d«r  gleich. 

DÜ:DV=EN:EZ  29.  Bestimmung  der  Umdrehungs- 
oder        DU-,  t>  =  c  :  \e  flächen. 

__.    2ec    c(a  +  x)-ay  Bd.  II ,  pag.  194  steht  die  allgemeine 

so  ist      DU  =  —  =  —   Formel  für  rechtwinklige  Coordinaten 


Hiermit  Formel  66  verbunden  gibt 

\DE-{aclog  • 

*  2» 

IIL  18 


Ebene  MOE  =  \aclog-^-  ,  ,  . 

*   2»  Lept  man  Formel  15  zu  Grunde 
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so  ist 


y«  =     („» _ af)  Nun  ist  die  Oberfläche,  welche  ent- 

«a  steht,  wenn  der  hyperbolische  Bogen  ED 

°y  _  _£.' .  nm  die  Axe  sich  dreht : 

8m    a%  y 

Fn  =  2*/y|/l  +£.(±)'su  =  2nf \  /y>  +  £*>Su 

Nun  ist      /Ve»«»-«<  ö«  =  ~  y  fu»-*  -  £  /„  (tu  +  ^  „t  _  „4)  +  C 
Für  *  =  a  wird  F=  0  mithin  hat  man  das  /  für  «  =  a 

0  =  ia  \t*  a»-a<  -  ~  In  [ea  +  )  eraT^]  +  C 

woraus         C  =  -y  +  ^/n(«  +  e)a 

und  das  vollständige  Integral   

30.  Für  die  Umdrehung  des  Bogens  ED  um  eine  in  M  auf  der  Axe  befind- 
liche Normale  ist   

, = *  ? .  [e*S±? + £ (- + ,       ) + c] 


woraus 


Für  y  =  0  wird  F=0  mithin 
2e 

mithin  rollständig  und  reducirt 

F=..[ü^+^h«±l^C±?]  (:s) 

31.  Für  die  Umdrehung  des  Bogens  gleichun?  gehörende  Abscisse  ist  aber 

ED  um  die  Asymptote  ML  ist  die  Ab-  Ä V  +  Dvco$(2d)t  die  fugehörige  recht- 

scisse  =  MV,  die  Ordinate  =  KD;  beide  winklige  Ordinate  =  DV sin  2rf.  Bezeicb- 

bilden  schiefwinklige  Coordinaten.  net  man  nun  Jf  V  mit  * ,  DP  mit  y,  so 

Die  zur  rechtwinkligen  Coordinaten-  hat  man  nach  No.  30  die  Quadraturformel 


=  2«  /y  «n (2<T)  y  [b  (y  «in  2J)]*  +  [8  (*  +  y  co*  2<T)]a 

und  die  Klammem  aufgelöst  

F=2nfy  $in  (2J)  \  (Oy)'  +  (8*)'  +  28*  »  0yco»(2J) 

=  2  ff  /y  «in  (2d)  J  (|^)'  +  1  +  2  ^  co*  (2rf)  8* 
Nun  ist   * .  y  =  Je',  also  y  =  — 
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i«n  2rf  =  2  «in  <T  •  co«  <f  =  2  •  v,  ^  .  —  =  2  —  .  —  =  2  — 

Diese  Wertbe  in  die  Formel  für  F  geseUt  gibt 

=  i  ^/^s  V7«*  -  8  («»-  c3)*'  +  16*«  8* 

Um  diese  Formel  integriren  zu  können,  setze  *'  =  * 
dann  ist  2xQx-bt 

woraus  9x  =  —  und 

2z 

F=nJ  A  V«4  ~  8  («f  ~  O  *  +  16**  •  ö*  (1) 
Es  kaun  hierfür  folgende  Reductionsformel  angewendet  werden: 

A  <« + *• + = -  '^^^I1 + y» + «  -  «>  x 

*w  (m  - 1) «i" -l  a(m-l) 

yii.  (a  +  4*  +        0*  +  ^ f  ~±r2  <«  +  *x  +  exf  8x 

Hier  ist  a  =  «*;  i  =  -  8  (a»-c»);  c=  16;  »=     m  =  2,  *  =  *. 
Setzt  man  zur  Abkürzung  die  Wurzelgröfse  =  W,  also 

Nun  ist  das  erste  Integral  in  Formel  2: 
Das  zweite  Integral  in  Formel  2 

Werden  die  Werthe  aus  3  und  4  in  2  substituirt,  und  für  W\  der  Werth 
WyW  geschrieben,  so  erhält  man 

71 8?  L     ä      (    C^  ey  i^TP +    J  7w\ 

Nun  ist    ^  =  ■  _L h^-i^jyW 

Mithin,  wenn  man  den  Zähler  im  ersten  Integral  mit  2  dividirt  und  log  2  mit 
zur  Constante  rechnet: 

+  4e*  In  [-  (a>  -  c») + 4s  +  V  W]  +  C 

Zur  Bestimmung  der  Constante  hat  man  F  =  0, 
•wenn   *  =  MZ  =  ist. 

y  =  EZ  = 1*  also  *  =  i«» 

und    W=  c*-8  (a«-c»).        16  (£)'  =  2«* -  2a» ««  +  9cV=4c*«' 
Mithin  ist 


18* 
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nac 


0  =       [  -  See  +  4  (a»  -  c»)  In  [8c  (c  +  e))  -  4««  /»  [2r  (c + e )]  +  C 
Also  vollständig  und  durch  x  ausgedrückt: 

W  bedeutet  «*  -  8  (aa  -  c«)  x»  +  I6x* 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  a  =  c,  e  =  a\2,  demnach 

32.  Cubatur  der  Hyperbel. 


Der  hyperbolische  Körper,  welcher  durch  die  Umdrehung  der  Ebene  DE 
die  Axe  entsteht,  ist  nach  der  Bd.  II  ,  pag.  195  au/gestellten  allgemeinen 


DEG  um 
Cuba- 

turformel 


=  n j£  (2  ax  +  x>)  Öx  =  n  £  [/2ä*  8x  +/x«  8x] 

=  n~(«x>+^")  +  C 

wo  die  Constante  fortfallt. 

c* 

mithin      IT  •  \n  -t  x3  (3a  +  x)  (79) 
a 

33.  Die  Ebene  VMEÜ  drehe  sich  um  die  Asymptote  Jft;  dann  ist,  wenn 
AfF*=x,  DV=y  genommen  wird: 

K=»fü  »in  (2<l)]'8x 
Nach  No.  31  ist  sin  (2 J)  =  2  ^ 

mithin      K=  , / A^8,.i  ..c.y]^  ~=  .^'+C 

Für  x  =  JfZ  =  |«  wird  A'=  0,  mithin  vollständig 

noV    no'c1       a*c*  2x-e 

K  =  h  — —  -  n  — —  •  

4x         2e  4«  x 

oder  wenn  man  x  =  t  schreibt :  We,cher  die  G,eichanS  entaP™ht  ' 

K-n  — |  («-  2y)  (80)     Vergleiche  den  Art.  „Cur Ten,  IV, 

Linien  dritter  und  höherer  Ord- 
Für  y  =  0  ist  x=«o,  also  für  ein  un-  nungen*  u.  s.  w.,  pag.  184. 
endliches  x  ist  als  Maximalgrenze  Die  Hyperbel  erster  Art  heifst  zum 

K—n.a  e  /gj\  Unterschiede  von  den  anderen  Apollo- 

2e  nische  Hyperbel  (Vergl.  ,Apollo- 

Hyperbeln  hohem  Art.  ni*cho  p*™b«»-)- 

Aus  der  Gleichung  für  die  gemeine  Wenn  b01  der  gemeinen  Hyperbel  die 
¥T*r«.rhai  /tj vn  a *4\  Asymptote  Abscisse  ist ,  ho  ist  (s.  ,Hy- 

Hyperbel  (Hyp.  enter  Art)  perb el  No.  18,  Formel  60)  die  Coori- 

y*  =     (2«x  +  x«)  natengleichung  xy  =  Je» 

kann  die  allgemeine  Form  abgleitet  wer-  „ In  Be«ehung  k*t  man  höhere 

d#n.  Hyperbelu  Ton  den  Gleichungsformeu 

ay»  =  6*(e  +  x)  = 

Hyperbel  höherer  Art  ist  diejenige,     Es  ist  xy9  =  a&*  «ine  Hyperbel  2ter  Art ; 
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xu1  =  ab*  \ 

xy  =  aj4>| sind  Hyperbeln  3ter  Art- 

xy4  =  ab*  ist  eine  Hyperbel  4ter  Art. 

u.  s.  w.  Bei  diesen  siud  ebenfalls  die 
Asymptoten  die  Abscissenlinien. 

Hyperbolisch  ist  was  sich  auf  die  Hy- 
perbel bezieht,  als:  Hyperbolisches 
Konoid,  welches  der  in  dem  Art  »Hy- 
perbel, No.  32  berechnete  Umdrehungs- 
körper ist. 

Hyperbolisches  Cylindroid  ist  der  Kör- 

Eer,  welcher  durch  die  Umdrehung  eines 
yperbolischen  Bogens  mit  seinen  recht- 
winkligen Ordinaten  um  eine  durch  den 
Mittelpunkt  auf  der  Hauptaxe  senkrech- 
ten Linie  entsteht.  Die  Oberfläche  des- 
selben ist  berechnet  in  dem  Art.  „Hy- 
perbel" No.  30. 

Hyperbolisches  Konoid,  s.  „Hyper- 
bolisch*. 

Hyperbolische  Logarithmen  werden 
auch  die  natürlichen  Logarithmen  ge- 
nannt; die  Ursach  davon  s.  u.  „Hyper- 
bel" No.  27,  pag.  273. 

Hyperboloid,  s.  t.  w.  „Hyperboli- 
sches Konoid. 

Hyp  er  geometrische  Reihe  ist  eine  Reihe 
von  Zahlen,  deren  Glieder  mit  den  Glie- 
dern einer  arithmetischen  Reihe  den  Zu- 
sammenhang haben,  dafe  ein  ntes  Glied 
derselben  =  dem  Product  der  ersten  n  Glie- 
der der  arithmetischen  Reihe  ist. 

2.  Aus  dem  Art.  „Facti! tat"  geht 
hervor,  dafs  jedes  Glied  der  Reihe  mit 
dem  Begriff  Facultät  gleichbedeutend 
ist,  denn  jede  gegebene  arithmetische 
Reibe  bat  die  Form: 

o,  <i  +  6,  a  +  26,  a  +  36          a  +  (n-l)6 

Die  hieraus  hervorgehende  hypergeo- 
metrische Reihe  und  aie  hieraus  hervor- 
gehenden Facultäten  sind 
a 

ax(d  +  4) 

ax(fl  +  t)(rt  +  26) 

ax(«+i)(«  +  26)  («  +  36) 
n.  8.  w. 

3.  Ist  die  gegebene  arithmetische  Reihe 

1  *  2  •  3  •  4  •  5  *  6  .... 
so  ist  die  hypergeometrische  Reihe 
lj  1-2;  1*2*3;  1*2*3*4;  l-2*3-4*5  u. s. w. 
1*2*6    •     24     •  125 

Die  Glieder  der  hier  zum  Beispiel  ge- 
nommenen Reihe  sind  diejenigen  Facul- 
täten, welche  mit  (1),  (2),  (3),  (4)-..  oder 
U  2!  3'  41 ....  bezeichnet  werden. 


Hypocycloide.  Diese  unterscheidet  sich 
von  der  Epicycloide  dadurch,  dafs  der 
erzeugende  Kreis  auf  einer  Kreisperiphe- 
rie innerhalb  derselben  sich  abwalzt, 
während  die  Epicycloide  durch  die  Wäl- 
zung des  Kreises  aufserhalb  auf  einer 
Kreisperipherie  entsteht. 

Ist  (Fig.  720)  C  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  BFD  vom  Halbmesser  BC  =  R, 
in  welchem  der  Kreis  AEB  vom  Halb- 
messer BG  =  r  sich  abwälzt  und  die  Hy- 
pocycloide AJD  beschreibt,  so  ist  der 
Kreis  BFD  der  Grund  kreis,  der  Kreis 
AEB  der  erzeugende  Kreis  und  wenn 
von  dem  Punkt  ,1  aus  die  Beschreibung 
der  Hypocycloide  geschehen  soll,  A  der 
beschreibende  Punkt.  Es  sei,  wäh- 
rend dieser  Abwälzung  von  B  ans,  der 
Punkt  E  des  Kreises  AEB  in  F  gekom- 
men und  der  Punkt  A  habe  den  Hypo- 
cycloidenbogen  AJ  durchlaufen.  Dann 
ist  also  der  Bogen  BE  des  erzeugenden 
Kreises  AEB  =  dem  Bogen  BF  des  Grund- 
kreises. 

Von  dem  Kreise  AEB  befindet  sich 
jetzt  der  Punkt  A  in  J,  der  Mittelpunkt 
G  in  P,  und  zwar  mit  F  und  C  in  einer 
geraden  Linie.  Zeichnet  man  nun  aus 
/'  den  Halbkreis  FJH,  so  ist  FJ  du 
Stück,  welches  dem  Bogen  BE  zum  Halb- 
kreise fehlt,  also  =  dem  Bogen  AE  und 
folglich  Bogen  IM  —  dem  Bogen  BE.  Ist 
der  ganze  Halbkreis  AEB  abgewälzt,  so 
befindet  sich  A  in  D,  AJD  ist  die  halbe 
Hypocycloide,  die  andere  ihr  congruente 
Hälfte  hat  man  sich  rechts  von  BC  zu 
denken. 

Nimmt  man  nun  CB  zur  Abscissenli- 
nie  mit  dem  Anfangspunkt  A,  die  Ordi- 

Fig.  720. 
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naten  rechtwinklig  auf  CB,  so  ist  für  den  BGE  =  BPJ  =  q  so  hat  man 

Curvenpnnkt  J  die  Abscisse  AK  =  x,  die  AK  =  CS  -  KS  -  CA 

Ordinate  KJ  =  y,  der  Winkel  BCb  sei  _rnM(1.     jpM.jpn  Ar 

V,  der  *n  J  gehörende  Wältungswinkel  "  t^co*  *>  ~  JPco' JPp  "  AC 

oder  x  =  (Ä  -  r)  co«  \\>  -  r  cos  (<[,  -  I/O  —  (Ä  —  2r)  (l) 
ferner     JK=JQ  +  PS 

oder         y  =  r  »in  (tf  -  i)/)  +  (Ä  -  r)  sin  (2) 

und  wenn  man  unter  (f  und  »/»  die  Bogen  für  den  Halbmesser  =  1  versteht: 
für  Bogen  BF=  Bogen  BE 

RV  =  rq,  (3) 

Den  Werth  i!<  =  tf  aus  Gleichung  3  in  die  ersten  beiden  Gleichungen  snb- 
stituirt  gibt 

*  =  (Ä  -  r)  cos        y )  -  r  co*  (*  jT-T  *-)     (ft  -  2r)  (4) 

y  =  rsin  o;)  +  (Ä  -  r)'in(^?)  (5) 

3.  Um  nun  von  diesen  Gleichungen  auf  die  Untersuchung  der  Curve  Anwen- 
dung  zu  machen  hat  man 

4 = r  •  ~r~~  [«•  (~ir  *)  -   (t  *)]  w 

=  r  '  ^  5  1™  (  ~  r-  *)  +  «•»  (i  *)]  (7) 


Um  das  «weite  Differenzial  von  y  tu  finden  hat  man 


8x»       0^  Ox 
Nun  ist  ans  Gl.  » 

Ox        /t  -  2r         ..  /AI  -  2r  \ 

o7  =--2/rco,ft  Ii«  '') 

und  ans  6 

Oj/  _  1 
Bx 

r  • 


V- 1 irir '')-""(« 

Mithin 


*"  *-«-'>-»«-(*;r+;)i— (-i'-i)-;-- 

Ä-2r 


4r(Ä-r)co,^w(^<r) 


(9) 


4.  Zeichnet  man  die  Sehne  J/f  mit  Verlängerung  bis  T  in  IfC,  so  ist 
£PJH=^PHJ  =  90°-t<f  =  ^CHT 

mitbin    Z  Ä7,>4  =  zClfr+ 1^  =  90°-^  +  '/' =  90°- -s"  ?  =  W°-  ^nr^T 
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Nun  ist,  wenn  man  die  Tangente  OJ  Abscissenlinie  bildet,  und  die  an  J  ge- 
an  der  Hypocycloide  bis  zur  Abscissen-  zogene  Sehne  JH  ist  die  Tangente  in  J. 
linie  BC  verlängert,  der  Winkel  a,  den     5.  Die  S  übt  an  gen  te  AT  ist  nach 
sie  mit  CB  bildet,  nach  Bd.  IL,  pag.  18ö  Bd.  IL,  pag.  185,  Formel  1: 
dorch  die  Gleichung  bestimmt  /«  _  2r  \ 

für  die  Hypocycloide  also  nach üleichnng  8 

U_2r  Die  Subnormale,  namheh  die  Pro- 

«  =co«  -„  »  —  V  jection  KZ,  der  bis  zur  Abscissenlinie  CB 

verlängerten  Sehne  JF,  wenn  sie  mit  CB 
oder  col  (90°-  «)  =  cot  *  ~R ?-r  7  ««mmentrifft :  (Bd.  II.,  pag.  185, 

woraus  "  =  90° "  * 2/T  *     (l0)  li  =  *  C0<  (^TT  *) 

Es  ist  also  r  derselbe  Winkel  JTA,  Die  Tangente  Jr  nach  Bd.  II.,  p. 
den  die  verlängerte  Sehne  JH  mit  der  185,  Formel  3: 


Die  Normale  ./I  (Bd.  IL,  pag.  185,  Formel  5) 


(U) 

Der  in  der  Richtung  JF  befindliche  Krümmungshalbmesser  nach  Bd.  IL,  pag. 
188,  Formel  9 

r=  w—  =  Ll+C0,,i-2Ä-^)J  x  


Ar(R-r)co$ 

(15) 


Ä-2r 

Die  Abscisse  für  den  Krümmnngsmittelpunkt  (Bd.  IL,  pag.  188,  Formel  10) 
=  '  ~  10  Vr    ^  =  X  +        ,ü  ■  1  / Ä  -  2r~~  V  1-2Ä"  */ 


4r(Ä  -  r)         <jr  (R  —2r  \ 


Die  Ordinate  für  den  Krümmnngsmittelpunkt  (Bd.  IL,  pag.  188,  Formel  11) 
I  +  (bx)  4r(Ä-r)         9:         /ft-2r  \ 

b  =  V  +   ^  =  W  zr — •  COS  -~  •  HM  I  -  <r  I  (•') 

'       /8'y\  Ä  — 2r  2         V  2Ä    7  / 

6.  Rectification  der  Hypocycloide.  Nach  der  allgemeinen  Rectifica- 
tionsfonnel,  Bd.  IL,  pag-  191. 

erhält  man  den  Bogen 


also  nach  Formel  6 
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A3  =  fco.ee  cp)  •  r  *jLl  [.in  Ljj*  <p  -  »m  (-^  *)]  »9 

0     R-r  r       (R  -  2r   \         <jp         /ä  -  2r  \ 

4r(Ä-r)  .    (jp  /lft. 

=  -— «»  (18) 

Für  y  =  *  wird  der  Halbkreis  abgewälzt  und  es  ist  die  halbe  Hypocycloide 
R 

Hieraas  der 

Bog«  W  =  *^.(l -«.*)=  ^^«n^  (20) 
7.  Setzt  man  in  Gl.  4  und  5  Ä  =  2r,  so  entsteht 
*  =  r «w -|-  —  rwi|  -  0  =  0 

y  =  r  st»  -2.  -|-  r  »in      =  2r .in  ^  =  2r  lin  i// 

In  dem  Fall  also,  dafs  R  =  2r  ist,  dafs  das  Prodact  der  Erfahrung  bei  Beobach- 

also  der  Pnnkt  C  auf  -4  fallt ,  wird  die  tung  einer  Menge  von  Erscheinungen 

Hypocycloide  eine  auf  CB  in  A  normale  einerlei  Ursprungs;  sie  ist  die  Grundlage 

gerade  Linie ,  die  Ordinate  y  fällt  mit  einer  oft  senr  umfangreichen  Theorie  und 

derselben  zusammen  und  wird  mit  Ab-  gilt  so  lange  als  richtig,  bis  aus  neueren 

wälzung  des  Halbkreises  =  R,  A  =  90°.  Erfahrungen  oder  Forschungen  entweder 

Wimm  J.,..  über,  „r  rn-  teü^±cttncÄn"SrVg.e» 

liegende  Seite.  Eine  der  vortrefflichsten  Hypothesen 

der  Neuzeit  über  die  physische  Beschaf- 
Hypothese  (^o,    über,  vor,  toaic  fcnbeit  des  Stoffs,  ein  Product  des  mensch- 
Satz).   In  der  Mathematik  die  Voraus-  Heben  Forschergeistes  ist  die  Atomen- 
setzung, die  Bedingung  unter  wel-  theorie  (s.  „Atom,  Atomgewicht, 
eher  ein  Lehrsatz  (thesis)  wahr  ist;  also  Atomvolum"). 

der  Vordersatz.  In  dem  Lehrsatz:  In  dem  Art.:  .Festigkeit*  ist  pg. 
In  einem  gleichschenkligen  Dreieck  sind  von  3  verschiedenen  Hypothesen  über 
die  Winkel  an  der  Grundlinie  einander  den  Vorgang  beim  Bruch  starrer  KGrper 
gleich,  ist:  die  Re(ie>  auf  welche  die  Theorie  der  ro- 

Die  Gleichheit   zweier  Seiten  eines  iatjVen  Festigkeit  gegründet  ist. 
Dreiecks  die  Hypothesis,  die  Gleich-      uie  uraite  Hypothese,  dafs  die  Sonne 

,heil  J^Jfc!106?  ®eiten  anhe&enden  Wm-  und  alle  Gestirne  um  die  Erde  sich  dre- 

kol  die  Thesis.  hen,  welche  der  Augenschein  hervor- 

Hypothese  in  den  Naturwissenschaf-  brachte,  hat  Jahrtausende  hindurch  ge- 

ten  ist  eine  Annahme  über  die  physi-  gölten,  bis  Copernicus  deren  Unrichtig- 

sehe  Beschaffenheit   eines   8toffs  oder  koit  nachwies.    Die  von  Newton  aufge- 

über  die  Wirkungsgesetxe  einer  Kraft;  stellte  Hypothese  über  die  Attractions- 

in  letzter  Beziehung  hat  sie  Wichtigkeit  gesetze,  das  Ergebnifs  von  Beobachtungen, 

für  die  angewandte  Mathematik.    Eine  Berechnungen  und  Vcrgleicbungen,  wird 

Hypothese  wird  jederzeit  aufgestellt  als  sich  auf  ewige  Zeiten  bewähren. 
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1  ist  das  Zeichen  für  Flächen-  und  Die  Gleichung  as  -  b*  =  (a+  6)(a  —  4) 
Körperinhalt;  früher  war  I  statt  /  das  ist  keine  identische  Gleichung-,  sie  kann 
Zeichen  für  Integral,  i  ist  das  allge-  aber  wie  jede  andere  analytische  Glei- 
meine Zeichen  für  Y^l  s.  „Imaginäre  chuDg  einer  identischen  Gl.  nmge- 
Gröfsen".  formt  werden. 

IdeitUch  ist  Ein  nnd  dasselbe,  wenn  Ikosaeder  ist  einer  der  5  vieleckigen 

es  mehrere  Male  entweder  da  ist,  oder  regulären  Körper  oder  Polyeder,  welche 

gedacht  werden  soll.    In  der  Arithmetik  *«r   Untersuchung   ihrer  Eigenschaften 

ist  identisch  was  in  der  Geometrie  con-  «inen  Artikel  in  diesem  Wörterbuch  er- 

gruent  ist,  also  gleich  und  gleichartig  halten  sollen. 

oder  gleich  grofs  und  von  gleicher  Form.  Das  Ikosaeder  wird  von  20  regelmäfsi- 

Der  Grundsati :  Jede  Gröfse  ist  sich  selbst  gen  Dreiecksflächen  eingeschlossen ,  es 

gleich,  gibt  den  einfachsten  identischen  hat  30  gleich  grofse  Kanten  und  12  fünf - 

Satz  oder  die  einfachste  identische  Glei-  flächige  Ecken  mit  60  ebenen  Winkeln, 

chung:  A  =  A,  welche  oft  in  der  Ele-  Bedeuten  m,  »,  JV,  «,  A,  r  und  R  das- 

mentargeometne  an  einem  Beweise  er-  8eU)e  wie  in  dem  Art.:  „Dodekaeder", 

forderlich  ist.  Z.B.  in  dem  Art.:  ,  Axiom",  so  \gx  hier 


m  =  5;  »  =  3;  JV=20 


pag.  263  zu  Fig.  152  heifst  es:  Es  ist 

nach  Voraussetzung         AC  —  AB  jg^o 

nach  Construction           AF=AG  CM~~    Mm         »  ,  , 

.    n  m       cos  .Jb  1+1 

vermöge  Grunds  atz   /A  =  ^A  am  2  =  — ^  =  ^  ^0  =  2  f  3 

folglich  $tH  „ 

Blofse  Gleichheit  gibt  keine  Identität.  a  =  138°  11»  23" 


R  =  \klg  —  '  ty36°  =  1*  J  10  +  2  \  5  =  0,951  0565  x  k 
r  =  ±*  g  '  cot  600  =  A  (3  +  V'5)  k  V3  =  0,755  7613  X  * 
n  =  r ™7^P  =  r  1  1  ö)  =  1'258  4087 X r 


*  =  2Äct»*y.cof36°=ÄV2(l  —  4  l  6>  =  1,051  4620  xÄ 

*  =  2r  cot  j  •  ^60°  =  (3  -  V'5)  rV3     =  1,323  1691  X  r 
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J*  =  JnAJro<60° 

=  nR-cot*  y  •  cot  60°  •  col*  30^ 

-nr^col  -£-.|$60° 
J*  =  j^nJV.  k»lg~  •  cot*  60° 

9 


=  l*s  ^3 


=  0,433  0127  x  k* 


=  A  (5  -  \  ö)  3  =  0,478  7270  x  Ä» 
=  f  (7  -  3  V  5)  r» }  3  =  0,758  1084  X  ra 
=  1^(3  +  ^5)  *s 


An  A'  •  «3  co/«      •  cot*  00^  •  ™f3  36°  =  |Ä*  |'10  +  2  \'b 


JnA' .  r'co/2—  •  lg  60c 

9 


:  2,181  6950  x*3 
:  2,536  1509  x  ß3 
=  10(7  -  3 1  5)  r3 1  3  =  0,505  4056  X  r3 


Ikosaedralzahlen  sind  diejenigen  der 
5  Polyodralzahlen ,  deren  zn  (irunde  lie- 
gendes Polyeder  das  Ikosaeder  ist.  Der 
Znsammenhang  der  Zahlen  mit  dem  Iko- 
saeder ist  derselbe  wie  der  zwischen  den 
Dodekaedralzahlen  (s.  d.)  und  dem  Dode- 
kaeder: 

Die  erste  I.  ist  =  1 ;  das  Ikosaeder  hat 
12  fünfflächige  Ecken,  die  zweite  Zahl 
ist  also  =  12.  Verlängert  man  je  5  zu 
einer  Ecke  gehörige  Dreieckskanten  (wie 
Fig.  565,  pag.  320)  Aa  um  die  gleiche 
Lange  ab  und  bildet  das  neue  Ikosaeder, 
so  erhält  man  zu  den  schon  vorhande- 

Fig.  721. 


neu  12  Eckpunkten  noch  11  neue  Eck- 
punkte b,  b,  weil  der  12te  A  schon  ge- 
zählt ist.  Von  den  30  Kanten  haben 
schon  die  5  Kauten  Ab  den  Mittelpunkt 
a,  die  übrigen  25  neue  Kanten  bb  er- 
halten die  25  Mittelpunkte  c,  es  sind 
also  11  Eckpunkte  und  25  Kantenpunkte, 
zusammen  36  Punkte  und  die  dritte  Zahl 
ist  12  +  36  =  48. 

Verlängert  mau  wieder  jede  der  5  Kan- 
ten Ab  um  die  Länge  bd  =  Aa,  bildet 
das  neue  Ikosaeder,  so  kommen  wieder 
11  neue  Eckpunkte  hinzu,  die  5  Kanten 
Ad  haben  bereits  die  2  Mittelpunkte  «,  6, 
die  übrigen  25  Kanten  erhalten  jede  2 
mittlere  Punkte  «,  e,  es  kommen  also 
hinzu  50  Kantenpunkte.  Die  6  Dreiecks- 
flächen Add  haben  bereits  jede  den  Mit- 
telpunkt c,  die  übrigen  15  Dreiecksflächen 
erhalten  also  jede  einen  Punkt,  zusam- 
men 15  Flächenpunkte;  mithin  kommen 
hinzu  11  Eckpunkte,  50  Kantenpunkte, 
15  Flächonpunkte,  zusammen  76  Punkte 
und  die  vierte  Zahl  ist  124. 

Wird  wieder  verlängert  so  kommen 
hinzu  11  Eckpunkte,  +  3  x  25  Kanten- 
punkte +  3x15  Flächenpunkte,  in  Summa 
131  Punkte  und  die  5te  Zahl  ist  255. 

Bei  abermaliger  Verlängerung  kommen 
hinzu  11  Eckpunkte  +  4  x  25  Kanten- 
punkte +  6  x  15  Flächenpunkte,  zusam- 
men 201  Punkte  und  die  6te  Zahl  ist 
456. 

Die  Differenzen  zwischen  den  Zahlen 
erhält  man  aus  folgender  Reihe  vierter 
Ordnung  in  der  ersten  Differenzenreihe 

0)    1  •  12  •  48  •  124  •  255  •  456   4m  (5m3  -5m  +  2) 

1)    11     36     76      131     201   K15m'- 25m  + 12) 

25    40     55  70   

15     15  15   

Ikasitetraeder,  (Trapezoeder,  Leu-  und  24  kürzer  sind;  26  Ecken.  Von  die- 
citoeder)  hat  24  gleiche  Trapezoidflä-  sen  werden  6  von  4  gröfseren  Kanten  m 
chen ;  48  Kanten ,  von  denen  24  länger  8  von  3  kleineren  (&;  und  12  von  2  gro- 
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det.  Die  3  Axen  verbinden  die  6  gro 
teeren  Ecken,  je  2  und  2  mit  einander. 

722. 


fseren^und  2  kleineren  Kanten  (c)  gebil-  oder  vielmehr,  sie  erscheint  in  ihrer  Be- 
zeichnung als  imaginär,  vorhanden  ist 
sie  wirklich. 

So  wie  dieser  einfache  Fall  darthut, 
können  reelle  Gröfsen  im  Laufe  des  Cal- 
cüls  als  imaginäre  Gröfsen  erscheinen, 
und  es  kommt  dann  darauf  an,  diese 
Form  fortzuschaffen,  welches  in  der  Re- 
gel durch  Einführung  neuer  Gröfsen  von 
imaginärer  Form  geschieht,  und  daher 
ist  eiue  Lehre  erforderlich,  wie  man  mit 
imaginären  Gröfsen  rechnet,  die  Lehre 
von  der  Rechnung  mit  imaginären 
Gröfsen. 

2  Die  Gröfse  |^ —  1  als  Repraesen- 
tant  aller  imaginären  Gröfsen  arithmeti- 
scher Art  wird  in  der  Regel  der  Kürze 


Imaginäre  Gröfsen,  eingebildete, 
unmögliche  Gröfsen  sind  Gröfsen, 
die  nur  in  der  Bezeichnung,  nur  der 
Form  nach,  nicht  aber  in  Wirklichkeit 
vorhanden  sind.  Z.  B.  arc  »in  (1  +  ar) 
weil  es  keinen  Sinus  gibt,  der  >  1  ist. 
arc  »int  (-  x)  weil  es  keinen  negativen 
Sinns  versus  gibt.  Log  (—  a)  weil  eine 
negative  Zahl  keinen  Logarithmus  hat. 

l  —  n,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl 
ist,  weil  keine  Zahl,  2  oder  2»  mal  mit 
sich  selbst  multiplicirt  ein  negatives  Pro- 
duct  geben  kann. 

• 

Fig.  723. 


In  dem  Halbkreis  ADB  sei  C  der  An- 
fangs- oder  Nullpunkt,  AC  =  1 
so  ist  BC  =  -\ 

da  nun  AC  :  CD  =  CD :  -  1 
oder  l:CD=CD.-l 
so  ist         CD*  =  -  1 

und  CD  =  ^^1 

Es  ist  also  CD  eine  imaginäre  Gröfse, 


und  Bequemlichkeit  wegen  mit 
zeichnet. 

Man  schreibt  dann 

i  )'a  für  V—  a 

i  (pa  ±  y'b)  für  y'-  a  ±  |  —  6 
Es  ist  ferner 

i=y-i 

•» = (i/  -  ly»  =  -  iv-  i  =  -  r-  i 


;4  - 


=  a'-D4  =  (- d'=+i 


8.  W. 

Daher  ist 

a  a 
i 


i)»=  +  ir-i  =  i>-i 


i-  \  ab  =  -  |  ab 


at 


a|  -  1 


=  -  a  |  1 


be- 


(I) 
(2) 

(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 


(8) 
0) 


|-1      t  -  1 

3.  Wenn  /*  +  bi  -  a'  +  b'i 

so  mufs  a  =  a'  und  b  =  b'  sein. 

Denn  es  folgt  aus  der  gegebenen  Glei- 
chung 

a  -  a!  =  (6'  -  b)  i 

a  -a' 
woraus  i  =  . , 

0—0 

Wären  nun  a  £  a\  b  •>  b'  so  wären 
a  -  a   und   6' -  6   reelle  Gröfsen,  also 

» =  ft^"I  oine  reelle  Gröfse,  welches  nicht 

der  Fall  ist.     Es  kann   demnach  nur 


a  =  a  und  b  -  b'  sein.    Dann  ist  » =  — 

0 

welches  jede  Gröfse  ohne  alle  Ausnahme, 
also  auch  eine  imaginäre  Gröfse  bezeichnet. 

4.  Zwei  imaginäre  Gröfsen  von  der 
Form  a+  6»  und  a  bi  heifsen  einan- 
der conjngirt. 

Es  ist 

(a  +  6»)  +  (a  -  bi)  =  2a  (1) 
(a  +  6i)-(a  -  6»)  =  2bi  (2) 
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(*  +  bi)(*-bi)    =«»  +  6»             (3)  A±Bi  =  Q(sinq>±ico$q>)  (\) 

a  +  bi  _  (a  +  *»)*  _  a*  —  4'      2a6  i  wo  p  «ine  bestimmte  Zahl  ist. 

a  -  bi  ~  a*        ~  aa  +  6'    a3  +  A'  Für  die  links  gegebene  imaginäre  Gröbe 

Es  sind  also  die  Summe  und  das  Pro-  *Uo  immer  das  rechts  befindliche  Pro- 
duct  zweier  imaginärer  conjugirter  Aus-  duct  20  setzen,  wenn  es  für  weitere  Ent- 
decke reell,  die  Differenz  und  der  Quo-  Wickelungen  Ton  Nutzen  ist,  und  man 
tient  derselben  sind  imaginär.  nennt  p  den  Modul  und  (stnq ±icosq) 

5.  Die  imaginäre  Grifte  A  ±  Bi  läfst  den  reducirten  Ausdruck, 

sich  in  ein  Product  verwandeln;  denn  Fur       Reducnon  hat  mau 

es  ist  allgemein  A  =  p  tin  <p 

(a  ±  bi)  («  ±  ßi)  =  aa  —  bß  ±  (aß  +  ttb)i  B  =  p  cot  q 

Ein  Product  zweier  imaginären  Grö-  hieraus  A*  +  J?'  =  p* 

fsen ,  jede  von  der  Form  A  ±  Bi  ist  hier-  und                =  ^41+ ji  (2) 

mit  durch  einfache  Multiplication  in  eine  v  . 

Gröfse  von  derselben  Form  A  ±  Bi  um-  hiernach    «in  q  =  —  =  — ^  (3) 

gewandelt  worden.   Man  mufste  dagegen  p  +  B1 

Bei  specieller  Anwendung  4  unbekannte  ß  ß 

Gröfsen  a.  b,  a,  ß  entwickeln ,  wenn  der  und         cos  q  =  —  =  :-  (4) 

rechts  stehende  Theil  zur  Verwandlung  Q  V**+ 

gegeben  wäre.  Desgleichen  kann  man  die  Gleichung 

Dagegen  hat  man  dieselbe  Umwand-  zu  Grunde  legen 

long  mit  Hülfe  trigonometrischer  Func-  A  ±  Bi  =  p  (cos  q  ±  i  sin  q) 

tionen  einfacher:  lt  ,       , ,  .,  A         -.i-r-s«  /t\ 

Schreibt  man  nämlich  sin  q  ±  i  cosq,  Alsdann  bleibt  p  =  \  Al  +  B*  (5) 

so  hat  dieser  Ausdruck  die  Form  der  ge-  _  _Ä  _  _  B 

gebenen  imaginären  Gröfse,  und  wenn  stnq  —  ^  -        ,  <■ 

A  <  1  und  B  <  1,  so  kann  man  A  =  sin  q  . 

und  B-cosq  setzen.    Sind  dagegen  A  eos  (r  =  —  =  _ -A.  .  (7) 

und  fi  einzeln  gröfser  als  1 ,  so  ist  ganz  p     jM'  +  B* 

allgemein  zu  setzen  Im  ersten  Fall  hat  man 

Are  (sin  =  \  =  Are  (cot-  —_JL  -\  =  it  (8) 

\        \A*+BV         \  VA'+tV) 

Im  zweiten  Fall 

Are  (cos  =  —  --^l^rr  \  =  Are  (tin  =  -\  =  rr  (9) 

Da  \  A*  +  Ä»  immer  >  A  und  >  Ä  so  ist  in  jedem  besonderen  Fall  q  zu  be- 
stimmen und  wird  niemals  unmöglich. 

C.  Ks  ist   (A  ±  Bi)  ±  (A'  ±      ±  (A"  ±       ± . . . 

=  M  ±  ^'  ±  i*"  +  •  •  •)  ±  (ß  +  B'  +  Ä"  +  . . .)  i 
Es  kann  mitbin  jede  algebraische  Summe  der  imagiuären  Gröfsen  Ton  der 
Form  A  ±  Bi  auf  dieselbe  Form  A±  Bi  gebracht  worden. 

7.  Es  ist  (A±Bi)(A'±B'i)(A"±B"i)  

=  p  (cos  q  ±  i  sin  q)  •  p'  (cos  q'  .-fc  t  «in  q ')  •  p"  (eos  q"±i  sin  q  ")  — 
=  p  •  q'  •  «" . . .  (cos  q  ±  i  sin  q)  (cos  q'±i  sin  q ')  (cos  q ''  ±  i  «in  '/")•••• 
=  p  •  p' .  p"  ...  [co« (o;  +  ^ '  +  9"  +        i«in(<jr  +  7'  +  </"..-•)] 

Producte  der  imaginären  Gröfsen  A  ±  Äi  lassen  sich  also  auf  dieselbe  Form 
A±  Bi  bringen. 

A    F«  ist  p(co«<y  -f  tfiny) 

Ä'i     p'  (CM  7 '  +  isinq ') 

q  (cos  q  -f  t  »i»  qr)  (cot  q '  —  t  »in  q ') 

p'  (co<  7'  +  i  *in  7  0  (coi  7 '  -  i  «in  «/  *) 

p  (co«  q  +  i  sin  q)  (cot  q'  —  i  sin  q  ')     p  ,     .  . 

=  —  :?  a    ;  ,    •  -v— i  —  -  Jr'[cos(q-q')-\-is%n(q-  q  )J 

p'  co«'  9'  +  *ma  7/  p'  1 
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Quotienten  der  imaginären  Gröfsen  von  der  Form  A  *  Bi  lassen  sieb  also  auf 
dieselbe  Form  A  ±  Bi  bringen. 

9.  Es  ist  (A  +  Bi)n  =  Q"(cotq+i  t in  q,)" 
Denn  es  ist 

(cot  <p  +  i  sin  9;)  (cos  q,  +  i  sin  q>,)  =  cos  (q  +  </,)  +  i  sin  (q  +  q,) 
Maltiplicirt  man  noch  mit  (cos  a;  s  -f-  i  sin  <jpt)  so  erhält  man  das  Product  aus  den 
3  Factoren  =  cos  (q>  +  q,  +  o;,)  +  i  sin  (q  -f-  q,  +  ^  a)  und  so  fort  ein  Product  von 
n  Factoren  = 

ros      +  q,  +      +  +  i  ,iH  ^  +  ?/  +      +  . ... 

Setzt  man  o;  =  q,  =  q%  =  qt  =  .... q>Ml,  so  bat  man 
(cos  y  +  i  sin  y)"  =  cos  (nq>)  +  itin(nq) 

Demnach  ist 

(X  +  Bif  =  q"  [cot  (n  q )  +  i  sin  (ny  )J  ^  ^  +  B,i 

Also  die  Potenz  einer  imaginären  Gröfse  von  der  Form  A  +  Bi  läfst  sich  auf 
dieselbe  Form  A  +  Bi  bringen. 

10.  Dais  log  (A  +  Bi)  sich  in  die  Form  A-\-  Bi  bringen  läfst,  ist  folgendermaßen 
zu  erweisen: 

Es  ist  Bd.  III.,  pag.  67 

1  +(2)    (3)  +  (4)*""(n) 
Bd.  II.,  pag.  145,  Formel  IV. 

«»    «5    n7  «• 

„»«-«--  +  ---  +  (¥)-...  (2) 

Daselbst  Formel  V. 

,     a>  ,  «<     a«  a« 

—  1-(2)  +  (T)-(6j  +  (T)--  « 

Setzt  man  qi  für  t  in  Formel  1,  ferner  q  für  «  iu  Formel  2  und  3)  so  erhält 
man 

1      (2),!(3)+(4)     (5)     (6):F(7)+(8)    —  <4) 
.«*^-<jF»-  -}+  (5)~-(7j+  (9)-(Ti)+ 


(1) 


fM(3p-1    (2)  +  (4)     (6)+(8)     10  + 


(5) 
(6) 


Addirt  man  nun  Formel  5  und  6,  so  Zeichen,  also 
erhält  man  Formel  4,  mit  den  oberen     e~*' =  cot  q  —  i  tin  a 

Zeichen  und  demnach  ist  ±j>i  .  •  • 

T  uwmujn.u  woraus    e   *'  =  cotq  ±ittnq  n\ 

e*  =  cotq+itinq>  Nun  ist  e  die  Basis  der  natürlichen 

Subtrahirt  man  Formel  5  von  6,  so  Logarithmen,  /»«=  I,  folglich: 

erhält  man  Formel  4  mit  den  unteren        ±qi  =  log  (cot  q  +  i  ttn  q>)  (g) 

also  log  n±qi-log  q  (cot  qi  ±  i  sin  (je)  =  log  (A  ±  IM) 

Also    log(A±Bi)  =  logQ±qi         (9)  =  cos  o;  +  i  sin 

also  ebenfalls  von  der  Form  A  ±  Bi.  e—f'  -  eos  ^  —  i  sin  ^ 

11.  Es  läfst  sich  nun  auch  beweisen.dafs  dufch  ÄitiorTund  Subtractiou  hat  man 

sin  (A  ±  Bi)  =  einer  Gröfse  A'  +  B'i  cotq  =  \       -f  (l) 

desgl.  dasselbe  von  Cosinus,  Tangente  1  ,  & 

und  allen  übrigen  trigonometrischen  Func-       *m  9  ~  2i  ^    ~e     '  (2' 

tionen:  durch  Division  beider  Gleichungen  in 

Aus  Formel  7  No.  10  hat  man  einander 
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Setzt  man  in  Formel  1  und  2  für  q;  den  Werth  fii,  dann  ist 
co,  fii  =  *  (.*  *  +  e~  *••*)=  |  (.-•  +  e+Ä) 


2i^         *        '-2ix*      "      '~  2i 
Nun  ist 

sin  (A  -f  fit)  =  litt  i4  •  cos  fii  +  cot  A  •  «ift  fii 

=         (.+»  +  .-•). (.»-e-») 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  erhält  man 
cos  (A  +  fii)  =  cosA>  cos  Bi  -  sin  A-  sin  Bi  - 

=  ^  (.»+#-  _      (es  _9-  *) = ^ + B,t 
«*c  (ii + fio = <?ot     gi) = c^,  +fi,i)-x = ^4  +  fi4i 

co.ee  (il  +  fii)  =  j^~m  =  Ä.O-1  =  A.  +  fi.i 

12.  Ist  «rc  cos  (A  +  fii)  gegeben,  so  ist 
wenn  man  (No.  10,  Formel  7)  in  e^'=  cos  <p  +  i  sin  ff 
für  (f  =  arc  cos  x  setzt  ' 

=*  +  •}'!-**  (1) 
hieraus  i  •  «rc  cos  *  -  In  (x  +  i  \'\  —  *>)  (9) 
und 

i  «rc  co*  (A  +  fii)  =  /n  [{A  +  Bi)  +  i  ]/\  -  (A  +  fii?] 
und  nach  Formel  5 

arc  cos  (A  +  fii)  =  ~  In  [A  +  fii  +  i     '  +  fi'i)]  =  y  /»  {Af  +  fi,i) 
und  durch  Auflösung  in  eine  Reihe 
arccos  (A  +  fii)  =      +  fi,  =  /I,  +  fi.i 
Ist  «rc  «in  (A  +  fii)  gegeben,  so  ist,  wenn  man  für  <p  =  arc  sin  x  setzt 

«' arr     *  =  \/\-x*  +  »*_  (3) 

i  «rc  sin  *  =  /»  (t*  +  ^1  -  «")    (4) 

«rr  Hu  (A  +  fii)  =  f»  [i  (A  +  fii)  +  ^/l  -  (,4  + 

=  l/w(i4i-fi+^l_i4t+  Ä«_2i4fii)  =  ^s  +  fi,i 

Für  fi  =  0  hat  man  aua  No.  11  und  12 

i  Are  cos  A  =  /«  ( A  +  i  11  —  A*)  (6) 
•  Arc  sin  A  sin  (iA  +  y'l  -  AÄ)  (6) 
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13.  Die  Formeln  7  No.  10  and  1,  2  No.  11  eignen  sich  dexa,  die  Summen 
mehrerer  unendlicher  abnehmender  Reihen  in  einfachen  Ausdrücken  anzugeben. 

Z.  B.  Die  folgende  Reihe,  in  welcher  *  =  einem  ächten  Bruch  ist: 
v  =  I  stn  (t  +  x*   4-  ar3  —  +  x   --TJ 

Der  Kürze  wegen  soll  die  Summe  aller  unendlichen  Glieder  der  Reihe  durch 
das  allgemeine  Glied  mit  vorgesetztem  Summenzeichen  ausgedrückt  werden ,  so  dafs 


so  viel  wie  y  bedeutet. 


(») 

Setzt  man  nun  in  Formel  2,  No.  11  für  <p  den  Werth  n<f ,  so  erhält  man  das 
allgemeine  Glied  dieser  Reihe 

(-)  J     2i  L    (*)  (n)  J 


^iii.inF--.        2.  2iL(n) 

und  wenn  man  für  n  hintereinander  die  Werthe  1,  2,  3,  ....n  setzt  und  sämmt- 
liche  Gleichungen  addirt,  so  erhält  man 

/V  .  1  f  fixe*)"  fix*-*)*} 

*=J  w"- *= 2i[J  -in)-  -/  -53- J 


auf  beiden  Seiten  1  subtrahirt 


Nun  ist  Formel  1 ,  No.  10 ,  wenn  man  fixf* 

Hieraus 


1  =  T+(2j+(3)  +  ""(») 


oder  c 


J  (n) 

/'  m  Hieraus 
&  y=±C«"'*-«"->) 


oder  wenn  man  für  ar  die  Werthe 


Setzt  man  die  Werthe  e=fc'>  ans  Glei- 


nnd  setzt  chung  7  No.  10  so  erhält  man 

y  -  JL  \e  *  (cos  *  + .«»  *)  _  e*  (com  *  - *)|  =  e*  e^^^-e-^""'» 

2»  2i 
Der  zweite  Factor  stimmt  aber  mit  der  rechten  Seite  der  Formel  2,  No.  11 
überein,  wenn  man  statt  <p  den  Werth  xsinq:  setzt;  demnach  ist 

y  =  erco*+.$in(xnn<f) 
14.  Es  sei  gegeben 

.-1  +  XCO.OP  +  *  -(2)    +*  -^-+  *  -^p 

In  Formel  1,  No.  11  für  o;  den  Werth  n<f  gesetzt  und  mit  ■—  multiplicirt,  gibt 

(V    +ööe  J 

,  ixe-*)»  I 

(")  J 


+ 


(«) 

/V 

Wieder  die  Formel  «x-l=  J  —  angewendet,  indem  mau  für  x  die  Werthe 
*e'*  und  setzt,  gibt 

.»'♦         /W*)"  /*(««- *)' 
+e     -y  (•)  v  oo 
•>    —  »> 

also      «  =  +  ) 

nnd  mit  Hülfe  von  Formel  7,  No.  10 : 


r 
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Dieser  2te  Factor  stimmt  aber  mit  der  rechten  Seite  der  Formel  1 ,  No.  11 
überein,  wenn  man  statt  <p  den  Werth  xtin<p  setzt. 

Demnach  ist   *  =  exfo**  .  cot  (x  «in  <p) 

Beispiele  zu  No.  13  and  14. 

Es  sei  *  =  f ;  <f>  =  30°  also  Bogen  (p  =  in 

Nun  ist  also   y  =  e*  ~* 800  «in  (|  «in  30°)  =  e*v  8«in  (f) 
Hieraus      tny  =  iv'3  +  /n  «in  21°  29'  9" 
und  /n*  =  tV3  +  /nc©*21°29'9" 

!ny  =  0,6495190  -  1,0043814  =  -  0,3548624 
In  s  =  0,6495190  -  0,0720246  =  0,5774944 
hieraus        log  br  y  =  0,845  8852  -  1 ;  y  =  0,70127 
logbr*  =  0,250  8026;  »=1,78157 

15.  Es  sei     v  =  x  «in  <jp  +  ara  «in  2<jp  +  *'  «in  3o?  +  <r"  «in  nqp 

*  =  einem  ächten  Bruch.   Man  soll  die  Summe  v  -  fx"  «in  nq  bestimmen. 
Es  ist  nach  No.  13 

sin  nqp  =  gl  


und  *"  «in  n?  =  ^  [(*e'>)w  -  («-'♦)"] 

und       «in  = i  .yc^>)*  -  lyo.-*) 


Nun  ist  aber  in  der  Beihe  (s.  Bd.  III.,  wenn  man  nun  n  =  e  =  s  setzt,  so  ent- 

pag.  151,  Formel  4)  steht  die  Reibe 

a  +  ae  +  ae»  +  <ie"-1  *  +  *J  +  »'  +  .. .  *"  in  inf 

wenn  *<1  ist,  und  /*»=—•- 

/*    w  - 1      1  —  e"  1— * 

/*«      =         a  Setzt  man  hierein  für  t  die  Werthe 

.     m  UQ^  «f*- zieht  die  2te  Formel  Ton 

Für  n  =  «  ist  e  =0  und  der  ersten  ab  und  mttitiplicirt  beidersei- 

/ae"-1  =   tig  mit  —  so  erhält  mau 

*            1  —  e  °  2» 


Nimmt  man  *  zum  gemeinschaftlichen  Factor,  bringt  beide  Bruche  auf  ge- 
meinschaftliche Benennung  und  reducirt,  so  erhält  man 

Nun  ist  nach  Formel  2,  No.  11  der  Zähler  =  sino-,  und  nach  Formel  1,  No.  11 
der  Broch  im  3ten  Oliede  des  Nenners  =co$<p. 

Hithin  hat  man 

V  =  x  **&  

1  +     -  2*  co«  <p 

16.  Auf  dieselbe  Weise  erhält  man 

\V=  1  +  xcot  (p  +x*co$2<p  +  tt*  cotZtf  +  x"  cot  n<f  in  inf 

1  —  x  cot  <p 

'  \  +  z*  —  Ixcoto? 

Immensurtbel,  unmefsbar  wegen  der  selbst  die  der  uns  zunächst  befindlichen 
G r 6 f s e  des  Raumes.  Die  Entfernungen  nur  geschätzt  werden  kann.  Immensu- 
der Fixsterne  ton  uns  sind  so  grofs',  dafs  rabel  oder  unmefsbar  ist  aber  nicht  un- 
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endlich:  Die  Entfernung  zwischen  zweien 
den  weitesten  von  uns  befindlichen  Fix- 
sternen, von  denen  der  eine  im  Westen, 
der  andere  im  Osten  steht,  ist  nicht  un- 
endlich, weil  man  die  Endpnnkte  der 
Länge  sieht 

Impuls  ist  die  Einwirkung  zweier  Kör- 
per auf  einander  mittelst  eines  8tofses, 
auch  der  Stöfs  selbst.  Er  wird  gemes- 
sen mit  dem  Prodnct  der  Masse  mal  der 
Geschwindigkeit  des  stofsenden  Körpers. 

Impulsive  Kraft  ist  eine  Kraft,  die 
auf  stofs  wirkt. 

Iacidenz  ist  der  Einfall  eines  Licht- 
strahls auf  die  Oberfläche  eines  Körpers. 

Incideni Winkel,  s.  v.  w.  , Einfalls- 
winkel«. 

Incommensarabel  sind  Gröben,  die 
kein  gemeinschaftliches  Maafs  haben,  als 

Vi  und  i'2(vergl.  „Commensurabel"). 
In  Potenz  incommensurabel  heilst 
bei  Euklid  incommensurabel  im  Quadrat. 
Im  X.  Buch  heifst  seine  2.  Erklärung: 
Incommensurabele  Gröfscn  sind,  für  welche 
sich  gar  kein  gemeines  Maafs  finden  läfst. 
3.  Erkl. :  Gerade  Linien  sind  in  Po- 
tenz commensurabel ,  wenn  ihre  Qua- 
drate von  einem  nnd  demselben  Flächen- 
raum gemessen  werden.  4.  Erkl.:  In 
Potenz  incommensurabel  aber,  wenn 
sich  für  ihre  Quadrate  gar  kein  Flächen- 
raum  als  gemeines  Maafs  finden  läfst. 

Ferner  sind  folgende  Zeichen  einge- 


bt n  £  heifst:  die  Linien  A  und  B  sind 
commensurabel. 

Au  B,  sie  sind  incommensurabel, 

An.  B,  sie  sind  blofs  in  Potenz  com- 
mensurabel, 

A  ir  B,  sie  sind  in  Potenz  incommen- 
surabel 

Lehrsatz  5  heifst:  commensurabele  Gro- 
fsen  (Linien)  A,  B  verhalten  sich  wie 
Zahlen.  Lehrs.  7  heifst:  Incommensu- 
rabele Gröfsen  A,  B  verhalten  sich  nicht 
wie  Zahlen  zu  einander.    Satz  9  heifst: 

1.  Die  Quadrate  gerader  in  Länge  com- 
mensurabeler  Linien  A,  B  verhalten  sich 
wie  Quadratzahlen,  und  Quadrate,  welche 
sich  wie  Quadratzahlen  verhalten,  haben 
in  Länge  commensurabele  Seiten  A,  B. 

2.  Hingegen  die  Quadrate  gerader  in 
Länge  incommensurabeler  Linien  A,  B 
verhalten  sich  nicht  wie  Quadratzahlen; 
und  Quadrate,  welche  eich  nicht  wie  Qua- 
dratzahlen  verhalten,  haben  nicht  in  Länge 
commensurabele  Seiten  A,  B. 

HL 


Satz  11  ist  eine  Aufgabe:  Zu  einer  ge- 

S ebenen  geraden  Linie  A  zwei  andere  tu 
nden,  von  denen  die  eine  ihr  blofs  in 
Länge,  die  andere  aber  zugleich  in  Potenz 
incommensurabel  ist :  Auflösung.  Erst- 
lich: Nimm  2  Zahlen  B,  C,  welche  sich 
nicht  wie  Quadratzahlen  verhalten  und 
mache  B  :C  =  0  A:\JD,  so  sind  A  und 
D  bloü  in  Länge  incommensurabel. 

Zweitens:  Nimm  zwischen  A  und  D 
die  mittlere  Proportionallinie  £,  so  sind 
A  und  E  in  Länge  und  Potens  zugleich 
incommensurabel. 

Denn  da  A  :  E  =  E  :  D 
so  ist  auch   A  :  D  =  [JA :  QE 

folglich  sind  wie  A  und  D  auch  Q<4  und 
□ß  incommensurabel,  also  die  Linien  A 
nnd  E  in  Potenz  incommensurabel. 

Incomplexe  Gröfsen  sind  solche,  die 
zu  keinem  Complex  vereinigt  werden  kön- 
nen (s.  »Complex'),  als  3  Thaler  und 
7  Pfund. 

Increment  bei  veränderlichen  Gröfsen 
ist  die  Gröfse  des  Wachsthums,  der  Zu- 
nahme, wie  Decrement  die  Gröfse  der 
Abnahme;  für  beide  Bezeichnungen  sagt 
man  jetzt  allgemein:  Differenz. 

Index  (Zeiger)  ist  bei  den  Reihen  die 
Stellenzahl,  daher  bei  den  Logarithmen 
die  Cbaracteristik,  die  Kennziffer,  weil 
diese  als  ganze  Stellenzahl  für  eine  Po- 
tenzenreihe betrachtet  werden  kann.  An 
Winkelinstrumenten  ist  Index  der  mit 
dem  Nonius  verbundene  Schieber. 

Indirect  ( ungerade)  ist  dem  direct 
(gerade)  entgegengesetzt;  beides  wird  vor- 
nehmlich von  Verhältnissen  gesagt.  Je 
gröfser  A  ist,  desto  gröfscr  ist  Ä,  ist  ein 
gerades  ,  ein  directes  Verhältnifs;  je  grö- 
fser A  ist,  desto  kleiner  ist  B,  ist  ein 
ungerades,  ein  umgekehrtes,  ein  indirec- 
tes  Verhältnifs,  Je  mehr  Arbeiter  desto 
mehr  Arbeit  ist  ein  directes  Verhältnifs; 
je  mehr  Arbeiter  desto  geringere  Zeit  zu 
Vollendung  derselben  Arbeit  ist  ein  iu- 
directes  Verhältnifs.  Bei  gleichen  me- 
chanischen Momenten  V'P  =  vp  ver- 
halten sich  die  Kräfte  oder  Massen  P,  p 
indirect  wie  deren  Geschwindigkeiten 
r,  c;  nämlich  P :  p  =  v  :  V.  Darum  nennt 
man  indirecte  Verhältnisse  solche,  bei 
welchen  die  zusammen  gehörigen  Gröfsen 
in  ungleichnamigen  Gliedern  zu  stehen 
kommen. 

Indirecte  Bewegung,  retrograde, 
rückläufige  Bewegung  der  Planeten 
kommt  bei  den  beiden  unteren  Planeten, 
dem  Merkur  und  der  Venus  vor.  Die 
Planeten  nämlich  laufen  alle  nach  einerlei 
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In  infinitum. 


Seite  hin  gerichtet  um  die  Sonne,  nnd 
zwar  von  Westen  über  Süden  nach  Osten. 
Wenn  nnn  die  beiden  unteren  Planeten 
zwischen  Erde  und  Sonne  oder  in  der 
Nähe  ihrer  unteren  Conjunction  sich  be- 
finden (s.  Conjunction),  so  scheinen  sie, 
besonders  da  sie  ihrer  gröberen  Winkel- 
geschwindigkeit wegen  Toreilen,  die  ent- 
gegengesetzte Bewegung  Ton  Ost  nach 
West  su  machen. 

Infinitesimalrechnung  ist  die  Differen- 
tialrechnung nach  einer  su  Grunde  ge- 
legten besonderen  Anschauung  und  Me- 
thode der  Behandlung.  Der  Hauptgrund- 
satz dieser  Methode  ist:  Eine  unendlich 
kleine  Gröfse  verschwindet  gegen 
eine  endliche  G  röfse-,  eine  unend- 
lich kleine  Gröfse  der  zweiten 
Ordnung  verschwindet  gegen  eine 
unendlich  kleine  Gröfse  der  ersten 
Ordnung;  überhaupt  eine  unend- 
lich kleine  Gröfse  einer  höheren 
Ordnung  verschwindet  gegen  eine 
unendlich  kleine  Gröfse  einer  nie- 
dereren Ordnung. 

Die  Infinitesimalmethode  ist  die  älteste 


Methode  und  diejenigen  Mathematiker, 
welche  ihr  angehört  haben  und  noch  an- 
gehören, werden  Infinitesimalisten 
genannt.  Folgendes  Beispiel  wird  die 
Methode  wohl  klar  darlegen;  man  lese 
nur  zuvor  den  Art.  .Differential* 
No.  1  bis  7. 

Wenn  eine  veränderliche  Gröfse  *  um 
eine  unendlich  kleine  Gröfse  A  *  in 
*+ A*  sich  ändert,  so  ändert  sich  eine 
von  x  abhängige  Function  fx  in  /"(*+A*)- 
Daun  sind  in  dem  Quotient 

A  *)-f*  _  f(g  +  A*)-  fr 
(*+A*)—  A*~  A* 
der  Zähler  wie  der  Nenner  unendlich 
kleine  Gröfsen.   Wie  aber 

 L_  =  ,o« 

100  000*   10000  000" 
ist,  so  kann  auch  der  obige  Quotient 
beider  unendlich  kleinen  Gröfsen  eine 
nicht  unbedeutende  endliche  Gröfse  wer- 
den. 

Es  sei  fx  =  xm,  so  ist  nach  dem 
mischen  Satz 


(*+A*)"-*w  =  + 


1-2 


A*+ 


n  •  n  —  1  •  n  —  2  „_s 


A»*  + 


Nun  sagt  die  I-methode:  Das  Glied 
mit  dem  Factor  A*"  verschwindet  gegen 
das  Glied  mit  dem  Factor  A«"—1;  dieses 
verschwindet  gegen  das  Glied  mit  dem 

Factor  A"~*  p.  «•  f.  Endlich  verschwin- 
det das  zweite  Glied  der  Reihe  mit 
dem  Factor  A*  gegen  das  erste  endliche 
Glied,  und  dieses  nun  ist  das  Differenzial 

der  Function 
Die  strengere  Grenzmetbode  sagt :  n-r"- 1 

sei  der  Gronzwerth  der  Function  un- 
ter der  Bedingung,  dafs  die  Urveränder- 
liche *  um  die  sehr  kleine  Gröfse  A« 
wächst  oder  abnimmt  Denn  da  A* 
kleiner  genommen  werden  kann ,  als  jede 
noch  so  klein  gegebene  Gröfse,  also  auch 
jedes  Product  mit  dem  Factor  A*  kleiner 
werden  kann,  als  jede  noch  so  kleine 
Gröfse,  so  ist  das  zweite  Glied  rechts 
kleiner  als  jede  noch  so  kleine  Gröfse 
und  ebenso  ist  die  Summe  sämmtlicher 
Glieder  vom  2ten  Gliede  ab  kleiner  zu 
machen  als  jede  noch  so  kleine  Gröfse. 
Demnach  ist 

Or  +  A*)"-*" 


Function  x*  bei  einem  Wachsthum  oder 
einer  Abnahme  von  *  um  die  sehr  kleine 
Gröfse  A*- 

Die  Methode  von  Lagrange,  die  Nu  11- 
rechnung  ist  noch  schärfer,  sie  läfst 
A*  =  0  werden,  alsdann  bat  man 

(*  -f  A*)"  -  **  _  .0 

A*  0 
und  dieser  jeden  Werth  vertretende 
Quotient  ist  in  dem  Fall  für  A*=0 
gleich  dem  ersten  Gliede  h*"-1  der  recht« 
befindlichen  Reihe. 

Ioflexlonspankt,  s.  v.  w.  .Wendnngs 
unkt 

88. 


,  s.  „Cnrvenlebre"  IV.,  pag. 


A* 


—  nx 


kleiner  als  jede  noch  so  kleine  Gröfse 
und  folglich  n**-1  der  Grenawerth  der 


E 

Inhalt  einer  Fläche  ist  die  Summe 
der  Flächeneinheiten,  welche  die  Fläche 
in  sich  begreift;  Inhalt  eines  Kör- 
pers, eines  körperlichen  Baums  die 
Summe  der  Kubikeinheiten,  die  der  Kör- 
per in  sich  begreift. 

Ii  inflnitam,  abgekürzt  in  inf.  ist  in 
den  Reihen  die  Bezeichnung,  dafs  die 
Anzahl  der  Glieder  unendlich  sein  soll, 
dafs  die  Reihe  bis  ins  Unendliche 
sich  erstrecken  oder  fortgesetzt  gedacht 
werden  soll. 
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Innere  Glieder  einer  Proportion,  s.  u. 

,äufsere  Glieder". 

Innere  Winkel,  s.  u.  „äulsere  Win- 
kel». 

Instrument,  Werkzeug  and  Appa- 
rat sind  Geräthe,  mit  deren  Hülfe  durch 
die  leitende  Hand  des  Arbeiters  nützliche 
Gegenstände  hervorgebracht  werden.  In- 
strument nnd  Werkzeug  unterschei- 
den sich  von  Apparat,  dafs  jene  bei- 
den einfache  Geräthe  sind,  die  mit  den 
Händen  erfaEst  und  geeignet  geleitet, 
gehandhabt  werden,  also  Uandhaben;  wäh- 
rend der  Apparat  ein  aus  mehreren  ein- 
zelnen Tbeiien  zusammengesetztes  stand- 
fähiges  Werk,  ein  Bauwerk  ist  und  wel- 
ches zur  Maschine  wird,  wenn  dessen 
Theile  durch  äufsere  auf  sie  einwirkende 
Kräfte  ihre  Lage  gegen  einander  mittelst 
Construction  planmafsig  ändern.  Werk- 
zeug und  Instrument  unterscheiden 
sich,  dafs  jenes  ein  Geräth  des  Hand- 
werks, dieses  ein  Geräth  der  Kunst  ist. 

Brechstange,  Maurerkelle,  Zimmeraxt, 
Schmiedezange  sind  Werkzeuge;  Model- 
lirstifte, Lanzetten  sind  Instrumente, 
Dampfkessel,  Destillirbiasen  sind  Appa- 
rate; Krahne,  Pumpen,  Bohr-  nnd  Schnei- 
dewerke sind  Maschinen. 

Apparate,  deren  Handhabung  eine  be- 
sondere Kunstfertigkeit  erfordert,  heifsen 
Instrumente.  Ein  Leierkasten  ist  ein 
musikalischer  Apparat,  Klavier  und  Or- 
gel sind  musikalische  Instrumente.  Die 
Atwoodsche  Maschine,  die  sogenannte 
Etectrisirmaschine  sind  physikalische  Ap- 
parate; Barometer,  Thermometer,  Aräo- 
meter sind  physikalische  Instrumente. 
Eine  Taschenuhr  ist  ein  Zeitmefcinstru- 
roent,  welches  ans  zweien  in  einander 
wirkenden  Maschinen  besteht.  Theodolit, 
Boussole,  Niveau  und  alle  die  Mefsvor- 
ricbtungen ,  welche  des  Stativs  oder  über- 
haupt der  nothwendigen  festen  Aufstel- 
lung wegen  Apparate  heifsen  sollten, 
heiisen  eben  so  wie  Kette  und  Stäbe 
Mefeinstrumente. 

Integral.   1.  Allgemeines. 

Integral  einer  gegebenen  Function 
ist  diejenige  Function,  von  welcher  die 
gegebene  das  DifTerenzial  ist. 

Jede  Function,  die  zur  Auffindung  ihres 
Integrals  gegeben  ist,  mufs  demnach  als 
ein  DifTerenzial  betrachtet  werden;  also 
als  eine  Gröfse,  die  von  einer  Function 
durch  eine  mit  dieser  geschehene  Aen- 
derung  abgeleitet  worden  ist,  und  es  ist 
die  Aufgabe  gestellt,  aus  der  abgeänder- 
ten Function  oie  ursprüngliche  Func- 


tion, die  primitive  Function,  die 
Stammfun ction  in  ihrem  ungeändert 
befindlich  gewesenen  Zustand  aufzufin- 
den ,  die  gegebene  geänderte  Function  in 
integrum  herzustellen,  das  Integral 
zu  hnden. 

Von  einer  gegebenen  Function  das  In- 
tegral finden  heifst  die  Function  in- 
tegriren. 

Wie  die  Forderung  des  Differenzire  us 

ausgedrückt  wird  durch  -J—t  *o  wird  die 

Forderung  des  Integrirens  ausgedrückt 
durch  ffx  •  bx 

Jenes  9  ist  ein  etwas  abgeändertes 
lateinisches  d  (DifTerenzial),  dieses  ein 
etwas  abgeändertes  lateinisches  langes  s 
(8umme),  wofür  früher  ein  /  gesetzt 
wurde. 


Wenn 


bax  , 

9*  =/> 


so  ist  ffx  'bx-  qx 
In  den  Forderungen 

f(fX  •  9x 

f'fü  •  fx  •  9* 
Bedeutet  9x,  dafs  die  gegebenen  Dif- 
ferentiale (f>x,qy'fx  aus  den  Stamm- 
functioncn  in  Beziehung  auf  die  Urver- 
änderliche x  abgeleitet  worden  sind. 

Das  Integral  fyx  •  9y 
heifst,  dafs  das  DifTerenzial  yx  auf  die 
Urveränderliche  y  genommen  worden  und 
dafs  x  eine  von  y  abhängige  veränder- 
liche Grobe  ist. 

In  der  Coordinatengleichung  für  die 
Hyperbel  pag.  262,  No.  3,  Gl.  14. 

y»  =  ^  (2<isr  +  x*) 

ist  die  Differenzialgleichung 

V  öy  =     (a  +  *)  Vx 


hieraus 

9y_c3  a  +  x 
9x  ~  a*  *  y~ 
Es  ist  also  in  dem  rechts  befindlichen 
Ausdruck  das  Ditferenzial  von  y  in  Be- 
ziehung auf  die  Urveränderliche  x  gege- 
ben; soll  nun  dasselbe  integrirt  werden, 
so  ist  die  Forderung  zu  schreiben: 


/C*      <l  +  X 


9* 


und  man  erhält  das  Integral  y  durch  die 
Urveränderliche  x  ausgedrückt. 

Entwickelt  man  dagegen  aus  obiger 
Coordinatengleichung  das  Differenaial 

8»  _  y 
Ö~y~  c*  *a+* 
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so  ist  der  rechts  befindliche  Ausdruck  hieraus  ist  gegenseitig: 
das  Differenzial  von  x  in  Besiehung  auf  rmmmkmm-i  fmJ_  t.«V"->  s*     (    ,  l  »\m 
die  Urveränderliche  y  und  man  erhalt  x  fmnbi  )      9l=(a  +  4»T 

durch  y  ausgedrückt  mit  der  Forde-  1°  dieser  Form  ist  aber  eine  Integral- 
rung:  formel  als  Normalformel  nicht  aufzustel- 

/««      y  len:  Man  hat  den  Coefficient  m»e  fortiu 

c*~  *  a~r^t  ö*  schaffen  und  m  statt  m  -  1  zu  setsen. 

Alsdann  erhält  man  eine  Normalformel 

^  f='  /,-.(.+ t,.re.=(i±ü^ 

~Ö7 -a  oder 

/,-(.+  »,"+»)"  fc-tstgty*4 

Es  ist  also  /a  =  dem  Prodoct  aus  a  Behufs  der  Zusammenstellung  von  ge- 

in  die  Veränderliche  =  ax ,  auch  =  ay,  ordneten  Integralformeln  und  um  mit 

auch  =ä»  u.  8.  w.  Hülfe  dieser  wieder  Integrale  von  Func- 

Es  ist  mithin  die  Hinzufügung  der  Ur-  tionen  anderer  Form  ableiten  zu  können 

veränderlichen  unerläßlich  und  die  For-  mu^s  demnach  ein  wissenschaftlich  be- 

derungen  werden  geschrieben:  gründetea  Verfahren  angewendet  werden 

/aö*;/«öy;/aös.  E5nnen- 
2.  Das  Integriren  ist  dem  Differenziren  Inbegriff  der  Regeln,  nach  wei- 
se- entgegengesetzt  wie  das  Dividiren  dem  chen.  f16  «toR»}«,  aus  gegebenen  Diffe- 
Multipliciren.    Denn  wie  das  Einsineins  \cn^a  entwickelt  werden,  heifst  die 
aus  dem  Einmaleins  unmittelbar  sich  er-  ip^gralrechnung.  Diese  zerfällt  wie 
gibt,  wie  z.  B.  aus  dem  8atz:  6  mal  7  Differentialrechnung  in  die  Lehre  vom 
ist  42  sofort  der  Satz  hervorgeht  7  in  ^kenren  algebraischer  und 1  transcenden- 
42  geht  6 mal,  so  geht  unmittelbar  aus  ter  Functionen;  erstere  wieder  in  die  ra- 
der Differenzialfonnel  (104)  tionaler  und  irrationaler,  ganzer  und  ge- 
q  .  brochener  Functionen.    Ferner  wird  un- 
=  cot  x  terschieden  das  Integriren  gesonderter 
9*  und  ungesonderter  Functionen,  der  Func- 
die  Integralformel  hervor:  tionen  mit  einer  und  mit  mehreren  ver- 
fcotx*dx  =  tinx  änderlichen  Gröben. 

Aus  der  Differensialformel  (105)  3-  Constanten  der  Integrale. 

beo$x  v  .  box 

—5  =  -  sin  x  ist  =  a 

ax  ox 

Die  Integralformel  8  (ax  +  b)  _  ^ 

/—  $in  xbx  =  cot  x  Qx 

Wie  man  in  geordneter  Tabelle  Diffe-  Demnach  ist  fa  •  9*  =  ax 

renzialformeln  zusammenstellt,  um  diese  und  dasselbe    /a.9*  =  a*  +  6 

schieht  dies  auch  mit  den  Integralfor-  dorch  COnstante  Gröfsen  von  ein- 

„   .  .   .      .  ,M  ander  unterschieden  sind, 

ü-s  ist  aber  nicht  angemessen,  Formeln      f«  fr*«*  oi*h  nnn    «k  Ä;„„  v~~~*: 
fürd  jjpu»  Fanden   ^.UlUn,  J^tZ^^^  l^'l 

9  (—  cot  x)      flcot*  terschied  nicht  nur  constant  ist,  sondern 

;         c       =<inx  der  auch  in  einer  Function  der  Verän- 


Ox 


*  derlichen  bestehen  kann.    D.  h.  ob  zwei 

so  hat  man  die  Integralformel  und  zwar  und  mehrere  verschiedene  Functionen 

eine  Hauptfundamentalformel  derselben  Urveränderlichen  ein  und  das- 

f$in  x  •  9x  =  —  cot  x  selbe  Differenzial  haben  können. 

Die  Differenzialformel  (65)  ist  Um  dies  zu  untersuchen  seien 

»/• ,  .  n\m  y  =  o?»  und  s  =    zwei  verschiedene  Fune- 

■  v  *     }—=mnb  a'*~1  (a  +  es*)"1"1  tionen  von  *,  deren  Differenziale  einan- 

0*  der  gleich,  also 
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_  B  *  Die  Gleichheit  dieser  Functionen  bo- 

Yx~  bx  rteht  bei  jedem  Werth  von  xt  also  auch 
Da  nun  gleiche  Functionen  nnr  gleiche  f»r  *  =  0.   Demnach  ist 

Differeaziale  haben  können,  so  ist  anch  /8s\ 

§>=»*  l8xj.  =  (öx)0 

8x»      BxJ  /SJlf^  .Qjjx 

«nd  an,  dem^en^rnnde  (g^  = 

g4y    Q4}  _  Nun  ist  nach  Bd.  II.,  pag.  289  die  Mac 


g?  =  87«     8  W>  Laurinsche  Reihe 

--«.+(8D.+(SO.+(B0.+-- 


"4"  •  •  •  • 

Zieht  man  nun  eine  Reihe  von  der  an-     Die  Integrale  einer  and  dersel- 
deren  ab,  so  fallen  sämmtliche  unterem-  ben  Function  können  nur  um  eine 
ander  stehende  Glieder  von  den  ersten  constante  Gröfse  von  einander 
Differeniialen  ab  gegen  einander  fort  und  verschieden  sein, 
es  bleibt  Um  an  diese  möglicher  Weise  noch 

y  —  »=  (fx  —  f*  —  jf,  -  *#  hinzu« ufü  gen  de  Constante  sich  zu  erin- 

Da  aber  in  den  Functionen  y0  und  *0  n«"»»  achreibt  man  in  jedem  besonderen 
die  Veränderliche  *  =  0  gesetzt  ist,  so  J*U  /V'*  =  <TX  +  f  ansUtt  f<p'x=q>x; 
sind  «0  und  5p  constant,  der  Unterschied  <"e  Krmittelung  des  Werths  der  Con- 
zwischen  y  und  *  =  «-*  besteht  also  in  (C)  geschieht  der  jedesmaligen  Na- 

einer  constanten  Gröfse.   D.  h.  tur  der  Aufgabe  entsprechend. 

Wenn  zwei  von  einander  ver-  Beispiel: 
schiedeneFunctionen  gleiche  Dif-  "V-* + 

ferenziale  haben,  so  Kann  deren  und         f<p  =   y  

Verschiedenheit  nur  darin  beste-  .  co$(a-\-<p)'Co$a 

nen,  dafs  der  Unterschied  beider     Nun  ist 

Functionen  eine  constante  Gröfse      QtÄ    0  <a /«  +  ^  -  Mc  v«  +  ^ 
i  s  t   Und  gegenseitig :  Ö<p     °  * (a  +  ^    Mc  + 

Öfjp  _  ^  tiw  qp         _  cos  (q+qp)  *  cos  <p  +  sin  (o-r-y) »  st»  o; 

ö  qp  ~~    cot  a  •  cot  (o  +  qp)  ~  cos  «  •  cos     +  0;) 

=cos«.r.^«+<?)="c"(ö+<,F) 

Beide  Functionen  Ftp  und  fqp  haben     Zar  Untersuchung  ist  diese  Differenz 

einerlei  Diflerenzial.  unter  einerlei  Nenner  zu  bringen  und  zu 

Es  mufs  demnach  schreiben 

»m  <p  st»  (»  +  y)  *  cos  «  -  st»  y 

^("  +  (,P)~cos«.cos(«+y)  co*q.co«(q  +  y) 

constant  sein.  Der  Zähler  umgeformt  gibt 

st»  q  •  cos  q  •  cos  y  +  cos  *a  •  st»  tp  —  s in  tp 

=  tina  (cos  a  •  cos  <p  -  st»  n  •  st»  y)  =  sin  q  •  cos  (q  +  y) 

Der  Unterschied  Ftp  —  fq>  ist  demnach  wenn  man  von  zwei  oder  mehre- 
st» q  •  cc*  («+ 9;)  ren  Integralen,  die  aus  einerFunc- 
=  cW«.cos(«  +  9r)  =  ',tt  V0D  •ntwfi64kelt  werden  können, 
4.  Es  ist  demnach  erwiesen,  dafs         eine  Integral  von  einem  der 
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anderen  absieht,  die  Differenz 
•  ine  Constante  ist. 

Aas  diesem  Grande  betrachtet  man 
auch  ein  negatives  Integral  ab  den  Sub- 
trahend eines  Integrals,  dessen  Minuend 
eine  Constante  ist.   Z.  B. 

ftin  x  =  —  cos  x  =  cot  A  —  cot  x 
Consta  nt  er  Factor  eines  Integrals. 

5.  Wenn  (Differenzial  No.  10) 
yx  =  Afx 


so  ist 


Folglich  ist  gegenseitig 

fy'x  •  8x  -JA  fx*bx=  Affx  •  8*  =  Afx 

D.  h.  Wenn  eine  Fn  nction  fx  einen 
constanten  Factor  hat,  so  ist  de- 
ren Intogral  =  d e  m  Facto r  mal  dem 
Integral  der  Function:  z.  B. 
JA  cot  x  -  Afcot  x  =  Atinu 

Algebraische  Summe  zu  integri- 
ren. 

6.  Wenn  (Differenzial  No.  9) 
yzzFx±fx±cpx 


•*  9y     &,*    w    •       n1  SFxSfx.&o^x 

80  ut         8i  =  Ö(F<B*^±^)8i  =  -^±-8T:fcW 
daher  gegenseitig  f{F*x  ±fx±  y'x)  8x  =/Fx  •  8x  ±ffx  •  8«  ±/o:'x  •  8a: 


(1) 


D.  h.  Das  Integral  einer  alge- 
braischen Summe  von  Functio- 
nen ist  =  der  algebraischen  Summe 
der  Integrale  der  Summanden. 

Producte  zu  integriren. 

7.  Wenn  (Differenzial  No.  11) 

ff  s  U  .  *  =  fx  •  Cf  X 

so  ist 


9  (fx  '  (fx)  =  fx  •  op'x  +  (px  •  fx 

Also  gegenseitig 

fx  •  <px  =f[fx  •  cp'x  +  CfX  •  fx] 

=ffx  •  <jp  *  +/<r*  •  fx 

Setzt  man  nun  tp'x  =  Fx  •  8* 
so  ist  <fx  =/Fx  .  9x 

Diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung 
substituirt,  entsteht 


fxfFx  .  8x  =//x  .  Fx  •  8x  +f(fxfFx  •  8«)  8* 

woraus  /fx  •  Fx  •  8x  =  fx/Fx  •  8x  -  /[fxfFx  •  8x]  8*  (2) 

D.  h.  Das  Integral  eines  Products  zweier  Functionen  ist  gleich 
der  einen  Function  multiplicirt  mit  demlntegrald  er  andere  n, minus 
dem  Integral  desProducts  aus  dem  Differenzial  der  ersten  Fnnction 
multiplicirt  mit  dem  Integral  der  zweiten  Function. 

Beispiele.   1.  Zu  finden :  f$in  x  •  co$  x  •  8* 

Es  ist      f$in  x  •  cos  x  •  8*  =  «in  xfeot  x  •  8*  ~  *fc°*  * '  &*]  8* 

....              -         a       .        ö  »in  x 
Nun  ist  fcot  x  •  8x  =  «w  x ;  — Ä  =  cos  x 


Daher  hat  man 

JttMX 


8* 


hieraus  2/«in  x  •  cot  x  •  8x  =  sin  Jx 
folglich         /«in  x  •  co«  x  •  8x  =  4  «in  'x 


ce»  x  •  8x  =  sin  *  •  sin  x  -fcot  x  •  «in  x  •  8x 


S.  Zu  finden  /x»8x 
Schreibt  man  x 


x  •  x*  für  x*  so  hat  man 
fx .  x»  •  8*  =  x/x* .  8x  -J [^/*' "  Ö*J  9* 


Nach  Differenzialformel  32  ist 

8-x  =  3*' 
also  gegenseitig 

/**8x=tx» 


also  fx*  8x  =  x  •  *x>  -yri  •  jx»  8x]  8x 

=  ix<-i/x»8x 
woraus  8x  =  Jx4 

nnd  jfx*  8x  =  ix* 

3.  Zu  finden  /l  =/x* .  — ,8x 

x 
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Differensialformel  35  ist 

ö*-1  =  -  s> 

oder  97  =  -7» 

also  gegenseitig  ^  =  -  y 

Mithin       /l  =  x»  (-  1)  -/2x  •  (- 1) 

=  -  x  +  2/x  •      8x  =  -  x  +  2/1  •  8x  =  -  x  -f  2x  =  * 

II.  Integrirung  algebraischer  und  »  -  1  =  »  also  »  =  »+1  setzt  und 

Functionen,  mit  m+1  diridirt.   Alsdann  hat  man 

A.  Rationale  Functionen.  /•«»  _jw4'1 

Nach  No  3  ist  öx~w  +  l  1 

/«8x  =  «x                      (3)     Ffif  m  nach  un(j  nacn  die  Zahlen  1,  2, 
8.  Zu  finden  das  Integral  einer  Potens  3,  4....  gesetzt  entstehen  die  Integral- 
ton x,  als  formein 

y  =  fxm  8x  /x  •  8*  =  |x' 

Die  25te  Differenzialformel  ist  fx9  *  8x  =  $x* 

ST  — ^    8<JP*  /x'-öx^x» 

also  gegenseitig  u«  w- 

fu  («px)*" 1  •  8a>x  •  öx  =  <pxm  9.  Setzt  man  in  Differenzialformel  25 

Man  kommt  dem  verlangten  Integral  den  Exponent  subtractit,  so  erhält  man 

gleich,  wenn  man  fx  =  x  also  8qpx  =  öx  Differenzialformel  29 


and  gegenseitig  -  J =  -  /»»*"  <M",)8«  =  *~  "  =  — 
oder  /,-(^)ö»=-i-*-"  =  ^ 


Für  »  + 1  den  Werth  m,  also  für  11  den  Werth  m  -  1  und  x  für  s  gesetst  gibt 

-<"-l)  «  (5) 


Setzt  man  für  m  nach l  und  nach  die  p    j  Ton  fc,  in 

Werthe  1,  2,  3..  so  erhalt  «■« 


/*öx      x"°  der  Differenzialformel  84  begründet.  Diese 

fx  *bx=J  -  =  -  —  ist:  ^ 

Ueber  dieses  Integral,  s.  No.  10  8  ioyn  *  =  -—  =  »  Ös 

/x~*  8x  =  /  -j  =  —  x—1  =  —  —  also  gegenseitig 

/"Ö*  _J_  /*-l8s  =  /oa»s 

.  _4  „    /^8x    .        1  y  x 

/x    öx-#^=-|x    -    3jp,  jjnfjhrangn^nerVeränderlichen. 

s         /*8x  4        1        11.  Hat  man  ein  Differonzial  <p'x  tu 

fx    8x=#-j  =  -t*    =    ^4  integnren,  das  in  der  Potens  einer  xwei- 

n<     w.         47  oder  mehrgliedrigen  Function  der  ürrer- 
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änderlichen  x  besteht  oder  eine  compli-  Oder  wenn  y=o;x  =  /"»,  so  ist 
cirte  Function  von  *  ab  Factor  enthalt,  /*/  qx\ 

so  ist  es  oft  erleichternd,  diese  niehrglie-  fy  •  Bx=fyx  •  9x  =  /  I  f»  .  _  1  9»  (7) 
drige  Function  durch  eine  einfache  neue  •  ö* 

Veränderliche  (s)  auszudrücken.  oder 

Es  sei  allgemein  die  Aufgabe  das  In-  /„ .  9x  = yw .  öx  =  f  J*__  *  (i) 
tegral  zu  finden:  J*         J*         J  (Bj\  w 

u  =jfjf  8x  =f<fx  •  9x  Vöjc/ 
und  man  habe  Veranlassung  (f  x  =  ft  zu     Diese  beiden  gleichgeltenden  Formeln 
aetzen,  so  ist  die  Aufgabe  7  und  8  sind  also  die  allgemeine  Vor- 

11  =/y»  9x  =/jf»  •  9x  schrift  für  das  Verfahren  beim  In- 

In  dem  Integral  ft  erscheint  nun  s  tfg/jr5n  ein°r  Function,  wenn 
als  urveränderlich  und  es  entsteht  aus  der  U  rveränderlichen  eine 

einer  Function  ft  von  »  zunächst  immer  n®uf  Veränderliche  eingeführt 
nur  ein  Differenzial  f*-9»,  nicht  aber  wird-  Dle  ^gel  also: 
ein  Differenzial  wie  f*fBx  (s.  Differen-  Nachdem  die  Einführung  der 
zialfornieln  1  bis  12,  pag.  279).  Man  hat  neuen  Veränderlichen  geschehen, 
demnach  zuerst  das  Integral  n  Ton  y  in  multiplicire  das  dadurch  entstan- 
Beziehung  auf  die  Veränderliche  »  zu  be-  dene  Resultat  mit  dem  Differen- 
D.  h.  man  hat  zu  integriren    *ial  der  ersten  ^veränderlichen 


/y9*=/7**9»  als  abhängig  veränderliche  ge- 

Nun  ist  aus    u=fy*Bx  nommen  in  Beziehung  auf  die  neue 

9«  Veränderliche,  diese  als  ürverän- 

fo  —  y  derliche  betrachtet 

Es  ist  aber  (s.  «Differenzial«,  No.  A?Jni«llliijtf  ,da/  Re8ulUt  ™ü 

15  na?  263}  -m  differenzial  der  neuen  Ver- 

'W  bi    Bu  Bx     9x  .,^.ü^ 

9i=9x*9»  =  ^9»  erste  Urveranderhche  genommen. 


also  beiderseitig  auf  *  als  Urvariabele 


12.  Zu  finden  fy  Bx  =J{x 


integrirt :  „  Setzk  mui  «  +  x  =  s,  so  hat  man  nach 

u=fyBx=J  [yFjB,  fL»*)* 
».  »Differenzial- No.  17,  pag. 263)    f*  ö*-/*  **~J  V  B~Jb* 


oder  (s.  »Differenzial«  No.  17,  pag.  263) 

u=fyBx  =  /i.d.  Nun      9s  =  9(«  +  x)  =  9x 

jO  -  £-1 

Mithin     fy  Bx  =/»■»  9*  =  ^  =  £±f£l! 

*  "»+1  M+  1 

13.  Setzt  man  in  No.  12:  m  =  - 1,  so  hat  man 

fy  Bx  =J[a  +  x;-1 9x  =ft~x 9*  =  In  »  (s.  Formel  6) 

also        yr-+«r1»»«  y^=fa(«+.) 

14.  Für  *  =  -  x  hat  man  aus  No.  12. 

/y9x=yta-*r9x=  y*(,<"8f)ö} 

Nun  ist    9»=  9 («  -  x)  =  -  9» 
folglich         fy  Bx =/(-*"•)  9»  =  -  /*"»  8*  =  - 

oder  >-x)w  8x  =  -(a~*)*">"1 

1»  + 1 

16.  Man  erhält  nach  No.  10. 

y*  9x 
^— ^  =  -l*(a-x) 


(10) 


OD 

(ISO 
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16.  Zu  finden  fy  bx  =J{a  +  ix)*1 5*  JL 
Setzt  man  (« +  ix)  =  .  *°  .ist     *  =  <»-•)• 

so  ist  8»  =  8(«  +  *x)  =  68x  j_  j_ 

woraus  =  J  8*  =  d(.-.)-  *!(.-.)-  'ft» 

/*1  .«n-H       woraus    g- =  

daher  /«öx  =  /-r-  *w  8i  =  —   9*  i^i 

also  mithin 

17.  Reihenentwickeinn g.  »(*  — a)  " 
Das  Gesetz  No.  11  veranlafst,  dafs  ge-     Um  also  das  gegebene  I  zn  finden  mala 

geben«  rationale  Functionen  dorch  die  man  auf  die  Einführung  einer  neuen  Ver- 
dort  vorgeschriebene  Umformung  irratio-  änderlichen  verachten.  Man  kann  jedoch 
nal  werden.   Z.  B.  Es  sei  au  finden        das  I  mit  Hülfe  des  binomischen  Satzes 
ry  qx  =  /T*4-x")m  bx  *n  e*ne  R«ihe  entwickeln,  und  wenn  dann 

m  *»  als  bestimmte  Zahl  gegeben  ist,  so  er- 

setzt man  «  +  x  -  »  hält  man  ein  geschlossenes  Integral. 

Denn  man  hat  («  +  *")»»  =  ."•+£  q"  ~  V  +  m ' m  ~J  a"- *  a>  + 

1  1  •  2   

folglich  /(«  +  x")m  dar  =fam  bx  +  mam~l /«"  8x  +  «*"  ~ 'fxu  ö*  +  


+  ~2  m-1  aA(      }        +/x,WM  fix  (14) 

Z.  B.  Für  m  =  2  ist 

./!>  +  x")'  8x  =/a>  8x  +  2a/x"  8x  +/X2"  8x 

+  +  _  (16) 

TU  +  X-)*  8x  =  a»/8x  +  3a'/*"  8*  +  3a/x»"  8x  +  /a>  8x 

=  ^  +  3.._+3._  +  —  (16) 

U.  8.  W. 

18.  Zu  finden  fy  bx  =/xm  (a  +  xf  8* 
Nach  dem  binomischen  Satz  hat  man 

(«  +  x)"  =  o"  +  »,*— lx  +  »,  o""'  »»  +  «tt«-1  +  x" 

olglieh 

xm  (a  +  x)"  =  «"  x~  +  na"-1  xm+x  +  n,*— *  xw+2  +  naxm+»~x  + 

Jedes  einzelne  Glied  integrirt  und  die  geben  worden,  um  zusammengesetzte  ra- 
Integrale  summirt  ergibt  das  verlangte  tionale  Integrale  zu  finden.   1.  Die  Ein- 
integral, führung  einer  neuen  Veränderlichen  (No. 
19.  Zu  finden  10  und  2.  die  Entwickelang  in  eine  Reihe 
r^-fWfl  +  .'Vfljf  (No.  17).    Ein  drittes  Ilülfsmittel  bietet 


Entwickele  nach  dem  binomischen  Satz  1 


(«  +  x*y  in  eine  Reihe,  multiplicire  je-        *t  fx/Fx  •  8x  -/[fx/Fx  •  8xJ 

des  Glied  derselben  mit  x*\  integriro  je-  durch  welche  man  successire,  nämlich 

des  dieser  üheder,  so  gibt  die  Summe  „üt  Wiederholt! Dg  eines  und  desselben 

der  Integrale  das  verlangte  Integral.  Verfahrens  zu  dem  verlangten  l  gelangt, 

2.  Reduetionsformel.  indem  man  das  gegebene  DifTeremial  auf 

Es  sind  bis  jetzt  2  Hüllsmittel  ange-  ein  einfacheres  zurückbringt,  reducirt, 
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weshalb  die  Formel  die  allgemeine 

Redactionsformel  genannt  wird.  f9&x  =  /   - 

Eine  Anwendung  daTon  ist  bei  folgen-  „  ...    „  Ä     V  t  *  .  V_-Ä 

der  Aufgabe  zu  machen :  Schreibe  fy  Üx  =fxm  («  +  *)  8* 

01   v„  fi«i»Ä«  Alsdann  hat  man  nach  der  allgemeinen 

21.  Zu  finden  Redactionsformel  (2) 

fx'"  (a  +  x)-M  8*  =  »""yta  +  *)~*  8*  -/I9*""  .^a  +  *■)-"  8*]  8* 

-»+1        J  -»+1 
oder  J  _  x-    +  +  J£_  ^—1  (<J  +  x)-        8j|  (n) 

Man  sieht,  dafs  man  auf  ein  Integral  tion.  Behandelt  man  nun  dieses  letztere 
kommt,  in  welchem  die  Exponenten  m  Integral  auf  dieselbe  Weise,  so  erhält 
und  *  um  eine  Einheit  niedriger  sind,  man 
als  in  der  su  integriren  gegebenen  Func- 

fxm  -1  («  +  ,)-        8*  =  -  *"  ~l  (**<jrr«,'~>)  +  ^/^"8  («  +  •)" 

Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  end-  /V'8* 
lieh  *•  oder  («  +  *)"0;  und  swar  das  erste        maQ  J  r+~*  8  mit  •  +  « 

od"  »**  mtfi  ZU6rSt' j*  Dachdem  m<H  in      so  lange  dividirt,  bis  man  auf  ein 

Ist  m< n  so 
aufzulösende  Integral 


Ist  m  <  n  so  entsteht  suletst  das  noch  Glied  ab  Ergansungsglied  kommt, 

iteoral  J  x+a 


(  .  welches  =  a*  fi» (*  +  a)  Ist. 

/Ta  +  x)~''8x  =—        '   Mit  der  Summe  der  bis  su  diesem  lets- 

P  -  1  ten  Gliede  erhaltenen  Integrale  ist  das 

und  das  verlangte  I  ist  vollständig  (ge-  verlangte  I  ebenfalls  geschlossen  gefun- 

schlossen)  gefunden.  den. 

Ist  m>n  so  erhält  man  als  Schlafs-  22.  Beispiel.  Es  sei  m  =  2,  n  =  2,  also 

gliedi/V(«  +  *r18*  »u  tofan. 

und  dies  ist  nicht  anders  aufsulösen,  als  /y  8*  =/«'(«  +  *)  8* 

Man  hat  /y  8*  =  -  *» (^±^_  +  i/*  («  +  8* 

+  2z  —  2a  Jn  (*  +  a) 
-2«fa(*  +  a)  (18) 


J 


x* 

x98ap      **  4-  2ax 


(a+*)«       *  +  « 


Von  der  Richtigkeit  des  I  uberzeugt     Dann  ist 
man  sich  durch  Ruckdifferenzirung.  Man  und  da         8«  =  8»  ist,  so  hat  man 
findet  8x      _  8s 


Setzt    man    unter  der 
Ja  +  hx  +  x*     -tsung  daf.iA.>ai.t 

s  =  *  +  i*  iT-a)=c' 


Man  setze 
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so  ist,  wenn  A,  S  unbestimmt«  Coefficienten  bedeuten 

/;  9x   /*__8*_      fl  Ab%      1*8»  \ 


Nun  sind  A  und  £  so  zu  bestimmen,  ...           Ä     1       .    .  1 

dafs  Pbt          Ä  =  2"c  und  ^  =  "20 

ii(»-c)  +  Ä(»  +  <0  =  1  Demnach  ist 

also  da&(i4  +  Ä)»+(Ä-y4)c=  1  /*&*_!    /'S»      1  /]8» 

Es  kann  aber  diese  Bedingung  nur  er-  J  a  +  bx+x*      2c J  s+c    2c,/  *— o 

füllt  werden,  wenn  M  +  B) *  =  0  ist,  weil  Nun  ist  Differenzialformel  84 

»  Terech winden  muü;  dann  hat  man  9t 

hienuÄ  +  ^  =  0  also  auch      8 /<*»(»  ±  c)  =  ^ 


folglich  f  ^  =  -  1  logn  (■  +  c)  +  1  /<* .  (•  -  c)  =  1  M  ^-5 

Setzt  man  nun  für  *  und  c  die  ursprünglichen  Werthe,  so  erhält  man 


und  reducirt 


a+**  +  as»    V/fc«_4a     2*+6  +  »/6'-4a 
24.  Ist  jedoch  a>ib\  so  hat  man 

a  — —  =  ca  gesetzt: 


9j  8»       1  9t_ 

.+».+.»- .« +  c=  «•  • ,  +       « • ,  + 

Nun  ist  Differenzialformel  120 

....    .  .  1      Ö (t)        8s        1  ft  * 

mithin  ist  —  •  ; — r,  =  .  ,   ,  =  —  9  arc  (g  — 

c    l  +  (^)     *  +C*     °  * 
Hierein  die  Werthe  s  =  *-H6;  c»  =     ~  &*  gesetzt  und  reducirt 


a  +  4*  4-  x*    ySiTii      *  v/4a  -  6« 
26.  Ist  drittens  a=*6»  so  wird 


(19) 


2*4-6 

arc  tg  —  — -  (21) 


(22) 


26.  Zu  finden  /y  8*  =  A^-,8*  ™™  ^  *eDn  "  *     -  Ä 

ya+6*+*>  _  r  xhx      r  Abx 

Man  sieht,  dafo  diese  Aufgabe  aus  J*°*  ~J  a+6*+*«  V  *4-a*  +  *» 
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■ 

Das  2te  Integral  ist  aber  schon  in  No.  b 

23  bis  25  für  3  rerschiedene  Fälle  be-  wt  a,a0       *  =  *  ~  "2" 

stimmt  worden,  wenn  man  dasselbe  dort  »  ft 

mit  A  multiplicirt.  und  = 

Infeg^l  w™  n£  23*  '°ftulÖMnde  erste  »«tat  man  ferner  ± c»  =  ± ^  »  a 

,  =  ;P  + A  so  hat  man  das  erste  Integral 

J  a  +  bx  +  x*~J     s'A'c»  ~J  >*±c*  2y»«±c» 

Dieses  getrennte  snbtractiye  I  ist  eben-  Also  nach  der  84ten  Differensialfonnel 

falls  No  23  aufgelöset,  und  man  hat  tu  /*  *  9» 

dem  noch  aufzulösenden  Integral  /       c»  -tlo9»  (*'  ~  c')  M) 

I  £*Tri  Hieran  gehört  das  Integral  19  mit 

su  addiren  das  Integral  No.  23  mnltipli-  "fW**> 

cirt  mit  (4  -  *»).  djli* /„» r_c  (Ä) 

Nun  ist  für  den  Fall  (»•  -  c*)  im  Nenner  2c      s  +  c  ' 

/*  ®*  _  i         8»  und  es  ist  mithin,  wenn  4»'  >  a  bt,  das 

»■-«»■"  V  »» -  c»  rerlangte  I  =  (ii)  +  (£)»  oder 


y 


•i^ 4L»*  =  4 (,.  _ ..,  +  £^J»  fatz« 

« +  6x  +  «*     1     %  2c       *  +  c 


Für  den  Fall  (*»  +  c»)  im  Nenner  hat  man  eben  so 

Hierzu  das  Integral  21  multiplicirt  mit  (A  -  bb)  gibt 

'^^  =  ^(«  +  *,  +  ,.)  +  2-^i5«rc^^±i  (24) 
Endlich  drittens  für  a  =  ±b*  ist 

hierzu  (4  -  ±4)  mal  dem  Integral  20  gibt 

27.  Zu  finden /y  9*=  /    .  ,  . — - — K    .        .    ;  7,.    *    '  ' 

49       J  x(a  +  bx+x*)  oder    via  +  i<  (6*  +  x1)  +  flx  =  1 

Es  ist  am  geeignetsten,  wenn  man  den      0  .  1 

Bruch  des  gegebenen  Differentials  in  2     beUt  man  nun  *a  =  l  also  >1  -  — 
Summanden  «erlegt,  in  welchen  die  Fac-  mn    .iH  „„„    Atk  ,   »  ,  »_A 
toren  des  Nenners  die  Nenner  sind.        00  erh*U         A  <*  +  *>+*- 0 

Man  hat  und  hierein       A-—  gesetat 

1         _  A   B  _  a 

x(a  +  6x+x»)     x     «  +  6x'+«c»  /j=_*±f 
und  folgüch  die  Bedingung  '  » 
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mithin  8*       _  1  |"8x       b  +  x  1 

»(a+ox  +  x1)     alx     <s  +  6x  +  x3J 

=  1 L  . . »  /!»»    _  /"-45L-.1 

oder      [/» x  -  einem  der  3  Integrale  23,  24,  25,  wenn  man  b  statt  A  achreibt.] 

/ _*L, .ifh«.^«!.^    »  f—P—A 

J  x(«  +  ftx+x>)     aL  2ya+ftx  +  xsJ 

= s  [ fa  ir  6x +p  -  '/irr^Tp]  (26) 

indem  für  du  letzte  Integral  die  Formel  20,  21  oder  22  genommen  wird,  je  nachdem 
—  >  a  oder  —  <  a  oder  —  =  a  ist. 

28.  Zn  finden    /y8x=  fl*  +  A>** 

./(a+6x  +  x»T 
Setzt  man  wieder  %  =  x  +  \b 
so  hat  man  wie  in  den  vorigen  Aufgaben 

{x+A)S>=V-J  +  A)b'_  r   .8.  - {) 8, 

Um  das  erste  Integral  zu  finden,  setze  man 
**  t  c*  =  fl 
so  ist         2*  •  8*  =  8u 

*8» 

Diese  Werthe  eingeführt,  ist 

/*  »-8»         /**8»  ir_mft 

Nnn  ist  nach  Integralformel  5 

iß,— =  =  1  

2(m-l)^"'-1 
/*  »-8»  1_  =  1  

J(*'*c')m       2(»-l)^m"1       2(s»-l)(s>TC«r-1  (5?) 

üm  das  zweite  Integral  zn  finden,  mnfs  tionsformel  2.  (s.  No.  20). 

man  dasselbe  auf  das  Integral  einer  Fnnc-  6 

tion  derselben  Form  zurückführen,  wo  m  Setzt  man  nun  A  =  Fx  =  B; 

einen  geringeren  Werth  hat,  so  dafs  man  9 

bei  wiederholtem  Verfahren  auf  die  Form  f*  =  1    .  .  =(t*Tc*)-m 

3— J  kommt.  Hierzn  dient  die  Rednc  80       m"  ft 
*  T  *"  •  fFx  öt  = 


=  -  s, (»> ,  «•)— *  •  2»  =     ~2W>  , 


daher       /*  *»*     =      *      +  2-  f—±—  x **8. 
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=  — — — -  -f  2m  /  .  —   9» 

=  h  2w  /  -  ±  2»  c1  /  —  — — , 

Hieraus  das  letzte  Integral  entwickelt  gibt: 

(*»  Tc»r+I    *J  *mc*'b**c*)m*  *me%J  (**  ^  c^- 
Setxt  man  nun  m  -  l  statt  m,  so  erhält  man  die  Reductionsforrael 
/— ?Ö*     =   2m -3     r  ÄO*  

y  (*•  ±  c»r  T  2  (m  - 1)  c«  (*»  T  c»r  -1  T  2  <*  - l>  ev/  (»»  t  c»r  ■ 1 


Vermittelst  dieser  Reductioosformel  ist  langt   man    endlich   auf   ein  Integral 

nun  das  Integral  der  Function  auf  ein    /ä9*       ,  ,         ,    .  .   . 

anderes  derselben  Form  reducirt,  in  wel-  /  5»  T  c»  *elche8  ,n  den  IntegTalformeln 
chem  der  Exponent  am  1  geringer  ist.  \6  und  18  aufgelöst  ist 
Setzt  man  in  das  letzte  Integral  dann     Da  nun  ^  =  ö  ijjt  80  kann  maQ  onne 
wiederum  »-  1 ,  statt  m   so  eftalt  man  Weitereg  ffl      seinen  Werth  in  x 


A 


(*-y)<«+**> 


(«  +  ix  +  *»),w       2(m-l)(a  +  Ax  +  x>r-1  _  to+,.r  1 

2m-3  yrJl^T)0^ 
,(»-!)(*!- #)V  (.  +  **  +  «»)— 1 

29.  Das  Integral  aus  einer  gebroche-  Factoren,  so  nimmt  man  den  ersten  Fac- 

nen  algebraischen  Function  zu  finden,  tor  als  Nenner  des  ersten  Theilbruchs 

wenn  deren  Nenner  in  ein  Product  Ton  und  das  Product  der  übrigen  (n  —  1)  Fac- 

binomischen  und  trinomischen  Factoren  toren  als  den  Nenner  des  «weiten  Theil- 

sich  zerlegen  läfst.  bruchs.   Man  findet  den  Zähler  des  er- 

Das  Verfahren  besteht  darin,  dais  man  s*en  Theilbruchs  und  mit  demselben  die- 

den  gegebenen  Bruch  in  lauter  Theil-  Ben  B™«            Wiederholt  man  nun 

bräche  zerlegt,  Ton  jedem  Theilbruch  das  Verfahren  mit  den  übrigen  (»  -  1) 

Integral  sucht  und  sämmtliche  Integrale  Factoren  des  Nenners,  so  erhält  man  nach 

addirt.  und  nach  sammthehe  Theilbrüche  der 

In  dem  Art.   „Functionenlehre  •  gegebenen  Function. 

No.  4  und  5  ist  gezeigt,  wie  man  einen  Beispiel. 

Bruch,  dessen  Nenner  aus  2  Factoren  p.       y  _       2x  +  7.r  +  3 

besteht,  in  2  Theilbrüche  »erlegt:  Der  (x  +  1)  (x  -  l)(x  +  2) 

Nenner  des  einen  Theilbruchs  ist  der  Theilbrüche  zu  zerlegen.   Demnach  sei 

erste  Factor  und  der  Nenner  des  ande-  4  ß 

ren  Theilbruchs  der  zweite  Factor  des  *          N  =  — —  +  -—■  . .  -. 

gegebenen  Nenners,  die  Zähler  der  bei-  *+      ^x  ' 

den  Theilbrüche  sind  aufzufinden.    Von  hieraus 

diesem  Satz  ist  schon  No.  23  dieses  Art.  A(x-  1)  (x  +  2)+ J?(x+1)  =  2**+  7x  +  3 

Anwendung  gemacht  worden.  (jm  4  za  finden  mufa  B  verschwinden, 

Hat  nun  der  Nanner  der  gegebenen  demnach  ist  «+1  =  0  also  *  =  -  1  za 

Function  mehr  als  2,  t.  B.  n  ungleiche  nehmen,  und  diesen  Werth  in  die  Be- 
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dingungagleichung  eingesetzt  wird 

-2>4  +  0  =  -2 

woraus  A      =  1 

2x»+7x  +  3  1  B 

und  es  ist 


(x+l)(x-l)(x  +  2)    x  +  1  '  (x-l)(x-2) 
Hieraus  2x>  +  7x  +  3  -  (x -  1) (*  +  2) .  1  =  ß(x  +  I) 

 _,„„  „_*,  +  6x  +  5  Setzt  man  wieder  x=|l,  so  hat  mau 

woraus  a  — — — ,  :  —  x  +  o  .  .  .  , 

x+1  x  +  5  =  C  •  (x  -f-  2) 

Der  in  2  Theilbrüche  noch  zu  zerle-  nn(j       c  =  J  =  2 

gende  Bruch  tot  demnach^        ^  UQ(1  8eUt  maü  x  =  _  2>  SQ  ^  ^ 

=  (JT^j »        +  J+s  x  +  ö  =  0  (x  -  1) 

W«raus  und      ff=+-  =  -l 

*  +  5  =  C  •  (x  +  2)  +  0  (x  -  1)  -3 

....    .  2*«  +  7x+3  1,2  1 

mithin  hat  man  ; —       — — —  =  — - -  + 


(x  +  l)(x-l)(x  +  2)    x  +  1    x-1    x  +  2 

Man  übersiebt  aus  diesem  Beispiel  das  die  übrigen  Factoren  des  Nenners  und 
erforderliche  Rechnenverfahren,  ohne  dafs  in  den  gegebenen  Zähler  und  dividirt 
man  nöthig  hat  die  Gleichungen  aufzu-  diesen  durch  jenes  Product,  so  erhält  man 
stellen.  in  dem  Quotient  den  Zähler  zu  dem  zu 

Man  setzt  nämlich  nach  einander  jeden  Null  gemachten  Nenner. 
Factor  des  Nenners  =0,  das  x  welches     \n  dem  vorigen  Beispiel  ist 
daraus  jedesmal  entsteht,  setzt  man  in 

2x»+7x  +  3  A      _§__  C 

(x  +  l)(x-l)(x+2)~x  +  l  +  x-l  +  x+2 
x  +  1  =  0  gibt  x  =  -  1 

2x*  +  7x  +  3       2-7+3  _  -2  , 
(x-l)(x  +  2)"(-2)x(+l)"-2"  + 
x  -  1  =  0  gibt  *  =  +  1 

2x»+7x  +  3  _2+7  +  3_  12 
(x+l)(x  +  2)       2x3    ~  6     +  ~ 
x+2  =  0gibtx  =  -2 
<laher  3*'+7x  +  3  =  ±114  +  8  a-. 3 

(x+i)(x-l)    (-l)x(-3)  +3 

30.  In  No.  6  des  Art.:  Fnnctionenlehre  diese  Potenz  als  Nenner  eines  einzigeu 
ist  nachgewiesen,  dafs  wenn  2  oder  meh-  Theilbruchs  genommen  werden  mufs. 
rere  gleiche  Factoren  im  Nenner  sich  be-      Dagegen   kann  man  solchen  Bruch 
finden,  diese  zweite  oder  höhere  Potenz  /  fx  \ 

in  so  viele  Bruche  mit  der  Wurzel  zum  (  )  in  Theilbrüche  zerlegen  von  der 

Nenner  als  der  Grad  der  Potenz  beträgt  UV*)  / 
nicht  zerlegt  werden  kann,  und  dafs  Form 

t*     rr      A      |         *        1         C        |  +  N. 

(<p*r  (yx)-  (p/-1  (v*)""* 

wie  folgendes  Beispiel: 

3*»+2x+5     „      .  .     .       A  B  C 

9011  Werd6n  10  +  + Z=1 

Die  drei  letzten  Brüche  unter  gleiche  Benennung  gebracht  und  die  gleichen 
Nenner  fortgelassen  entsteht 
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3x»  +  2x  +  5  =  ^  +  Ä(x-2)  +  C(x-  2)» 

Setzt  man  x  =  2,  so  verschwinden  B  und  C  und  man  bat 

3.  2*  +  2.  2  +  5  =  21  =A 

hieraus  3**  +  2a-  +  5  -  21  =  B  (x  -  2)  +  C(x  -  2)' 

3x*  +  2x-  16 
oder  x-2       =  3x  +  8  =  Ä  +  C  (x  -  2) 

wiederum  x  =  2  gesetzt,  versch windet  C,  und  man  hat 

3-2  +  8=  14=  B 
hieraus  3x  +  8  - 14  =  3x  -  6  =  C  (x  -  2) 

3x-6 

woraus  C  =  x~~2  =  +  3 

„    .  .     ....         3x'  +  2x  +  5       21  14  » 

Es  ist  mithin  -  =  + 


x  — 


31.  Nicht  immer  sind  die  Facto ren  des  Nenners  Binomen;  auch  trinomische 

Factoren  kommen  vor.  Z.  B.  soll  folgender  Bruch  behufs  der  Integrirung  in  2 
Factoren  aufgelöst  werden 

2x»  +  x  -  7       _     A  B 

(x  -  2)  (x>  -  2x  +  3)  ~  (x  -  2)  +  x*  -  2x  +  3 

sohatman  (für  x  =  2)  =  ±|  =  1  =  A 

1 

Der  erste  Bruch  ist  also  j— - 
tm„  (^+«-T)-g^±S  =  - +  »»-«>  =  x  +  5  =  * 

X      £  X  £ 

....  2x»  +  x-7        _     1  x  +  5 

m,tb,°  <x-2)(*»-2x  +  3) "  x^ä  +  — 2x  +  3 

Sind  aber  statt  eines  Trinoms  2  und  mehrere  als  Faetoreu  im  Nenner  und 
sollen  die  einfachen^  wie  hier  imaginären  Wurzeln  als  Factoren  genommen  werden, 
so  ist  die  Arbeit  mühsam 

Es  ist  hier  x>- 2x  +  3  =  (x -  1  +  j/-2)(x- 1  - 1'-2) 

Man  hat  also  die  beiden  Brüche 

C  D  »  +  6 


x-1 +V- 2    x-l-V-2  x«-  2x  +  3 

Setzt  man  nun  in  den  Zahler  2x'+x— 7  tionalen  gleich,  so  erhält  man  für  den 
den  Werth  von  x  =  1  ±  V  —  2  und  den-  Nenner  x*  -  2x  +  3)  den  Zahler 
selben  Werth  fürx  in  den  Nenner  (x— 2) 

so  erhält  man 


mr x  in  aen  Kenner tx— z;         -8±5l— 2  — 

h  1  —     8eUt  man  nun,  um  C  tu  finden 


Setzt  man  diesen  Bruch  =  x  +  y  l  —  2  .  ,  , , — ~  „„j  MM%  n 
und  entwickelt,  setzt  das  Rationale  dem  *  =  1  +  nn?  nm  D 

Rationalen  und  das  Irrationale  dem  Irra-  *  =  1  -  |'-  2,  so  hat  man: 


«  +        _e  +  ,/-2  =  i(1_3^_2)  =  c 


x  -  1  +  |  -  2      2  I'—  2 

6  —  v  —  2       6  —  l  -  2 

— - —  —  — -  =  ^  v   -  =  1  (1  +  3  V-  2)-  D 

x-l-jZ-2    -2V-2  " 

2x'  +  x-7_     1        |(l-3K-2)    i(l  +  3V-2) 
und  man  hat       ?js<e  +  3  -  ^  +  »—1+7-2  +  x -T^  ~2 

32.  Die  sum  Integriren  gegebene  Function  ist  von  folgender  allgemeiner  Form 

y  _  il*-  +  A,  *m  -1  +  .4,  x"  -*  +  ....  Am  _j  «  +  Am 

xm  +  a,  x"-1  +  a,  x""*  +  . .  .  a„_,  x  f  «„ 
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Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  dafs  der  ist,  von  der  man  nun  auf  dieselbe  Weise 
Coefficient  von  xn  im  Nenner,  wenn  er  «in«n  «weiten  Factor  näherungsweise 
=  a  gegeben  sein  sollte,  durch  Division  sucht  u.  s.  f. 

mit  a  jederzeit  in  1  umgeändert  werden  Statt  dieses  sehr  weitläufigen  Verfah- 
kann,  wie  hier  als  geschehen  zu  den-  rens  »st  es  besser  zu  versuchen,  ob  man 
ken  ist.  die  Function  in  eine  möglichst  conver- 

Ferner  ist  zu  beachten,  dafs  wenn  die  ?^ude  .Reihe  .entw»<*eln  kann,  deren 
Function  nach  einer  der  hier  vorange-  Cliedw  dann  einzeln  zu  mtegnren  sind 
stellten  Integralformelu  integrirt  werden  u,ld,  «»«wii  Summa  dem  wirklichen  Inte- 
aoll,  die  Function  eine  ä  c  h  t  gebrochene  ?ral  m^l,chst  Nnab«  *ebrach'  ™den 
sein  muis ,  so  dafs  der  höchste  Exponent  Unn'  H,ervon  Na  63  und  welter« 
m  des  Zählers  kleiner  sein  muls  als  der  33-  Eine  Function  kann  übrigens  not 
höchste  n  des  Nenners.  dann  e'n  Integral  haben,  wenn  sie  selbst 

Sollte  nun  m>»  gegeben  werden,  so  dsw  Diftwuial  dieses  Integrals,  wenn 
ist  der  Zähler  so  lange  mit  dem  Nenner  8»e  a,»°  oberhanpt  das  Differenztal  einer 
zu  dividiren ,  bis  ein  liest  entsteht ,  des-  F°nctl0n  l8t'  .Da  es  nUD 
sen  höchster  Exponent  von  *  kleiner  als  *Jbt«  <£•  k*,Qer  »nd*WD  V*™** 
n  wird.  Die  gebrochene  Function  wird  j!s  Differenzial  hervorgehen,  so  haben 
sodann  in  ein?  ganze  Function  +  einer  dl!fe  a«f!»  k«'no  Integrale.  Vergl  den 
acht  gebrochenen  aufgelöst  Art.:  „Differenzialgleichung,-  No. 

— «.  ,  •    d     u    j         \r         4»  pag- 287.    Ein  nahernngsweises  Inte- 

Wird  nun  ein  Bruch,  dessen  Nenner  gra|  ist  diejenige  Function,  welche  ein 
aus_  einer  polynomischen  Function  der  Bifforenzial  hat,  dessen  Werth  dein  Werth 
Veränderlichen  besteht,  zum  Integriren  der  gegebenen  Function  nahe  kommt, 
gegeben,  so  hat  man  in  der  Summe  der  f      . .      ,    v  .. 

Integrale  seiner  Theilbrüche,  die  nach        H'  I"»tionale  Functionen, 
voranstehenden  Anweisungen  sämmtlich      3<*-  Irrationale  Functionen  sind  joder- 
zu  entwickeln  sind  das  Integral  desselben.  *«tt  Wurzelgröfsen,  die  nicht  anzugeben 

Ist .die  Function  in  Buchstabengröfsen  8ind)  ,is  vv+7,  vlx  +  bx*)m.  Irratio« 

gegeben,  so  kann  die  Zerlegung  dos  Nen-  naisahlen  wie  n  t  Ina  sind  constant, 

ners  in  J actoren  unmöglich  sein ;  alsdann  rn  öx  ist  _  nr .  fina  ?>x  ist  =  x    a  sin  q  x 

ist  auch  deren  Integnrung  unmöglich.  ,ogf(x  sind  transcendonte  Functionen. 
Ist  die  gegebene  Function  mit  bestimm-     Dio  imti0uale  Function  der  einfach- 
ten Zahleucoefncienten  versehen ,  so  ist  i 

der  Nenner  jedesmal  ein  Product  so  vieler         t,       .  ,    m  n;«„«  ..„j  -n- 

Factoren,  als  der  höchste  Exponent  der  !{??  Form  lfst  *  v*%*™{*&JX\° 

veränderlichen  Einheiten  enthält;  dage-  ubn*e"  T^^JnT^nZ.n 


derselben  gefunden  und  man  dividirt  mit  elnsetl^ 

demselben  in  den  Nenner,  so  erhält  man  Form 
eine  Function  der  Veränderlichen,  deren 

höchster  Exponent  einen  Grad  niedriger  Man  hat  demnach 


(29) 


Aus  Formel  5  entsteht 


jw— »../!£..  •JL_ =--4- 

_  «  ~    T  1 


(30) 

Ans  Formel  9  entsteht 

IIL  20 
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Aas  Formel  11 


»M-f-n 

n 


Jla-x)"  8*  =  -  (a  -  x)   -  (3j) 

Aus  Formel  13 

Ans  Formel  14,  15,  16 
y  U+*,>/    t>x  =  *mJ  dx  +  mam-y  x ^  Ox  +  m,am  ~  V  x  **"  Ox 

+  **n-\am~"~*~XJ  x   p    **  +  mn*m—J  **  0* 

+  +  »m-iaJ  *    p     9*+y*    i»  Ox  (34) 

+  x>  )  =  a'/öx  +  2a4/x'r  Qx 


»x 

^  „«  ,  x     p  »  I»   x — £ — «  *» 


A 


=  a*x  +  -^-x  *    +  ■    r,     x  (36) 

«+s^J       =      +  #»   +J3L«  I»    +_£_«#•  (36) 

n  +  p  2n  +  p  3»  +  p 

35.  In  No.  18  ist /r*"  (a  +  x)n  Ox  dadurch  gefunden,  dafs  (a  +  x)B  durch  den 
binomischen  Satz  in  eine  Reihe  entwickelt  worden  ist.  Demnach  mufs  bei  diesem 
Verfahren  n  eine  ganze  Zahl  sein.  Man  findet  demnach: 

*'r(«  +  *)"9i  =  flV»P  Öx  +  ^o'-yx  f    bx+nt+-*J  *  *  Ox+..(37) 
Beispiel: 

/x*  (a  +  x)>  Ox  =  /x*  (a»  +  3a  »x  +  3a  x«  +  x»)  Ox 

=  «»/x*  Ox+  3«»/**  Öx  +  3a/x*  Ox  +/x*  Ox 
s  |a  >x*  +  *a>  x*  +  |a  x*  +  *  «V 

=  2x*  (,as  +  fa«  x  +  |ax»  +  ^x«) 

36.  Man  kann  das  L  No.  35  auch  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Reductionsformel 
2  finden.    Man  hat: 

/m  m    /*  — 

t  y  (a  +  x)w  Ox  =  »V  (a  +  x)"  Ox  -  J\^~  '  A*  +  *)"  »*]  8* 

»  +  1      e/  \P  n+1  / 

^(a  +  x)"+»  «_  AF-^a  +  ^-^lex 

Da  —  eine  gebrochene  Zahl  ist,  so  ist  mit  dem  um  1  verminderten  Expo- 
P 

nenten  ^—  —  1 J  nichts  gewonnen  und  man  mufs  weiter  umformen.  Setzt  man 
deshalb  in  die  Integralgleichung  *  -  1  für  n  und  —  + 1  für  — ,  so  erhalt  man 
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Hieraus  das  letzte  Integral  entwickelt  gibt  die  ursprüngliche  Aargabe 

f*T  <•  +  *>"  »* = ^rp  *T + 1 C-  +    -  ^~-pf*'T  + 1  (•  +  *r  - 1  (38) 

In  dieser  Formel  wird  also  der  positive  ganze  Exponent  *  in  dem  nenen  In- 
tegral um  l  geringer.  Nun  kann  man  das  letzte  I  wiederum  auf  ein  I  zurückführen, 
in  welchem  der  Exponent  Ton  (a  +  x)  um  1  geringer,  nämlich  =  n-2  wird,  und 
so  fort  bis  man  auf  den  Exponent  =  0  kommt. 

Beispiel  (obiges  No.  35)  /**(«  +  *)»  8*  wird  nach  Formel  38 

|**(a  +  x)»-J/x*(a  +  x)»8x 
Nun  ist  nach  derselben  Formel 

/**  (a  +  *)•  8x  =  fr*  («  +  *)>-*  fit  (a  +  x)  8x 
desgleichen 

fi*  (a  +  x)  8*  =  J** («+*)- 1 /** («  +  */> 8x 
Es  ist  mithin 

/x*  («  +  x)«8x  =  |x* («  +  x)»-  » J ,*  («  +  x)>  4-  tVs  x*  («  +  x)  -  T} J,«V 
=  |d»x*+|«»x*  +  |«x*  +lx" 

-Ii«**  -  AI*1»1 


/**  (a  +  x)>  8x  =  |a»  x*  +  f a»  x*  +  |ax*  +  ^  x^ 

welches  mit  dem  Resultat  No.  35  über-     Die  Auflösung  geschieht  nach  No.  35 

einstimmt.  durch  eine  Reihe,  wenn  man  a  +  x  =  * 

37.  Die  Formel  No.  18,  auf  irrationale  setzt. 
Functionen  angewandt,  hat  man  noch  zu      Dann  ist   x  =  *  -  a 
bestimmen:            ^  0*  =  8* 

/xm(a  +  x)J'  Öx  un<J  man  hat 

fxm  (<t  +  xV  h*  =y*"'7  (s  -  a)m  8* 
Nun  ist   (*  -  flr  =  8m  -  m»m  -1 «  +  m,*m  ~2  a>  -  

Hiernach  jedes  Glied  mit       multiplicirt  und  integrirt 
(.  -  «)«  8.  +"'  8,-  +m  '  1  8,  +  «.,«»/•>  "^"V.. .. 

Für  *  den  Werth  (a  +  x)  gesetzt: 
y  xw(«+x)''8x=./  («+*)*»      hx-maj  (*+«)*»  8x 
+  »,«V  («  +  *)'*  Öx-  

t ««m ~ v/(« + *> p  * 1 8» *  «*"•/<« + »)*  &*  (39> 

Beispiel:  Zu  finden  /x»  (a  +  x)*  8x   Es  ist  nach  Formel  39 : 

SO* 
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fx*  (<i  -f"  x)*  8x  =yt«  +  *)*  8*  -  2fl yta  +  *)*  9'  +  a?  f(a  +  x)*  8x 
=  ♦(<»  +     ~  §<*(<»  +     +  §**(«  + 

ra 

38.  Dasselbe  /*",(a  +  *)p  Dar  kann  auch  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Reduc- 
tionsformel  gefunden  werden. 

Man  erhält  unmittelbar 
fxm  (a  +  x)T  Dx=xmf a  +  x)  7  9*  -  f]^f{a  +  x) '»  Ox]  9x 

=  jem(«±f)  m_y  x«-l(rt  +  x)^  +   Ox  (40) 

—  + 1      -n-  + 1 
p  p 

Das  letzte  I  wird  wiederholt  auf  ein  I  zurückgeführt,  in  welchem  der  Expo- 
nent Ton  *  immer  um  1  geringer  und  endlich  =  0  wird. 
Beispiel  (au«  No.  37) 

fyÜx=fx*(a  +  xt  bx  zu  finden.   Es  ist 
/y0,  =  ^+5Lf.  -|/r  (.  +  ,)!  9x 

=  |**(«  +  *)l-|/r(«+*)lö* 

fx  (a  +  x)*  8x  =  ix  («  +  x)*  -  J/r°(x  4  x)* 
folglich  summirt 

/x«  (a  +  x)*  «x  =  |x»  («  +  x)*  -  A  x  (a  +  x)*  +  ,  V5  (*  +  x)* 

-2(«+x)*[I|5a'-35J«x+fx«] 

39.  Die  Aufgabe  fybx  =  (1  +  X)  p  fix  ist  in  geschlossenem  Ausdruck 
nicht  aufzulösen.   Denn  man  erhält  durch  die  Rednctionsformel 


Das  letzte  I  ist  aber  nur  aufzulösen,  ist  dort  vorgeschrieben,  die  Potenz  (a+xM)p 

„M  .„twed.r  f  _  l  ode,  i  +  ,  ein.  ^"J^^^SJISS^Ä 
ganze  Zahl  ist.    D.  h.  wenn  entweder  r  m_ 

—  oder      eine  ganze  Zahl  ist.    Eben         J  *f  («+  x'/öx 

so  führen  Substitutionen  auf  nicht  ge-  f  m\        ~)  » 

schlössen  zu  lösende  HülfsintegTale.  J  x     *  +  x   /  ox 

40.  No.  19  hat  die  Aufgabe  f  ™( 

/xm(a+x">'Öx  J  *'  \a+xr/  8x 

wo  m,  n,  p  ganze  Zahlen  sind  und  es  Mau  erhalt 

»~  («  +  x*y  t>x=fxT  [oP  +  ?,<f-xx»+  Ptar-  V*+ ....  p«*0»-  »>»+  x'"] 

Nun  wird  jedes  Glied  der  Reihe  mit  x*  multiplicirt,  jedes  Product  einzeln 
integrirt  und  sammtliche  Integrale  addirt 
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Es  ist  mithin 


8x 
f  —  -+-*» 

Man  erhält  ferner 
f*m  im  +  xT)'  Qx  =  a>'fxm  8x  +  p,a>>-if*m*  ~*  8x 

Endlich 

*>  W  *r ;  bx=€?J x*  8* + py-v  x*    r  8x 

+  ?n*-*J  *T  +T0*  +   (4«) 


Beispiel  zu  Formel  41 
Zu  finden  /y  8x=/x^(a  +  x»)» 

Man  erhält   x*  [§«•  +  |a»  x>  +  Ao  x«  +  ^x«] 
Beispiel  tu  Formel  42 : 

Zu  finden  fy  8x  =/x>  («  +  x*)* 

Man  erhält   x»       -  }  a'  x*  +  4a  x»  +  ^x*] 

Beispiel  tu  No.  43 

Zu  finden  fy  8x  =  /x*  (a  +  x*)* 

Man  erhält   x*  (§  a»  +  a»  x*  +  §a  x»+  *x*) 

41.  Für  den  Fall,  dafs  auch  p  gebro-  _L 

chen  ist,  hat  man  für  so  ist     x  =  (*-«) " 

/»  9x  = (a  +  xwy  9x  _t  

die  Falle  zu  bestimmen ,  in  welchen  das  ttn(|  8x  =  —  (*  —  a)*  8s 
I.  geschlossen  anzugeben  ist.  n 

Setze  «  +  x"  =  *  Mithin  ist 


n 

M-fl 


=iy» »  *8s 

Nach  der  allgemeinen  Reductionsformel  ist  nun 

[«"  -4-1  w-t-1 

f»  » 

m-4-1 

m+1         m  +  ly         ^  ' 


(44) 


Nun  ist  aber  das  letzte  I  nur  geschlos-  positive  Zahl  ist,  und  dies  ist  die  Be- 
.    ,.  w*+l  .  dingung,  unter  welcher  das  gegebene  I 

sen  zu  bestimmen,  wenn  — —  eine  ganze  ge8chlossen  anzugeben  ist. 
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Beispiel        (a  +  und         Dx  =  J  (»  -  a)~  ■*  ö» 

Hier  bt   *  =  a  +  fc™er  i«t  m  =  f ;  f>  =  £ 

also  *  =  (»  -  Man  hat  demnach  nach  Formel  44 

=  !**  (*-«»)- Vo  (/» 1  •  9* - «/* " * öi) 
=  !»•  -  Ja»*  -  *$»•  +  Ja»* 

=«(«+«*)' 

m  4- 1 

Alle  Functionen  derselben  Form,  in  welchen  ■  eine  ganze  positive  Zahl 
nicht  ist,  können  nnr  durch  Reihen  näherungsweise  aufgelöst  werden. 

42.  Zu  finden   fy  Qx  -fxm  (a  + »)    *  8*  =^J*  *  8x 

(a  +  *)T 

wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

Es  gilt  die  Formel  17  wenn  man  für  n  den  Werth  —  setzt 

9 


Beispiele. 


/y8x  =  -  xwV-^  +  -=-y  **"-l<«  +  «)   W/     y8x  (45) 

— -1  -  -  1 

9  9 


r   =|(*-»«)|/a  +  » 


x2  9* 


A(3«'-4aar+8««)j/«  +  * 


43.  Zu  finden  /y  8*  =J  x  *  (a  +  *)~*  8*  s^/  ^  ^  ■  8* 

wenn  «  eine  ganze  positive  Zahl  ist  eben,  so  bt  eine  Auflösung  ganz  un- 

Man  erhält  keine  geeignete  Re-  möglich.  .... 

d u et ionsformel,  denn  durch  jede  der-  .  44  .  n  a-       bl8henKen  allgemeinen 

selben  kommt  man  auf  ein  letztes  Glied  Aufgaben  für  die  Integrirung  des  Pro- 

_  duets  eines  eingliedrigen  Factors  *m  mit 

m  gong  für  eine  Auflösung  in  geschlossen 

nur  zu  integriren,  wenn  --  eine  ganze  nem  Integral  erkannt,  dafs  der  Exponent 

m  0»)  der  zweigliedrigen  Function  eine  ganze 

Zahl  ist,  wenn  man  dann  *—  durch  positive  Zahl  sei;  daher  wenn  der  Exponent 

i     a'  A'-i      a          i   nvPA       *  P  gebrochen  ist,  die  vorgenommenen  Um- 

*+."dlT?dlrt  UDd  w  Tiele  Glieder  ent-  formungen,  durch  welche  eine  andere 

wickelt,  bis  man  endlich  eins  ohne  *  er-  iweigliedrige  Function  mit  ganzem  Ex- 

halt.    Dieses  Erganzungsghed  ist  dann  p0nenten  erzeugt  wird. 

/        =  /»(«  +  x).   Ist  nun  ±  gebro-  J"  No.  41  ist  durch  solche  Umformung 

J  a  +  x                             f»  möglich  gemacht,  dafs  die  geschlossene 
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.  ....  m+1  oder  subtractiv,  eine  Umformung  jedes- 

Aunosung  geschieht,  wenn— -  eine  po-  mal  ubwiegen  und  ausführen  St  aeit- 

sitive  ganze  Zahl  ist,  wenn  also  m  =  Jkn-l  raubend;  es  ist  daher  nothwendlg,  für 
ist,  wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  be-  »11°  möglich  vorkommenden  Falle  Be- 
deutet, ductionsforraeln  zu  haben,  welche  die 
Ist  durch  Umformung  ein  ganzer  Ex-  Umformungen  ersparen  und  diese  sollen 
nonent  der  zweigliedrigen  Funktion  nicht  in  Folgwcßm  entwickelt  werden: 
herzustellen,  so  mufs,  wenn  der  Expo-  45.  Die  Formel  fxm (a  +  ix" F 
nent  der  eingliedrigen  Function  nicht  soll  durch  Reduction  integrirt  werden, 
achon  einen  ganzen  Exponent  hat,  durch  i>ie  allgemeine  Reductionsformel  (2)  ist 
Einführung  einer  Hülfefunction  ff    p  9     f  „  bx-JTfx/FxbxIbx 
ein  solcher  hervorgebracht  wer-  §*j     v     j  u  ~j*  * 
den.  Sodann  wird  durch  Reduction  die-  Man  setze  Fx  =  xm 
»er  Exponent  immer  um  1  vermindert  /*  —  (*+  bxnV> 
bis  zu  dem  Werth  =  0,  wo  dann  das  .                      w+i/  » 

le?-u  l£*  f™"**1*  F°TA-.tX"^  so  ist  fx/Px bx  =  **" "*"      +  6g")f> 
erhalt.   Nnr  in  den  wenigsten  fallen  ist  *  m  +  l 

es  möglich,  dieses  letzte  I  geschlossen  fx—  nbp(a  +  bx*)p~ 1  •  x*~l 

aufzulösen,  und  dann  mufs  eine  nähe-  ^      '          ^     +  ' 

rungsweise  Reihen-Integrirung  geschehen,  . 

wovon  der  folgende  Abschnitt  handelt.  fx/Fx  bx  =                („  +  bxmy~l 

Die  Exponenten  m,  »,  •  sind  nun  zum  m  +  l 

Theil  entweder  ganz,  gebrochen,  additiv  Demnach  ist 

fxm  (a  +  bx»?  bx  =  ^  ^  -  J&L- /,"•  +■  (a  +  bx^1  Bx  (A) 

m+l  m+l 

Es  ist  aber  auch 
fxm  (a  +  bx*y  bx  =/xm  (a  +  bx-Y-1  (a  +  bx")  bx 

=faxm  (a  +  bx*y~l  bx  +  ßxm  +*  («  +  ix")*-1 8*  (B) 
8etzt  man  die  beiden  Werthe  A  und  B  einander  gleich,  schafft  das  subtrac- 
tive  Glied  auf  die  andere  Seite  und  reducirt,  so  hat  man 

fax-  («  +  bx  +  +  b)fx~+"  (a  +  bx»y->  bx  =f^±KLP 

Oder  das  erste  Güed  links  entwickelt,  mit  a  dividirt  und  p  für  p-  1  geschrieben 

(-  +  ex")'  bx  =  -  K,   

"  a  (m  +  1) 

_       »p  +  n  +  m+l^-H,  (ß  +  &x«)|>  9x  (i6) 
a  m  +  1 

Diese  Formel  ist  als  Reductionsformel  brauchbar,  wenn  m  und  n  entgegenge- 
setzte Vorzeichen  haben,  weil  dann  m  +  n<m,  das  zweite  I  also  einfacher  wird. 
Beispiel.  Zu  integriren 
bx  = Jx~*  (a  +  bxty*  bx 
Nach  Formel  46  hat  man 

fy  bx  =  -  4  x-  *  (•  +  +  B  fx~X  (fl  +  ^ 

/T  me^  ^nr*  au^  e*ne  n,**|nnienRe8ektere 
Das  letzte  1=  /  8*          Function  als  die  gegebene  ist.    Man  er- 
es        x  hält  aber  eine  geeignete  Reductionafor- 
läfst  nur  eine  unvollständige  Entwicke-  me]t  wenn  man  in  die  Formel  46  m  —  n 
lung  in  Reihen  zu.  _         für  n  schreibt  und  das  zweite  I  entwickelt; 

46.  Sind  m  und  n  von  einerlei  Vor-  jann  hat  man 

zeichen,  so  ist  m+n>m  nnd  die  For- 
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Beispiel..  Zu  integriren 

fy  8*  =  -  ^  x'  («  +  4x"  *)  *  -  0  =  -  ^  («  +  6x"  *)* 

> 

47.  Die  gegebene  Function  kann  auch  tives  nnd  dem  additiven  p  etwas  snb- 
dadurch  vereinfacht  werden,  dafs  man  den  tractives  hinzugesetzt  wird. 

7Au.,„„uk          „  „  ;.wi„.4      Setzt  man  nnn  in  Formel  4-  statt  p 

absoluten  Zahlenwerth  von  p  vermindert,  d(m  Werth  und  ^  m  den  Wert£ 

so  dafs  dem  subtractivem  p  etwas  addi-  m  +  n>  90  „hält  man 


/xm+w  (a  +  ix")^-1  öx  =  *"">"1  ^  +  +  __(«  ±j> «  yy»  (a  +  6jc«)p-i  o* 
J  V   T      '  («p  +  «+l)6    T(i.p  +  m+ l)^      v   T  °  A 

Setzt  man  diesen  Werth  von /x"* +"  (a  +  6x")'>~1  Ox  in  die  Formel  45,  A 
statt  des  letzten  Integrals,  so  erhält  man  die  Redactionsformel 

Entwickelt  man  aus  dieser  dritten  Reductionsformel  das  Integral  des  letzten 

Gliedes  und  schreibt  dann  p  +  1  statt  p,  so  erhält  man  die  4te  nnd  letzte  Reduc- 
tionsformel 

Diese  Formel  wird  angewendet,  wenn  fachsten  Function  gelangt,  so  dafs  die 

p  subtractiv  ist.  fortgesetzte  Anwendung  der  Reductions- 

48.  Die  letzten  4  Hauptreductionsfor-  formein  diese  wieder  zusammengesetzter 

mein  (46  bis  49)  auf  eine  gegebene  Func-  machen  würde,  so  mufs  zur  unmittelba- 

tion  nach  einander  angewendet,  führen  ren  Integrirung  der  in  der  einfachsten 

die  Integrirung  auf  das  I  einer  Function  Form   erhaltenen   Function  geschritten 

zurück,  bei  welcher  der  gebrochene  Ex-  werden. 

ponent  des  Binoms  ein  ächter  Bruch  ist  r  \  /        j\_  i 

und  m  nach  einander  immer  um  n  ver-  Beispiel  fy  3x  =./x*  \a  +  x 9J   4  öx 

mindert  seinen  einfachsten  Werth  erhält.  Hier  ist  zuerst  Formel  47  anzuwenden, 

Ist  man  auf  diesem  Wege  zu  der  ein-  und  man  erhält. 

fy  öx  =  -  y  x*  (a  +  x*)~  *  +  2afx~  *  (a+x*)~  *",öx 

Da  nun  in  dem  zweiten  I  x  einen  ächten  Bruch  zum  Exponenten  hat,  so 
mufs  zur  Rednction  von  p  mit  Hülfe  der  Formel  49  geschritten  werden  und 
hat 


/.-  *(•+.»)-  l8x  =  +  1  [*»(«+*»)-  »+/.-»  (-+*»)-  M 

Ott 

Wendet  man  nochmals  Formel  49  an,  so  erhält  man 
fz-  »(«+*')-  «  —  U/m-  »(«+x*),Ox 

Diese  Form  ist  für  das  letzte  I  die  so  genauer  und  man  bedarf  um  so  we- 
einfachste.  Entwickelt  man  nun  das  Bi-  niger  Glieder,  je  oonvergenter  die  Reihe 
nom,  multiplicirt  jedes  einzelne  Glied  wird.   Deshalb  schreibe  man 

mitx-%  so  erhält  man  eine  nach  x  +  ffir(,+,l)l 

steigende  Reihe;  schreibt  man  x*  als  er-  ,  ,     .      .  .      ,      ...  ,.  . 

stes  Glied,  so  erhält  man  eino  nach  a  entwickele  binomisch  und  multiplicire  je- 

steigende  Reihe.    Das  'I  wird  aber  um  de8  ejnz<,ine  Glied  mit  x"     so  hat  man 
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Zafx~  * (a  +  x*)1  9x  =  3a*  fx~  k(~  +  lf  9x  = 
°      ^  4  32  ^128 

*     1  i  o  s       -  H    3a*  1  •  3  3a4   1.3-7    _  *i 

Das  nte  Glied  ist  = 

17  -«-  («-2)20 

±  3«"    1*3.7*11  [3 +  («'-2)4]  f,-  

4»-»*  1  •  2  •  3 -4  ....  n  X 

Die  Reihe  ist  also  nach  x  genommen  ziemlich  bedeutend  convergeot.  Man 
hat  demnach 

Sa  9x  =  -  Jx*  [(«  +  X*)"  *  +  j£  («  +  x*M J  -  i  /  der  Reihe. 

Setzt  man  (a-fx')  =  *,  so  ist  die  Summe  der  beiden  vor  dem  letzten  I  ste 
henden  in  Klammern  befindlichen  Glieder 


..-»+«.*=,-*[,  +  «.]-(.+^)-i.»2+!^ 

und 

fy  9*  =  -  —  (29a  +  24x*)  (a  +  x*)"  *  -  |  /  der  Reihe. 


49.  Wie  das  letzte  Beispiel,  so  sind     50.  Zu  finden 
die  wenigsten   irrationalen  Fnnctionen  _       /*  x9x 

dieser  und  anderer  Formen  in  geschlos  fgox-  /  ~ 

senen  Integralen  zu  erhalten.    In  den  *\  \  + 

folgenden   Aufgaben    sollen   diejenigen      Man  se«ö  «  +  *x»  =  * 

Falle  betrachtet  werden,  wo  eine  ge-  80  ut  25x9x  =  9s 

schlossene  Intepning  möglich  ist.  Diese  hieraus  x  =  »* 

Falle  beschranken  sich  auf  den  Werth  2*  da 

n  =  2.  also 

1  8,8, 


also  =|v^+6P  (60) 

Man  kann  auch  einfacher  setzen: 

=fx  (a  +  A*T  *  9*  =  zzA*  +  **T  *  24* .  9* 
j/a  +  6xa  26 

=  lkA*  +  **V  *  •  0  C-  +  **") 5*  =  £  • ("  *  ****  -  =  1 


A 


51.  Zu  finden  /y9x 


J  i/a+6x'  f  6 


Diese  Fnnction  ist  nicht  anders  zu  in-  80  hieraus 
tegriren,  als  dafs  sie  in  eine  rationale 

Function  verwandelt  wird.  8chreib  des-  =4>^2x* 
halb  6 


j/aTÄx»=V&-l;T+:ra 
.  1    0  woraus        x-  — 

und  setze  2* 
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hier.«        \ |  +  x.=  ,+_=  2j 

ond  9*  =  t  _^_^-*^-8, 

Folglich  dies«  Werth«  in  die  gegebene  Formel  gesellt: 


=-Ti  =  -F."(l  T  +  **-*) 

oder 

Man  kann  das  letzte  constante  Glied  In  ['b  mit  zur  Constante  zählen;  dann 
hat  man  auch 


2a* 


52.  Um  die  gegebene  Function  / -J^=  und 

J  Va  +  bx*  1_  * 

rational  zu  machen   kann  man  auch  Mithin 

    /*l-7~i_        3"»'        l  +  * 

J/T  +  *»=Ka»  +  ar»  =  o  +  *.  setzen.   V"  +  *  ~  ft  +  1^  "  a  PT*> 

Durch  Quadrirung  entsteht  UD<*      (l-s^  +  JU1  1  +  s* 

woraus     ar  =  2a*  +  *»»  Hiernach 

|/*y  (!+,)(!«,)  V2(l  +  »)    2(1 -»)/ 


Nun  ist  * 


Diesen  Werth  in  die  letzte  Formel  gesetzt  gibt 


63.  Diese  Formel  stimmt  mit  der  Formel  51  nicht  überein.  Denn  multipli- 
cirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Logarithmus  mit  dem  Zähler,  so  erhält  man 
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(*  K*)1  -  ( +      -  V a) "  ~     2  |/a ( -  \ a)  

Multiplicirt  man  in  dem  letzten  Quotient  Zähler  und  Nenner  mit  ( |  a  \  6*»  +  \a\ 
so  erhält  man  reducirt 


bx*\/g  +  bz*  +bx*  \rb    ^a  +  bxi  +  xyb 
bx*\'a  ~  v'a 

und  demnach  ist 

Ks  ist  aber  No.  3,  pag.  293  nachgewie-  der  abgezogen  immer  nur  constante 
sen,  dafs  wenn  von  einer  und  derselben  Reste  geben.  Nnn  ist  das  erste  I  (51) 
Function  zwei  oder  mehrere  von  einan-  .  ft         1  r.  ,  ,    ,  .  _        ,  xl 
der  verschiedene  Integrale  aufgefunden  f*  üx  =  ~     "*  ^a  +     ~  x  ^  + 
werden,  so  können  dieselben  von  einan-  0der  die  Formel  vor  dem  I.  51: 


Das  zweite  I  No.  52 

f9  &x  =     [/»  (^ö+ftP  +  * V'6)  - /» y«]  +  C 

Mithin  mufs  die  Differenz 

In  (v/a+6«"  +  *  ye)  -f  /»  C^a  +  bx*  -  x  yb) 

eine  constante  Grefte  liefern.  Nun  ist  aber  die  Summe  der  Integrale  =  dem  I  des 
Products 

=  In  G^ftT'  +  *  \b)  (^i+ÄP  —  x  yb)  -Ina 

Mithin  sind  beide  I  zwar  sehr  verschie-  also  wenig  Mühe  macht,  so  soll  hier  ein 
den,  aber  beide  richtig.  anderes  Verfahren  gewählt  werden. 

54.  Zu  finden  /yö*=  f  8j  Man  setze  y'^Ti»  =*(«-*) 

J  \'a-bx*  . /„ 

Verfährt  man,  um  die  Function  ratio-  wo  a~V~k 

nal  zu  machen,  nach  No.  62,  so  wird  : 

  /—   Beiderseits  quadnrt  und  mit  («  —  x) 

für  \t*-bx*  geschrieben  ybV  —  -x*  dividirt,  ergibt 

  '  a  4-  x  =  *'  (a  —  x) 

=  yb  ya*  —  x'  =  yb  («  —  xt)  u.  s.  w.  und  f  *  _  n 

man  kann,  wie  No.  52  bis  zum  Schluß*  woraus         x  =  —  *  - 

geschehen ,  entwickeln.    Da  diese  Arbeit  *'  +  1 


) 


Mlth,n  Jv>tt=J <^*m7—&sm = v ?+i 

V      *'+i  / 

Mithin  nach  Differenzialformel  No.  120 

/pra— •*-■»-— (•-^M) 
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65.  Man  kommt  auf  eine  andere  Formel,  wenn  man  für  \/«*-x*  den  Werth 
«  ^  1  —  ^)  setzt.   Dann  ist 

8& 


/'  ®*   _  _i_   r    8x  i_  /• 


Nun  ist  nach  der  Differenzialformel  118 
8 


nach  der  Ditterenzialibrmel  118       .  «r_.il/« 
/  x  \  UQd  für  «  den  Werth  |/  -j-  gesetzt 

vrm=Are,in®  ^)  « 

r        V  « /  Aach  diese  Formel  ist  von  der  54  rer- 

Miik.n  f  _-J_  *  schieden,  jedoch  sind  beide  wieder 

J  "j/T^y  "  Vh  Um- 6iDe  ^nstante  nnterschieden. 


Nämlich 

|/a  +  .r  1 


Setzt  man  Und  wenn  mau  Zähler  nnd  Nenner  des 

*.\/V*+          „  letzten  Bruchs  mit  \a-xyb  multipli- 

A    9  V  \  a  -  x\fb  =  <r'  cirt  und  reducirt 

r  ya-xVl>  — _  2*  yb  xyb 

Zu  dem  gegebenen  doppelten  Bogen  ' 

2?  gehört  die  Tangente  von  29 ,  und  es  ist  Setzt  man  nun  Are  sin  a-l/—  =-  a, 

tg2y=  2'9V   =    y  V*-*Vh  so  ist                 sm^  =  xl/A 

1  ~  ya  -xyb  Hieraus  folgt 


Also               -^  =  ^  '4t-<»-*>]=*(*-t)  =  *'* 

Mithin  ist      -cot>p  =  ts  2<p  Es  ^  mithlQ     ^  _  *.  =  2 

oder  co<  (»1  -  v)  =    2<jp  2  ^ 

oder  oder  ^  _  29  =  -2. 

66.  Zu  finden  /y  9*  -J /r|^p         Setze  nieder  = 
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i  ferner 

j'x»  -  a«  =  x  -  *  and 


woraus    *  ss 

2s 


y'x»  -  a»  ,  /  i  —  -     +     _    _  »» 

Setse  ferner  |-  *     a        ^       *  2j 


oder  j'x'- ««  =  (*- 1»)>  ,      .   2s' -(>»  4 

Für  die  erste  Annahme  erhält  man  7*  2»*  Ü' 

-  a'  =  -  2x*  +  **  Hierans  hat  man 

und 

J  \-  a-f  Aar»        K*  I  0 

wo  das  letzte  Glied  In )  h  auch  sur  allgemeinen  Con.*tante  gezogen  nnd  fortgelas- 
sen werden  kann. 

Für  die  «weite  Annahme 

y'x*  —  aJ  =  (x  -  a)  * 
geschieht  die  Herleitong  wie  No.  54  nnd  man  erhält 


(57) 


Beide  Integrale  56  und  58  sind  wieder  von  einander  verschieden.  Dafs  deren 
Differenz  constant  ist,  beweifst  sich  wie  folgt: 
Es  ist  die  Differenz  beider  Integrale  = 

D  =  ±  [in (x     -  \'-a  +  iP)  -  f»  Vi  +  2  /»  (|  *  yb  +  ya  +  |/*V*- 

—  /»  yi  als  Constante  nnd  den  Factor      als  constant  fortgelassen,  ist 

D  =  In  (x  J  i  -y  -  a  +  ix1)  +  /n  (j  x  yb  +  V'a  +  V7*  Vb  -  \  a? 
=  /«  (x  )  b  -  \f-  a  +  6x*)  +  /n  2  (x  yi  +  y-  «  +  i.r») 

*  /»  2  [x  yi  -  V-a  T^5]  [*  V*  +  1  -  a  +  ix»]  =  /n  2  a 
wie  No  3  verlangt. 

/*       Q  jp* 
-= 

Schreibt  man  /y 8x  =  /"  =-y-l  f -J^=  (59) 

so  hat  man  das  I  nach  No.  51,  52  nnd  53  (Formel  51,  52  nnd  53)  wenn  man  jedes 
dieser  I  mit  -  y  -  1  multiplicirt 

r  Dx 

58.  Zu  finden  fyüx=  I  _   

J  |/«+i*  +  cx» 

(Vergleiche  No.  23) 

Setzt  man  x  =  s  -      so  erhält  man 
2c 

•  +«*  +  c^  =  «  +  *(»-i)  +  c(t-i)l  =  «-^  +  -»« 
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Schreibt  man  daher  in  die  Formeln  für  b  den  Werth  c ,  so  erhalt  man ,  da 
„       ,  /      4«\         öx  =  ösist,  die  Integrale  für  die  verlangte 

öl  bis  69  für  a  den  Werth  I«  -  —  und  Function. 

4C/  Aus  Formel  51  hat  man 

V«-ü+n' 

Für  *  den  Werth  x  +  —  und  für  Ö«  den  Werth  Öx  gesetst 


Aus  Formel  62  hat  man 

r  »» 

J  ]/a  +  6*  +  ex«  1/<J 


M- 2c«  -  v  4ac  -  6M^2£c  V^a  +     +  cx» 
4  +  2«x  +  l  Sc^T*  -  2  Vc  ^i  +  ix+cx* 
Aus  Formel  53  hat  man 


(61) 


/Va  +  Ax  +  cx«    Vc    L  2  yc  J 


y  a  +  ex  + 
Aus  Formel  54  hat  man 


/•  8*  =  2  ^rrto  l^*Lti±«2  (63) 
»/  J  a  +  ox-cx'    l/c         l^ac  -  6«  -  6  -  2cx 


Ans  Formel  56  hat  man 

C       öx            1         .  2cx-6 
/  ,■  .     ■■—      —  ~r  Are  t\n  -  .  

Aus  Formel  56  hat  man 

(indem  man  hier  für  a  den  Werth  «  +  ^  setzen  nmft) 
Hieraus 

/"      8*    _  =  _  I  /„  (LL2ff  _  v- 7+TxT^ 

7  V^+A*  +  cx»       Vc'"V    2c       V    «  +  ; 
Aus  Formel  66  und  57  hat  man 


(C4) 


(65) 


f         **  1  .  \h  2ox+HV6H4ac    l/WH^l  (66) 


Aus  Formel  59  hat  man 

f     9«     —  y-  ,  /— B-^— 

V-  «  -     -  cx»  ./  l/a  +  Ax  +  cx» 

Für  das  letste  I  wird  Formel  61  oder  Fx  =  Ö* 

62  gesetit    M  fct 

69.  Zn  finden  f\fu  +  ex'  Öx  jpx  öx  =  x 

Setse  in  die  allgemeine  Reductionsfor-  &,öx 

mel  2  -  fx  =  7~T.~i 

ff*  F«  =  fr/F«Ö«  -/V*  •  /R*  Öx)  Öx  Mf        V«  + 

rx«v^+*if 
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/rfTHEi  •  9x  =  i^+W  •  x  -f(^=) '  *  8* 

J  }'«+**' 

US 

3/)/« + *x«  9x  =  x  )>iHP  +  a  f — ^ 


6*« 

9x 


t+  ex" 

Statt  des  letzten  I  die  Formel  51  oder  52  oder  53  gesetzt:  gibt 
fiZ+h* 9*  =* *x  |£+tP -  ~  In  -  x  V*]  (67) 


oder  =WJ+^i- ±,  ln^±m^-^  (68) 

*K»    xyb-  \'a  +  6x*  +  V» 

oder  =i*V/^+^+2^'»(v/5+^  +  *»/0  <69) 

60.  Zn  finden /|/Ö£6P  9* 

Setze  hier   /x  =  \'a  -  er* ;  Fx  =  9x 

also  fx  =  fe-Q—  ;  /Fx  9x  =  x 

]/a-5x» 

so  hat  man 

f\'a-  bx*  -  \f^bx~* .  x  +  y^=~ 

=  x  ySZE?  +  VjÄ 

— — — —  /*  9x 

=  x  i/a-6x1  -  A/«-6x«  bx  +  a  f  — 

y  l^n-ex» 

also       /^^l?»|.|^^+|./l=£Lr  (70) 

Für  das  letzte  I  Formel  54  gesetzt,  gibt 

fy^ZlT^^V^^^^Arct9y^±^  (71 A) 

Für  das  letzte  I  Formel  55  gesetzt,  gibt 

/j/S-&iT=*x  y£=*x«  +  jij *rc«n  (x]/A)  (71  B) 

61.  Zn  finden  fy  9x  =/^a  +  6x  +  ex*  9x 
Schreibe,  wie  in  No.  58,  x  =  *  -  ^- ,  w  erhält  man 

/,&«=]/(— 

Setzt  man  nun  a  -  —  für  a  in  No.  59,  so  erhält  man 
4c 

r         (*  +       1  a  +  »g  +  cx»    4ac  -  e»  P  9x 
/,f  4c  +"  8c     7^  +  5x4- 


ex1 


(72) 
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womit  das  I  auf  Formel  61  und  62  zurückgeführt  ist. 
62.  Zu  finden  fy  0*  =/ \ö+bx~^~cx'  8* 

Verfahre  hier  wie  ad  61,  setxe  aber,  weil  c  subtractiv  ist,  a  +  —  für  a  and 


x  =  so  hat  man  nach  Formel  70 

2  c 


/[(-+D--8s--i.v(.+:-;)-c.+1(-t:-:)/-7^ 


vk-:)- 


also 

A  a  +  6x-cx>  9-r  =   -  \@cz  -  i)  ^a  +  6a—  ca-» +  ^(4«c  +  4«)  /* Ö-  -1 

4c  L  1  a  +  4*-cx»J 


(73) 


C.  Von  der  Integrirung  in  Reihen.  Summe  dieser  Glieder  das  I  um  so  an- 

63.  Eine  gegebene  zu  integrirendeFunc-  nähernder,  je  mehr  Glieder  der  Reihe 

tion  ist  oft  Ton  der  Beschaffenheit,  dafe  «an  nimmt.    Das  Verfahren,  eine  Func- 

die  bisher  aufgefundenen  Regeln  des  In-  tioQ  auf  diese  We>«  zu  integriren  heifst : 

tegrirens  nicht  im  Stande  sind,  das  I  Integrirung  durch  Reihen,  Rei- 

vüllstindig  oder  geschlossen  darzustellen.  hen-Integration. 

Vornehmlich  ist  dies  der  Fall  bei  den  Dagegen  kommen  Fälle  Tor,  wo  es 

zusammengesetzten  irrationalen  Functio-  nicht  gelingen  will,  die  I. -reihe  conver- 

nen,  und  aufoer  den  im  vorigen  Abschnitt  gent  zu  machen  (vergl  No.  44),  und  es 

aufgeführten  Fällen  gibt  es  nur  noch  ist  ein  Mittel  erforderlich,  um  auch  in 

wenige,  die  wenn  sie  sich  nicht  auf  jene  solchem  Fall  das  I  näheruugsweise  dar- 

Fälle  zurückführen  lassen,  eine  Tollstän-  zustellen.    Dieses  Mittel  besteht  darin, 

dige  Integrirung  gestatten.    In  solchen  dafs  die  Function  zwischen  2  Greu- 

Fällen  mufs  man  sich  mit  einem  I  be-  zen  für  bestimmte  Werthe  der  t'r- 


nügen,  welches  dem  gesuchten  I  an  veränderlichen  integrirt  wird. 
Verth  möglichst  nahe  kommt.    (Vergl.     64.  Setzt  man  nämlich  in  ein  Integral 
No.  49  in  Beziehung  auf  die  in  No.  48  8tatt  der  Urveränderlichen  2  auf  einander 


geschehene  Reihen-Integration.)  folgende  bestimmte  Werthe  derselben, 
Um  solche  Näherungs-I.  zu  erhalten,  und  zieht  die  zugehörigen  Werthe  der  I 
entwickelt  man  die  gegebene  Function,  von  einander  ab,  so  nennt  man  den  Un- 
oder  wie  es  in  No.  37  geschehen  ist,  den  terschied  beider  Werthe  ein  bestimm- 
schwierigen Factor  derselben  in  eine  tes  oder  begrenztes  Integral  oder 
Reihe,  die  nach  Potenzen  der  Urvoränder-  einen  Integralwerth, 
liehen  fortschreitet,  dergestalt,  dafs  jedes  Die  beiden  bestimmten  Werthe  der 
einzelne  Glied  der  Reihe  sich  vollständig  Urveränderlichen  heifsen  die  Grenzen  des 
integriren  läfst.  Integrirt  man  dann  diese  I,  und  die  Forderung  für  die  Bildung 
Reihe,  indem  man  jedes  einzelue  Glied  eines  solchen  I  druckt  man  aus:  Es  soll 
integrirt,  und  die  Glieder  des  I  couver-  das  I  zwischen  zwei  bestimmten 
giren,  so  hat  man  in  der  algebraischen  Grenzen  genommen  werden. 

■./■(■*# 

/(.  +  ±)-a,.^a,+-M./&t^-.py;£+^..^ 


Z.  B.  Es  sei  zu  finden  ör  so  hat  man  nach  dem  binomischen 

Satz : 


also  Glied  für  Glied  integrirt 
0*  =  a"x  - 


(m-l)*'"-1  (2m-l)**m-1  (3m-l)*Sm-1 
 ob""1  o" 
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Um  nun  das  I  zwischen  2  bestimmten  Grenzen  zu  nehmen,  z.  B.  für  x  =  1 
nnd  x-a,  hat  man 


/(-*?) 


n 

öx  für  4?  =  1 


tu  —  1  2n»  —  1  2m— 1  (n-l)m— 1     um  —  1 

für  x  =  a 

m-  1  2«i  —  1  ow»  —  1 

 \  a-<«-l)wt+a  ^»-l  _  a_H»i+l 

(n— ljw-1  um  —  1 

Zieht  man  von  der  zweiten  Reihe  die  erste  ab,  so  erhält  mau  das  zwischen 
x  =  1  und  x-a  genommene  begrenzte  I  roducirt  und  geordnet. 

=  a»  («  -  i)+  JL-  W  — («-- 1  -  l)  +  JjJ^l  a*-2"'-1  («*—»  -  l) 

+       «w-3— *(«*"- V  0  +  ....  + «-<-»*+ v-1^-1-  0 

öot  —  1  (n  —  1 J  m — 1 

+  — ~  («""•  ~  1) 

Für  n  =  2,  im  =  3  erhält  man  das  begrenzte  I 

**(—!)+••  —  +  y-si- 

65.  Allgemein  hat  man  also  Folgendes :  und  das  vollständige  I 

Ist  y-fx  irgendein  I,  welches  zwischen  /  1       \     6*  / 1  \ 

zweien  Grenzen  a  und  &  genommen  wer-  =  at(x  —  l)  —  ab       -  1  j  —  —     5  -  1 J 

den  soll,  so  sind  die  zugehörigen  Werthe  „T.  ,         ...           „  4-  ..  , 

der  Function  Wird  nun  in  diesem  vollständigen  I 

,  _  f  für  jt  =  a  gesetzt,  so  ist  der  Integralwerth 

*,~'a  zwischen  a  und  1 

y  =  f°  o*  —  1          as  -  1 

und  das  begrenzte  I  hat  den  Werth  =  a2(«  -  1)  +  A  — —  +  —  .  — - 

y"  ~y'  =  ß-fa  Man  kann  demnach  die  Forderung:  Ein 

Man  kommt  also  zu  dem  begrenzten  I  bestimmtes  I  zu  nehmen  auch  ausdrucken, 

auch,  wenn  man  in  dem  allgemeinen  I  indem  man  sagt:  Das  I  soll  in  seiner 

die  Constante  dergestalt  bestimmt,  dafs  Constante  so  bestimmt  werden,  dafs  das- 

dessen  Werth  für  die  eine  Grenze  a  =  0  se|t>e  für  einen  bestimmten  Werth  der 

wird  und  wenn  man  hiernach  für  x  die  Urveräuderlichen  verschwinde  nnd  hierauf 

2te  Grenze  b  als  Werth  für  x  einsetzt.  f,-,r  einen  zweiten  bestimmten  Werth  der 

Dann  hat  man  die  Bestimmung  Urveräuderlichen  angegeben  werden. 

fa  +  C  (Constante)  =  0  Wenn  ein  I   für  einen  bestimmten 

mithin     C-  —  fa  Werth  der  Urveränderlichen  verschwindeu 

„ ,  .                     ,    ,      ,  soll,  so  sagt  man  auch:  das  I  fange  mit 

und  das  volIsUndlge  I  =  fx  -  fa  djes'em              an>  man  drückt  diese 

Wird  nun  für  x  die  2te  Grenze  b  ge-  Forderung  dadurch  aus,  dafs  man  den 

*etzt,  so  hat  man  Anfangswerth  rechts  des  Integralzeichens 

das  begrenzte  l  =  fb-fa  unten  beifügt: 

In  dem  Beispiel  /*/       &  \« 

/•/      6v,              oi  /  r+^    9*  drückt  die  Forderung 

J  V       *  '  *       hx  Arft        h  \%  r- 

soll  für  -r  =  I  der  Werth  des  I  =  0  wer-  aus'  dafs  J  \a  +  ^1  9*  fur  x=1  Ter" 

den.   Man  hat  demnach  ,   .  .      D.          * <    n      _  TT 

»                r_  schwinde.    Eine  zweite  Grenze  der  Ur- 

a  —  ab  -  b  +  C  =  0  veränderlichen ,  bis  zu  welcher  das  I  ge- 

woraus      C  -  —  a-  -f-  ab  +  4"  nommen  werdftii  soll ,   wird  oben  dem 

III.  21 
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I-zeichen  angefügt:  die  Forderung  für  da«  henden  Werth«,  so  heben  sich  unter  die- 

Beispiel  würde  geschrieben  werden  sen  immer  je  2  gleiche  mit  entgegenge- 

f       b  \h  setzten  Vorzeichen  versehene  Glieder  ein- 

n  +  -rn\  8x  ander  auf  und  man  hat 


66.  Wenn  xa;  i,  *,  x,  . . .  xH  auf 


f           i    t  r    -  w,rtl,,   er  ,  8e*rt  m*n  ^  .daC»  «r  *  =  0  auch 

^veränderlichen  x  in  sehr  geringem  Ab-  fx~0  werde'  80  h»*  man 

stände  von  einander  sind.    /x.  fx,  /x,  f'^  +  C-O 

 fxn  die  Worthe  der  Integrale  der  ge-  woraus            C  =  -  /x0 

gebenen  Function  für  die  Werthe  xe  x,  Es  ist  sodann 

F«™r  ZFx„  =  fx„-fx,  =  F.x"  =  /x,,  +  C 


Fx,  =  fx,-/x0 


Ans  derselben  Darstellung  geht  hervor, 


Fxt  —  fxa—fx,  dafs  der  Gesammtwerth  des  Integrals 

Fx,  —  fxt  —  fx,  2  Fmx"  zwischen  den  Grenzen  xm  und  xm 


Fx  =fxM-fx„  , 


Demnach  ist  der  oben  erklärte  Inte- 

_  gralwerth  zugleich  der  Gesammtwerth  des 

Die  Integralwerthe  zwischen  den  Gren-  tischen  den  Grenzen  genommenen  I. 
zen  fx,  und  fx„  fxt  und  fx,;  ....f*n  fr 
und  fxn_x  .  enD  fx  J*  9  Dx  =fx  Px  =  »x 

so  ist  "offenbar  die  Snmrae  Fx,  +  Fx,  80  Ut    f.*        =  0 
+  Fx,  +  . . .  Fx„  der  Werth  des  Gesammt-l  />  =  !•! 

zwischen  den  Werthen  x0  und  xM.   Ad-  f,x  =  J  •  32  =  6,4 

dirt  man  nun  die  untereinander  gestell-  />'=5,4 
ten  Summanden  und  deren  rechts  ste-     Beispiele  von  Reihen-Integrirung : 

1.  Beispiel.  Es  ist  =  t  +  *x»  +  ~  *4  +  s~ r"?  **  +  .... 

j/j _x»  2  •  4         2  •  4 •  G 

Beiderseits  integrirt  gibt 

,  ,   x',1'3  x5  , 1 . 3-5  x7  , 
arc««x  =  x  +  i.--  +  ~  .-  +  §_T^.T  +  .... 

2.  Beispiel.  Es  ist  1  -  x»  +  x«-*«  +  *a-.... 
Beiderseits  integrirt 

3.  Beispiel.  Es  ist      er=  1  +  ~  +      +  +  .... 


Hieraus 


xa  .     x»  x4 


^X  =  *  +  T+rr273  +  r72^fT4  + 


Eine  interessante Reihenintegrirung  ent-  aar 

hält  der  Art.  .Fall.    D.  durch  einen  Formel  6.  ^- =  a* . /«  « 

Kreisbogen",  Band  III.  pag.  72.  ^  r 

III.  Integrirung  transcendenter  ,     8.  ^-sa*".'0*-0 

Functionen.  9*        J°9  • 

A.  Exponentialfunctionen.  m    9.  ?JfL=_fl_ 

67.  Die  Exponentialfnuction  «r  zu  in-  n.   „  .  V*               .  , 

teirriren.  Be<l*otong  d«  Bezeichnungen  ist 

i    1"    »-*                   ......  d°rt  angegeben.    Von  diesen  4  Formeln 

r>kftt'            "            Pag*  tat  die  ™"  al,en  Ntbengrohen  unabhän- 

entwicieii  gige  Formel 

Form«! 5.  £ 


Digitized  by  Google 


Integral.  323  Integral. 

nieraus  ist  unmittelbar  Bedeutet  «  die  Basis  des  natürlichen 

a*  -=fa*  In  a  9x  =  In  afar  öx  Logarithmensystems,  so  ist,  weil  In  e  =  1 

ist) 


und  (74)  /«x9*=e*  (76) 

"  ft  68.  Die  Function  x"  •  <iT  zu  integriren, 

Es  ist  also  das  I  der  Function  <ir  =  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

dieser  Function  selbst,  dividirt  durch  den  Setzt  man  in  die  allgemeine  Reductions- 

naturhchen  Logarithmus  der  Basis  a.  formel 

Ist  *  =  /x,  so  ist  .       .  _  „,  _        /*9i/x  _  _ 

_  ,  f<fx>fxQx  =  qxffx<)x-  I  -V-ffxftT 

/•«OW^»»^"-       (75)  „    ,       r  ./ 

J     0*       /na  o;x  =  x";  fx  =  <rr,  so  hat  man 

fx"  •  **  Öx  =  x"  .  £•  -fnx*~l 8x 
/na    *  fco 

I n  a    In  a 

Das  subtractive  I  nach  derselben  Reductionsformel  aufgelöst  und  so  fortge- 
fahren, bis  man  endlich  auf  ein  I=/r°aJ"Öx  kommt,  gibt  das  I 
t*  «r  T      nx"~l    n(n~\)x»-3  n(»  -  1) ....  3  .  2  .  H 

/»aL        /»«  (/»a)*  (/„„)"  J 

69.  Die  Function  —  zu  integriren. 
x 

Für  die  Reductionsformel  ist  hier  - 

qx  =  x~H ;  fx  =  af 
Diese  "Werthe  eingesetzt  ist 

fx~n  a'  Ox  =  -  ar  -  /  ^-  —_y)  0* 

=  _?^a'  +  ^/a^-^0x 
n  -  1  n  —  1 

Das  gesuchte  I  ist  also  wieder  auf  ein  um  1  geringer  geworden.  Das  so  erhal- 
I  zurückgeführt,  welches  mit  dem  gege-  tene  I  durch  dieselbe  Reductionsformel 
benen  von  einerlei  Form  ist,  und  in  wel-  aufgelöst,  mit  dem  neu  erhaltenen  1  des- 
ehern  der  subtractive  Exponent  von  x  gleichen  und  so  fort  ergibt 

/r-  a*  Ox  =  -  fJg     -  {m  g)     In  a  -  j^J^^*M-... 

_^^naT^_  (In  a)"-1  . 

•••~(w-l)(n-2)...2.1+(n  -  1)  (n  -  2) ...  3-2  •  l^*     Ä  ö*  U*' 

Dieses  letzte  I,  worauf  das  obige  Verfahren  zuletzt  hinführt,  läfst  sich  nicht 
geschlossen  integriren,  die  Integrirung  mnfs  durch  Reihen  geschehen.  Nun  hat 
man  aber 

ir  1      ^   L2      f1.2-3     +  1  •  2 ...  ii 

folglich  ist 

,   x_«T_  1  ,  /»*  ,  *('»«)'  ,  ,  x«"-l(/»flr 

*     "   ~«-x"+   l"  +  _r.2    +7V2T3  +'"-+l.2.3...7Si 
und 

£  8,  =  h  „  +  ,  /.  .  +  "ff  4  *  *  *  +  

x  V  •  2         V  •  j  •  j  2  •  J  •  4  . . . .  im 
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Dieses  letzte  I  Glied  für  Glied  mit  Vorbemerkung.  Es  ist  in  dem  Fol- 

dem  Coefficient  des  I,  Formel  78,  multi-  genden  nur  der  natürliche  Logarithmus 

plicirt  und  zu  den  Torhergebenden  Glie-  (Sit)  aufgeführt;  der  briggische  l.ogarith- 

dern  addirt  gibt  fx~"arbx  mus  V°9  Är)  verhält  sich  zum  natürlichen 

B.  Logarithmische  Functionen.  LoK»rithniQ8  d«  A*  dafs 

^5rfl  =  ^//Äa  =  /Tfo  =  0'43429'  'Ua 

Um  also  das  Integral  eines  briggischen  gegangen  werden  könnte.    Aus  diesem 

Logarithmus  zu  rinden  hat  man  Grande  mafs  man  entwickeln,  und  be- 

flog  Ar  xöx  =  0,43429...  flnQx  oufs    der   Entwickelung   die  Function 

70.  Die  einfachste  logarithmische  Func-  *  '**  a.Q9 , 2  betören  /»  x  und  0» 

tion  ist  In  x.    Nun  ist  aber  unter  den  Keh*.Dd  f^'  Dann  hat  man  ,n  der 

DifTerenzialformeln  nicht  eine  Function  twaacu"nsIormel 

aufgeführt  worden,  die  Inx  zum  DitTe-  /?x /x  Ox  =  yx/jTx  Ox -y^x/fx)  Ox 

renzial  hat  und  auf  welche  hier  zurück-  rfx  =  lnx  und  /x  =  0x;  mithin 

/In  x  -  Ox  -  In  x  •  x  —         •  (x  Ox)  =  x  In  x  —  /Ox 

folglich  ßn  x  Ox  =  x  (In  x  -  1)  (80) 

71.  Die  Function  /  In  x  zu  integriren. 
Hier  hat  man  qx  =  lnx  und  fx  =  xn;  mithin 

/*"  In  x  Ox  =  -  — In  x  -  I   —  •  -  -  -  Ox 
J  n+l  J  \x    n  +  1/ 

=  ^  Inr  i-/x"Ox 

woraus    fx*  In  x  dx  =        T/n  x  -  -1- 1  (81) 

n  +  lL  n-f  1 J 


72.  Die  Function  {In  x)m  zu  integriren. 
Man  hat  wie  No.  70 


yt/»  x)1"  Ox  =  (/«  x)w  x  -  /m  (f*  x)m  -1  .  —  •  x  Ox 


=  (/h  x)"*  x  -  mßjln  x)m~x  Ox 
Dnrch  wiederholte  Reduction  des  jedesmaligen  neuen  I  kommt  man  endlich 
auf/faxOx  wenn  nämlich  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  man  hat  das  ge- 
schlossene I. 

ßjn  x)m  Öx  =  x  Hin  x)™  -  m  (In  x)™  ~ 1  +  m  (m  -  1)  (fn  x)"1  ~*  -  

7 * 0*  ~  1) ....  3  •  9  •  x//n  x  Ox] 

=  x  [(In  x)m  -  m  (In  x)m~l  +  m  (m  -  1)  (/m  x)w  ~*  -  

Tm(»-l)....3.2(/nx-l)]  (82) 
Ist  m  eine  gebrochene  Zahl,  so  ist  Aurlösung  in  geschlossenem  1  nicht  möglich. 

73.  Die  Function  x"  (In  x)m  zu  integriren. 
Iiier  hat  man  wie  No.  71: 

fx"  (In  x)w  Ox  =  n  -  (In  x)"'  -  fm  (In  xf  "»  ±  .  f  --  Ox 

In  dem  gewonnenen  neuen  I  ist  der  Exponent  n  derselbe  geblieben,  der  zweite 
m  aber  um  1  geringer  geworden.    Es  eutstebt  demnach  die  Formel  82,  wenn  man 
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dieselbe  mit  x"  multij>licirt  und  die  aus  den  Integralen  von  x*  hervorgehenden 
Nenner  -~t  (-777)  ••••  den  einreinen  Gliedern  zufügt.   Man  hat  dann 

/*•  </.  *r  ox = ^  </«  x)-  -  ^t**+i  (<•  *r  - 1 + ^-"^    (/» x)-  -2 

jrm(m-l)(m-2)....  3  •  2  1  \ 

(n+l)w  V  «+1/ 


oder 


/x"  (/M  *r  öx  =;  ^  [(/« »r  -  jjl  (/„  xr  -1 + </•  *r  -  

+  (- D—t »»»(-- l)»f3-»fa>  >wm(m-l)>..3.2li1 

Dieses  I  ist  nur  geschlossen  integrir-  und      9e*  9*  =  e*  9»  =  8x 
bar,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist.     Demnach  ist 

74.  Die  Funktion  ^  zu  integriren.  fx~~  f 

Setze    /»x  =  s  Dieses  I  ist  aus  Formel  79  zu  ent- 

«n  \mt         ms  -  *  nehmen,  wenn  man  e  für  o,  also  In  a  =  J 

80  181         •  _a?  setzt: 


%ffn 


X       .  lS  4*  JW 


/»x  2  •  2     2.3.3     "'T2  •  3  •  4  .  .  .  m  •  m 

shM  +  b.  +  fcL%M  +  _ 

2-2  ^2.3.3  T2.3.4...m-M» 


(84) 


x" 


75.  Die  Function   zu  integriren. 

(In  x)m 

Aus  der  Reductionsformel 


fx"  (In  x)m  öx  =        (In  x)m  -        fx"  (In  x)m  ~l  hx 
n  ■+-  1  Hfl 

hat  man  das  letzte  I  entwickelt: 

fx"  (In  x)m  -1  9x  =  —  (In  x)m  -        fx"  (In  x)m  9x  ( A) 

tn  in 

Hierin  —  m  +  1  statt  m  gesetzt  gibt 

//  (Inx)-1"  8x  =  (/„  x)-"'+l  -  ^lf*m      *)"W+X  9*  (B) 

Dies  letzte  I  hat  also  einen  um  -  1  geringeren  Exponent  für  In  x  und  kann 
nach  und  nach  reducirt  werden  bis  zu  dem  I  =/x"  (In  x)_1  9x.   Man  erhält 

/V9x=    xw+tr      1  »  +  1         {  (»+!)' 

J  (lnx)m       w-4('»*)W~l    (**-V(l* *)'"-*  (m-2)(m-3)(/nx)'M-3 

,         .   (n  +  \)M->  1  (i+l)—1         /x"  8x 

+ "r(m-2)(w-3)....2.1/»xJ"'  (m-\)(n-2)...2-\J   Inx  K  ' 

Das  letzte  I  ist  durch  Formel  79  aufgelöst,  wenn  man  nach  No.  74  umformt. 

Nämlich  In  x  =  ».   Dann  ist 

yV9*=  ^(e8)w.e«.ds= 

/xn  9x 
;— -  nach  Formel  79. 
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C.  Trigonometrische  Functionen. 

76.  Die  Function  sinx  zu  integriren. 

t  ö  cos  x        .         .       0  eoix 

Es  ist  — „-  =  -«»i,  also  =.  =  stn  x 

ox  ox 

daher     ftin  x  Ox  -  -  cot  x  -f  C  =  Constante  (C)  —  co«  * 

77.  Die  Function  cot  x  zu  integriren. 

.  .  0«inx 
hs  ist  — s —  =  co«  x 
ox 

folglich  /cot  x  Ox  —  tin  x 

78.  Die  Function  tg  x  zu  iutegriren. 

0  cos  x 
tin  x  9x~ 


Es  ist 


CO*  X 


daher      flg  x  Öx  =  —  In  cot  x  —  In  — —  =  in  tec  x 

cot  X 

79.  Die  Function  cotx  zu  integriren. 

9  tin  x 

v  cotx  ox 

Es  ist    col  *  =  . —  =  —  

«in  x      ttn  x 

daher  fcol  x  •  Ox  =  /n  sin  x 

80.  Die  Function  secx  zu  integriren. 
1       cot  x       0  sin  x 


Es  ist  tecx 


COS  X 


cos 


1  —  tin  "x 


/s«c  x  Ox  =  i  m  co/»  ta^JZ  =  /«  col  =  In  t9 


daher    ftec  x  bx  =  *  In  )  -t*m  * 

1  — 


2  2 
81.  Die  Function  cowcx  zu  integriren. 


Es  ist 
mithin 


1 

sin  x 


«MX 

sin  *x 


sin  t 


1  —  cos'x 


ö  cos  x 

"~dx~ 

1  —  COS  »X 

2  sin  8  ($x) 
2cos'(±x) 


-  n-_     ,,  1  +  cosx     .  .  1  —  cos  x 

/cos«cxöx  =  -$m   =  $  /„  —  =  l/n 

1  — cosx    *     1-fcosx  2 

=  i/nlc>(*x)  =  /n/o(*x) 

82.  Die  Functionen  tinv  x  und  cos»  x  zu  integriren. 
Es  ist  sine  x  =  1  —  cos  x 

mithin  ftinv  x  öx  =  x  —  sin  x 
desgleichen  ist 

fcotv  x  Ox  =  x  +  co«  x 

83.  Die  Function  -iltg)        ™  integriren. 

0  tin  x    ö  cot  x 

tin  ax  4-  cos  'x    sin  x    cos  x       8x         Ox  ~ 

 h  .      =*  — - — —  —  —  

col  x     sin  x      strt  x        cos  x 

sin  x 


Es  ist 


sin  jt  •  cöj  x 


«in  ax  4-  cos  5x 
«in  x  •  cos  x 


y  imxToix  cosx  * 

84.  Die  Function  «n  "x  zu  integriren. 
Es  ist  tinnx-tinn-xx»  «inx 
also  /«in  "x  Ox  =  -  sin  "~1x  .  cos  x  +  JI*  -  1)  sin  ""'x  •  cos  »x  Ox 


1*6) 


(87) 


(89) 


(90) 


(91) 

(92) 
(93) 


(94) 
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=  -  co«  x  «in         +  (n  -  1  /(»in  H~7x  -  «in  "x)  0* 
=  -cotx  «in        +  (n  -  l)/«in     2x  8*  -  (h  -  l)/,iH  »x  9x 
Das  letzte  Glied  auf  die  Hake  Seite  geschafft  und  mit  M  diyidirt 

/«in  nx  9x  =  -  -  cot  x  «in  *~*x  +  —  /«»""'*  0*  (W) 

als  eceitfuete  Reductionsformel.  0  .  .         n  .  .  n 

Ist  K  gerade,  so  kommt  man  zuletzt  auf     Setzt  nuu  y  -  x  =  *,  so  ist  x  =  y  -  * 

/«in  °x  •  9*  =/9x  =  x  und  9x  -  -  9* 

Ist  n  ungerade,  so  wird  das  letzte  I 
=f$in  x  .  9x  =  -  co»  x  Es  ist  daher 

85.  Die  Function  co»  "«  zu  integriren.         /cot  mx  9x  =  -  /«in  "*  •  9* 

Es  ist  cot  x  =  «in  (|  -  x)  Mithin  nach  Formel  95 

/«in  "*  öt  — —  ~*  cot  t  •  «in  »->*+  lzl/#jn  M~2*  9» 
und  indem  man  -  9*  für  9*  setzt: 

/cot  "x  9x  =  +  —  «in  x  •  cot "  -1x  +        /co«  "~2x  •  9*  (96) 

86.  Die  Function  tg"x  zu  integriren. 

Es  ist   I«  "x  =  tg  "_3x  .  fc  «x  =  (5        («ec  *x  -  1)  =  ig  "~'x  •  «ec  'x  - 
Daher  als  Reductionsformel 

/tg  mx  9x  =ßg        •  9 lo x 9x -y>e  "~2x  9x  =  ^— - ^        9x  (97) 

87.  Die  Function  cot"x  zu  integriren. 

Schreibt  man  wie  No.  85  cot  x  =  tg  -  setzt  y-*  =  *  so  hat  man  nach 
Formel  97 

/tg»>&>Jl^-/lgn-'*d* 
mithin  (-  9x  für  9»  gesetzt) 


M-l 


/cot  "x  9x  =  -  ^--p  -  /col  "-8*  9x  (98) 

88.  Die  Function  «ec"x  zu  integriren. 

Es  ist  «ec  "x  =  «ec  "~ax  •  «ec  »x  =  §tc*~~*x  •  9  <o  x 
daher  /»ec  "x  9x  =/««c  "~2.9  lex  9x  =  «ec  "~2x  tgx-/b  tec  H~*tg  x  8x 
=  «ec  B_2x  lj«-(n- 2)/«ec  "_3. 9  «ec  x  •  tg  x  9x 
=  «ec  "~2x  io  x  -  (n  -  2)/«ec  "~2lo  ax  9x 
=  «ec  B_ax  tg  x  -  (n  -  2)/«ec  "x  9x  +  (n  -  2)/«ec  "~59x 
Das  erste  I  der  rechten  Seite  auf  die  linke  gebracht  und  mit  n  -  1  dividirt  gibt 

/«ec  "x  9x  =  +        /,ec  "-2x  .  9x  (99) 

n— 1         n— 1 

89.  Wie  cotnx  aus  fo"x  findet  man  ans  *ec"x: 

_   -         cotecn~^x  cot  x  .  n  — 2  .       n_j  ft 

/e0«ec"x9x  =  ;  +  -/cotec*  *x9x  (100) 

n  —  1  n —  1 

90.  Die  Function  «tnnxco«mx  zu  integriren. 


9  sin  "+1 


X 


Es  ist        »in"«  = 


'(•+1) 
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,  .             „          m   ~        fcos'n    lx   bsinm+l*  ft 
'Iah  er  f*tn  x  •  cos   x  öx  =  I   —-  s         •  öx 

1     T       m-\         .    M+l  /%bcOSm~1X  »4.1       ft  1 

=  I  cos       x  •  jim  ^  x  -  I  —  •  »in  ^  x  •  (V  I 

» + 1  L  */         ox  J 

y — "  ™—  iiH  "+,x  9*  =  -  (m  -  1)/««  m  "2x  •  *in  "+2Ox  = 

-(»-li/cos"*  _2x  *iV'x(l-co*«x)Öx=-(m-l)./co*m -ix*i*"x-H'*-l)fcoswxsi»',xb* 
folglich 

/*in  "*  co*  "*x  Öx  =  - ^ ^  [co*  m  -1*  sin  "+,x  +  (m  -  D/co*  m  ~*x  «in  "x  Ox 

-(m-l)/cot  mx  sinnx  Ox] 
Das  letzte  I  rechts  auf  die  Huke  Seite  gebracht  und  reducirt 

/•in  M*  cos  mx  Ox  =  -  m~'x  * "+,af  +  "*  r  1  /,i»  »x  cos  m  ~2x  Ox  (101 ) 

In  dieser  Reductionsformel  ist  der  Ex-  falls  geschlossen. 
l0Zt  denS°R3!i.Smn  lÄg u  E"  Function  *in "x  co.  "*  ist 

/*l*  "x  co«°  Ox  =fstn  "x  Ox  a«.  +1 

welches  nach  Formel  95  bestimmt  wird.  9  co< 

Bei  ungeradem  m  entsteht  zuletzt  „  m  3x 

/>  •    n  c\       /•  •   m      e»   •      <%  Man  setzt  cos    x— — — .— — 

«t»  x  •  co*  x  öx  =/un  nx  »b  sinxbx  (m  +  l)sinx 

tiHw+1x      .      T  .     .       .  .  .       und  hat 
=  — — —  und  die  Integnrung  ist  eben- 

/.in  "x  cos  mx  Ox  =  -  fsin  ""'x  •  0c°' 

m  + 1 

=  ^—  [sin        co*  "« +1x  -Tin  -  1 )  sin  —2*  co*  Wl  +2x  Ox] 

=  ^TT  f"  "* "'^  eÄ,"'+l*  +  <* "  1^'in  M~2*  CM "'*Ox-(n-l)/*i»Mxco*'wxOx] 
woraus 

(«  — m        m    Q  »in"_1x coi"" "*"1x     n  —  1         „  «        ,„  ^ 

endlich 

fsin  »x  cos"*  fix  =  -  IZ"*1*  +  ~f'in  H~*co$m*  Ox  (102) 

Ist  »  eine  gerade  Zahl,  so  entsteht  durch  wiederholte  Reduction  endlich 
fcosmxbx,  welches  nach  Formel  9C  integrirt  wird.    Ist  n  ungerade,  so  entsteht 

m  -f-1 

zuletzt     /cos  mx  sin  x  Ox  =  -  fcos  mx  •  0  co*  x  Ox  =  - 


m  +  1 

92.  Die  Function  zu  integriren. 


•mwx 


Aus  Formel  101  das  letzte  Glied  entwickelt  ist 


/.in  Mx  co»"'  -'Ox  =  -  —  ^  +  ÜLJ  7y>ift     ffM  Ox 

m  -  1  m  —  1 

Hierein  für  m  den  Werth  -  m  +  2  gesetzt  gibt 

„        —  ruf.         cos-m+*xsinn+lx    -w-|-2_«    .  .  s  . 

Jtits  x  cos    "'Ox  =  — ^- _  +  Z-  —  /,i n  "x  co*   w+ax  Oa 
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oder 

/'"»"*  Qx=      sinH+1x         m-  w-2  /'  sin"x  ^ 


(103) 


93.  Die  Function   zu  integriren. 


«in"x 


Entwickele  das  letzte  Glied  ans  Formel  102: 

r  '    »   2         »i    o\       «i»M_1CO*  x'"'*"^  ,  flt-flt  ...    u  „,  _ 

/'"t  "  \r  co«  "x  9a:  =  -f  — *  cos  mx  9x 

n  —  1  n  -  1 

Setze  n  =  —  n  -f  2,  so  erhält  man 

—  n+  1  —  »+  1  ' 

oder 

0x Ä _  .  !LTJ^L?  9_5  (104) 

J  sin"x  (n-Diin"-^        «"1    ./  sin'^x 


10 

94.  Die  Function  x"«i»x  zu  integriren. 


Für  Formel  103  und  104  gelten  dieselben  Bemerkungen  wie  für  Formel  101 
und  102. 


Es  ist  fr"  tinxftx  =  x"ftinxQx-ß$x''fsinx()x)dx=-x"  co$x  +  nfx"~1co»xdx 

=  -  x"  cos  x  +  nx"~  lfco$  i9«-n(n-  l)/x"_J  *  in  x  9x 

=  -xHcosx  +  nx"-1  sin  x  -  n  (*  -  1)  /xn~*  sin  x  9x 
Mit  der  Reduction  so  fortgefahren  entsteht 

JxH  sin  xdx  =  —xn cos  x  +  nx"-1  sin  x  +  »  (it  -  1)  x"~2 coi  * 

-  n  (»  -  1)  (n  -  2)  x""3  sin  x  -  n  (n  -  1)  (»  -  2)  (n  -  3)  x""*  co«  * 

+  +  --   (105) 

Durch  dieselbe  Red uctions weise  erh 

95.  /x"  cos  x  9x  =  x"  «in  x  +  nx*~ 1  co*  x  —  n  (n  —  1)  xM"  «in  x 

-n(n- 1)  (n- 2)  x"-3co«x +  +  --...  (106) 
D.  Cyclometrische  Functionen. 

96.  Die  Function  Are  sin  x  zu  integriren. 

Es  ist  /Are  sin  x  •  9x  =  i4rc  sin  x/9x  -/[9  Are  «in  x/9x]  frr 

=  x  Are  sin  x  -  f  *  8j    =  x  Are  sin  x  -  {/(l  -  x*)~  *  (    2x)  9x 
*/  J  l  -  x«   

Mithin  /Are  sin  x  9x  =  ac  Are  sin  x  -f-  }'l  —  x'  (107) 

97.  Die  Function  Are  co»  x  zu  integriren. 
Wie  ad  96  verfahren,  ist 

/'  x  9x 
\T-  x» 

=  x  Are  cos  x  +  J>tl  —  **)~  *  (—  2x  9x) 
Mithin  /Are  cos x  dx  =  x  Are  co«  x  —  ]/l  -  x*  (108) 

98.  Die  Function  Are  lg  x  zu  integriren. 

8x 

Es  ist  /Arctgx*bx  =  x  Arctgx-/x'§  Are  tgxfix  =  x  Are  Ig  x  /x  . - - 

1  T  X* 

-     .         ,  /*2x9x 
=  x  Are  Ig  x  —  i  I  — — % 
9       \/  1  +  x» 

daher  /Are  Ig  x  9x  =  *  Are  tg  x  -  |  /n(l  +x*)  (109) 

99.  //Ire  cot  x  8x  =  x  Are  cot  x  —  /(9  Are  cot  x/9x)  9x 

=  x  Are  cot  x  ■+  / 
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daher         /Are  cot  x  9x  =  x  Are  cot  x  +  \  In  (l  +  x3)  (110) 

100.  /Are  sec  xdx  =  x  Are  t$c  x  -f(Q  Are  tec  x/9x)  9x 

r  x-bx 

=  x  Are  »ecx—  I —  -. 

J  x        -  1 

woraus       fArc>ecxdx  =  xArcsecx  —  /n(x  +  y'x>-l)  (111) 

r  x  öx 

101.  /Are eotec  x  9x  =  x  Are coiee x  +  /  — -— ■  

J  x|/x»  -  1 

mithin    /Are  eotec  x  9x  =  x  Are  eotec  x  +  ln(x  +  ^x»  - 1)  ( 1 12) 

/*  x  9* 

102.  /Are  tinv  x  9.r  =  x  Are  tinv  x  -  I  

=  x  Are  tinv  x  +  \  2x  —  x%  —  Are  tinv  x 

woraus    /Are  tinv  x  Öx  =  (x  —  1)  Are  tinv  x  +  y  2x  —  x*  (H3) 

y*  x  9x 
■  j  — 
V  2x  -  x*_ 

woraus    /Are  cotv  x  Ox  =  (x  -  1)  Are  cotv  x  -  \r2x~-  xa  (IM) 

Integralformel  ist  ein  Ausdruck,  der  am  gebräuchlichsten  sind.    Am  Schlufs 

das  Integral  einer  Function  von  bestimm-  der  Tabelle  sind  Erläuterungen  für  die 

tcr  Form  angibt,   liier  folgt  eine  geord-  Entwicklung  der  complicirteren  Formeln 

neteZusammenstellung  derjenigen,  welche  hinzugefügt. 

Integralformeln. 

I.  Von  algebraischen  Gröfsen. 

A.  Von  rationalen  Gröfsen. 
I.    /9x  =  x  •  (1) 

fAQx  =  A/Ox  =  Ax  (8) 

fq'x  9x  =ff)(f  x  •  9x  =  q  x  (3) 

fAq'x  •  9x  =  Afq'x  -&r  =  Aqx  (4) 

Jlq'x  ±  fx)  9x  =/(p'x  •  öx  ±ffx  •  9x  =  qx  ±  fx  (5) 
fax  .  fx  •  9x  =  iix/fx  •  9x  -Mxffx  •  9x)  9x 

=  /x/yx.9x-ytrx/(rx.9x)9x  (6) 

KAqx)  •  (Bfx)  9x  =  A  •  Bfqx  •  fx  •  hx  (7) 

/qx  •  fx  •  9x  =:  qx  .  fx  -ffx  •  q>'x  •  9x  (8) 

fq  x  •  fx  •  bx  +  jfx  >  q'x  •  dx  =  qx  »  fx  (9) 

r  Yx  •  q'x  -  q  x  'f*ft       <f  *  ao) 

<S*)>  J*_  


ii.  /x-9x=!C—  (ii)  yr^)"^9x=^1-  (»3) 

.„+1  /r»9x  =  ix»  (M) 


^x"9x  =  ^/r',9x=:^^—  (12)  jfx»9x  =  ixj  (15) 
J  J  *»  +  l  /x«9x=ix5  (16) 


...    /-Öx_,_„.         r"**1  fAg'x.Sx=  ry^&x 

111 J  7"   A  ^iT+1         7     (<px)-        7  (**)" 

—  vi 


(20) 


(17)  "(»-DOp*)"-1 

9x  =  --  (21) 


O»"1)*  fbx     .  _2„  1 


(22) 
(23) 


(n-lM^x)""1 


Mfto-j^to—b  (24) 
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IV.         f^=fx~1öx  =  ln(±x)  (25) 
f  =^*)'1  <f'*  **  =  ln(*.  <fx)  (26) 


Setzt  man  4  =  1,  so  erhält  man 

9x 


a  ±  x 

i 

<px 


'  J  xm(a  +  bx)        aJxm-l(a  +  bx)     *  J  xm 


Jx(a+bx)      a  "a+bx 

y%  hx   1  /  J_ ,  i.  #  ■+  **\ 
i'"(«  +  6x)-  al    *  +  a'"     x  J 

y*J(a  +  4x)  a  I.  2x»  ax  a»  x  J 
Setzt  man  £=1,  so  erhält  man  die  Formeln 

r  Qx    _   i  r    hx       i  röx 

y  xw  (a + *)  *  y  ^ -*  c«+ x)  « y  ^ 

/*    Öx  £  x 

y  x  (a  +  x)  a   *  a  +  x 

/'    8x  1  /    1       1  faa  +  x\ 

x>(a-f  x)  a  \    x      a          x  / 

/'    hx  _  1  /      11       1       a  +  x\ 

x*(a+x)  a\   2x»    ax    a>        x  ^ 


(28) 


(21») 


=  T,Ä^Tu  (3°) 


(31) 
(32) 


J  *m(fi-bx)     *J  x--,(«-Äx)"t*  *J  x'M 


x  (a  -  4x)     a      a  —  6x 

J  **JLa-bx)     aLf      «  a-ixJ 

y  »»(«  -  6x)  ~  a  L2x>    ax    a«     a  -  Ax  J 
Für  6=1  erhält  man 

/'    8x      _  _lT  /*      0»  J_  /*8_f  1 

xw,(a-x)     «  [y  «""'(a-x)     «./  x^J 

A 


x  (*  -  x)       a      a  —  x 


/        =  i  r  i  i  fa  »  i 

y  x1  (a  —  x)     «  L  x  a      «  —  x  J 

/*  s*    cir  i  i    i  ln  *  1 

y  x»  (a  -  x)     «  L  2x»  dx    a»     a  -  x  J 


(33) 


=  r  /n^r:  *  (W) 


(35) 
(36) 
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VII  f — -°*  =  /    a  Y'  /l?*       ß-  *)m  -  (6*r 

/se'9*      1  I",    ,     a        a»  1 
Für  6  =  1  erhält  man 

/fü5f=(_or  /'s*    /-(- «r - 

./  a  +  x  J  J  a  +  x    J       a  +  x 

A  ' 


'x*  8x 


a+  x 


=  x  -  a  /n  (a  +  x) 


-j--=4x»-a*  +  o» /„(a+x) 
^ fl-^=*JrS-^;r,  +  rt,*-a3'»  («  +  *) 


9* 


vin.  /•^-.(|)-/L?i 

a  -  6*    \f>  /  J  a  -  bx    j  Äm  (<J  _  ^ 


fix 


/'x'öx  IT     ,     a        a<  1 


Bx 

J  a  —  bx  6 
Setzt  man  6  =  1,  so  erhält  man 


[[i*Hi£*'+£*+£/»(,,-6*)] 


J  a-x         Ja-xJa-x  3 

I 


a  —  x 


-  —  (x  -f  a  In  (a  —  x)) 


IX 


/a"^  =-[**B  +  «  +  «,'»(«-«)] 


S/lTx^  +  ^M  (45) 
—  /Ire  col  xJ 


x-  1 
*  +  1 


y^Ta-^i^^V 
Jx*-a*  ~  2a  x~+ 
./a«-x»  2a'*a^: 


—  a 
a 

X 
X 


 J  a*  -  x*    2  a*-x* 


(37) 
(38) 

(33) 
(40) 


(41) 
(42) 
(43) 


(49) 
(60) 

(61) 
(62) 

(66) 
(57) 
(68) 
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•  ■ 

™JV+-Xi  =  *-Arctg*  (59)  J =  x  -  a  Are  ig  ~ 


x  —  a 


XII. y"^rp=H*' -'»(!  +  *>)]  (65)  /^|^=H*,-«'I»(x«+«')]  (68) 

/x3  öx  /\r»  ftx 

nrr.=-K* »  +  '«(l-x»)](66)  y-f^-5=J[il+„>(,.-a')l  (69) 

/£|£i=*l*,  +  /»(x>-l)]    (67)  y^=-Kl.+«./.(.»-x^ao) 


/=»(^5--*(p  +  *,i^)  <73> 

./Wf^)=il-i-.+'»A] 

yx,"(i-x')  y  *"-*o -x^  ./  x- 


8.r  /"  Öx _  /' 

xw (x»-l)    J  xm -'(**- 1)  J 


Ox 


XVII   /'  «-La,*1--' 


(82) 


XVL/j(?T^  =öifc,?T7»  (83) 

=-?[7  +  >*(f)]  <"> 

y *m(.r"+a«)~  y  •»*",-s' (*»+•*)  y«1*"* 


(86) 
(87) 
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/"  -IT1/    *~  a  j.  11 

x»(x»-fl*)   ~ü»  x+a+  xj 

/*  __i  rj_  .  ,  1  1 

J  r*(**-a*)   ~fl»L2a'        x»     +  2x*I 

y rm   = [y*— '(^r^  ~y*^]  (%) 


^4a  -  Ä»  |  4a  -  4» 

2 


(89) 


(91) 


xvni.  f  ,  ff  „  =A/ä-t^-. 

y  x  (a"  -  x1)      2a»     a«  -  x« 

p**_  _ j_ r 1  /  « + *_ 1 1  ,™ 

./*»(«»-*•)   ~«5  L2«     a-x     xJ  ^ 

./"*»<«•-*■>   =M2T»'n^^x"'"2Tt]  (93) 

/•_»*_ = i  r  /*  0,r-  +  (^) 

y  x™  («'  -  x«)     «'  [y  xM  - 2  («'  -  x>)    ./  X^J  

y  *  +  ex»    2  v  ac)  - 1  1_xy^y_l 

^'"»{'Vt)  (96) 

/•  9x  1        1  +  XVT 

I  —  ~  =  —I—  /*   (97) 

%/fl-rx>    2»«c  j_rj/^ 

/"r^s— r.**«—^  (,00) 

7^-t[-K7-«»(-^)]  <10» 

/^-fi-^7'"<-^]   <™ 

XX.                     =_L^M?i±^''iS  (.«, 
J  «  +      +  x*      j/4t  _  4tf     2x  +  4  +  l  A«  -  4a 

2  2x-f  * 

orclg    .  x  (106) 


'"^rcl,— f  (98) 


(107) 
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f  2£  =  1  [n  M-jy-vV-4T  (10g) 

J  a  +  bx  +  cxs     j/Äs  _  4flC     4  +  2cx  +  \b%  -  4ac 

2         .         4  +  2ex 

^rc/^  ...  (109) 


|'4ac  -  Äa  |  4ac  -  Aa 

4a 

*  (2«  +  br) 


2x  +  J  5 

-  2x 


(HO) 


=  §V3^rc^^t^  (III) 

=  IV3v4rcl«?^-1  (113) 
_  l       1  +  2a  -15 

-F6/Wi  +  27T^  (,,4) 

/*  c)x         _  i.  ,  -  1  +  2x  -  V'5 

J  -\  -*+,*-  )5     -1  +  2 


(115) 
(116) 


/'  /*       0*  ,  ,„  J  1 

./rr+,— »  =  l»3^'f - 
öx  1  -l-2x-i5 

+  i=7=P  =    '^1-  27+75  (U7) 

=  -  ^  V  -  1  ^rc  Ig  !-±-^  15  •  1-  1  (1 1 8) 

0  5 

-2  l  +  2x 

9x  1  er 

*TT5»     =T  *■«+«  <1,9) 


2  &  +  2rr 

8*  1  ,  ex 


  o  y  -  i  -  t>  y  -  l  

/x  9x  1  4    /*  9x 

f{*  +  A)hx  A-\b  r  bx 

f(*  +  A)  bx  l  >4  -  |A  /*  0x 


J  a  +  bx  +  cx«      ~  2c  -     T  "  T        +  ^jrfv^Vc^  °26) 

./x(«  +  6x+x*)  =  2i «  +  *x  +  x» ~ \/oT^+vJ  0 Ä7> 

f         *x  =  1  f/n  ?'  /*  9x  ] 

yx(rt  +  Äx+cx»)     2«L     o  +  4x  +  cx»      ,/a  +  6x+fxaJ 

/*_ ?f_     1  r_. . c  / 

/*(**  +  «■>     "iL  X  +  T,H  x"J 

f  bx        i  r  i  ,  *  *i 

Jx{a  +  cx*)  -2a  «  +  cx«  °31) 
./ x  (a  —  cx3)          ~  2«  "a-M 


(128) 
(129) 
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XXII  f     °*        =  -(*  +  **)  

V(«  +  **  +  xr       2(m-l)(£-«)(Ä  +  6x  +  x»)'"-1 


2m  -  3    /*  dx  

2V-l)(^-ay/(«  +  ^  +  ^-1 


(133) 


/Ox  x\\b  

 i       r  hx  

/fix  -  (x  +  \b) 


(134) 


Ox 


(a  +  6x  +  **)* 


(»35) 


Ii 


r  Öx  _  1  [_ 

./  («  +  ix  +  rx«T        2  (*-  1)       -  «)  l>  +  **  +  «V  "  ' 

+  (2»  -  3)  /*  -  ,1  (I3C) 

J  5"+  *x"+7rv = "  ^T7^  [•  +  **  +    +.  f*  +  ** + « J (,37) 

f{?+b*  +  cT*f  =  4^  _  ^  [(a  +  4x  +  rxV  +  ^"J^M^»]  (IM) 


XXII! 


v (.+  ** +*■>"■  2(m_ jj"^ _^|(a  +  *x  +  x«r-1 

+  46(2m-3)  /*  —  -1  (1S9) 

/'      x  öx  -1   F        *  +  T  * 

/(«  +  **+«•»)*    2c(m-l)(£-  .)[(•  + + 

+  A(2m-3)  /*  ÖX-  ,1  (140) 

2  V  («  +  ix  +  cx')'M-,J 

./(a-Mx  +  x*)*     ^*!_-)L«+*'«,  +  -*t        %/«  +  *x  +  x»J 


/*      x  Ox  _    =        -1        [     *  +  2  *         4    /"__    «x  ] 


(141) 


(14?) 
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*  6 

wo  c  =  |    -  bedeutet, 
/"xdx         1    r .   1  -  ex  -f  ca  x3  2rx-l| 

»  £ 

woc  =  |/-~  l»deutet. 

/^;->(*+4j>>  ('«> 


vxv  /Li'T-     _      r ,  Lt/iiLt"'''' 


+        "2«o-2T^T  "i~ciV»if=i  l  (148) 

•=iH 

J  T^iT*      ~  4?Ä  i/ä^T^f a  (,49) 

/'x*0.r                  1      f.   1  -  r.i  |2  f  Pi|2   I  „.^ 


=  A  <«+***>  <152> 


o  +  6x<  4  6 

°*  =  JL (154) 


,/x(x  +  £x*)       4a'"  a  +  ix* 

/  i*«  +  cx«         6x    i"i  '4i,rc*  r  6 


(155) 


9x  1        r  ,  6 -)- rx*  /.r-x 

x(6.r*  +  cx4)        26xJ    26*  x* 


XXVI.  y  =  /    ,   ■°t,'l  4  =  — - ■— r  I  -  ,4rr  Ig  -  -  -1-  ylrc     ^  I        (1 57,  A) 

reell  für  6'  >  4ac 

l        f,  x'1  +  2«x  cot  a  -f  oJ  ,  Ä  ,        2ax*tri«|  _ 

Scg3  cos  a  L     x«  -  2$x  cos  «  +  g*  9  ~  •» 2  J 

reell  wenn  6«  <4oc 

=  «- rn  +  -4t.  ^rr *  l/jr-  O57.  C) 

2a  -f  6x*     J  2a6        *     '  2a  ' 
gültig  für  6*  =  4ac. 
Die  Bedeutung  der  Buchstaben  p,  q,  gy  n  s.  Erläuterungen. 

III.  22 
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y  =  /  — r—.-m  ~,  i  =  ~    — ~  In  '   (1 58,  A) 

J  a  +  öx*  +  cx«    2  |  fc«  -  4ac    4  +  2cx*  +  J  6»  -  4ac 

reell  für  6*  >  4cc 

1       ^ij^  (158,  B) 


|4ac-6»  |4ac-*» 
reell  wenn  bi<4ac 
2a 


b  (2a  +  br*) 
gültig  für  A3  =  4ac 


(158,C) 


y  =  /"-T-*-  f  *-  — 4  =  ^=ir—  [p  «rc  tg  *  -  o  arc  |,  -  1  (159,  A) 

Ja+bx*  +  cx*     j  A»—  4ocL  /'  ?  J 

reell  für  *»>  4ac 

1      |      x*  —  2ax  cot  a  4-  o'  2ax  jin  «  I  ,„ 

=  «  J»  t-T»  "  T  ,  +  2  cot  «  •  ^rr  -y         159,  B) 

8co  coi  « L     x*  +  2ox  co«  o  +  g*  9  ~  J-  ' 

reell  für  A3  <  4ac 

gültig  für  A«  =  4ac 

V=/~rri-,  ;=  —  M(fl4-*Ja  +  fx<)-—  / — —  ■  ;  (160) 

J  a  +  bx*  4-  cx*    4c  '    2c./  a  4- Äx  4  rx4 

Die  Ergänzung  des  I  mit  der  Auflösung  des  I  im  2tcn  Gliede  geschieht  durch 
Formel  158  A,  B,  C. 

v=f**        _  1  4    /•  xOx  

y  ,/  x(fl4*r'+cx*)  "  4a     a  +  Ax3  4  cx*     2a./  <z  +       +  cx«         V  ' 
Die  Ergänzung  des  I  durch  Formel  158,  A,  B,  C. 

W-14-  V'5   .  .     .  1/-1+V51 
-  K  '  *  ^c  tg  \  — .— J 

»H1      2  '2        -  r       2         |  2-xj'- 1 4-J5J 


B.  Von  irrationalen  Gröfsen. 

XXVII.        Ox  =/r  "  8*  =  ?  =  -£r  V-r"+1  (1C2) 

»  +  1 

JL 

/jV  q'x  Ox  =ytyx) "  <p'x  Ox  =   =  n<f*)"+*  (163) 

n 

/rxOx=yx*dx  =  j|x*  =  §j.'xJ  (164) 

/Vx  Ox  =  /r*  9x  =  |x3  -  Jl'x*  (165) 

/rx  Ox  =fx*  Ox  =  ix*  =  if'**  (166) 

./Vx  Ox  =/r*  Ox  =  fr*  =  iV'x6  ( 1 67) 
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-  -!r  +  i  »-  i 


XXVIII.  fp  =/x    -  Da?  =  =  -ü-  *  «  =  •   Jv-i  (1G8) 

n 

/•y^Dx  =/(^  -  X ^  öx  =  ^  (vjr)~W  =  „ "(<?3.)»-i  (169) 

-=/.  070) 

/9x         - 1  x-*"4"1  » 


(172) 
(173) 


—  +1  tw-Hi 

XXIX.  /x  "  0*  =f\xm  öx  =   =  —  x    n     =  —  ?',"»+»         (1 74) 

'               *"                —  +  1  W+n  m+W 

n 

/V*»d*=  J^x»  (175) 

jT»xiöx  =  fK*7  (176) 

fV**üx  =  ll'x*  (177) 

/f'x«Ox  =  t»V  (178) 

/t'x»0x  =  *Vx9  (179) 

yyx»ftr  =  tl*x'  (180) 


/fx»ex  =  tl/»'  (181) 

XXX.  A"  -  »,  ,  -  -5-  /  -  (18S) 


X' 


/*8x  2 


9x  » 

f-  =  3|x  (185) 
öx  3 


(186) 


fx«  h 

fx*  Vx» 

^-  =  4vx  (188) 


3 


(189) 


22* 
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m-4-i» 
n 


XXXI.  An  +  ix) "  8x  =  ^  • (^-^  (WO) 


IM  -4-  '» 


yta  -  ix) "  8x  =  -  ~*  -  • (-^^  "  (190 


m  —  m 


yt*  +  Ax)    «9x=-^.(iL^)  "  (19«) 


n  —  m 
n 


Jla  -bx)    "  8x  =  -  •  &zh>  "  (193) 

n  —  m  b 

fya  +  bx  Bx  =  j  ~—  \T+bi  (19*) 

/yr-üa»=-i  —k—  jo^Tr  d95) 


/:- 


(197) 
(198) 


/H^  =  21^±^  (196) 
J  V'«  +  6x  *_ 

,/ya-bx  b 

/  —  .         a  +  AxJ  

/Va  +  6*  8x  =  |  — -  j  a  -f- 

/i'a  -  ix  8x  =  -  i  — b b-  ya  -  bx  d99) 

fi~7  =  Tb  ' ia  +  **)f  (200) 

|  a  +  ix 

ß~H  =  ~  2  i  »'<•  ~  (201) 

|  'fl  -  ÄX 

/V(«  +  ix)»  8x  =  1  («  +  ix)  |*(a  +  ix)»  (202) 
/VC«  -  ix)»  8x  =  -  ^  («  -  ix)  V(«  -  ix)»  (203) 

/L^_  =  3fe?  (204) 
V(«  +  *x)'  * 

:-^-=S-3^Ä*  (205) 
V(«i-ix)»  * 


n  r  n  n 

—  /  1  V"  +1  I  —  +  «"  — -*-  m  —  1 

/xm  (a  +  ix) 8x  =      j        [yi;«  -f  ix)  I»       i  8x  -  m,«>t«  +  bx) P  i  8x 


+      a'^fl  +  ix)/'  i8x-m,  ««./{« +  **)''  i8x  +  .... 

— -1-1  —  1 

T  mam  - Vt«  +  *•*•) **"  i  fix  ±  «w/(«  +  x)  P  b  8x J  CW 
dasselbe  Integral 

n 

n   M  n 

f*m  («  +  kx)     8x  =  x-  (a  ±M^-  —5  /x"     (.  +  M  ^  + '  S-r  (207) 
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fr  \'a  +  bx  Ox  =  -~t  (3ix  -  2«)  (a  +  Ax)* 

15  •  0* 

fx  \'a  -  bx  bx 
x  Bx 


fi 
f 


15  •  A» 


(3Ax  +  2a)(a- Ax)' 


a  -f  bx 
xQx 

\'a  -  bx 

Öx 


—  (6x-2o)  >a  + Ax 


x  =  2  j-'a  +  Ax  +  }'a  /a 


3a  +  bx  —  2  fa  +  b. 


)/a-bx 
8x 


X 

i.  /n  2a  -r  bx  -  2y  a  |/q  -f  bx 
1  n  x 

JL  /B  ~  2«  +  Ax  +  2^a  |/a  —  Vx 
\a  *  x 


f 

,J  x|  a+  bx 

/"»  Öx 
x  Va  —  Ax 

i  2  4 

/x(a  +  Ax)*  dr  -  g^;y,  (5  Ax  -  Qa)  (a  +  Ax)5 

fx» \fa~+Tr  Öx  =  ^-y,  (8a»  -  1 2  aA  x  +  1 5  A«  x*) (a  +  Ax) 1 
/x3  (a  -f  Ax)Töx  =  ir-^-r.  (8a'  -  20  aA  x  +  35  A»  x>)  (a  +  Ax)  * 


XXXIII.  f\  a  +  Ax»  Öx    =  ix  j/fl  +  Ax'  +  £  P-=^L= 

V/  V  a  +  bx* 


Ax' 


/xVa+Ax*  Ox 
fxy'm-bx*  Öx 

/»  xÖx 


_L  /n  *  +  l7«  +  bx1  -  Va 
Vb  nTyb  -\  a~+  Äx«  +  \  a 

VbArCt9Vxa-x\b 
±bArc*inx]/'± 


/•  xÖx 

J\>7=bx* 


=  -  —  ]/a-  bx9 


(208) 
(209) 
(210) 

(211) 

(212) 

(213) 
(214) 

(215) 

(216) 
(217) 
(218) 


(219) 
(220) 
(221  A) 
(221  B) 

(222  A) 

(222  B) 
(223) 
(224) 
(225) 

(226) 


XXXIV. 


a+bx+cx* 
öx  

ya+Ax-cx» 


2  V  4ac  -  A'  +  b  +  2cx 
;  —  Are  tg  ._   

1    (  2cx  —  b 

.  —  Are  sm   

Vc  y/4ac+A« 


(227) 
(228  A) 
(228  B) 
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a+bx\cx* 

— —     =  —  I  a  +  bx  +  ex*  —  — -  §  ■  

\/a  +  bx  +  cx*         «  '    T  *cJVa  +  bx 


+  öx  +  cx» 


(230) 


xväT&TT^  "  valn  x  (231) 

*c  8c  e/  ]  a  +  *x  +  cx» 

/x  ya  +  ix+c*'  9x  =  -  (a  +  bx  +  cx»)*  -  *cf\?a  +  bx  +  cx*  9*  (233) 

/y'«  +  **+c**ft        _____       p      Bx         ,  6    /»     8x       _  % 
:  9x  =  J'  a  +  bx  +  rx*  +  a  /  — +  ir  /   __  (234) 
J  «/  x|/g+  *x+  cx*     1J  \g\bx  +  cx' 

IL  Von  transcendenten  Gröfsen. 
A.  Von  Exponentialgröfsen. 
XXXV.  }tx  9x      =ex  (235) 

ft*x  <p'x  8x  =  e*x  (236) 


f^bx  =  "na  (237) 
Ja*x(p'xSx= *—  (238) 

/r"ex9x  =«ex-i»/eTxM-19x  (239) 

yie*  9x  =  (x  -  1)  c* 

/x»  ex  8x  =  (x*  -  2x  +  2)  e r 

/x»ex9x  =  (x>-3xa  +  6x-6)ec 

fx*erQx  =  (x*-4x»+12xl-24x+  24)«x 

./x*  ax  9x  =  —  (x>  -  2x  +  2)  ax 


y 

/Ä/*- v  ox  -*.,+.+ £ + 2-/V  +..+ ^ 

J    x*    ~     2x'    2x  +  V 


m 

■J--J  r  2.3*3  T"T  2.3«4...mm 
2-2    +',+  2-3..mi» 

x9x 
x 

c9x 


242) 

(243) 
(244) 
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/ V  9x  w  /« «  /'< 

/*?f  -  _  -L  (245) 

J  e*  e* 

J'df  =  _  _JL_  (246) 

wo  *  =  ex 

**9*  =  _L±5.  (248) 


x»  9x  _  _  2  +  2.r  +  x3 


7 


(249) 
(250) 


j  =  -  -L  (6  +  6x  +  3x3  +  x3) 

9x          1  +  x  /n  o  (252) 

"  (/M)'fl* 

»  9x  _     2  + _2x  In  a  +  (x  In  «)»  (.253) 

„<    ~"  (/««)>  «r  _  


ß.  Von  logarithmischen  üröfson. 
XXXVI.  y^»  *)'"  9*  =  *  ('»  *)"  -  »/C»        9*  (264) 

flnxÜx  =i(lnx-l) 

x)'  9x  =  x  [(/»  x)>  -  2  In  x  +  2] 
yy»  ■»•)»  9x  =  x  [(/n  x)3  -  3  (In  x)»  +  6  In  x  -  fr]   . 


xxxvn.  /x"(/»  xr  9, = rt^  [(^r/+I  -  m/x"(/«xr-,j  (255) 

fxlnx&x  =lxa(2/nx-l) 

/*•»/«  x9x  =  fr3(3/»x-l) 

/r'/nxOx  ^j^ll'nx-l) 

y>4  /1»  x  dx  =  2»5  x5  (5  /n  x  -  1) 

A»  /»  x  9x  =  x"+1  [(»  +  1 )  /» x  -  1]  (256) 


XXXVIII.  fx  (In  x)«  9x  =  i  x«  [2  (In  x)»  -  2  /«  x  +  1] 
/x»  (/n  x)3  Ox  =     *"  [9      x)3  -  6  /«  x  +  2] 
fx*  (In  x)*  9x  =  ,V  x*  [16  (/n  x)*  -  8  In  x  +  2] 
/x*  (/n  x)*  9x  =  Ti 5  x»  [25  (In  x)*  -  10  /n  x  +  2] 

/c"  (/n  x)'  Ox  =  [(»  +  1)*  ('«  x/  -  2  (»  +  1)  /»  x  +  2]  (257) 

"xXXIX./x(/nx)»9x  =tx*H(lnx)3- 6(/f.  x)3  +  6/n  x  -  3] 
fx*  (In  x)3  9x  =yrx»[9(/»x)J-  9(/nx;«  +  6/nx  -  2] 
/x3  (In  x)3  9x  =  rif *4 [32  (/« *)3 "  24 (/» x)>  + 12  Inx  -  3] 
/»•«  (/»  xf  9x  =  ^  [125  (/»  x)3  -  75  (/«  x)2  +  30  In  x  -  6] 

fxn  (In  x)3  9x  =  — ^4  [(n+l)3(/Hx)»-3(n+l)»(/nx)«+6(n-H)fax-63(258) 
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XXXX.  fx  (In  x)*  Ox  =  ~  [2  (In  x)«  -  4  (/» .r)>  +  6  (In  x)'  -  6  In  x  +  3] 

/x>  (In  x)«  0  r  =      [27  (/n  x)«  -  3C  (f  n  j  )3  +  36  (/n  x)*  -  24  In  x  +  8] 

//s(/tix)«ö.r  =  ■**-  [32  (/n  r)«  -  32 (In x)H  24(/«x)1  -  12/n  r  +  3] 

fx*(lnx)*'Ox  =  ~~  [625  (/n  x)*  -  500  (/n  x)s+  300(/nx)«  -  120/n  x  +24] 

Ol  iii 

fr"  (In  x)*  Ox  =  [(«  +  \)* (In  ,)«  -  4  («  4-  l)J(/n  ..)>  f  12 (n  +  1)'  (In aj» 

-24(n  +  l)/nx  +  24]  (259) 


«xxi.  A**  =  -  —        ,  +  i±i  (•»; 

♦7  (/«  .r)"'         (ro  -  1 )  (/» .,  )"'  ~l     «•  ~  1 '  /  (In  x)"'  ~  1 

/  7         =  In  (In  x)  -f-  /n  x     - -— *  +  ,  ■  '  ^  ...4  -  -t  —  (261) 

J  Inx  '  2-2      2«  3-3  2  •  3  •  4. . .  m  •  tn 

f 


■^j=ll.(/n  .0+2/»  *•  +  (/»..)>  |  J(/«x)*  ( 


(262) 
(263) 


+  ö" ■  n  ^r-  -  •*•)'"  Ci64> 

2-  3  •  4  ...»  •  m 


XXXXII. 


.  +                   +                             -  f  ir-  (265) 
J  (Inx?       Inx                          2»2      2»3«3        2  •  3 . .  .  m  •  m 

/(^=-^+4'"('"'r),2'"T+('"''>,+s('"',i+--+^J  (,266) 

./"^f« = -  st' + (" 4 15  f '" ('" r) + <" + J) + ~r  ('"-r),+ £1 (/"  •r)' + 

 ;_  >-"'-'-(.'"Jrl  (S68) 

C.  Von  trigonometrischen  Gröfsen. 

XXXXIII.  fsin  x  Ox    =  -  f0i  ,  (269) 

fcos  r  Ox    =  sin  x  (270) 

ßg  x  öx     =  ~  /n  rt>«  x  =  In  sec  x  (271) 

fcol  x  Ox    =  In  sin  x  (272) 

/«*c  x  0  x    =  In  (sec  x  +  ig  x)  (273) 

fcosec  x  Ox  =  -  /n  (coiec  x  4-  cot  x)  =  /«  1^  ^  (274) 

/iinr  ?  f)x  -  x  -  sin  x  (275) 

fcost  x  ftx  -  x  -f  roj  x  (276J 


(277) 


XXXX1V.  fsin"  x  Ox  =  -      *inw-1  x  cos  x  +        fsin"  2  x  Dr 

n  n 

/»in  sx  Ox  =  4  (x  -  «in  r  •  co*  x)  (278) 
fsin  8  r  Ox  =  -  i  co«  x  (2  4-  »in  »x)  (279) 
 /<in  «x  Ox  =  j  [4  x  -  «in  x  cos  x  (}  -f  «in  *x)]  J280) 
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XXXXV.  /co«"xOx  =  —  cot"  -lxrinx  +  —  fcos"  2x  (281) 

n  n  v 

fcot  »x  Ox  =  \  (x  +  sin  x  co«  x)  (282) 

fcot  »x  9x  =  i  sin  x  (2  +  co«  sx)  (283)i 

/co«  4x  Dx  =  i  [|x  +  «in  x  cot  x  (4.  +  cot  *x))  (284) 


XXXXYI.  ftg  "x  Ox  =  Lj-*  -^0  "~2x  (285) 

ftg  «x  Dx  =  -  x  +  <o  x  (286) 

/ty  Jx  Ox  =  ^  lo  »x  +  /n  cot  r  (287) 

/fo  4x  Ox  =  x  -  lo  x  +  J  fo  ax  (288) 


XXXXVII.  /eo/  "x  bx  =  -  ~~  -  fcot"-7x  (280) 

/col  «  r  Ox  =  -  (x  +  cot  x)  (290) 

fcot  »x  Ox  =  -  (f,  cot  Jx  +  /n  «in  x)  (291) 

fcot  *.r  Ox  =  x  +  cot  x  -  $  cot  *x  (292) 


XXXX  VIII.  ftec  "x  Or  =  $eC"  \'9-  +         Are  w-2x  (293) 
'  n-  1  n-\J 


ftec  ax  Ox  — 

l$x 

(294) 

ftec  sx  Ox  = 

i  [lo  x  *f  c  x  +  /n  (f  o  x  +  »er  x)} 

(295) 

/«ec4xOx  = 

4  lo  x  (2  +  «ec  5x) 

(296) 

XXXX1X.  fcotec  "x  Ox 

* 

co«fc  "-2xco/x    n-2  r  •  „_2 

(297) 

fcotec  *x  Ox 

=  —  cot  X 

(298) 

fcotec  'x  Ox 

=  ~  i  Ccw'     «>fw?  ■*'  +      (c0*  •*'  +"  cottc  *)) 

(299) 

/co«rc  4x  Ox 

=  -  ^  cor  x  (2  +  co«ec  *x) 

(300) 

I,  ftin  "x  •  cot  '»x  Ox  =  COt  m                   +  m~l-  ftin  »x  cot  —2x  (301) 

n  f  m  m  -(-  oi 

/«in  -  r  •  ro«  '"x  Ox  =  -'iwM",^jC0*          |  n-}±  r.in»-*xcOt  (302) 

«  f  m  n  +  m-' 

ftin  x  •  cot  x  Ox     =  liin  »x  =  -  \  cot  »x  (303) 

ftin  x  •  cot  Jx  0 j    =  \  cot  x  [«in  2x  -  1  ]  =  -  J  r ot  sx  (304) 

/«mx<cos'xOx    =  l»ifi3x(l+co*,x)=-iro*4x  (305) 

ftin  x  •  cos  *j  Ox    =  .1  co«  »x  («in  *  -  1)  =  -  \  cot  &x  (306) 

ftin  ax  •  cot  x  Ox    =  ^  «ii» 5x  (307) 

/«in  *x  •  cot  ax  Ox  =.  I  (x  +  2  «in  *x  cot  x  -  «in  x  co«  x)  (308) 

/«in  »x  •  cot  sx  Ox  =  A  «in  »x  (2  +  3  co«  ax)  (309) 

/«in  ax  •  co«  4x  Ox  -Jf  [3x+S«in*x co« sx+  6«in*x cot x-3*inx cot x] (310) 

/«in  sx  •  cot  x  Ox  =  ±  «in  4x  (311) 

/«in  3x  •  cot  »x  Ox  =  -  V.,  ™*  3  *  (2  +  3  «in  *x)  (312) 

/«in  'x  •  cot  lr  Ox  =  T'j  «in 4x  (1  +  2  co«  sx)  (313) 

ftin  sx  •  co«  4x  Ox  =  -  ^  cot  3x(2  -  5 «in4x  -}-  3  «in 5x)  (314) 

/«in  4x  •  cot  x  Ox  -  l  «in  5x  (315) 

/«in  4x  .  cot  'x  Ox  =  j»j  [3x  +  8*in5xco«x~2«in,xco»x-  3»inxco«x]  (316) 

ftin  4x  •  co«  »x  Ox  =     «in  5x  (2  +  5  cot  ax)  (3 1 7) 

ftin  sx  •  cot  *x  Ox  =  y^g  [3x+  l6»in*xco»1x+  8*in*xco»x 

—  2  «in  *x  cot  x  —  3  «in  x  •  cot  x]  (318) 
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Li.  / 2^»,  =  -  J^*     +5=5=2  fJ**lL  (319) 

J   cotmx         (m-\)ci)t"'-Xx  J  coim-7x 

Für  m  =  l  nicht  anzuwenden. 

y *si rt  jr 
— —  8-T  —  /Vo  x  =  —  In  cot  x 
cotx        '  9 

/— "-^  Dx  =  /*ox*ecx=  — ^- =*ecx 
cot**         J   *  COtX 

f'±*-Bx  =  ttg*x  (322) 
y  co**x 

/™L*9x=      *  (323) 
y  co***  3co**x 

/— ^-^  Dx  =/<»n  'x  co*—1x  =  -  sin x  -f  /»  («ec x  +  Ig  x)  (324) 
co*x 

f'±^Qx  =  tgT-x  (325) 

y    CM  *X 

/*!»ü!f0x  =  4ro»x  (327) 

J  C0*4X 

/*  li^8x=/»i»»xco«-,x  =  -i*m«x-/nc0ix  (328) 
J  cot  X 

/'!!"ifO*  =  i^-<!M—  (329) 

y    C0**X  COIX 

/*— Ox  =  t    »x + In  cot  x  (330) 

y  co*5* 

A^q^LtI^  (331) 
/  co**x  3 cos5* 

/* ÜÜL4*  Öx  =/«»**  •  cot  ~lx  =  -  (4  «»3.r  i         +  ln(ttcx  +  lo  x)  (332) 

y  co*  x 

1*  9x  =  -  §  x  +  £-*  (2  +  co,»*)  (333) 
y  co*  *x  2  co*  x 

/'^f  öx  =  Jiüf.  +  sin  x  -  *  In  (*ec  x  +  /o  x)  (334) 
y  co*sx  2co*"* 

f^'  ö*  =  *  +  f  <o  «x  -  Ig  x  (335) 

 y  cot  *x  

y"co*,*,x  co*m+1x        n-ro-2   /*  co*  '"x 

— —  8x  =  -  -  -  -  -  +  — -r=  I  '  a-  (336) 
*in"x  (»-l)«»'-1*      »-1  y  *inÄ-3* 

Ist  für  n-1  nicht  anzuwenden. 

9x=/co/x=/n«i»x  (337) 

*IN* 

M,5dx=-^±^  (338) 

,i»J»X  *»«* 


I 

y: 

f™*öx  =  -tcot>x  (339) 

fc»*Qx  =  -*  (340) 
y  *in*x  3*in*x 

J%cSfJl$x=  yco*«x*in-,x=co«x  +  /fi<Oy  (341) 

/* 8*=/col«x  =  -(x+co(x)  (342) 
y  »in'x 
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CO«  *X 


Jl»  \r 


^Ox  =  -ico<»*  (344) 


S**-^  9x  =/ooi  *x •  »in -!x=  I co« 'x  4  In sinx  (345) 


C°*  **  9x  =  -  —  +2,in'X  (346) 


SIH  *J 


«X  «"X 


f  ^  öx  =fcot>*  =  -  (±C0«>x  +  /n,i»x)  (347) 
^7  «in  3x 


^Sx  =  2-^'X.--^  (2«) 
«in4x  3«inJx 

x 
2 


/^^9*  =  /co«4x-«in    lx  =  bco**x  +  cosx+  Inlg 
stnx  J 

y  ^föx=/col«x  =  x+co«x-icor»x  (352) 

LIII.  /r" «in x  Dx  =  -  x"  co«  x  +  nx— 1  »in x  4-  n (n  -  1) x""2  co*  x 

-n(n-l)(fi-2)x',-,ii»ix-+  +  ....  (353) 

/x  «in  x  8x  =  -  x  coi  x  +  «tn  x  (354) 

fx*  sin  x  9x  =  (-  x2  +  2)  cot  x  +  2x  «in  x  (355) 

/x3»inx9x  =  (-  x»  +  Gx)  co«  x  +  (3r*  -  6)  «in  x  (356) 

/x4»inx9x  =(-  x44  12x«  -  24)  co»  x  +  (4xJ  -  24x)  «in  x  (357) 


L1V.  fx"  cos  xbx^x"  sinx  +  nxn~lco$x-  n(n-  l)x"~2«inx 

-n(n-l)(»-2)x',-3co«x++--   (358) 

fx  •  cos  x  9x  =  x  •  sin  x  +  cos  x  (359) 

fx*- co«x9x  =  x«  sin  x  4-  2x  cos  x  -  2  sin  x  (360) 

/xs-co«x9x=x,«n  x  4-  3x*  cos  x  -  Gx  »in  x  -  6  cos  x  (361) 

fx*  •  cos  x  9x  =  x« »in x  4-  4xs  cos  x  - 1 2  xa  »in  x  -  24 x  cos  x  +  24 »in  x  (362) 


_  .„     „    .  „  «inMx    xcosx  »in"- *x    n— 1/«   .  „_2 

LV.  /r»inwxDx= — i  +  Jxsxn"    x  (363) 

T4  W  ä 

/x  »in  x  fix  =  —  x  co»  x  +  »in  x  (364) 

fx  »in*x  Dx  =±(x,-2x#inx'CO*x  +  »in5x)  (ßSb) 

fx  sin  sx9x- j(»insx-  3x»intx.co»x-6xco«x  +  6«inx)  (366) 
fx  »in  4x  9x  =     [3x»  -  2x  »in  x  •  co»  x  (2  »in»x  +  3)  +  »in  4x  +  3  »in  '.t  ]  (367) 


cos"x  ,  x»inx«co<"    x  ,  n— 1  /•  M_j 
L  VI.  /x  co«  "x  Dx  =  -j^-  4-  +  —J*  cot      x  (368> 

fx  cos  x  Dx  =  x  »in  x  +  co«  x  (369) 
fx  cos  *x  9x  =  |  (x*  +  2x  sin  x  •  co»  x  4-  cos  5x)  (370) 
/xco«*xDx  =i[(3x»inx(2  +  co»sx)  +  6co»x  +  co»»x]  (371) 
fx  cos  4x  Dx  =  iV  C3    +  2x  (3  +  2co«  ax)  »in  x  •  co*  x  +  3co*  ax+  cos  4x]  (372) 


LVII.  /*"  sin  m  Dx  =  -  -  xHcosx  •  «in  — *»  +       x"~ 1  «inw,x 

,  m-lf       m-a_    i»(n-l)  r  M-2 


Vx",i»  — •*  -  ^^fx^sin  (373) 
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fx*  *in»x  Ox  =  i  x»  -  *  *  «  sin  x  •  cos  x  4-  *x  [2*in  «x  -  1]  -f-  *  f  in  x  •  cos  x  (374) 
/x2 «in  »x  Öx  =  -  *  x«  co» x  (2  +  sin «x)  +  jx «in  x  [6  +  sin  «x] 

+  yT  cos  x  [20  +  «in  3x]  (375) 
/x*  sin  4x  Ox  =  fr*  -  i  x«  (3  +  2  sin «x) «in  x .  cos  x  +  ftx \ - 1 5  +  24  «in  3x 
 +  9  sin  4x]  +  fr  [15  +  2  «in  V)  »in  x .  cos  x  (376) 


LVIII.  fx"  cos  ">x  Ox  =  *  •***'«"'"  ,!f  +  üfT_! ™  1' 

m* 

(377) 
•  co«  x}  (378) 

/r»  co«  »x  Ox  =  i  x«  sin  x  (2  +  co»  *x)  +  }  x  co«  x(6  +  cos  »x) 

--     sinx  (20  +  ros»x)  (379) 
/x* co» *x  <)x  =  J  xJ+  lxJ«in x •  co* x  (3  +  2 cos »x) 

+  ^  [-15+8co»»x(3+co*«x)]-^«inx»co»x[15+2co«3x]  (380) 


/r« ro« «x Ox  =  fr  [2x*  +  ox« «in  x-cos x -3x(  1  -  2co* 'x)~ 3»in  x-< 


lix.  .rs* — =  zi  r 

J  »in  "x  •  co»mx     (n- 1)  ««""'x-co*  """x     »  "  V  *i 


!nw-2x  •  co»  m"*"2j 


 ±-1-  —  +  1L+J    /L— (381) 

(w-l).i»M+1x.co,'w-1x  tinw+,x  •  cot*— V  ^ 

Die  erste  Formel  ist  für  n  =  1  ,  diezweite  fürfn=l  nicht  anzuwenden. 


/  —  /  .  n   =fcosec  2x  •  2  ox  =  in  /o  x 

,/  »inxTO«x    J  #m2x   '  * 

/; 

A 
A 


(382) 


8*      _    1       .  l  +  co*x 

 _  =  in — :   (383) 

»$nx«co»*x    cos  x         »inx  v  ' 

«nx^x=2^o75x  +  ;W^X  <384> 

»inx'cos^x    3co**x    co*x          »inx  1  ' 

Ox  —1,1  +  »inx 

/n   (386) 


5in2x«  co»x     »inx  co#x 


/*       Ox      _  _  -1  +  2«in8x 

,/  »in'x  .  cos'x  ~  «in  x  •  co*x  ^387^ 

/*  Öx               I  1-  3ro»8x  Lt1*!1*] 

«in  »x  •  co»  'x  ~    1  »in  x«co#*x  *    co»  x  J  ^8<^ 


0.r  1 +4 »in*x «cos *x  —  4ro#  4x 

*in*x«co«*x  3«inx*co»'x 


(389) 
(390) 


r    Ox        - 1 

,/#in'x«co»x  2»in'x 

/Ox              f2«in*x- co»*x    „,  l  +  co»x~| 
-  ,  =  *  r-s  3/n— L   (391) 

»in'x'cos^r     '  |.  co#x«#inxx  »inx   J  v  ' 

yf      8x  -  l  +  2*in>x  ,  n, 

I  — *  v~  =  ir-.-'n  — — ,  +  2  /n  lo  x  (392) 
./  »in  »r.  co»3x     2»tn3r-co#'x  *  ; 

'_Öx__  _  -  3  +  5 »in sx^Hr3co#«x) _       l  +  co»x 
»in  ax  •  co»  4x  6  »in  sx  •  co*  sx  5       »in  x  '  ' 

,/«n4x.co»x  3»in»x            co*x                                  1  ' 

//*_    Ox  _  —  1  —  4»intx-H8»tn4x 

J  *in4x  •  co»*x  3rosx'#in*x 

/*      9-r  -  2-  10 »in'x. co» ax  +  5 »in 4x  ,  t>  1  +»inx 

./  *in4x- co»»i~  "          6«in»x- co»«x            +  ¥*    ro*x  (3%) 

JLT-  1  +  2*»« 'r(l-f  4  »in'x»  co»  »x- 4  co»4x) 

»in  4x  •  co»  4x  3  sin  *x  •  co*  *x 


Digitized  by  Google 


Integralformeln.  349  Jntegralformeln. 

D.  Cyclometrische  Functionen,  hieraus  ist  Axm  +  JV (a  +  bx)  =  l 

s.  pag.  329.  d      x(Axm-x  +  Nb)  =  l-Sa 

Erlauterungen  zu  den  vorste-  *    .  .  . 

henden   tabellarisch   geordneten      Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth 

Integralformeln.  von  *•  3,89  auch  fur  ™d  'ur 

I.  Formel  Ibis  10,  s  Integral  No.  Ibis  7.  Ar— l  +  M  =  o-    Für  beide  Werthe  hat 

II.     „     11  -  16,  s.     ,     No.8.  man  , 

III.  ,     17—24,s.     ,     No.9.  A=~ 

IV.  „     25  —  28,8.     ,     No.10.  Diesen  Werth  in  die  Gleichung: 
V.     *    29.   Man  zerlegt  den  gege-  Axm  ~l  +  Nb  -  0  gesetzt : 

benen  Quotient  in  2  Factoren,  nämlich  b  \ 


?)s  AQx  .  iVÖx  erSibt    A  =  -  ä 


+ 


a-m(«+&j)    a  +  b*     xm  Hiermit  erhält  man  das  I: 

/'     dx       _     b     r*  Dt             1  /*9x 
Jxm(a  +  bx)~     <*Jxm-\a  +  bx)     *J  xm 

Das  2te  I.  wird  nach  Formel  17  be-  den,  wonach  man  eine  Reihe  erhält.  Die 

stimmt,  das  lte  ist  eine  Reductionsfor-  Formel  37  ist  im  Resultat  nichts  als  eine 

mel,  indem  der  Exponent  von  x  um  1  Verlängerung,  durch  welche  eben  so  eine 

kleiner  ist  als  in  dem  gegebenen  I.  successive  Reduction  geschieht,  wie  durch 

Für  m  nach  einander  I,  2,  3  gesetzt  die  eben  gedachte  durch  Division  abzu- 
geben die  Formeln  30,  31  und  32.  leitende  Reihe.    Verwandelt  man  näm- 

VI.  Formel  33.  Man  entwickelt,  wie  lieh  das  letzte  I  in  2  Brüche  mit  gleich- 
für V.,  F.  29.  bleibendem  Nenner,  so  ist  der  erste  Bruch 

1          b       1  gleich  dem  entgegengesetzten  ersten  I. 

Man  erhalt  N  =  — ,  A  =  —  •  -—y  rechts  des  Gleichheitszeichens,  der  zweite 

....  „       .  „,    w      ,              ™-k  Bruch  aber  das  gegebene  I  selbst. 

VII.  Formel  37.    Man  kann  den  Zah-  ,     *  *    ln       .  , 

_,  .     .   ,     v         .    ,       .  ,  Die  Formeln  38,  39, 40  entstehen,  weuu 

!er.x  ..d?rS.h.5?n  D  v  „.+  rt  fti  V  für  m  die  Werthe  1,  2,  3  gesetzt  werden, 
holentlich  dividiren,  wie  No.  21  amSchlufs 


für  die  Endformel  — ■ —  empfohlen  wor- 
x  +  a 


Man  hat  nämlich  für  m=l 

x' 


J  i+T*"~T jTTbx'    J  b{a+bx)OX-     b\l  a+bx^J  b 

=  -f,/«(«  +  A.r)+{a 

fx^bx  _  (    a_\*  /*_9x_      /'(-  «)'  -  R 
*'  J  a+bx'V  b)J  a+bx    J     6>(«  +  Ax) 
a»  fbhx  f»-br. 

=  vj7+Tx-J  -^~bx 

a*  /*  bbx      a  ^       1  .  „ 

fx'Qx  _  /_  a_\*  fbx        ß-  «)»  -  (&x)'  ö 
JV  «+6x~V    bJja  +  bx    J     b>{a  +  bx) 

=  -  ^  In  («  +  6x)  +  I  


VIII.  behandelt  wie  VII.  gibt  Formel  hervorgeht. 

/  „\m             nm~(hr\m  IX.  Formel  45  geht  unmittelbar  aus 

4  =  (-f )  ;  iV  =  -      „  ^    ;  den  Difterenzialforroelu  (Df )  120  und  121 

\  b  /             (^i"  (a  _  ix)  berTor 

woraus  auf  dieselbe  Weise  wie  VII.  die      Schreibt  mau 
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1    =  J  =  i        .  *_ 

i+x»    i-(x|/-i)'    14  x  y-i  T  l  -x|-i 

so  ist  auch 

FormeU6/ rr*>=  27-^/1^^ 

2f-l  !_xl_T 

Hierans  geht  hervor:  Arc  tq  (fx)  _  Ll^^I"1 

1     ,  ,W       2|  -  t  1 

/Ire x  =  — —  in   ^  Tjnj  soniit  jst  der  in  dem  Art.  „Ar- 

^         1  -  x|  -1         CQS^  pag  n5  8tehende  SaU  I.  als  rich- 
Schreibt  man  fx  für  x,  so  hat  man      tig  bewiesen.   (Vergl.  ,K  rliuterung" 

zu  No  XIX.  Formel  95  und  96). 

=  i/»(l+x)-i/»(l-x)  =  i/»^ 

Schre.bt  man  -  ,  +  -  pn  "  i  +  (,  v  -  i)« 

so  ist  auch 

Formel  48 :  f =  ^  Are .  I*  (x>'-l)=  ^  ^rc  ^ 


"     9\-\  \~fx 
und  somit  ist  der  in  dem  Art  „Arcus", 
oder    Arctg   *   -     — In  pag.  115  stehende  Satz  II.  als  richtig  be- 


Mithin  ist  Setzt  man  nun  fx  für  x,  so  erhält  man 

V-l    21-1     !-•«•  wieseu. 
Formel  *,f^->^ 

Formel  ^f^fL^^l.^)   (Dt  120) 

Formel  hXlf^%=±[f^-f^  =  Ly^ 

.  tft    /•  9x        r      8x  1  .  a+x 

Formel  52 :  /  -; — .  =  /   ;  =  ZZ,H  Z  

J  a'-x8    J(n  +  x)(a-x)    2a  a-x 

X.  Formel  53.  Schreib  f  f-^'  =  i  f  =  \  '»  0  +       (I-  V.,  26) 

Formel  54.  Schreib      *~ ^a  =  -  * *  *       =  -  *       -  x*)=  ^In 
n.  s.  w.  bis  Formel  58. 

/*  9x 
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Eben  so  wird  verfahren  mit  Formel  60  bis  64. 

u.  s.  w.  bis  Formel  70. 

XIII.  Verfahre  mit  dem  allgemeinen  Setzt  man  die  Klammergröfse  =0,  so 
Ausdruck  (Formel  74)  wie  mit  dem  No.  V,  wird  IV  =  1 

29>8efSS         /*ä  . a.r     /.w.n,      ™d  aus         *  +  iV  =  ^— »+  i  =  o 


entsteht      -4  =  —  — „ 

so  hat  man  die  Gleichung 

Arm  4-  iV  +  Ax*  —  1  =  0  Diese  beiden  Werthe  in  die  obige  Glei- 

oder         x2 (Axm  ' *  +  S)  =  1  —  iV  chung  gesetzt,  entsteht  die  Formel: 

Sx  /•  Öx  /^Ox 

x'"(l  +  x»)~   #/>'-8(l+*t)  #/ 
Setzt  man  m  =  I ,  so  erhält  man  Formel  71;  man  hat  nämlich 

=  *  I-  /n  (1  +  x»)  +  2  /*  x]  =  K~  '« (l  +  •***)  +  '»  •»  *] 
=  }m  — — z  u.  s.  w. 

1  T  X 

XIV.  Rei  dem  Verfahren,  wie  bei  No.  XV.  Formel  82,  XVI.,  86;  XVII,  90 

XIII.,  erhält  man  für  Formel  78  und  XVIII.,  94  werden  entwickelt  wie 

(Asm-Nx')=\-N  XIII.  und  XIV. 

Hieraus  N-  1 ;  A  =  — ~  XIX.  Formel  95. 


-I  -9x 


Schreib 


so  ist  nach  Integral, No.  29,  Beispiel  pag.  302,      _   l/ly^j     $A      —  1 

+ 1-1  =  0  gesetzt  *"    «    ~  U° 

i/c  _  •  x  =  +yTY-l  und  B  =  ^~l 

'  a     *    1-0  ^esetzt  Mithin  ist  reducirt  Formol  95 : 


X 

a 


rbx_  _m_  /»-i^-8- ,  r_vz* 


,      +»-4/-t     ,  «"-|/- 


+  *V~V-l 
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Mit  der  Auflosung  der  Formel  /  f  ^7 

in  2  Ausdrücke  95  und  90  ist  wie  mit 
Formel  45  der  in  dem  Artikel  ,Arcusk, 
so  erhält  man  nach  Forinel45  die  zweite  pag  115  stehende  Satz  I.  erwiesen,  weuu 

Forme196  man  c  =  .  und  .r|  C-  =  fr  setxt. 

Formel  97.   Schreib  /  5  =  —  /  /   +  1  \ 

r  a  r  0 

so  erhält  man  A  =  B  -  ^  und  man  hat 


1  /£.9x 

/' _&x_  _  _1_  |  /  a      /•  »    a  /»   *  a 

Schreibt  man  dagegen 
a  -  rx*=  1  +  (•r|/y  1  -  l)  .  also  Formel  98 


2[ac 


In 


=  — — arclg  — — - 
I  «c  »  -  1 


u  ioo  oi.  -i  /**.ö*  1  /"2cx.0x 
Formel  99.   Schreib  / y 

Formel  100.   Schreib  -  f  /" 

a— rx'       2c,/     a  —  ex' 

Forme.  .0..   Schreib  /" =/(±  -  ±  .  -'-,)  0, 

/•fix     1     «    ,/.    Z»8*!^         1         1  ■/«  /  i/r  \ 

=./  t  - « •  7  •  i'  vrr^' =  < r _  T 1  v  •  (r]  • ' 

Formel  102.   Schreib  /il8^  =  /"(- »5  +     .  _8'- j) 

y  o— ex*    ,/  \     c      e  a-cxV 

+  1  /!_81  .1,,  1  //— i-^- —  +  _  * 8'-  -  \ 


=  x 
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Formel  103.   Schreib  f  £^  =  /"(-  +  -•  ~~T~i\  &* 

y  a+c*  \c      c  a+carv 

=  i/...fc.i/=Ä^..t.[rf+ifc4l.^] 


nlt  wenn  6»  >  4a  /       ft»     a  \ 

.       .    4a>6'  •+*.  +  «»  =  .(.»-sl+7) 


XX.  Formel  106  bis  107  sind  in  dem     Formel  108;  b*>4ac 
Art.  , Integral*,  No.  23  vollständig  ent-  b 
wickelt.  Setie  x  —  %  —  — ,  so  hat  man 

Formel  106  gilt  wenn  4«  >  4a 

-  106 

Formel Z  b?s  110.    "  =  "  &~T  =  »  '  < " * 

Als°  y« + ** + ex* = t/^vil + rr*) = The  (_y^T* +JjE^ 

ya  +  Ax+c*»      2c*     *  +  »    ^>_4ac    6  +  2c*  +  J  6«  -4ac 
P 

Formel  109:  a>  — 
4c 

=     gesetzt,  gibt 
.  +  b*  +  er*  =  c  (»*  +  k1) 


2        ,    ,     6  +  2* 
j/4ac  -  *>  |'4ac  -  6« 

Formel  110:  a=  — 
4c 


Danniet  /!_?£__  =  1  /?!  =  .Ia_ 
y  a  +  6i  +  er     c  J  %%       c*  6 


4a 


6  (2a  +6*) 

Formel  111  entsteht  ans  Formel  106,  mögliche  Ausdrücke,  wenn  zu  deren  Ent- 

denn  es  ist  a  =  b  =  1,  also  4a  >  A*  wickelang  Formel  106  und  108  mit  106 

Formel  112  aus  Formel  108,  denn  es  und  109  vertauscht  werden,  wie  Formel 

ist  a  =  A  =  +  l,  c  =  -l  mithin  4ac<6»  H8  »"»  Formel  109. 

Formel  113  wie  Formel  III.  Denn  es  Formel  119  bis  122  entstehen  aus  For- 
ist a  —  1,  b  -  —  1  also  4a  >  A*  mel  108  und  109,  wenn  man  a  =  0  setzt. 

Formel  114  aus  Formel  105.    Denn  es  XXJ-  Formel  123.   Es  ist  in  dem  Art. 

ist  a=-l,  A  =  +l  also  4a<A*  „Integral*  No.  26  die  Aufgabe  gelöst 

Formel  116  aus  Formel  105.  Denn  es  /"(x+j1^x 
ist  a~~  1,  A  =  -  1  also  4a  <  6*  J  a+bx  +  x* 

Formel  116  aus  Formel  109.   Denn  es  und  zwar  in  3  Formeln  23,  24,  25  in  Be- 

ist  a=  —  1,  b  =  -f 1,  c  —  —  1,  also  4ac>  A*  siehang  auf  die  3  Formeln  20,  21,  22 

Formel  117  aus  Formel  108.   Denn  es  No.  23,24,  25,  welche  in  der  Tabelle  (unter 

ist  a  =  +  1,  b  =  -  1,  c  =  -  1 ;  also  4ac<  A*  No.  XX.  105,  106  und  107)  stehen.  Man 

Die  Formeln  111  bis  117  werden  un-  kann  demnach  in  jenen  3  Formeln  2& 

in.  23 
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bis  25  für  A  =  0  setzen   um  das  I.  bis  zu  der  Gleichung: 

— x  — -  xu  erhalten.  Um  dies  aber  f- — ^j-x —  =  f*  ^*  —  ^-  /*_  *  . 
'selbstständig  zu  lösen,  verfahre  me  dort     Nun  ist 

unc*    g/jt^jt"  2ya  +  6x  +  *t  bältnils  von  4ö:4ä  ist  eine  der  3  For- 

Dieses  letzte  I  ist  aufgelöst  durch  For-  ™?lJttnag,Wenden-    Demnach  hat  mtfl 

Formel  124.   Um  diese  zu  entwickeln,  und  man  erhält  Formel  133,  wenn  man 

verfährt  man  wie  für  die  Entwicklung  diese  Werthe  einsetzt  und  B  —  1  nimmt, 

der  Formeln  108  bis  110.  Formel  134  aus  Formel  133,  wenn  «=2 

Formel  125  s.  oben  XXL,  Formel  123.  gesetzt  wird;  das  letzte  I  ist  durch  For- 

Formel  126  wie  Formel  124.  melXX.,  106  bis  107  zu  lösen. 

Formel  127  ist  im  Art.  .Integral«  Formel  135  aus  Formel  133,  wenn  » =3 

No.  27  entwickelt.  gesetzt  wird;  das  letzte  I  ist  mit  Formel 

Formel  128  wie  Formel  126.  bestimmt. 

Formel  129  und  130  können  mit  Hülfe  Formel  136  ist  die  Abänderung  voö 

von  Formel  128  nicht  gelöst  werden,  weil  Formel  133  dahin,  dafs  ex*  statt  x'  im 

für  a=0  unendlich  entsteht.  Manschreibe  Nennersteht.  Mit  Rücksicht  auf  die  vor- 

x*(&±cx)  und  hat  dann  die  Formeln  stehende  Erläuterung  über  Formel  133 

31  und  35.  und  auf  No.  28  des  Art.  »Integral* 

Formel  131   und  132  entstehen  aus  4 

Formel  128  wenn  man  6  =  a  setzt,  das  Dat  man  hier    *=x  +  2c 

2te  Glied,  das  I,  lallt  fort.  , ,                  . .     ,  . 

XXII.  Formel  133.   In  dem  Art.  .In.  fur              Mtx«  h,w  ^~k^ 

tegral*  No.  28  ist  mit  Formel  28  die  nni  08  bt    kt  _  _ 

Aufgabe  gelöst.  J Ferner  ist  wie  für  Formel  133  und  in 
Nun  ist  *'±c'=«  +  *x  +  x»  No.28: 

»  =  x  +  \b  c  (»J  -  c»)  =  a  +  ix  +  cx1 

=  *1  _  a  öetzt  man  nun  in  Formel  28 ,  No.  28 

~*  4  diese  Werthe  und  B  =  1 ,  so  erhält  man 

f   8»   s  2m  -3     f*  h% 

•/<*»-*■>"  =  ~  20»  -  1)*'(*>-  k*)m'X  ~  2(m-l)*'t/(it_  kr^-\ 
Hieraus 

y[ * 
__If_ 
jm+bx+cxy—l 

+  (2m-3)yja+^^_1j 


Dividirt  man  nun  mit  cm  (multiplicirt  Formel  136. 
•ämmtliche  Nenner  mit  eu')  so  entsteht  Formel  13». 
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Formel  27  No.  28  löst  die  Aufgabe 

r  »o»  _  _   

J  (*«  -  c*)m    2  («  -  1)  (»'  -  c*)m  - 1 
Nun  ist  aber  die  verlangte  Aufgabe 

folglich  mufs  noch  dies  letzte  I  hintukommen;  d.  h.   Es  ist 

/*  *_8f  .  =  zJ  /*  8x 

•/ («  +  ix+x»),n    2(m-l)(«  +  ex  +  x«),,,~1     V  (a+6x  +  x»)»" 
Dies  letzte  I  ist  aber  Formel  XXII.,  133  mithin  ist 

J  (.  +  ex  +  2(m-l)(«  +  6x+xT-»        2  (m_  1}ß     #j  (-  +  b9  +  ^  _s 

+        2w-3  ^  /*  8x 

welches  reducirt  die  Formel  139  ergibt 
Formel  140. 

Hier  hat  man  wie  bei  der  Behandlung  der  Formel  in  No.  28. 

b_ 

/'      x8x       _  C%  ~  2c  =  f_*S*_      b    r  8» 
(«  +  ix+cx")"*  "  (*»  -  A*)m    »/  (»»  -  A*)m    2  cy  (tt  _  |ty» 
Hithin  wie  für  Formel  139 : 

y*    »8»  1        .  b     /*  0» 

(*» -**)"•       2(m^  1    2cy  (»t.jt)*. 

Schreibt  man  *a  =       -  y),  c  (**  -  ik»)  =  a  +  ex  +  ex" 

/'  »9» 

(*»  -  «»)'" 

 ±1  

~  2c (w -  1)  (a  +  ex  +  cx*)m ~l 

und    -  ^-  f- — —  =  —  TT  *  (Formel  136).  Hiernach 

f  l?f  — 1   +  A  x  (Formel  136)  und  reducirt 

J  (fl+ex  +  cx»)w    2e(i»-l)(d  +  6x  +  cx»)1"-1  2c 

die  Formel  140. 

XXIV.  Formel  143  f-^fe 

*/b  .  4  /•  8x       l  /•  8»     8x    //  1     r  8* 

Setze  xj/_  =  »  so  l9tJ = -J ^  y-J—. 

y  i+»>~y  /  v  i+s+ v  1-*+*»  v  !-»+»• 

h f~^i  =  */» (1  +  »)  nach  Formel  IV,  36 

(nach  Formel  123,  wenn  man  a=\,  e  =  -  1  setzt) 

««■  »/iZT^  ^.ind^/^^MVB^cl,^1 

28- 
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(nach  Formel  113).  Mithin 

f  j-~i=  *'«(!  +  *)-  ifad  -*+»»)  +  kWArctg*^ 


wo  für  *  der  Werth  x  }/—  iu  setzen  ist.  Multiplieirt  man  diese  Formel  mit 
j/^  so  erhält  man  Formel  143. 

Formel  144.   Schreibt  man  wie  vorher  *j/~  =  *  u*>d  J/—  =  c,  so  ist 

y'xbx  _  1  /* 7&*    9*  l 

s    _  1  + 1  - 1     1 +  »     _1_  l  i 

i+a»   1+*»    i+s»  i + *»  ~  r^rr?  ~  r+ 

daher        fl*L  =  C     **      _  /L°* 

Nun  ist  nach  Formel  113 

/'     »»  ,  ,„  .       2  *  -  1 

f+7i  =  dw  Fomel  143-  Mi^n 
/JL§i-li/3  vi^/«^!    ,,MJL±^L     äj  ,2*-l 

-r3^rc^-T3~-*Mr-v+.» 

woraus  bei  Einsetzung  der  Werthe  für  »  Formel  146.  Man  »etat 
Formel  144  entsteht.  f        4  . 

Formell«.  .+^-[1^/-)  J-P +C» 

8chreib3iy  t+w    y f  , 

Für  XXV.  hat  in  den  Formeln  c  die  ferner  der  Kurze  wegen  *^/— =  c*  =  » 
Bedentang  yon  j/A  »l»dann  ist  cö*  =  ö* 

/»  8a;    _  1    r  h*     ha     \  /•__$*_ 
J  a+bx*     aj  1+**'Ö*  acjl+i* 
Nun  ist   1  +  »«  =  (i  +       _  2*«  =  (l  +  *»)»  -  (»  V2)» 
=  (l+*r/J  +  *>)  (1-,^2  +  a») 

1  +  *4    2|/2Ll  +        +     T1-*V2+ t»J 

/'  9s 
t    >4  =  der  Samme  folgender  4  Integrale 

.  /*  9*   2  Ss'+ys  1 

/*        8«  2  25  —  1/2  l 
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**7i -,*£+.. = m  [* '" (l "  * vä + s,) + 

Die  erste  Formel  nach  Formel  106,  weil  tegrale  in  den  Klammern  sind  mit  den 

4a  >  6'  ist,  die  zweite  desgleichen,  indem  ersten  beiden  Formeln  übereinstimmend. 

e  =  K2  subtractiv  gesetzt  wird,  die  letzten  Daher  sämmüiche   4  Integrale  addirt 

beiden  nach  Formel  123.   Die  beiden  In-  gibt 


Nun  ist  »C  +  fl-,;;^,        -ithin   *C«  +  0^ 


mithin  =       T  In  1+AK?  ±»!  +  2  arc  I*  -Ü^l 

yi+s4    4K2Lmi-»l/2  +  s»  +  a  Vl-s»J 

Für  »  den  Werth  c*  gesetzt  und  mit  me  diridirt  entsteht  Formel  146. 

Formel  147.   Wie  für  146;  nämlich 

r         i  r_b*_  j_r  /•  s»      /*  5s  -i 

J  a-bx*    acj  2  aclj  l+i*    J  1-*'} 

Also  nach  Formel  45  nnd  47 

woraus  unmittelbar  Formel  147  hervorgeht 
Formel  148.  Es  ist 

yVxÖx  _  £  /*8(y)    _    1      /•  8 (c»  *') 


mithin  nach  Formel  45  und  46  die  For- 
meln 148. 


Formel  149 


Alsdann  ist  c  =  =  y~  •  j/-  1 

Man  erhält  das  I  aus  der  Formel  148, 1,  man  hat  also  in  Formel  148,  1  für  c* 
wenn  man  -  4  für  b  setzt.  =  ca  V-  1  zu  setzen  und  erhält 

i         i   .  i4-<jy~i.g*^-i 

2tfc«V-l  *2|/-1     1  -c>y-  1.*'  V  -  1 
1    .  l-c'g»         1  14-c»j' 
"     4ac«'Äl  +  c>ar«"  +  4^»",l-c>ar« 

Für  c>  =  J/A  gesetzt  entsteht  Formel  fg&.^f** 

,  und  wenn  man  die  Zerlegung  wie  m 

Formel  150.  Formel  146  anw6ndet. 

Bei  der  vorigen  Bezeichnung  ist 

/'»»B»  =  1    /(V2  +  s)  s»  ö»    Q/g  -  *)  s»  e»\ 


■ 
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Setzt  man  nun  den  ersten  Nenner  der  Klamraergröbe  =A,  den  zweiten  =  B, 
bo  hat  - 


1  +  »*    */    ^  +*/     B  A   ~WJ  ~B~ 

Nun  ist  **  =  i4  -  >  y2  -  1 
ebenso         **  =  B  +  *y2-l 

Diese  Werthe  eingesetzt  hat  man 

y'*'8s     ,  /'s» 8»       /V8*^   1  /»M*-*M'2-»)0* 

2p2.y  — ä — ö* 

Nimmt  man  die  Integrale  der  letsten  beiden  Glieder  in  den  einzelnen  Sum- 
manden nnd  hebt,  so  erhalt  man 

Diese  Formel  erhält  man  ans  Formel  tegrale  aus  Formel  106,  wiederum  b-  -  \2 
133  wenn  man  für  b  die  Werthe  -\2  und  +  ^2  gesetxt: 
nnd  +  V2  setzt.    Die  beiden  letzten  In- 

Nnn  isty  -  +y  -  .  _  («^  +  „rclo  -j£L) 

Nnn  ist  arctga  +  arctg  ß  =  arc  *9 +  '    mithin  die  Summe  der  beiden 

Bogen  — »rS 

folglich                 =  ^-  U  1-^2+»>,  2  flrc  ,«  *  V  9  1 

woraus  Formel  150  hervorgeht. 
Formel  151. 

./  1-z*    y  2(1 +s»)  V  2(1-*») 
Die  beiden  I  nach  Formel  59  nnd  60  ergeben  sich 

i»-i«rclos +  (-*»)  +  !>  i±-* 
/»*38x       1    f.  l  +  i        .  '  1 

worau9     y       = iTo  L  rr;  - 8  *rc  *  *  J 

Formel  152. 

/*x»j8x_  _  1    /-4&  y*  8x  _  1    fb  (a  +  &x«)  8*     1  .  .  lx 

K,ttt   J  a  +  b**~üj  im^-TbJ       «  +  6x<  ^M«+»*4) 

Formel  153.  (Aus  Formel  25  nnd  152.) 

*  «/=?=.  -  i  [/s-yssK  c»*-  !•'»(«+ ^ 

1  X* 

Formel  154. 

v  .  .  f    8*    _  1    /T8x    5x»  8^1     l  l  /'  44x»8x 
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Formel  156.  (Aas  Formel  25  and  146.) 

Formel  156.   (Aas  Formel  21  and  96.) 

c  k    u   f       b*  f      bx      -  1  fbx     e  f  bx 

bcümby  x(ix'  +  «4)",/x,(6  +  W)"  bj  x'      bj  x(6+cx») 

gibt  nach  Formel  22  and  131  die  For-  ,  ,  ,  a 
mel!56.  und      P  9  =  ~ 

XXVI.  Formel  157,  A,  B,  C 


Es  kommt  darauf  an ,  den  Nenner  in  so 

erbalt  man  p-  =  t  +  V  &>"4ac 
ein  Product  zu  verwandeln.  2c 

SeUt  man  denselben  b  _  4ar 

-c.(^-^)  =  rC.-  +  F«)(.-  +  f-)  nDd   2c  

=  *4  +  (p1  +  91)     +  P1  9'  Setzt  man  der  Kürze  wegen        1  -A 


=  ;  so  sei 


 1   =1  (    A  B  \ 

*    c(*»  +  p>)  (x»  +  9J)     c    U»  +  p'    x'  +  f»/ 
also  nach  No.  23,  pag.  298,  den  Brach  in  die  Summe  zweier  Bräche  verwandelt 

-ir__L  _L_i  1      1  r  1     1  i 

e  W  +  f»    tr'  +  p»J'p,-9'    ^^~ücl-*,  +  9•    x»  +  p*J 
Also  nach  Formel  50  and  51  entsteht  die  Formel  157,  A 

.     ,  =  -J^  fl  Are  ^  -  -i  Are  ig  ±\ 
9  4-eLf        y9      P  *PJ 

Dies  I  wird  für  4«c>  6*  imaginär. 

Um  für  diesen  Fall  ein  reelles  I  zu  erhalten  hat  man  auch 
a  +  bx*  +  cx«  =  c  ^  +  ~  x'  +  x«)  =  c  •  Z 

Um  die  Klammergrölse  Z  eben  so  wie     Man  kommt  nun  zum  Zweck,  wenn 
für  157  A  in  ein  Product  umzuformen,  & 
gestalte  sie  zunächst  in  die  Differenz  man  dem  Factor die  Form  1-2A» 

zweier  Quadrate,  setze  demnach  der  Ein-  gibt,  denn  alsdann  erhält  man 
fachheit  wegen  Z  =  c*  +  2c»  x»  +  **  -  4A>  o»  xJ 

l/-  =  o,  dann  hat  man  =     +  *V  -  (2Aox)> 

'  c  .  =(o>  +  2Aox+x»)(fl«-2Aex-|-x>) 

Z  =  o*  +  2~c7i-2oa*'  +  *4  und 

_  /•      9x  /*  9x 

^ "" y  a  +  bx%  +  cx»  ~ y  c  (o*  +  2Afx  +  x")  («'-  2*  ex  -f-x*)  ^ 
Diesen  Bruch  in  die  Summe  zweier  Brüche  verwandelt 
1      f\     ihg  +  x  2hg  -  x  1 

y"4c»o«y  lo'  +  2A«x+a»>"V-2Ayx  +  x'J  w 

ai*° * = dp  t*  f» + + *»  * 2      + *' 

+  /1_£»£  /!_£&*       1  (3) 

V«a+2*ax  +  x'    ./ o3-2»ax  +  x»J  w 

Die  ersten  beiden  Integrale  werden  aufgelöst  durch  Formel  106.   Denn  die  Ent- 
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wickelang  ist  unter  der  Bedingung4a<r>  fc»  4 
geschehen ,  welche  sich  auf  die  umge-     Nan      aoer  2A1  =  1  -  — i 
formten  Werthe  überträgt.  2c* 

ben.   Es  ist  also  zu  vergleichen  4^'  mit  sind,  so  ist  A  <  i  also  4$'  >  4A' 
4*V  oder  1  mit  A«.  Man  hat  demnach  aus  Formel  106: 

Int.  II.  =     i  ,4rct0  x'k9  M 

Beide  I  addirt,  mit  2Ap  multiplicirt  geben 

Int. L  +  Int. II.  =  -S^ f^lrc  +  ^rc  \ 

Beide  Bogen  a  und  /?  in  a  -f  £  zusammengefaßt  nach  der  Formel 
nnd     Int.a  +  n.)  =  -JL^rc^?££VlrA' 

t  "tUp  densf lbeQ  Granden  wie  für  die  ersten  beiden  I,  werden  die  beiden  letzten 
I  nach  Formel  123  gelöst. 

Es  ist  i^in.^to^+ttf  +  ^-% fg7+*k*x  +  x%  (7) 

Int.  IV.  =  4  2A,*  +  ^  +  A, /prife+p  (8) 

IJt,I™TOn  In>I?L  snbt»bJrt  ergibt  der  =  Aj  mal  der  Summe  beider  Int.  I. 
in  der  Differenz  der  beiden  letzten  (flie-  und  11%  *  Int.  (I.  +  II.).   Demnach  ist 

v  =  —L-\±t-9%+'2h*  +  **  ,      A  20*1/1^*1 

y  '  4  cA,«  |*  V^r+P  +  j^frf.  ^  "T' -        J  (9) 

Beider  anfangs  stattgefundenen  Annahme      .  /        b  \ 

b  und      A'  =  4m  1 

2~i=l-2A«  tV  2|W 

9  oft       Anstatt  dieser  Gröfse  h  fährt  man  auch 

hat  man  für  A  den  Werth  j  V   9  -—    eioe  trigonometrische  Function  ein  und 

'      cg*       zwar  setzt  man  A  =  cot  a. 

oder  wenn  man  für  g  seinen  Werth  |/—     Aus  der  lotzten  F°rmel  hat  man  nun 


2A«  =  1-— -  =  2co«*a 
setzt       A  =  *7/2--i-  2^ac 


Mithin  2A»-  1  =  2cos««  -  1  =  cot  2a  -  -  — 
woraus  a  gefunden  ist. 

Und  es  ist  Formel  167  B 
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Für  Formel  157  C  gilt  die  Bedingung     Q  t  ,4 
4»  =  4oc.  6      Setzt  man  x  y      =  tg  q> 

Man  hat  demnach  cx*  =  ^  x4  1  /*  8x 

4a  so  ist        y  =  —  ,  ,  ^ 

und  + 

ö<p  =  9  ^rc  I,  x  l/l  =  ^g  '      =  1/1 . 

20    i  +l^t     P  2ä  1+  *V 
r2« 


Würaus 


9x  =  j/T(i  +  <^t(jc)ö^ 
also     f=*  j/lfop  +  ifaycosy] 

L  i  +  ft\x»J 


1      ,  l/b  a 


2a 
x 

6x~3 


wie  Formel  157  C  angegeben.  »o  hat  man  nach  Formel  108,  109  nnd 

Diese  letzte  Formel  findet  man  auch  110  die  verlangten  3  I  unmittelbar, 
aus  Formel  137,  wenn  man  dort  für  a     p0rmel  159  A  T*  r 
den  Werth  2a,  für  6  =  0  und  den  Werth      l       j  1^  ffi    v       .  1  1 
bfäre  setzt.   Dann  ist  .^an4  hat  wle  ffir  Formel  167,  A  ent- 

4«[  x  /l_8f__l  Wicke,t 

y    4aL2«+  6x'+,/2a  +  Ax*J  t  =  _j_f    *'  *'  1 

_  Das  letzte  I.  wird  durch  Formel  96  ge-  1  '**  -      Lx>  +  *  *    *'  +  P'J 

löst  bei  derselben  Buchstabenänderung     Mithin  nach  Formel  62 

und  ist  -  — ^— .  v4rc  /«  x  l/l  f  x*                A    ,  x 

K2ai        y     r  2«  /irrTa  =  x-  1  Are  ig  — 

Formel  158,  A,  B,  C.  ^/f   .  9 

Schreibt  man  /    *     _  ,  _  _  ^  f  _  * 

9    V«+^'  +  c (x>)>  folglich  Formel  159  A 

Für  Formel  159  B  hat  man  wie  für  Formel  157  B 

y = SdE?  [2  V  +2*V,'-2*yx+x» 

y^+2A^x+xa  y5a-2A^x+x,J 
Bildet  man  2  Summen,  addirt  nämlich  das  erste  mit  dem  dritten  und  das 
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zweite  mit  dem  vierten  Integral,  so  er-  and  die  Klammern  aufgelöst  und  redu- 

hält  man  die  KlammergröTse  cirt 

/'  x»  +  2hgx*    a       fx*-2kgx'  /yx8x  fg'xbx 

./«»  +  2Aox  +  x«ÖX  J  9*-2hgx+x>°X  J      N       J  M 

Setzt  man  nun  g*  +  2hgx  -f  xa  =  M  hiernach 

g>  -  2kgx  +  x'  =  N  *    I"  /*x  8x  fx^x 

so  ist  der  Zähler  des  1.  I  =  x  4cA*  [./    N     J  * 

der  Zähler  des  2.  I  =  x  (N  -  g*)  Die  Klammergröfse  ist  also  entgegen- 

a  .i-  T/i  „„^r™  gesetzt  übereinstimmend  mit  den  beiden 

und  die  Klammergrorse  leUUn  ÖUedero  in  Gleichung  3  der  Ent. 

_  f * (lf  ~  &  ft*  _  /  f (iV       '  fi^  Wickelung  für  Formel  157,  B  und  beträgt 

~J       1*            J             '  ÖX  Gl.  8  -  (fl.  7  =  -  Gl.  9 


Li»  m  k  Arcta29**1-" 

^^-^f^-l^xT 

Demnach  ist  Formel  159  B 


y"8cAyL    ^+25*«+ x»"1"^!^»       *    o»-x>  J 
worin  A  =  cot «  ist. 

Formel  159,  C  gilt  für  A»  =  4flc.   Die  Form  von  g  ändert  sich  in 

\2a  +  6x»  -  2a)  Bx 


,     /*  x'bx        4a  f(2a  +  6x»  -  2a) 
V  ~    J  (2«  +  ©**)'  ~  *  J       (2a  + 

=  *  y  2«+  6x»      *  y  (2a  +  ix»)' 

Das  lte  I  wird  durch  Formel  96,  das  ,ft      &»  —  2»x 

2te  1  durch  Formel  157,  C  gelöst  x  ö*  ~  £ 

Formel  160.  mithin 


Setst  man  a  +  6x>  +  cx«  =  *  *  9* 

9- 


y~tcJ   %     2c J  % 

so  ist  26x  +  4cxl  =  Ä-  l  »  /*xÖx 

=  —  In  («  +  4x>  +  cx4)  -  —  /  — 

Mithin  hat  m,„  den  Zähler  p.^,1161.  ^  * 


1_  fbr_b^   r      x8x       __c_   /*  x»8x 
~  aj   x      a  J  a+  bx*  +  cx*     a  J  a  +  bx>  +  cx* 

_J_  X*  /*  x9x 

also  *~4a    o  +  4i»+c*«    2«y  «  + *x>  +  cx* 


Irrationale  Functionen.  Formel  39  No.  37  verfährt.    Alsdann  ist 

XXVII.  bis XXXI.  Formel  162  bis  205  1*      j  a» 

s.  Integral,  B,  No.  34.  *  =  HT'  a*  =  T  8*  and  ö»  =  6  öx 

XXXII. ,  Formel  206  wird  entwickelt,  Man  hat  demnach 

wenn  man  <i  +  6x  =  *  setzt  und  wie  für 
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für  *  den  Werth  a  +  6x,  für  8*  den  Werth  b  8x  gesetst,  entsteht 

/  1  I  /  —  •+-«•  /  —  +  m-l 


Formel  207,  dasselbe  I,  wird  wie  No.  37,  mein  206  und  207  ist  als  Beispiel  For- 
mel 2 1 7 :/*x»  j/o-T" 
mel  206  integrirt: 


 ■ — -  — ,  -~~v..ww  «,  " ■ ,  wmu  .vo  uuu  iu <  isv  a is  oeispiei  r or- 


Zar  Präfang  des  Gebrauchs  beider  For- 
1  \» 


=  (t)  ^ä  +  *x)* *  *  9*  -  +  4 •  9*+  a»./t>+ * •  9*] 
=  (y )"»(•+ -!•(•+ 4*)*  + 1 « >  (« + 4x) 1  ] 

=  ^Sr^r  C10  (•  +      -««(•  +  4*)  +  3ö «>] 


105  •  41 


Dieselbe  nach  Formel  207  integrirt: 
/*■  yä+U 8*  =  x»  £±J2L 6*)*  8x 

=  3Ä  x* (a  +  6jr)  ~  U  xJ{a  +  b*r  9x  +  3£/8*yt*  +  6*)*  8* 

Hieran«,  die  Werthe  rechts  zusammengefaßt  ist: 
/*»  J«+4x  8x=  ^  *»  («  +  4x)*  -  ^  *  («  +       +         (a  +  4x)* 
2  (a  +  4x)^ 

=  C35*'     "  28 **  («  +  4x)  +  8  («  +  **)»] 

welches  redncirt  dieselbe  Formel  gibt.      weniger   Aufmerksamkeit   erfordert  als 

Ans  dieser  Berechnung  ist  zu  ersehen,  Formel  207. 
dafs  Formel  206  die  bequemere  ist  and     Formel  208  und  209  sind  nach  Formel  206 

fx  (a  ±  4x)*  8x  =  1  CA«  ±  4*)*  (*  4)  9x  -  1  •  a  J\a  ±  4x)*  (*  6)  9x] 
=  ^[|(«±fcr)*-|a(a±4x)*3 

=iöV>C3(Ä"tA*)~öfl](a±5')l 
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Formel  210  und  311  nach  Formel  206 

Formel  212  and  213  mel  206  noch  durch  207  gelost  werden, 

fi*±'*1>x  kann  weder  dnrch  For-  ^ü  Uer J^"*  *an  mufa  um- 

r/       *  formen :  Es  ist 

♦y        *  J  x\a±bx  J  x\a±bx     J\  *±bx 

Das  2te  I  ist  aus  Formel  196  und  197  »*-q 
tu  entnehmen.  J  - 

Setzt  man  nun  um  das  erste  I  au/zu-  jt 
lösen  j'a  *  Ax  =  *  8x  =  ±  —  8* 

Dann  ist      a  *  *x  =  **  folglich 

/»    8x     _±  1    /*  2a  «8»       /*2  8» 

±  b 

nnd  nach  Formel  51 

_     1   .  *  -  l  a     1    .     *'  +  a  -  2»  V « 

=  2«  —  /n  — — — -  =  —  •/»•  — — r  — 

2V«    *  +  Va  »'  - « 


also    a  /* — —  =  y  a  /« 
xj/a  ±  bx 


2a±bx-2Vatfa±bx 

±X 


8x  =  Ja  fn  !  ±  2  J'a  ±  6x 


(A) 

(B) 


Formel  214  und  215  sind  übereinstim-  einer  etwas  von  der  vorstehenden  Ent- 

mend  mit  der  eben  entwickelten  Formel  wickelung  abweichenden  Form  aufgeführt, 

A,  wenn  man  sie  mit  a  dividirt.  nämlich 

Die  Formel  214  wird  auch  in  Folge 


9x      =  _  J_     2a  +  bx  +  2  Va  \l*  +  bx 
xy^~+bx       V*  *  *  (C) 


Um  zu  «/sehen,  dafs  beide  Formeln,  +  /n(2«  +  bx-  2 J  a  J^T^)-/»* 

diese  und  No.  214  richtig  sind,  ist  blofs  /i 

erforderlich  zu  finden ,  dafs  deren  Diffe-  wenn  in  beiden  die  Constante  ]/—  fort- 

renz  eine  Constante  ist.  *  « 

Es  ist  Formel  C  zu  achreiben  gelassen  wird. 

.   1  .  Setzt  man  nun  der  leichteren  Ueber- 

B2a  +  ex  +  2Va  Vä+Jx     "*  sicht  wege«.        W  der  Entwicklung, 

hierzu  Formel  M4   K  +  «  +  **  =  »'  so  hat  man  beide  Werthe 

,r+7T2  ^  +  '»*  =  '"  (Tq^i5i  +  *•  *  ' 

In  (s»  +  a  -  2*  J/a)  -/*x  =  /n  (*-  j/fl)"  -In  x 
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2  /■  (•  -  Va)  -  In  x  ,  s  +  V«.  _  _ 

und  deren  Differenz  *+Va  •>  +  *•* 

2'TX^-2,"(*-V'a)  +  2'»*        Nun  ist  f»^1^ '«!  =  <>;  Es  ist  mit- 

den  constanten  Factor  2  fortgelassen  und  hin  die  Differenz  beider  I 

=  •/*(*»  -a)  +  lnT=-lnbx  +  lnx  =  ln^~ 

b 

XXXIII.  Wickelungen  No.  51  und  52,  pag.  314  zu 
Formel  219  ist  die  in  No.  59  pag.  318  Formel  51  und  52. 

Formeln  67,  68,  69  als  geschlossene  I  Wickelungen  No.  54  und  55,  pag.  315  und 
hergeleitet  sind.  316  ru  deQ  Formeln  ö4  undrblt 

nrLVtZZlrV»*'}  T  ^  ^  f "g'  fi %       Fo'mel  223'     Set«  «  +  **»  =  S« 

unmittelbar  zu  entnehmen;  aus  derselben      •.  ft  A 

sind  die  Formeln  70  und  71  als  geschlos-  80  lst  2bx  9x  =  2*  °* 

sene  I  entwickelt.  _  *  ?\ 

Formel  221  A  und  B,  s.  die  Ent-  8180  0x-bxöi 

folglich    fx        b~x~*  9*  =fxi .  JL  q,  =  J. /,»  9,  =  _L  h» 

Formel  224  wird  wie  223  entwickelt,  lieh  in  den  Formeln  60,  61  und  62  ent- 
Form el  225  ist  No.  50  auf  zwei  ver-  wickelt, 
schiedene  Weisen  zu  Formel  50   ent-  Formel  228,  A  und  B  sind  in  No.  58 
wickelt.  an  Formel  63  und  64  entwickelt. 

Formel  226  wird  auf  dieselbe  Weise  Formel  229,  s.  No.  58,  pac.  318,  For- 

behandelt.  mel  65. 

XXXIV.  Formel  230  wählt  mau  die  Bezeich- 
Formel  227  ist  in  No.  58,  pag.  318  nung  wie  für  Entwickelung  der  Formeln 

mit  noch  zwei  ähnlichen  Formeln,  näm-  105  bis  107,  also 

o  +  4*  +  c*»=c(*»  -  —  -f  ^  =  c(s»  -*») 

wo  also  *»  =  

4e  e 

*  =  *  +  ^-  und  also  9*  =  9* 
i  c 

säst  r—^^=J%kz^l.r^^     *  /»_*» 

also  nach  Formel  225  und  227  A: 


=  T  1'«  +  ^  +  «'  ~  W*'n  [*^*~+^+  (• 


Formel  231.  Es  ist 

9X 
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Die  KlammerpTÖfso  ±=  0  gesetzt  entstehen  die  Wurzeln 
b   .-/*»  a 

und  es  ist    a+  5x  +  cx^c[x  ^  [x  +  k—^^\ 


(1) 


*±££^  durch  p  (2)  "ist     ..=  *-±f  (6) 

-V^-4fl5  durch«  ausgedruckt,      (3)  hieraus   *  =^y 


(7) 


gibt   a  +  6x  +  cx«  =  c(*  +  p)(x  +  «)    (4)  =  _  2^-  9)  » 8* 

8etit  man  nun  (**  -  i)> 

y'(x  +  p)(ar  +  y)  =  (x  +  q)  s  (6)  also  nach  4  und  5 

2  (p  -  y)  *  8» 

JxVWSr+rx«    ./*r'e<*  +  f)»~  lVP-?|'(l^)t 

=  _1  /*  (p-*)S* 

Vet/  (s»-l)(x  +  «)(p-9,») 

Es  ist  aber    x  +  ?  =  ^f^-'+  *  ! 
Diesen  Werth  ins  I  gesetzt  gibt 

n  bx  __  A  r  b%  2 

*y  0 

.  Nun  ist  aber  nach  Formel  6  *»  =         =         =  -v~±- 

*+q     q+x     q  ?(x  +  9) 

also  »5  <  ^  und  — ^-  eine  positive  Grifte.   Demnach  hat  man  nach  Formel  52 
9 


xf  y  x  +  q  Ipy 


{)/.£-  p-q. 


*+p 

*  +  9 

-     1     ln  2P?  +  *  <P  +  9)  +  2      +  P>.  (*  +  9)  VM 


_1  j  2a  +  6x  -f  2  V'a  y  a  +  6x  +  cx» 

~2 1/_P  x]/4>-4iic 
*  2 

Dieser  Ausdruck  mit  — —  multiplicirt  gibt,  wenn  mau  im  Nenner  des  Lo- 
jfarithmus  die  Constante  V*>  —  fortläfat: 


Öx_  1      2a  -r  6x +  2  Va  \'a  +  Sx  +  cx» 

x  f;a  +  Ax  +  cx'       V a  x 
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Formel  232. 

Setze  wie  für  Formel  230:  x  =  t-~  so  ist 

2c 

f}/a  +  bx  +  c,>  8x  = 1«ZÜ  +  Clt 8, 

mithin  nach  Formel  219,  »  durch  x  ausgedrückt,  entsteht  Formel  232. 
Formel  233.    Es  ist 

2c 

folglich 

/f  =  ^/L«  +  Ax+~eP  (4  +  2cx)  8x  -  ^/l'fl  +  ex  +  cx»)  8x] 

woraus  Formel  233  unmittelbar  hervorgeht. 
Formel  234.   Es  ist 

*/  |  a  +  6x  +  cx' 

Das  erste  I  löst  Formel  231  und  ist      Formal  94»i  -  , 

das  2te  Glied  von  Formel  234;  das  3te      Kormel  245'     »etze  «  -  *,  so  ist 
I  durch  Formel  230  gelöst  und  mit  dem  x  =  lnt  also  Ox  =  ~ 
2ten  I  vereinigt  gibt  das  lte  +  dem  drit-  * 
ten  Gliede  von  Formel  234.  Pbx  _   /*Ös        |  i 

Transcendente  Functionen.        Um  J        J  »Y  ~  ~T  =  ~ 
Exponential  Functionen.  r.        ,  „„„ 

XXXV.  Die  Formeln  235  bis  244  sind      F°rmel  246*    Sette  «  =  »  »  »t 
aus  dem  Vortrag:  „Integral"  etc.  No.  67  Ox=  — 
und  68  pag.  322  unmittelbar  zu  entnehmen.         * « 

und    fb-X=J  =  L_  =  L_ 

Formel  247.   Die  Bezeichnung  wie  vorhin  ist 

=  (b  .)"      8,  -ßläZg?  ./.-»8.)  8. 

= — r +  V  ~~=-7*+"J  T7-  8i 

Formel  248  aus  Formel  247;  n  =  l  gesetzt. 
Formel  249  desgl.  n  =  2  gesetzt,  nämlich 

/*if= o- s» = - 2s*  +  *  //.  , . 8, 

4/      e  * 

s  *  * 

daher        f**'fi*=    iini)i    2lni     2=    *'  +  «*  +  » 
J     •*  *  *        *  ,* 

Formel  250. 
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(Zw»)»    3(fa»)»  6 


&  SS 


Formel  251.  Setze  hier  <•*"  =  »;         nn(j  — 
dann  ist      *  In  a  =  f»  *  also  *  =  £i  folglich 

L ogarith mische  Functionen.         Aus  dieser  Formel  kann  keine  Func- 
Die  Formeln  XXXVI.  sind  in  No.  72,  tion  integrirt  werden,  deren  Nenner  Inr 
pag.  324  entwickelt.  ut,  denn  m  ist  =  1  und  die  Nenner  m-1 

Die  Formeln  XXXVII.  bis  XXXX  sind     »  i«i  s.t  ,-,k    •    *•  a 

in  No.  71  und  73  pag.  324  entwickelt      v  l^TA  S    ,?  »^insümmend  mit 
„_,__.  _        r,6      ......      Formel  84,  No.  74,  pag.  325. 

X?X?I»Fori?51S0  «o«16"19*»™-  Formel  262.  Man  setzt  wie  No.  74 
mend  mit  Formel  B,  No.  75,  pag.  326.      /B  x  _  ^  dann  erhilt  maü 

Folglich  in  No.  09,  Formel  79,  für  a  den  Werth  e*  gesetzt,  gibt 

7  —-'"»+*'««  +-2TT-  +  -2T3TF  +  --  +  2.3.4...B,m 

«fti»  +  2»  +  e»+t)»,+  - 

o  *  4  .. .  m 

Für  *  seinen  Werth  Im  gesetzt  gibt  Formel  262. 

Formel  263.   Hier  wird  J =  f^*% 
=  /m  +  i/ne>  +  »«(/»(«)»  +  

»Aia  +  3.  +  t»«  +  4*>  +  +  9    .    f  , 

2*4*5  ....  m 

Formel  264.   Hier  ist  y* J*^-£  9*  ^t»11 

2  •  2  2«3»3  2  •  3  ....  m  • 


m 

*' 


XXXXII.   Formel  265.  e*  rt* 

,     (/"     * «/     *  also  nach  Formel  243 


also  nach  Formel  241 


9*    _    es  s»  tw 

(/«*)*        *  2»2  2  •  3  •  4  . . .  m  • 

Formel  266  und  267  werden  uach  Formel  268  entwickelt. 
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Formel  268.  XXXXIII.  Formel  269  bis  276  ge- 

r  »  »-      r(.*+x\*  ft*  hen  unmittelbar  ans  No.  76  bis  82  mit 

/  fL_f^  =  /  ^   Formel  86  bis  93  hervor. 

J  {Inx)     J        *  XXXXIV.  bis  LIV.  die  allgemeinen 

Nach  Formel  242  Formeln  sind  entwickelt  No.  84  bis  95 

(e"+*¥    !n(eH+x)  f('"+l)\  mit  den  Formeln  95  bis  106. 

~        l     +       i      J       t     ö*  LV.  Formel  363  wird  entwickelt  aus 

/  n+\\-              P(  L VII.  Formel  373,  weenn  man  n  =  1  und 

=  -  £_J- +  <«  +  1)  /  Kt   «"  =  » 

*                •/        ■  LVI.  Formel  368  desgleichen  aus 

Das  letxte  Integral  nacb  No.  69,  For-  LVIII.  Formel  377  mit  derselben  Aen- 

mel  70.  derung. 

Trigonometrische  Functionen.  LVU.   Formel  373. 

Es  ist  fx"  tinm  x  8x  =fx"-x  tin  m~i x  •  8  (Jxtinx  8x) 
=fx"-1  tinm~x  8  (-  x  co«  x  +  tin  x) 

=  x"- 1  «in  m'lx  (-  x  cot  x  +  tii»  x) -fd  (x—1  »in  m~1*)  (-  x  cot  x  +  «in  x)  0* 
=  -  x"  co«  x  t tu  "  -,x  +  x"_1  tin  mx 
-J\m  -  1)  x""1  «in  m~%x  cot  x  (~  x  co«  x  +  «in  x)  9x 
-  1)  *"~2  «»  ""^  (~  *  co«  x  +  n«a-)  9* 
=  -  x"  co«  x  tin  m~lx  +  x"-1  tin  mx 
+  (m  -  l)/x"  «in  m-ax  co*  »x  8x  -  (w  -  l)fx"~l  tin  m~lx  cot  x  9x 
+  ("  -  l)/*""1  «•*  W'"1  *  «•*  *  8x  -  (n  -  l)/*"~*  «i«  8* 
=  _  x"  cot  x  tin  m~ix  +  x"-1  tin  mx  +  («  -  ■0/r"-1  «n  "^x  co«  x  8x 
-  (h  -  1)/*""*  «n  wt  9x  +  (m  -  l)/r"  li«  w-2  x  9x  -  (m  -1)/*" 
Mithin  das  letzte  I  auf  die  linke  Seite  gebracht 
m/r"  tin  mx  9x  =  -  xn  cot  x  tin  m~xx  +  x"_*  «in  mx 

+  {n  -  m) /x"-1  «in  m-1  co«  x  9x  -  (n  -  1  )fxn~*  x  tin  mx  9x 
+  («*-l)/x"  tinm-*xbx 
Nun  ist  das  erste  I  rechts 

(«  -  m)fx»-1  tin  m~X  co,  x  9x=  ^/r""1  D  «in  "* 

=  "^J?  .-I  ,iÄ  -x  -  (»JÜ??  &Lli> /*"->  «in  "x  Ox 
m  tn 

Diesen  Werth  statt  des  ersten  I  eingesetzt  und  reducirt  gibt 
mfx"  tin  mx  bx=-x"  cot  x  •  tin  m~xx  +  —  xn~x  «in  mx  +  (m-  l)/x"  «in  m'9  x  9x 

_C— »)(«-!)  ^-1^,5, 
m 

Mit  m  dividirt  ergibt  Formel  373. 

LVIII.  Formel  377  wird  auf  demselben  Wege  wie  Formel  373  entwickelt. 
LIX.  Formel  381  A  und  B. 

Es  ist  f  —  =ftin  ~"x .  cot  ~mx  9x  =/«in  ~*x  cot  x  .  cot  ~m~lx  8* 

J  tin  "x  •  cot  mx 

=  — ~— /co«  -m-lx  9  («in  -"-*-!x) 
-»  +  r 

=  +  -i—  co«  -w,-,x  «in  -/«in  -n+1*  8  (co«-— ,x) 

—  n  +  1 


ni.  m 
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also  Formel  381  A. 

zL.  l  +-±i /l 

-1  sin*-lx.cosm+lx    »  - V  it 


Formel  381  B. 

öx 


ist  f—± 
J  sin"x> 


„  rt  „  fit 

COS  X 


fsin  ~  n~lx  •  cos  ~mx  •  «in  x  öx 


=  l—  /sin  ~  n~lx  •  8  (co*  ~m+l  x) 

—»4-1 


+  1* 

-L-tin-»-1x.c<>s-m+1x  —Jcos  -m+lfi(sin  "lx) 

m  -  1  m  -  1" 

1        — «  x  +  ü-ti/ro,  -w+a «« —»8» 

m  —  1 


'x  •  co* 


m  -  1 

also  Formel  381  6. 

1  1  .  f»  + 1  r  Ö* 


«-1  »in"-»-1 

Integralgleichung  ist  eine  Gleichung,  ersten  Grade,  wenn  öx  und  öy  nur 
die  durchme  Integrirung  einer  Differen-  im  ersten  Grade  vorkommen;  sie  ist  vom 
zialgleichung  entsteht.  «ten  Grade,  wenn  (öx)"  und  (öy)* 

Die  in  diesen  Artikel  gehörende  Auf-  darin  enthalten  sind 
gäbe  ist  allgemein:  Eine  gegebene  Diffe-     Eine  Differenzialgleichung  ist  von  der 
renzialgleichung  zu  integnren;  oder  was  ersten  Ordnung  wenn  nur  erste  Dif- 
dasselbe  ist:  aus  einer  gegebenen  Diffe-  forenziale  vorkommen,  von  der  »ten 
renzialgleichung  die  derselben  zugehörige  q* 
Stammfnnction  tu  finden.  Ordnung  wenn  — -  darin  vorkommt. 

Aus  der  Gleichung  8* 


y»  =  2ax  +  x«  exy  Öy  +  bx  öx  +  cx  öy  =  0 

geht  die  Differenzialgleichung  hervor  ist  eine  Differentialgleichung  von  der 

yÖy  =  («  +  x)öx  ersten  Ordnung  und  dem  ersten  Grade. 

Diese  Gleichung  wiederum  integrirt  y*  (Öy)'  +  2xy  öy  •  öx  +  (x*  -  y»)  (Öx)»  =  0 

±y*  =  ax  +  |x|  attf  |jf  eine  Qiejchung  vom 

oder      y*  =  2ox  +  *«  °  Öx 

8o  einfach  wie  diese  Gleichung  ist  pede  «weiten  Grade  und  von  der  ersten  um- 
ändere Differenzialgleichung  zu  integnren,  nQn& 
in  welcher  jede  einzelne  der  beiden  Func-  9ay  +  (ax*  +  oy1)  Öx* 
tionen  bloß  mit  ihrer  Urveränderlichen  qs» 

und  mit  Gonstanten  verbunden  ist;  vor-  ist  wegen      eine  Gleichung  der  zweiten 

ausgesetzt  dajj  jede  Function  selbst  in-  0rd  *d  vom  ersten  Qrad    da  ^ 

tegrabel  ist.    Man  sagt  von  solcher  Olei-  h5chste,Differenzial  VOm  ersten  Grade  ist. 

chung:  die  veränderlichen  Grofsen  flWMW  yuwreu 

in  derselben  seien  gesondert  .  2-  Einc   Schartige  Differenzialgle  - 

ax  •  fx  •  Öx  -I-  Fw  •  Öw  =  0  cnnn&        ungesonderten  \  eranderbchen 

.  x    •     iv<»       •  i  i  • i.  • .  läfst  für  die  Sonderung  derselben  ein  ein- 

ist  eine  Differenzialgleichung  mit  geson-  J a  h     Verfahren  zU. 

derten  Veränderlichen.  iac°.     for«u"'u  »»• 

<p  (*.y)  y  +  F  (*)  y  =  o  Smd  w      und  f      Ton  der  Fo^m' 

ist  eine  Differenzialgleichung  mit  unge-  d*6  J***  in  *  Factoren  zu  zerlegen  ist, 

sonderten  Veränderlichen,  und  es  ist  Be-  ™  ™lchon  der  «J»  F»eto*  einf.  FunC: 

hufs  der  Auffindung  der  ihr  zugehörigen  tlon  von  *>  der  andere  eine  Function  von 

Integralgleichung  die  erste  Aufgabe,  dals  y  ist,  so  geschieht  deren  8onderung  durch 

die  Veränderlichen  gesondert  werden.  Division. 

Differenzialgleichungen ,  in  welchen  die     Als  w  (x,y)  Öx  =  f  (x,y)  öy     ^  CD 

höchsten  Potenzen  beider  Veränderlichen  und  05(«,y)  =  Xx  Y\  /*(x,y)=  Jl'x  Y 

gleiche  Exponenten  haben  heifsen  gleich-  wo  X,  X'  Functionen  von  x,Y,Y  Func- 

artig,  sonst  ungleichartig.  tionen  von  y  sind;  dann  hat  man  aus 

Eine  Differenzialgleichung  ist  vom  Ix  Xöx  =  X'  x  Y'xby 

Digitized  by  Google 


Integralgleichung.           371  Integralgleichung. 

X  ft       Y'  1.  Beispiel.    Gegeben  die  Differen- 

J(  8*  =  T8y                 (2)  rialgleichong: 

womit  die  Sonderung  geschehen  ist.  (<w  +  by)  Qx~(Ax  +  By)&y 

3.  Es  seien  in  der  obigen  Gleichung  für    y  =  »«x 

Q(x,y)  ;  F{x,y)  keine  solche  Producte,  so  ay 

setze            y  =  ux  *y     •*      ^     a  4-  £t* 

Dann  ist  9y  =  u  •  9*  +  *  .  8m  ,„     lv"  „, 

und  aus  Gl.  1  zugleich  Fu-u  =  *  +  (  ~"  }  "  " 

*~"7S5>   »*  =      Q4  +  lfc)8« 

Mithin  aus    m  8x  +  x  8*  =  Fw  •  8x  x     a  +  (4  -  A)  u  -  Bu* 

(F«-«)8x  =  x8tt  f    M  +  Ä«)8i 

*     Fu  —  w  Multiplicirt  man  das  I  und  dessen  Nen- 

Diese  Gleichung  integrirt  gibt  die  In-  ner  mit  |  so  ist  das  Differenzial  des  Nen- 

tegralgleichung  ners  =  \b&u  -  ^ABu- BuQu 

Q**   _j_  q  Um  den  Zahler  zum  Theil  in  dieser 


und 


8"_ 
Bu1 


Form  zu  erhalten,  schreibt  man  denselbeu 


-1**9«-  MÖ«-Ä«9«l  +  i*8i*  +  iil8ii 
Hau  hat  demnach 

8x_       ^b[a  +  ib-A))u-Bu>    ...     4  8« 
*~       *[«+<*- tV  ;a+(e-i4)«-Äu> 
folglich 

y-?f tta  v[. +„  -  ^  ■—£«■] + Ki + 

Das  letzte  I  ist  aus  Integralformel  108         wenn  man  C  für  ec  schreibt 
zu  entwickeln.  •  b_ 

2.  Beispiel.    Gegeben  die  Differen-  y=Ce~  e  *=  -S— 

zialgleichung  ±.x 
6y9x+c8y  =  0  «c 

„  8v       *  Ä  Diesen  Werth  von  y  in  die  Differen- 

üieraus  hat  man      =  9x  „  c 

9       J  zialgleichung  gesetzt  ergibt  C  =  -y 

also  integrirt        lny  =  --x  3.  Beispiel.    Gegeben  die  Differen- 

b_  ^  zialgleichung 

und  y  =  «~  c  '+ Constante  (Q  a  +  *y9x  +  c8y  =  0 

Für  diese  Form  von  y  ist  die  Con-  Um  die  Constante  fortzuschaffen  setze 

stante  als  Summand  unmöglich;  denn  y=*  +  P,  so  hat  man 

um  in  diesem  allgemeinen  Fall  die  Con-  a  +  4*  8a?  +  bp  +  c  8*  =  0 

stante  zu  bestimmen  hat  man  für  die  aa*,*                         «i.»  „  _  a 

gegebene  Gleichung  Setzt  man  ™n  «+&p  -  0,  also ,» -  -  y 

(_  l_        \  o_  so  hat  man  die  Gleichung 

«    c%cJ  +  ee    C<C=0  A»9x  +  e8*  =  0 


b 

woraus  C 


=         + l)e    c 'alsokeine  woraus  7=~7Ö* 

Constante.  ana>  integrirt 

Die  Constante  ist  hier  dem  Exponent  int  =  -*-x  +  c  =  (-—  x  +  c\ln< 
anzufügen  und  man  hat  c  V    c  / 

y  =  «    c         =  /  •  e    r  und  *  =  -e    r         =-  Ce  c 


24* 
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Irdische  Refractlon. 


also  nach  Beispiel  2: 


 X 


Mithin  Tollständig 

y  =  -l(a+ce"Ti 

4.  Gegeben  die  Differentialgleichung 
qpx  +  by  8x  +  e  8y  =  0 

Setie   y  =  «fx  (1) 
so  ist    8y  =  *fx  +  fx  •  8a 
und  die  Gleichung  wird  ohne  y  zu  ent- 
halten 

(px  +  bufx  +  cufx  +  cfx  •  8«  =  0  (2) 
Es  soll  nun  /*  in  der  Weise  bestimmt 
sein,  dafs 

cii  fx  +  <rx  =  0  (3) 
Dann  ist,  diese  Werthe  in  die  Glei- 
chung geseilt  und  mit  fx  dividirt 
bu  +  c  8«  =  0 


woraus 


8«  4 

—  =  öx 

u  c 


»Doylr='..=(-f-)'" 


und         m  =  e 
Nun  ist 


also 


mitbin 


8* 


es 


Die  Constante  fallt  hier  fort. 

5.  Beispiel.  Gegeben  die  Differen- 
tialgleichung 

-**  +  y  +  8y  =  0 

Hier  ist  im  Vergleich  mit  der  Glei- 
chung No.  4 

—  x'  =  <fx ;  4  =  1;  c  =  1 ; 

daher  y=-e-J7t-*')  e  r8x = e^/x«  «*  8x 
=  «-'.  «*.  (x»-2x  +  2)= x»-2x  +  2 

Ueber  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen lassen  sich  keine  allgemein 
anzuwendende  Regeln  geben. 

ist  in  der  Aerodynamik 


gleichbedeutend  mit  (mechanischem)  Mo- 
ment in  der  Geomechanik  und  Hydro- 
mechanik. I  ist  das  Prodnct  aus  der 
Masse  mit  der  Geschwindigkeit  bei  der 
Bewegung  luftförariger  Körper. 

Interpoliren,  s.  „Einschalten". 

lnverse,  s.  v.  w.  „indirectV 

Involnte  wurde  früher  auch  für  Evol- 
vente gesagt. 

Involution  früher  gebrauchter  Ausdruck 
für  Potenzirung. 

Irdische  RcfractiOH,  terrestrische 
R.;  irdische,  terrestrische  Strah- 
lenbrechung hat  denselben  Grund  wie 
die  schon  hier  abgehandelte  astronomische 
R,  nämlich  in  der  Brechung  des  Licht- 
strahls, wenn  er  aus  einer  dünneren  Luft- 
schicht in  eine  dichtere  tritt,  wodurch 
der  Lichtpunkt  höher  tu  stehen  scheint 
als  er  in  Wirklichkeit  steht,  indem  der 
Lichtstrahl  auf  seinem  Wege  von  einem 
hoch  über  der  Erdoberfläche  belegenen 
Punkt  zu  dem  in  dichterer  Luft  befind- 
lichen Auge  fortdauernd  nach  dem  Loth 
des  Auges  gebrochen  wird  und  statt  in 
einer  geraden  Linie  in  einer  nach  der 
Erde  hin  coneaven  krummen  Linie  sich 
fortbewegt. 

Der  Lichtstrahl,  welcher  von  einem 
Gestirn  herrührt,  durchbricht  sämmt- 
liche  Erdluftschichten;  ein  zu  dem  Erd- 
körper gehörender  hoher  Punkt  liegt  in- 
nerhalb des  Luftkreises,  der  von  ihm 
ausgehende  Lichtstrahl  hat  also  viel  we- 
niger Luftschichten  au  durchbrechen,  und 
deshalb  ist  die  irdische  Strahlenbrechung 
geringer  als  die  astronomische.  Dennoch 
aber  macht  sie  Höhenmessungen  unrichtig 

Soll  z.  B.  um  die  Höhe  BD  zu  finden 
der  ^  DAB  gemessen  werden ,  so  fjeht 
der  Lichtstrahl  von  D  nach  A  in  einer 
krummen  Linie  DA  ins  Auge,  auch  das 
letzte  Element  des  Weges  ist  noch  ein 
Bogen  und  das  Auge  erblickt  den  wirk- 
lichen Punkt  D  in  der  Richtung  AE, 
nämlich  längs  der  Tangente  des  letzten 
Curvenelements.  Es  wird  der  Z.EAB 
gemessen  und  die  Brechung  ergibt  die 
Höhe  um  die  Länge  DE  zu  hoch. 

Die  Gröfsen  der  astronomischen  R  in 
Winkeln  wie  Z.EAD  ausgedrückt,  sind 
Versuchen  zufolge  nach  La  Place  Bd.  L, 
g.  156  angegeben.  Ueber  die  irdische 
sind  die  Angaben  abweichend. 
Allgemein  wird  angenommen,  dafs  die 
von  dem  Lichtstrahl  beschriebene  Cune 
ein  Kreisbogen  ist.  Ist  nun  AF  ein  Bo- 
gen der  Erdoberfläche,  C  der  Erdmittel- 
punkt, so  wird  der  Halbmesser  des  Bo- 
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gens  AÜ  im  Vcrhältnifs  zum  Erdhalb- 
messer AC  angegeben.  Sind  AH,  DJ 
Richtungen  der  Radien  von  AD,  0  ihr 
Durchschnittspunkt,  so  sind  Beobachtun- 
gen und  Versuchen  zufolge 

nach  Bouguer  AG=9AC 
nach  Thobias  Mayer  AG=SAC 
nach  Lambert  AG  =  7AC 

Diese  letzte  Bestimmung  wird  nun, 
und  besonders  von  den  preufsischeu  Feld- 
messern als  Norm  genommen ,  nämlich 
dafs  der  Refractionswinkel  (der  Centri- 
winkel  des  Lichtstrahl  böge  ns  AGD)  }  des 
Erdcentriwinkels  (ACF)  octrage. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dafs  bei  grö- 
fseren  Distanzen  AF  (bei  kleineren  ist  die 
Refraction  aufser  Acht  zu  lassen)  der  Bo- 
gen AD  =  dem  Bogen  AF  angenommen 
wird,  und  es  kann  dies  auch,  ohne  dafs 
man  einen  bemerkbaren  Fehler  begeht 
geschehen.  Denn  in  dem  Art.  „Hori- 
zont* ist  nachgewiesen  worden,  dafs  bei 
einer  Länge  AF-  16000  Fufs  der  Bogen 
AF  mit  der  Tangente  AB  einerlei  Länge 
hat.  Hierbei  ist  Z  ACF=  2°  50',  mithin 
£AGD  -  24f _  Secunden.  Nun  ist  AE 
Tangente,  mithin  nach  geometrischen 
Lehren  Z  DAE=  *  ^_AGD  =  12*  Secun- 
den.  Bei  einer  Strecke  AF  von  8000 
Fufs  würde  Z  DAE  nur  Secunden 
betragen. 

AB  ist  Tangente,  daher  Z  BAF=  ±ACF, 
mithin  /^DAE  —  \BAF.  Es  ist  dieses 
Verhältnis  beider  Winkel  das  besonders 
bei  den  preufsischen  Feldmessern  be- 
kannte und  gebräuchliche  Ein  Sieben- 
tel and  beiist:  Der  dem  gemessenen 


Höhenwinkel  noch  zuzufügende 
Refractionswinkel  betrag tein  Sie- 
bentel des  Abweichungswinkels 
zwischen  der  wahren  und  schein- 
baren Horizontalen. 

Irrational  heilst  eine  Zahl,  wenn  sie 
weder  von  der  Zahl  Eins  noch  von  einem 
ganzen  Theil  der  Zahl  Eins  ein  ganzes 
Vielfaches  ist.  Z.  B.  V3;  loa  nat  2;  n. 
Eine  Zahl,  die  irrational  ist,  heilst  Irra- 
tionalzahl. Irrational  sagt  man  von 
einem  Verhältnis,  wenn  es  sich  nicht 
durch  ganze  Zahlen  ausdrücken  läfst: 
\\\  ist  ein  rationales  Verhältnifs 
weil  es  gleich  ist  18 : 35,  also  in  ganzen 
Zahlen  ausgedrückt  werden  kann.  1 : )  2; 
l  2  :  \  3  sind  irrationale  Verhältnisse. 

\  2  :  y'8  ist  ein  rationales  Verhältnifs, 
denn  y'8  =  2\2  daher  \  2  :  }'&  =  1 : 2.  Ir- 
rationalzahlen können  also  in 
einem  rationalen  Verhältnifs  ste- 
hen. 

Irrationalzahlen  können  auch  ohne  ein 
rationales  Verhältnifs  zu  haben,  commen- 

S      I  BS  * 

surabel  sein  als  )  4  :  \  8  —  \  4  i  \  2  x  \  4 
=  1:V2;  die  gemeinschaftliche  Einheit 

beider  ist  14. 

2.  Es  kann  von  Nutzen  sein ,  ans  einer 
Gleichung  irrationale  Aggregate  von  Grö- 
fsen  fortzuschaffen.  Fermat  hat  für  sein 
Verfahren  folgendes  Beispiel  gegeben 
(Klügel  math.  Wörterbuch  IL,  pag.  953). 

f'(a»  *  +  b*)  +  V  (bc  +  c1)  =  b 
Setze  y(6c4-c»)  =  <f 

so  ist   \  (a*b  +  b*)  =  b-d 

a*b  +  b*  =  b*-  Zb*d  4-  Zbd*  -  d* 
oder        aH  =  -  3b*d  +  3bd>  -  d* 

Um  das  neu  eingeführte  d  auf  die  erste 
Potenz  zu  bringen  multiplicire  die  Glei- 
chung links  mit  tP,  rechts  mit  bc  4-  c* 
so  erhält  man  reducirt  nnd  durch  d  di- 
vidirt 

3b*c+Wc*=  (3A"e-f  3*c»-  a'b)d-  (Äe+c1)«/» 

Multiplicire  wieder  links  mit  <P,  rechts 
mit  bc  +  c*  so  erhält  man 

d  -  *<3*c  +  3c*-q»)(6  4-c) 
'  "    3b*  +  4b*c  +  bc*  4-c" 

Diesen  Werth  in  die  aus  der  gegebe- 
nen Gleichung  abgeleitete  Gleicnung 
a*b  +  b*  =  (b  —  d)s  gesetzt,  gibt  eine  der 
gegebenen  Gleichung  identische  Gleichung, 
in  welcher  irrationale  Gröfsen  nicht  mehr 
vorkommen. 

Die  Rechnung  ist  weitläufig  und  ge- 
währt wegen  der  complicirten  Endglei- 
chung, weiche  man  erhält,  keinen  Nutzen. 
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Bei  einfacheren  Gleichungen  geschieht     a  +  6  +  c  4- 2  v'oä  +  2v«c  +  2l'Ac  =  0 
nach  der  Kegel  der  Buchstabenrechnung.  zelgröf      »nach  ^     bracht  ^ 
woraus  quadrirt      V  un3  redocirt 

a*  +  b*  +  c»  =  2  (ab  +  ac  +  *c)  +  4  (j/a»  4c  +  j/aÄ«c  +  y'obc*) 
=  2  (aJ  +  ac  +  4c)  +  4  (1/a-f  \b  +  >'c)  l^c 

woraus    weil  das  letzte  Güed  als  =  0  böte  gestandenen  nur  geringen  aritbrae- 

lortailt-  tischen  Hülfemitteln  vorfanden;  es  ist 

+       c»  =  2  (ab  +  ac  -f  *c)  auch  interessant  und  belehrend,  mit  Auf- 

IimtlAiiftl  u:i7bu:j^-a  vm.  -r*  Wirksamkeit  die  geistreichen  Gedanken- 

M!u?^u^2^uäk         Vrr  zv-re\iuit 

incommensurabel  ist  (s.  die  Art.:  „com-  ! /± "  Jene  Schwierigkeiten  uber- 
mensurabel, incommensurabel-).  ™d.en  T*D'  .  ,  t 
Nach  Erklärung  5  ist  jede  beliebige  an-  .  Fo]g«nao  Erlauterungen,  oder  vielmehr 
genommene  Linie,  mit  welcher  andere  algebraische  Uebersetzung  der  euklidi- 
verglichen  werden  sollen,  rational.  Jede  sehen  Constructionen  haben  den  Zweck, 
andere  Linie,  welche  mit  dieser  com-  Jas  Studium  des  zehnten  Buchs  im 
mensurabel  ist,  ist  ebenfalls  rational,  tnklid  «u  erleichtern, 
und  die  welche  mit  ihr  incommensurabel  Rationallinien,  die  einander  in 
ist,  ist  irrational.  Nach  Erklärung  8  Länge,  also  auch  in  Potenz  (im  Quadrat) 
hoifst  auch  das  Quadrat  der  angenom-  commensurabel  sind,  werden  hier  bezeieb- 
menen  Linie  rational  und  nach  Erklä-  net  mit  den  grofsen  Buchstaben  A,  B,  C 
rung  6  soll  auch  diejenige  Linie,  welche  •■•-X,  F,  Z. 

der  angenommenen  Linie  blofs  in  Po-  Ganze  positive  Zahlen  mit  den  kleinen 
tenz  commensurabel  ist,  rational  heifsen.  Buchstaben  n»,  n,  p,  q  .. 

mene  Linie "JSS^nA  K*?"™'  Der  ^tionallinie  A  ist'  die  Linie  A  ym 
?und  vT«tiiA.r  M6^Dien  in  Lan8e  incommensurabel,  in  Potenz 

an^nomL^n  jLI  ^ ™  t-  8,6  d*J  ~™«Mnrabel.  Die  Linien  Ayn  und 
U$Z  TJl  ■  ^T/  lQAL™S*™d  By'n  sind  in  Länge  commensurabel,  sie 

niese  Linien  s.  im  Art  »incomnien-     .  4 

surabel".  Die  Linie  Bym  ist  der  Linie  A  in  Länge 

C&??J&££i¥.f\t!?.  »»?*«•«  '»«>— At»  »* 
tionalzahlen, die aberdort geometrisch,  Äl'»*  sind  in  Länge  incommensurabel, 
nämlich  als  gerade  Linien,  Quadrate  und  in  Potenz  commensurabel. 
Rectangel  bildlich  dargestellt  sind.    Die     Die  Sätze  1  bis  20  bedürfen  keiner 
alten  Mathematiker  hatten  so  gut  wie  wir  Erläuterung, 
heut  eine  richtige  Vorstellung  von  den      «   r*.   T  •  .       ,      j  « 
Zahlengröfeen,  allein  nur  sehr  dürftige  4  L  Dl.6  L,Pien      und  enthal- 
arithmetischenülfsmittel;  Es  fehlten  ihnen  elD   .1"atT1.0  nales  K^«?*61 

unsere  Zahlen,  unser  Zahlensystem,  unsre  «  tm'  und  die  Lin,e  welche  solches 
Bechnenkunst  und  die  Bnchstahenrech-  ^ctangel  potenzirt  (d.  h.  L>  =  AB\m) 
nung.   Daher  ist  denn  auch  alles,  was  "*  «beDfa»8  s  L  *»at  demnach 

im  Alterthum  in  Arithmetik  geschehen  d,e  Form  A]/m  (Satz  21>- 
ist,  nicht«  anders  als  eine  synthetisch     2-  Eine  Irrationallinie  (/,),  welche  ein 
behandelte  analytische  Geometrie.     Die  aus  zweien  blofs  in  Potenz  commensu- 
Leichtigkeit,  mit  welcher  jetzt  arithme-  rabelen  Linien  (A\'m,  B\n)  zusammen- 
tische Lehren  aufgefafst  werden,  und  wozu  gesetztes  Rechteck  (AB  y'mn)  potenzirt, 

mlZ  ™B«Ä  heirsteineMediale.Es  ist  1=) AB-ymn, 

macht  zum  Stadium  des  lOten  eukhdi-  und  folglich  hat  die  Mediale  £orm 
sehen  Buches  unlustig.    Dagegen  hat     *  *       *  uiu. 

dies  Buch  nicht  nur  den  historischen  A  Vm  (Satz  22). 

Werth,  dafs  man  erfährt,  welche  Schwie-  8.  Jedes  unter  medialen  und  in 
rigkeiten  die  Alten  bei  den  ihnen  zu  Ge-  Länge    commensu rablen  Linien 
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4        4  .         „  5.  Bin  Mediale«  (Rectangel)  über- 

(A\m,  B\fm)  enthaltene  Rectangel  tfim  ein  Mediales  nicht  um  ein 
ist  medial  (Satz  25).  a  =  ABV*         Rationales  (Satz 27). 

4.  Jedes  unter  medialen  blofs  in  4         *   ,.  . 

Potenz   commensurablen   Linien     Denn  R(AVm- Byn)  bleibt  medial, 
enthaltene  Rectangel  ist  entwe-     6.  Zwei  mediale  blofs  in  Potenz 
der  rational  oder  medial   (8atx26).  commensurableLinien,  die  ein  Ra- 
/-i  tionales  enthalten  au  finden  (Satz 

Ä  =  AVmn* xBl/--  =  nAB  (rational)  28). 

f  m  Die  Construction  arithmetisch  ausge- 

Ä  =  Aym*  x  BVn*  -  AB  \/nm  (irrational)    drückt  ergiebt  die  Proportion 

AVm* :  B\/n*  =  V  AB  X  Vmn :  ^  •  V  AB  •  V  «•« 

Das  dritte  Glied  ist  die  mittlere  Pro-  L  =  Apmn;  L'sBy'mn* 

nortionale  der  beiden  gegebenen  ersten  dag  Rectangel  L  •  V  ist  =  nAB V™ 

Glieder,  das  4te  Glied  die  4te  Propor-  g  zwei  rationale  blofs  in  Potens 

tionale  der  3  ersten;  die  beiden  letzten  commen8Urabele  Linien  zu  fin- 

Glieder  sind  die  verlangten  Linien.  Deren  den>  70n  denen  die  gröfsere  um 

7*1  das  Quadrat  einer  ihr  in  Länge 

Form  ist  I  =  Aymn ;  V -  B\l  —  L  und  commensurabelen  Linie  über  die 

'          lm       ,,  kleinere  potenzirt  (Satz  30). 

V  sind  nur  in  Potenz  commensurabel  gg  gei  d[e  ein0  der  gesuchten  Ratio- 

und  das  zwischen  ihnen  Enthaltene  ist  ^w  A^m 

=  nAB,  also  rational  gind  pi  0a  Quadratzahlen,  pa  -  fl'  keine 

7.  Zwei  mediale  blofs  in  Potenz  Quadratzahl,  so  ist  die  2te  gesuchte  Ra- 

commensurable  Linien,  die  ein  ./p'-o'          tv  t» 

Medialesenthalten,zufinden(Satz  tionale  =  A  V!L_TL '  V       Deren  Form 

29)  f     F  /««_*' 

Die  arithmetische  Darstellung  beider  ist  L  _  A.  L»  =  A  Vr—J-.  Beide  sind 
Terlantrten  Linien  der  Construction  zu-        .    _  4  '     f     .  , 

folge  nahe  wie  ad  6.   Die  Form  ist  nnr  in  Potenz  commensurabel  und 

kleinere  AVP—3-  am  das  Quadrat  der  Ist  AV*  eine  der  gesuchten  Linien, 
Kleinere  «  y    pt  ^  ^    ,  Q„adratxahlen ,  p«  +  o'  keine 

Linie  ^-^4,  welche  mit  der  enteren  A  Quadratzahl,  so  ist  die  zweite  gesuchte 

in  Lange  commensurabel  ist.  Linie  A  yi  V*.  Deren  Form  L  =  A-, 

9.  Zwei  rationale  blofs  in  Potenz  ¥ 
commensurabele  Linien  zu  fin-  t» _ 4 1/ Beide  sind  nur  in  Po- 
den,  ron  denen  die  gröfsere  um  r  p'  +  o 

das  Quadrat  einer  ihr  in  Lange  tenz  commensurabel  und 

I   -»  finden,  die  ein  Rationales^  ent- 

L  =  A  und  die  Linie  A  •  l/-rr-f  rind  halten  und  von  denen  die  gröfsere 
4  yp«  +  fli        um  das  Quadrat  einer  ihr  in  Lange 

wie  verlangt  in  Länge  incommensurabel.  commen8 urabelen  Linie  über  die 

10.  Zwei  mediale,  blofs  in  Po-  Kie}nere  potenzirt  (Satz  32). 
tenz  commensurabele  Linien  zu 
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Man  nimmt  nach  No.  8  (Satz  30)  die  *, 
beiden  Linien  A  und  v4|/^-=^*,  so  ist  ~Af*~J**~'  Die  zweite  pachte  ist 

die  erste  der  gesuchten  Linien  die  mitt-  S^"*  ProP°7tio™le.  «"^wn  der  •}»■» 
|au    pPnnArf{*iÄ  va  L  77     gefundenen  ersten  Linie  und  der  zweiten 

lere   Proportionale  von   diesen   beiden  angenommenen  Linie  = 

Also  die  Form  der  gesuchten  Linien 

Beide  sind  in  Potenz  commensurabel,  nämlich 
Beide  enthalten  ein  Rationales,  nämlich 


und  es  ist  P 


^Y^-^^/^^^^f  (i,  fei? 

^  A~lp7-q%  incommensurabelen   Linie  über 

V    V  p* —  welche  mit  ^  in  Länge  die  kleinere  potenzirt  (Anmerk.  zu 

commensurabel  ist  und  sich  zu  ihr  ver-  Sa«  32^' . 

.  .l±         Q                      m  mr  yer  Man  nimmt  nach  No.  9  (Satz  31)  die 

halt  wie  /  , 

, ,  „    P  .  ,  .        .  beiden  Linieu  A  \'m  und  A  \'m  1/  -=1 — 

11.  Zwei  Linien  wie  ad  10  zu  fin-  rp'+j' 

Dann  ist  L  =  ^  J^iL-,  "  der  Form  £  =  A  ym 

L=A  r(pM~?)3  in  der  Form 


'      vV-Lj»  =ä|/w.   Dann  ist  die  eine  der  verlang- 

tXi  ~  m*    ten  Linien  £  die  mittlere  Proportionale 


™.V«ILf't=(^/m)^^1rIB)*  zwischen  J  und  also  L  =  \  AB-im. 
A~r  ™l2n_zminK  gescniebt  also  um  eine  Das  Product  von  L  mit  der  zweiten  ire- 

12.  Zwei  mediale  blofs  in  Potenz  /  , 

commonsurabeleLinien  zu  finden,  Product  von  /"  mit  /'=  B  \m.A.Vp  ~  * 
die  einMediales  enthalten  und  von     ....    t  f  pf 


denen  die  gröfsere  um  das  Qna-  mitDin  nat  man 
drat  einer  ihr  in  Länge  common-  ,/>l- 
surabelen  Linie  über  die  kleinere        /'./'»    AR'\  «> 
potenzirt  (Satz  33).  L' =  r 


ge  common-  .„  ,/p*  -f* 


Nimm  2  Linien  nach  No.  8  (Satz  30)  »  iiff  •  j/m 

I  =  A  und  I'  =  A  y  C^-5,  eine  dritte  /"  =  ^ (ab  .  ( ■'. 
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Die  Form  der  gesuchten  Linien  ist  Bedeutet  X  eine  Hulfslinie  (in  Euklids 
demnach  Figur  -  BE) 

L-A  y'm  und  L=A  ^^J,~  V»         *o  ist  (A  -  X)  A*s  =  (\  /,)»  =  ,  .4»  ^  - 

Beide  Linien  L  und       sind  medial,  i        I   pt  \ 

deren  Potenzen  hieraus  A'=|/t^l  -  1/    r  —A 

^4*  |  m :  A1- — ~-  ym  =  1  :  -  ■  — , also  die  Nun  hat  man  für  die  verlangten  Liuien 
Linien  in  Potenz  commensurabel.  £.* +  £.,'-/!*         ^  ^ 

ixl'^  jA*  ~  9*  im  enthält  einMe-  =  *  '  A'  =  V  *  V  ~  |/p«  +  q>) 

diales  und  .     ,-,//       7   p'  \ 

»»  -  o3  A»        woraus  £.  =  A  1/  Ml  +  1/  -  "•--•) 

^t, m _ Ai f  ,m  =  ^ , m '  V . .  r  ^ 

mithin  ist  die  Linie,  um  deren  Quadrat  L,  =  A^\(l  +  j/^^j) 

die  I  über  die  I'  potenzirt,  =.4  9  p«      i)je  Form  beider  Linien  ist 
mit  L  in  Länge  commensurabel.  L  =  A  \  l~pm 

13.  Die  Linien  ad  12,  von  denen  ^  =  vi  |xl  —  Vm 

die  gröfsere  um  das  Quadrat  einer  ....             .      ,  .,   ...  n 

ihr  fn  Länge  incommens urabel en  .  Belde  LlDle?  f-  »pd  f  sind  in  Polen« 

über  die  kleinere  potenzirt  iu  fin-  mcommensurabel ,  namhch 

den  (Anmerk.  zu  Satz  33).  L» :  L"  =  1  +  ym  :  1  -  ym 

Man  verfährt  so  wie  No.  11  in  Bezie-  Beide  Linien  enthalten  ein  Mediales: 

hnng  auf  No.  10  und  erhält  L  xL,  =  A*  \  \  -  m 


L  =  Aym  Die  Summe  ihrer  Quadrate  ist  ratio- 

L>-Al/-^vm  üa1,  DälUlich 


I':I"=1            ist  commensurabel.  15.  Zwei  in  Potenz  incommensu - 

p'-f  9*  rabele  Linien  zu  finden,  die  ein 

/   flj  Rationales  enthalten  und  deren 

lx£.'  =  ^|/    *    ,vm  ist  medial.  Quadrate  zusammen  ein  Mediales 

J f             /          s  ausmachen  (Satz 36). 

A'm-  4*-^  i >m=\A\'mA  ~       I  Nimm  der  Constructiou  zufolge  2  Li- 

^  1  m       p«  +  ,i »      V1,m  Fpa+  f »/  nien  nach  No.  11  (Anmerk.  Satz  32). 

Die  Linie  des  letzten  Quadrats  ist  mit  *,             «  s 

£  nicht  in  Länge  commensurabel.  I  —  Aym-,  t,  —  Aym 

14.  Zwei  in  Potenz  incommen-  Nun  ist  *ie  No-  U: 

surable  Linien  zu  finden   die  ein  ,*w -X)X=  (±1,?  =\A*  y'm* 

Mediales    enthalten    und   deren  v    '         '       X1  "4    *  '   

Quadrate  zusammen  ein  Rationa-  woraus       X  =  ±j4  v»i  (l  -  \  1  -  m) 

los  ausmachen  (Satz  34).  I»  +  L,»  = /t' i  m 

Nimm  der  Construction  zufolge  2  Li-     ,     '  ,   ,       ,-  ^ 

nien  nach  No.  9  (Satz  31).  L>         =  IX  =  M3 I »»  (1-  H  -  «0 

/_  4.  i  -  L'        =».4«|»(l  +  Vl-<») 

1 "      '  "  A  ^  P>+  9»  mithin  die  beiden  verlangten  Linien 


L  =  A  \m  V ^  (l  +  )/l  -  m)  oder  A\mVl  +  yi  -  m 
L,~A  ym  V}  (l  -  \  1  -  m)  oder  J  i*m  Vi  -  y  1  -  m 

Beide  Linien  sind  in  Potenz  incom-  deren  Quadrate  zusammen  sind  ein  Me- 
mensurabel;  sie  enthalten  ein  Rationales,  diales,  nämlich 
nämlich  j^s  +  i  %  -  iA7  y  m. 

L  >  L,  =  A*  \  m  y'm  =  A-m  16.  Zwei  in  Potenz  incommen 
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surabele  Linien  zu  finden,  deren  hat  daher 

Quadrate  zusammen  ein  Mediales  «  «a 

ausmachen  und  welche  ein  Media-  (A  y  m  -  X)  X  =  J  A*         5  V'» 

les,  das  jenem  incommensurabel  r+9 

ist,  enthalten  (8atz  36).  woraus  X- IA  Vm  (l  -  V—£—  \ 

Nimm  zufolge  der  Construction  2  Li-  woraus     ~  *    Vm  \      r  p*  +  ?* ' 

nien  nach  No.  13  (Änmerk.  zu  Satz  33).  Eben  so  ist 

l  =  A\m  I«  +  I,»  =  ;tJV» 

Nun  wird  wie  No.  15  verfahren;  man  und  die  beiden  verlangten  Linien 

L,=  Av^i{x  -  ^L,)  od.r  Atmjl-jfa 

Beide  Linien  sind  in  Potenz  incom-     Nach  No.  7  (Satz  29)  hat  die  zweite 

!»teT^f1;ni^lf,rm^»Ver  qJÜAnu  Bimediale  die  Form  ^.u. +  *»»». 
ist  medial,  nämlich  =  A*  ym,  und  sie  _    ,  '  . 

j,        /     .  20.  Werden  zwei  in  Potenz  lncommen- 

enthalten  ein  Mediales  ±  ymy^-  surabele  Li  nien,  die  ein  Mediales  ent- 

,  ,             ~    ,       2       J„P  +.9  haltes  und  deren  Quadrate  zusammen 

welches  jener  Quadratsumme  ^'^w  in-  ein  Rationales  ausmachen,  zusammenge- 

commensurabel  ist.  8etat>  80  ist  die  gan2e  irrational  und  heifst 

Von  den  durch  das  Zusammen-  die  gröfsere  Irrationale  (Satz  40). 

setzen  entstehenden  sechs  Ir-  Nach  No.  14  (Satz  34)  ist  die  Form  der 

rationalhnien.  gröfseren  Irrationale 

17.  Werden  zwei  blofs  in  Potenz  com-  A  ^TT~{=I1  ,  A  ,/rrVS 
mensnrabele   Rationallinien  zusammen-  Ayii-\m  +  Ayi  \m 
gesetzt,  so  ist  die  ganze  irrational  und  0*™  müssen  die  Rational  Ii  nien  A  in 
heifst  Binomiale  (Satz  37).  beiden  Gliedern  einander  gleich  sein.) 

Die  Binomiale  hat  also  die  Form  21  •  Werden  zwei  in  Potenz  incommen- 
A\m  +  B\n  auch  A  +  BVn  surabele  Linien,  die  ein  Rationales  ent- 

18.  Werden  2  blofs  in  Potenz  commen-  ™d  deren  Q.aadrate  wsammen 
surabele  Mediallinien,  die  ein  Rationales  em  TJ^^^^iT^Ä 
enthalten,  zusammengesetzt,  so  ist  die  •»  "*  d£ . ff"*»  *™ * 0 *f  "nd 
ganze  irrational  und  heifst  die  erste  ^  d,S  ?ln  ?at,in  i  !  ^  Me" 
Himediale  (Satz  38).  dial°8  Potenzirende  (Satz  41). 

Nach  No.  6  (Satz  28)  hat  die  erste  Bi-  No.  15  (Satz  35)  ist  die  Form  der 

mediale  die  Form  L  =  ^m»  +  I?l/^  AymVTTil^^  B\/mV\-\fT^ 
...       ...      .  ,  .    „              f  m      22.  Werden  zwei  in  Potenz  incom  men- 

beide  Terhalten  sich  in  Potenz  surabele  Linien,  deren  Quadrate  zusam- 

=  A  \mn  :  B  —  y'nm  men.  em  Mediales  ausmachen  und  die  ein 

m  Mediales,  das  jenem  incommensurabel  ist, 

19.  Werden  zwei  blofs  in  Potenz  com-  enthalten,  zusammengesetzt,  so  ist  die 
mensnrabele  Mediallinien,  die  ein  Media-  g*nze  irrational  und  heifst  die  zwei  Me- 
ies enthalten,  zusammengesetzt,  so  ist  diale  Potenzire nde  (Satz  42). 

die  Ganze  irrational  und  heilst  d  i  e  z  w  e  i  t  e  Nach  No.  16  (8atz  36)  ist  die  Form  der 
Bi  mediale  (Satz  39).  Linie 

23.  Die  Sätze  43  bia  48  im  Euklid  enthalten  die  Beweise,  dafa  jede  der  von 
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No.  17  bU  No.  22  aufgeführten  Irrational-  Vr  * 
linien  nur  in  einem  Punkt  in  ihre  Na-  Man  erhalt  die  Namen  A  und  A 
men  sich  zerlegen  lasse.  Aus  den  eukli- 
dischen Constructionen  geht  hervor,  dafe  di        u  Binomiale  ist  A  +  A 
beide  Theile  jedesmal  mit  den  einzelnen 

algebraischen  Summanden  der  vorstehen-  nt  ws 

den  Formeln  übereinstimmen.  und  .4»  -j— — ,  -  A*  =  -5 — 

Von  den  sechs  Ordnungen  der  A 

Binomialen.  Der  gröfsere  Name  —=z=^==  potenzirt 

24.  Eine  Binomiale,  deren  gröfserer  ,      ,  y*»,-*"a 

Name  um  das  Quadrat  einer  *ihm  in  am  <*"  Ql^lrat  der  commensu- 

Linge  eommensurabelen  Linie  über  den  rablen  Linie  — — —  und  der  kleinere 

kleineren  potenzirt,  heilst  y/^ä_m) 

Die  erste  Binomiale,  wenn  der  Name  A  ist  rational- 

gröfsere  Name  einer  angenommenen  Ra-  27.  Die  dritte  Binomiale  zu  finden 

tionallinie  in  Lange  commensurabel  ist.  ^gat2  ^ 

Die  zweite  Binomiale,  wenn  der  n,  Qnd  m,  Zah,en  wie  vorher>  p  keine 

kleinere  Name,  Quadratzahl. 

Die  dritte  Binomiale,  wenn  keiner  A  ß  c  9eien  io  u  commensura. 

der  beiden  Namen  solcher  RationaUime  bele  Rationalzahlen  so  setze 

in  Länge  commensurabel  ist.  t  „. 

....              ,            -  p :  n"  =  A* :  ö* 

Eine  Binomiale  hingegen,  deren  gro-  fr  _ 

fserer  Name  um  das  Quadrat  einer  ihm  m  —  ts  ■ 

in  Länge  incommensurabelen  Linie  über  ^w 

den  kleineren  potenzirt,  heilst               »0  1  der  eine  Name  B  =  — 

Die  vierte  Binomiale,  wenn  der     Aqs  x  und  2  hat  ^ 

rrrufsere  Name  der  angenommenen  Ka-  3  _    8  _   9  _ 

tionallinie  in  Länge  commensurabel  ist.  P  '•  n     m  -  a  :L, 

kle^NSme!  BU°miale'  WenB        hieraus  der  andere  Name  C  =  A 

Die  sechste  Binomiale,  wenn  kei-  Dje  dritte  Binomiale  ist 

ner  der  beiden  Namen  solcher  Rational-  /  ,  _  , 

linie  in  Länge  commensurabel  ist.  \  IL  +Ay"  

25.  Die  erste  Binomiale  zu  finden  >>       '  F 

(Satz  49).  Keiner  der  Namen  ist  rational,   rem  er 

Nimm  2  Zahlen ,  von  welchen  sowohl  .       ^,     _  ^,  n*  — m*  _  ^3 
die  eine  als  auch  die  Summe  beider  eine  P  P  P 

Quadratzahl  ist;  also  2  Zahlen  von  der  j±n 

Form  (»*  -  m*)  und  ma.  8ind  nun  vi  und  und  der  gröfsere  Name  — -  potenzirt  um 

B  zwei  Rationalünienjo  setze  ^  ^  ^  ./^ 

Man  hat  nun  den  einen  Namen  =  A  «urabelen  Linie  — . 

und  den  aweiten  B  =  Al/?-^-  beide  28.  Die  vierte  Binomiale  zu  finden 

f     n'  (Satz  52). 

Namen  addirt  geben  die  erste  Binomiale  Nimm  iwei  gahlen,  von  denen  keine 

/n*  —  m*  eine  Quadratzahl,  deren  Summe  aber 

A  +  A  y     -j  ejne  Quadratzabl  ist,  also  von  der  Form 

,      ,     .       v ,  (n*  —  m)  und  «,  vi  und  Ä  seien  Ratio- 

und  es  ist  A*-A*n  ~m  =  (—  vi)  nalzahlen,  so  setze  die  Proportion 

n         \n     /  »«:«»-  m  =  vi« :  B* 

Mithin  potenzirt  der  gröfsere  Name  A  ^  man  hat 

MI 

über  den  kleineren  um  das  Quadrat  ^  vi'     den  einen  Namen  =  A 

einer  mit  A  commensurablen  Linie  —  A.       deQ  anderen        =      [/nrL  m 

H 

26.  Die  zweite  Binomiale  zu  fin-     Die  viert©  Binomiale  istvi  +  -v/^n 
den  (Sate  50).  * 
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Der  gröfsere  Name  A  ist  rational  und  /mt 
es  ist  gröfaere  Name  A  y  —  potenzirt  über  den 


At-—t(n'-m)  =  mA1 


n « ~ kleineren  A  ^^j^  um  das  Qnadrat  der 


mitbin  potenzirt  der  groisere  IS  a  nie  A  / 
um  das  Quadrat  einer  ihm  incommensu-  Linie  A  ]/—  welche  au  dem  gröfaeren 
rabelen  Linie  Ay'm.  f  p 

29.  Die  fünfte  Binomiale  zu  finden  J*men,sicD.  verhi,t  ™  1'*  *"  8,80  mit 
(Satz  53)  demselben  incommensnrabel  ist. 

Nimm  zwei  Quadratzahlen,  deren  Summe  .31-  D.en,  unUF  ei5er  Rat»0«»11»- 

keine  Quadratzahl  ist,  »»und  n\  A  und  i!1?  "      der  ersten  Binomiale  en  - 

B  seien  2  Rationallinien,  so  setze  baltenen  Raum  potenzirt  eine  Bi- 

t     >_i_  s_j>  »»  nomiale  (Satz  65;. 

"*  * m  ,+ "  -  A  :B             ,  Nach  No.  25  ist  die  erste  Binomiale 


und  man  hat  beide  Namen  =  A  und 

.-,1  ]/-!+"*  =A  +  Ä 

f     m'  Nach  No.  17  hat  eine  Binomiale  die 

Die  fünfte  Binomiale  ist  Form  A  ym  +  B  \  n. 

Imt _|_H»  Es  ist  also  nachzuweisen,  wenn  C,  D 

A  +  A  1/  -  —  j —  rationale  noch  unbekannte  Linien  sind 

,    ...               .  .                  ,  ,  und  wenn  R  die  im  8atz  angenommene 

der  kleinere  Name  A  ist  rational  und  der  Rationalliuie  bedeutet,  daXa  das  Quadrat 

gröfsere  Name  A  Jm-±*  potenzirt  über  eineT  Linie  Von  der  Form  CVJ+°J* 

den  kleineren  A  am  ""das  Quadrat  der  =  ist  dem  Rectangel  Ä  {A+Ay  ^,-) 

Linie  (—  A)  welche  mit  dem  gröfsereu  Setzt  man  die  Linie  EG  (Figur  zu 

v      Vl?    '            ...  Satz  55)  =B,  so  hat  man  der  Construc- 

Namen  incommensurabel  ist.  ^ion  zufolge 

30.  Die  sechste  Binomiale  zu  fin-  (AE  -  EG)  EG  =  (l  ED)1 

den  (Satz  54).  b>  _  w> 

Nimm  zwei  Zahlen  die  nicht  Quadrat-         (A  —  B)B-  \  A*  •  j— 

zahlen  sind,  deren  Summe  aber  eine  * 

Quadratzahl  ist  («'-»)  und«,  und  eine  Hieraus  ist  Ä  =  M  (l  -  -) 

dntte  Zahl  p,  weli-he  weder  Quadratzahl  1     \       n  / 

ist  noch  mit  einer  der  ersten  beiden  das  /  m\ 

Verhältnis  einer  Quadrateahl  hat;  A,  B,  A  -  B=  ±A  (1  +  - 

C  seien  Rationallinien.   Setze  _                   av    .  "  '  , 

» •  m*  =  y4* :  C  Terlangte  potenzirende  Linie  ist 

*  "           '  nun 

m':m'-it  =  C':g»   t  =  JÄ  (A  -  B)  +  l  ÄÄ 

so  ist  aus  1.  C  =  m  A« 
F 

aus  2         Ä'  =  —  ~  -  C  =         A»  Ein  Ausdruck,  der  die  Form  (<typ+  DVq) 


-]/*«(i+i)+y*«(i-sj 

Ein  Ausdruck,  der  die  Form  (C|/p+£ 
p    "       annehmen  kann,  wenn  man  schreibt 

Die  Namen  sind  A  j/^"  und  A  |/"*-~ "  AR         +  |/a  Ä 

Keiner  der  Namen  ist  rational  und  der     Die  Quadrirung  vqp  L  ergibt  aber 

Mä(i  +  £)  +  Ma  (i-^  +  a^i^A^i-^^iiii  +  itÄy^^- 

welches  das  gegebene  Rectangel  32.  Den  unter  einer  Rationalli- 

/  /«'-«»\  nie  Ä  und  der  aweiten  Binomiale 

R(A  +  Ay-~)  ist,  und  die  potcn-  ,  /    „»  \ 

«rende  Linie  L  ist  die  Binomiale.  \A  +  A  V Raum 
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potenzirt  die  erste  Bimediale  (Satz    /  „• 

56).  V-j  j  der  grössere  Name  ist,  aind 

Bei  derselben  Construction  wie  No  31  woraus  B=     [—  =  =1  (2) 

ist  zu  beachten,  dafs  hier  das  zweite  Glied  2  \|'V-  «»'    |  «V 

d.ner  x1/^-*-i/^=?=.  +  --A=)  (3) 

Die  potenzirende  Linie  ist  nun  in  ihren  beiden  Namen 

=  'J*RJ^+JfRJ^=  (4) 

Beide  Namen  sind  medial,  sie  sind  in  die  verlangte  Form. 

Potenz  commensurabel,  wie_  aus  Formel  Die  Linie  L  im  Quadrat  ist  aus  For- 

4  unmittelbar  zu  ersehen,  nämlich  mei  4 

-—i--^-.  («+"•)  nnd               (n-w)  =  AR            +       =  (l+i/-^--^ 

Beide  enthalten  ein  Rationales  =  ~       Sie  potenzirt  also  den  Raum  wie  ver- 

.....  T .  .  .  langt. 

Folglich  ist  die  Linie  L  nach  No.  1 8  eine      no    r\  •        r»   *  •  ii- 

t   Tr     ri  33.  Den  unter  einer  Rationalli- 

erSWillmandeen  Ausdruck  für  die  Linie  nie  Ä  nnd^der^dritten  Binomiale 
L  in  die  obige  allgemeine  Form  der  er-  A  ^  .M|/«_JL'!L  enthaltenenRaum 
sten  Bimediale  bringen,  so  setze  in  For-     Y'p      f  p 

mel  6  potenzirt   die   zweite  Bimediale 

n  +  m  =  q  (Satz  57). 

 1     _  p  nmj  man  jjaj  Bei  derselben  Construction  ist 

rM*  =  *;  =  r  ge,.t«t,  gibt  d.e  L.nje  "  P  U1 


]/(a  \ &  -  b)  r  + , ü«  =  jA 4»  s£ü  +  ^ 

Beide  Namen  bilden  die  zweite  Birne-  nJ  _  ms 

diale  (No.  19),  denn  sie  sind  Mediallinien,  \AR  I     —  —  - 

sie  sind  in  Potenz  commensurabel:  f      V                           »  ti 

$L  („  +  .)  u„d  ^  (.  -  Ihr  Qntat  tat  =  .4«       +  J/^J 

und  sie  enthalten  ein  Mediales  wie  verlangt. 
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34.  Den  unter  einer  Rational-  .     m  «    t  js/i  m\ 

liniert  und  der  vierten  Binomiale  (A-B)B-tA  \1  - 

Ä+^~  V  n«  -  m  enthaltenen   Raum  woraus          B  =  ±a[i  -  — ) 

potenzirt  die  gröfsere  Irrationale  .         .    „  .  ym\ 

(Satz  58).  und         it-*  =  iit^l  +  —J 

Bei  derselben  Construction  ist:  Die  verlangte  Linie  ist 

l  =  ViA  -  B>  R  +  VBä  =  ]/ (l  +  +  }  ^  (l  -  £) 

Beide  Namen  sind  medial,  in  Potenz  potenzirt  die  ein  Rationales  und 

incommensurabel,  sie  enthalten  ein  Me-  Mediales  Potenzirende  (Satz  59). 

...       RA  ■/,     m  Bei  derselben  Construction  ist,  da  der 

diales  =  —  y  1  -  ^,  deren   Quadrate  2te  Name  der 


ist 

machen  zusammen  RA,  ein  Rationales  /    |  m»_|_Äi  \ 

aus;  folglich  ist  L  eine  gröfsere  Irratio-  M  1/  — jj^  ÄjÄ  =  i^4 

nalel»=iw(l+ J  ^)  wie  Ter-  woraus    B  =  £-  (Vm*~+n*  — ») 

langt.  2w 

35.  Den  unter  einer  Rationalli-  „_j  ,1    »_     r./zr*  x.u«) 

nie  A  und  der  fünften  Binomiale  ""Si  U     +     +  7 

^  +                 enthaltenen  Raum  1)10  Linie 


—  n 


Beide  Namen  sind  medial,  in  Potenz  Raum  potenzirt  die  zwei  Mediale 
incommensurabel  sie  enthalten  ein  Ra-  Potenzirende  (Satz  60). 
tionales  =MÄ,  deren  Quadrate  zusam-     Bei  derselben  Construction  ist 


men  machen  ein  Mediales  aus^v  m»+i»3);  (a\  —  -ß)ß-  \  A*  **'  ~* 

folglich  ist  L  eine  die  ein  Rationales  und  \    f   P      /  P 

Mediales  Potenzirende.    Ihr  Quadrat  ist  (i/m*    i  /  n\ 

36.  Den  unUr  einer  Rationalli-  und  A  1/ - B  =M ( l/—  +  ]/— ) 

nie  R  und  der  sechsten  Binomiale  '   P              \f  P     r  p  / 

.i  V     4  t  >»  -  n      mm  « .  Die  ▼«riaogt«  L^ie 

il  1/  —  +  il  1/   enthaltenen 


-V^(V7  +  ]/7)+VH"(r7*-^7) 

Beide  Namen  sind  medial,  in  Potenz  incommensurabel  ist.  Mithin  ist  L  eine 
incommensurabel.  zwei  Mediale  Potenzirende.    Ihr  Quadrat 

Sie  enthalten  ein  Mediales  m  /.  m*    ,  mt  _«\  . 

r  P     P  _  langt. 

Ihre  Quadrate  zusammen  ,4*1/  -  Ä,3t  %  *>l«*nf*a  sechf  ,fitze  iff** 

f    p    61  bis  66)  sind  die  umgekehrten  Satze 

ein  Mediales,  welches  mit  dem  vorigen  von  (Satz  55  bis  60)  No.  31  bis  36.  Sie 
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Unten  inaammen  gezogen  nachfolgend,  de-  Sätze.  Das  an  einer  Rationalen  Ä 
ren  Formeln  statt  der  Beweise  sind  die-  entworfene  Rectangel  hat,  wenn  es  gleich 
selben  wie  dort  ist  dem  Quadrat 

einer  Binomiale  znr  Breite  die  erste  Binomiale 

der  ersten  Bimediale  »      .      •   zweite  . 

der  zweiten  Bimediale  »      .     »   dritte  „ 

der  gröfseren  Irrationale  „       „      „    vierte  , 

der  ciu  Rationales  und  Mediales  Potenzirenden  „      „      „   fünfte  , 

der  zwei  Mediale  Potenzirenden  »      »      •»   sechste  „ 

37.  Nun  folgen  fünf  Sätze  (Satz  67  bis  ten  Irrationallinien ,  ist  anch  dieselbe  Ir- 
71):  Jede  Linie,  welche  in  Länge  com-  rationallinie.  Ist  eine  Linie  in  Länge 
mensurabel  ist  irgend  einer  der  genann-  commensnrabel 

einer  Binomiale,  so  ist  sie  eine  Binomiale  derselben  Ordnung 

einer  Bi mediale,  »    »    »     »    Bimediale       ,  „ 

einer  gröberen  Irrationale,  ,    »    ■     .    gröbere  Irrationale 

u.  a.  w.  mit  einer  ein  Rationales  and  Es  geht  die  Richtigkeit  dieser  Sätze 
Mediales  und  mit  einer  zwei  Mediale  Po-  unmittelbar  aus  den  für  die  Irrationalen 
tenxirende.  aufgestellten  algebraischenFormen  hervor : 


Die  erste  Binomiale     =  A  +A  \Z^-^m* 
.    zweite     ,  =A  +  A  )/-, "  m% 

.    dritte      ,  + 

P   ,  i_  P 
,    vierte     „  =A  +  A  \'^-^ 

,    fünfte     .  =A  +  A\Z"^- 

fn*  —  m 


» 


erste  Bimediale     =  A  ymn  +  A  j/!L  =  A  y'mn  +  nA  j/— 

4  4  4  */  m 

zweite     „  =  A  ymn  +  A  y'mn*  —  A  y'mn  -f  nA  1/ — 

gröbere  Irrationale  =  A  y'l  +  y  m  -\-  Ayfl  —\'m 

ein  Rationales  nnd  Mediales  Potenzirende   

=  AVm  W+tfl-  m  +  A  \m  Vi  -  \'l  -  m 
zwei  Mediale  Potenzirende 


Bei  der  wesentlichen  Verschiedenheit     n  bedeutet:  In  Länge  commensurabel. 
der  Form  jeder  einzelnen  Linie  von  allen     n  bedeutet:  In  Potenz  commensurabel. 
übrigen  sind  die  vorstehenden  Sätze  un-        und     k5nQen  je  Qach  d„  0td 
mittelbar  als  nchtig  anzuerkennen.  d    Binomialen  auch  =  1  sein. 

Die  Beweise  Euklids  sind,  algebraisch  uer  omuuumivu 
ausgedrückt,  folgende.  I.  Es  sei  die  betreffende  Binomiale  in 
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ihre  Namen  zerlegt  Ay  n-\-  A  y'm.  C,  D 
seien  2  Linien,  so  dafs  C+DnA\  n  +  Ay'm 
und  dafs 

A\  n  +  Aym:C  +  D=Ay  n:C  (1) 

so  ist  A\  m :  D  =  A)  n  +  Ay'm :  C  +  D  (2) 

weil  nun,  wie  der  Satz  voraussetzt 

AVn  +  A]m  nC+fl  (3) 

so  ist  auch       A\  n  a  C\ 

und  A\mnD\  U 

Nun  ist     Ay'n :  C  =  ^4f  '"* :  D       )  ,^ 
(aus  1  und  2)j  w 

also        i4i«:i4vm  =  C:/)  (6) 

Da  nun        A\  n  a  Ay'm 
so  ist  auch  CnD 
folglich  sind  C,  £  rational,  blofs  in  Po- 
tenz commensurabel  uud  C+flisteine 
Binomiale. 

Ist  nun  A\n  +  Ay'm  die  erste,  oder  die 
zweite  oder  die  dritte  Binomiale,  Ay'n 
>  Ay'm,  so  ist  nach  No.  24,  wenn  E  eine 
beliebige  Rationallinie  bedeutet: 
V  {AH  -  A*m)  =  E\n  (a  Ay'n) 

Nun  ist  aus  Gleichung  6 
A*n.A*m  =  C*:D* 
hieraus  _ 

y{A*n  -  A*m) :  y&  -  D*  -  A\n :  C 

oder  E^n :  V&^D*  =  ^1  "  s c 

mithin  nach  Gleichung  4 

]/(?  -  Di  a  n 

Es  potenzirt  also  der  gröfsere  Name  C 
über  den  kleineren  Namen  D  um  eine 
dem  größeren  Namen  in  Länge  com- 
mensnrabelo  Linie  E\/n  und  es  ist  C  +  D 
die  Binomiale  derselben  Ordnung  mit 
AVn  +  Ay'm. 

Ist  aber  j4v'h  +  jiym  die  vierte  oder 
fünfte  oder  sechste  Binomiale  Ayn>Aym, 
so  ist  No.  24 

\XA*n  -  y4>m)=ßl/ii  +  p 

man  erhält  

E  yn  +  p  :  V  C'  -      =  Ay  n  :  C 

Es  ist  also  yC*-D*  a  E  v'iT+p 
Es  potenzirt  also  C  über  D  um  eine 
der  Linie  E\/n+p  in  Länge  commensu- 
rabele  Linie,  mithin  um  eine  der  Linie 
Ayn  in  Länge  incommensurabele  Linie 
und  es  ist  C+D  eine  Binomiale 
derselben  Ordnung  mit  Ayn  +  B\  m. 

II.  Es  sei  die  betreffende  Bi  mediale 
in  ihre  Namen  zerlegt: 

A  yn  +  A  fm ;  C,  D  zwei  Linien 

so  dafs  C+DnAVn  +  Aym  (1) 
und 


Ay'n  + Ay'm :C+D  =  AVn. C=  Ay'm :  J>  (2) 
folglich  aus  1  und  2 

A  Vn  a  C  und  .4  j/m  a  D  (3) 
Da  nun  -4  y  h  a  4  |'m,  so  ist  auch  CnD 
und  folglich  C+D  eine  Bimediale. 

Nun  folgt  aus  Gleichuug  2 : 

A*  Vn  :  ^«  |*  n  •  fm  =  C :  CD 

Da  nun  nach  Vergleichung  3 

A*  VnnC* 
* 

so  ist  auch       A%  y'nm  a  CD 

Ist  nun  ila  Vnm  a  einem  Rationalen  E1, 

so  ist  es  auch  CD;  und  ist  Aynm  a  E», 
so  ist  es  auch  CD. 

Im  ersten  Fall ,  wo  A  Vn  +  A  Vm  die 
erste  Bimediale  ist,  ist  also  auch 
C+D  die  erste  Bimediale;  im  zwei- 
ten Fall  ist  mit  Ayn  +  ym  auch  C+  D 
die  zweite  Bimediale. 

III.  Es  sei  die  betreffende  gröfsere 
Irrationale  in  ihre  Namen  zerlegt: 
A\  n  +  Ay  m  a  C+  D,  so  soll  C  +  D  des- 
gleichen eine  gröfsere  Irrationale  sein. 
D.  h.  CuD;  C-D  =  E1yn  und 

=  F»,  wo  E  und  F  Rationallinien  sind. 

Es  sei  wieder 
Ay'n+Ay'm  :  C  +  DzzAVn:C  =  Ay  m:D  (1) 

Da  nun     Ayn  u  Ay'm 

so  ist  1.  auch    Cv  D 

Ferner  ist  aus  1. 
(v4l  ft  +Ay  m)' :(C+  Z>)'=  i4»n :  C«= .  0» 

Da  nun  (4}'«  +  AVm?  a  (C  +  D)» 
so  ist  auch   AH  a  C* 
und  i4'in  a  0» 

Da  nun     A*n  +  A%m  rational 
so  ist  2.  C*  +  D*  rational  =  F* 

Wie  ad  II.  findet  man  A*  -  \  mn  a  CD. 
Da  nun  A*  •  y'mn  ein  Mediales  ist,  so  ist 
3.  auch  CD  =  ein  Mediales  E>  \  p. 

Es  ist  mithin  C+D  die  gröfsere 
Irrationale. 

IV.  Es  sei  die  betreffende  E i n  Ratio- 
nales und  Mediales  Potenzirende 

in  ihre  Namen  zerlegt :  A\  p  \  n  +  Ay'p  Vm 
nC+D,  so  soll  C+D  dieselbe  Irratio 
nallinie  sein;  nämlich  CuD,  CD  =  E* 
und  C*+  D*=  F*  \  q 

Es  ist  wieder 
A  Vp  yn  +  Bypym.C+D 

=  Ayp\n:C=Byp\m:D  (l) 
Da  nun   A  yp  y  n  uBVp-  y  m  (2) 
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so  ist  1.  auch      Cv  D 

Ferner  ist  ans  der  Proportion  1  wie 
ad  III. 

nA»  VpnC*  und  mz?3  V?  n  Ds  (3) 
Da  nnn  nA*  \;p  +  »ß*  \'p  ein  Mediales, 
so  ist  auch  2.  O+D*  ein  Mediales  F*  Vq. 

Nun  ist  3.  ans  Proportion  1 
it 

nA*  Vp  :  C  =  iiÄ  V>  •  ^*m»  :  CD 
und  aus  der  Vorgleichung  3 
nA>]/pnC* 

so  ist  auch  AB  yp  y'nm  n  CD 

Da  nun  AB  yp  ]/nm  ein  Rationales  ist, 
so  ist  auch  CD  ein  Rationales  und  es  ist 
C  +  0  die  ein  Rationales  und  Me- 
diales Potenzirende. 

V.  Es  sei  die  betreffende  Zwei  Me- 
diale Potenzirende  in  ihre  Namen 

zerlegt  A  y'p  \/n  +  BypVmnC  +  D,  so 
soll  CD  dieselbe  Irrationale  sein ,  d.  h. 
CoD,  CD  ein  Mediales  E*yq  und  C* 
-f  D*  ein  Mediales ,  welches  diesem  Me- 
dialen incommensurabel  ist  =  F*  \fr. 
Der  Beweis  ist  wie  der  ad  VI. 

38.  Durch  die  Zusammensetzung  eines 
Rationalen  (Rectangels)  mit  einem  Me- 
dialen (Rectangel)  entstehen  4  Irratio- 
nalen (deren  Quadrate  einzeln  beiden 
Rectangeln  zusammengenommen  gleich 
sind)  entweder  die  Binomiale  oder  die 
erste  Bimediale  oder  die  gröfsere  Irra- 
tionale oder  die  ein  Rationales  und  Me- 
diales Potenzirende  (Satz  72). 

Ist  AR  das  rationale  Rectangel,  F  das 
mediale,  so  kann  dieses  in  eins  Ton  den 
Dimensionen  ARy'm  verwandelt  werden. 
Man  hat  demnach  das  gegebene  zusam- 
men gesetzte  Rectangel 

AR  +  AR  Vm. 

In  der  Seite  A  +  Ay/tn  kann  nun 
A  >  Ay'm  oder  A  <  Aym  sein. 

Im  ersten  Fall  hat  die  Seite  die  Form 
(s.  No.  37) 

entweder  der  ersten  Binomiale 


A  +  A\r 


oder  der  vierten  Binomiale 
A  +  A\/*^2 


(1) 


(2) 


Im  2ten  Fall  hat  die  8eite  die  Form 
entweder  der  zweiten  Binomiale 


t%  —  n» 


A\A]/ 

oder  der  fünften  Binomiale 

III. 


(3) 


(4) 


In  dem  Fall  1  potenzirt  den  Raum 

RA(l  +  J/^~)  nach  No.  31  (8ats  65) 

eine  Binomiale. 
In  dem  Fall  2  potenzirt  den  Raum 

RA  (l  +  j/5^")  nach  No.  34  (SatiöS) 
eine  gröfsere  Irrationale. 
In  dem  Fall  3  potenzirt  den  Raum 

RA  (l  +  V^-^i)  nach  No.  32  (SaU  66) 

eine  erste  Bimediale. 
In  dem  Fall  4  potenzirt  den  Raum 

RA  (l  +  }/~^)  nach  No.  35  (Satz  69) 

eine  ein  Rationales  und  Mediales  Poten- 
zirende. 

39.  Durch  die  Znsammensetzung  zweier 
incommensnrabelen  Medialen  entstehen 
die  beiden  übrigen  Irrationallinien;  ent- 
weder die  zweite  Bimediale  oder  die  zwei 
Mediale  Potenzirende. 

Die  beiden  Rectangel  haben  die  allge- 
meine Form  RA  y'n  4-  RA  y'm  die  Seite 
A  (yn  +  |  m)  ist  eine  Binomiale.  In  der- 
selben ist  A\'n  entweder  gröfser  oder 
kleiner  als  Aym.  Wenn  aber  die  Seite 
eine  Binomiale  bleiben  soll,  so  ist  Er- 
steres  nur  möglich;  und  zwar  ist  sie  dann 
entweder  eine  3te  Binomiale 

oder  eine  6te  binomiale 


P 


AW*+A]/>. 
Y  p  V  p 

In  dem  ersten  Fall  potenzirt  den  Raum 
(V—  +  V^-)  uach  No- 33  (Satl 


RA 

p      w  p 

57)  eine  zweite  Bimediale. 

In  dem  zweiten  Fall  potenzirt 

Raum  RA  (j/^  +  V~-)  »ach 


den 

No. 


P     '  P 

36  (Satz  60)  eine  Zwei  Mediale  Potenzi- 
rende. 

In  den  1 1  Formeln  No.  37  ist  n  >  m 
angenommen.  Es  gibt  also  keine  der 
Binomialen  für  die  Bedingung,  dafs  der 
erste  Name  kleiner  sei  als  der  zweite. 
Nimmt  man  für  die  verlangte  Reetangel- 
bildnng  die  beiden  Bimedialen  so  hat  man 

Die  erste  Bimediale 

=  A  |  mit  -f-  nA  l/-— 
V  tnn 

Der  schon  in  den  früheren  Nummern 
gedachten  Construction  «folge  bat  man 

26 
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•  |   Die  potenzirende  Linie 

A  ~  B  =  *A  V™  ( W  +     (*  *  n)  >  L  =  y<R{A-B)  +  m 


=  y^AR  j/^  (n  +  V  "  (»  "  •»))  +  |  J/i-  (•  -  l'n  (»  -  m)) 

Jeder  Name  der  Linie  ist  medial,  beide  *  */m 

Namen  sind  in  Potenz  incommensnrabel,  Aymn+  nA  y  — 

beide  enthalten  ein  Mediales  =  \RA  ymn;  * 

die  Summe  ihrer  Quadrate  ein  Mediales     Hier  ist  B  =  ±A  1/  —  (n  -  y»  («  — T)) 

=Ä<4  j/^  welches  mit  jenem  Medialen  4  ^ 

ineommensurabel  ist.   Demnach  istdie  j4  -  Ä  =  1 4 1/—  (n  +  \  n(n-  1)) 

&otenzirende  Linie  I   eine   zwei  , 

ediale  Potenzirende.  potenzirende  Linie 

Die  zweite  Bimediale  L  =\fR  {A- W  +  yllB 


]/±RA         (n  +  Vn«-  n)  +  J/*  IM  j/~  (»  -  V^'-n) 

Jeder  Name  der  Linie  ist  medial,  beide  43.  Wird  von  einer  Linie  eine  andere, 

Namen  sind  in  Potenz  ineommensurabel,  die  ihr  in  Potenz  ineommensurabel  ist 

.  *  und  ihre  Quadrate  zusammen  zu  einem 

beide  enthalten  ein  Medialea i  =  j  RA  ymn.  Rationalen,  das  doppelte  des  unter  ihnen 

Die  Summe  beider  Quadrate  ist  medial  entDaltenen  Rectangels  aber  zu  einem 

„  *  ■    s    iw  wm  ,1  „,of„„  Medialen  macht,  weggenommen,  so  ist 

=  RA\mn>  =  RA»y-  mit  dem  ersten  der  ^  irration'al  n*$  heifet  die  klei. 

Medialen  ineommensurabel.  Demnach  ist  nere  Irrationale  (Satz  77). 

die  potenzirende  Linie  L  eine  zwei  44.  Wird  von  einer  Linie  eine  andere, 

Mediale  Potenzirende.  die  ihr  in  Potenz  ineommensurabel  ist, 

Von  den  durch  das  Wegnehmen  Q°»drate  zusammen  zu  einein 

entstehenden    sechs   Irrational-  Medialen,  das  doppel  e  des  unter  ihnen 

WUva»Cuwu«vu    o  enthaltenen  Rectangels  aber  zu  einem 

_T.  ,  '    .     ....     .     Rationalen  macht,  weggenommen,  so  ist 

40.  Wird  von  einer  Rationallinie  eine  ^  ^  irrational  nn^  heifst  die  mli 

andere  ihr  blofs  in  Potenz  coromensu-  einem  Rationalen   ein  mediales 

rabele  weggenommen,  so  ist  der  Rest  ir-  Ganze  Gebende  (Satz  78). 

rational  und  heilst  Apotome  (Satz  74).      45  Wird  yon  einer  Unie  eine  andere> 

41.  Wird  von  einer  Mediallinie  eine  die  ihr  in  Potenz  ineommensurabel  ist, 
andere,  die  ihr  blofs  in  Potenz  commen-  ihre  Quadrate  zusammen  zu  einem  Me- 
surabel  ist  und  mit  ihr  ein  Rationales  dialen  und  das  Doppelte  des  unter  ihnen 
enthält,  weggenommen,  so  ist  der  Rest  enthaltenen  Rectangels  gleichfalls  zu 
irrational  und  heifst  die  orsteMedial-  einem  Medialen  macht,  das  aber  jenem 
apotome  (Satz  75).  ineommensurabel  ist,  weggenommen,  so 

42.  Wird  von  einer  Mediallinie  eine  ist  der  Rest  irrational  und  heifst  die 
andere,  die  ihr  blofs  in  Potenz  commen-  mit  einem  Medialen  ein  mediales 
surabel  ist,  und  mit  ihr  ein  Mediales  ent-  Ganze  Gebende  (Satz  79). 

hält,  weggenommen,  so  ist  der  Rest  ir-  46.  Mit  Hülfe  der  Formeln  No.  17  bis 
rational  und  heilst  die  zweite  Medial-  22  findet  man  die  Formen  der  6  Irratio- 
apotoino  (Satz  76).  nallinieu: 

Die  Apotome  A-AVm 

Die  erste  Medialapotome  A  ymn  -  A  y~ 

Die  zweite  Medialapotome  A  ymn  -  A  ymn1 
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Die  kleinere  Irrationale  A  |/ 1  -f  \lm  —  A  \'l  —  tfm 

Die  mit  einem  Rationalen  ein  mediales  Ganze  Gebende 

AVm\/ri+  }  1  +  "m  -  A  \m  Vi  -  \'l+m 
Die  mit  einem  Medialen  ein  mediales  Ganze  Gebende 

|/_   >€  «*.-l/t  l/_ 


A  Vi»  j/l  +  Vp^t  ~  A  Pm  j/l  -  \ 


47.  Die  folgenden  sechs  Sätze  von  Satz  /    «    «  /      -  /  „j 

80  bis  85  sind  Lehrsätze,  die  das  Um-  bende  I A  Vm  1/  1  +  y^JL-. 

gekehrte  der  Erklärungssätze  (Satz  74  *   ' 

Bis  79)  beweisen  Sie  lauten  mit  den  -  AVmnl/1  -  V-^-A  fügt  sich 
algebraisch    geführtem    Nachweisen    Wie  ¥         'p'+yv  6 

folgt  und  sind  mit  den  Formeln  No.  46  nur  eine  einzige  Linie 

als  richtig  erwiesen.  1*1/  |/P*\ 

Satz  80.  An  die  A  potome  (A  -  Ay  m)  \A  Vm  \  1  ~  \  pTfTt)       der  filzen 

fügt  sich  nur  eine  einzige  Ratio-  u,  s.  w. 

na Iii  nie  (A  im),  die  mit  der  ganzen  A  u  ,  l\  =  _„  _  _  j  „  ,  .  Ä  « i, .  «  

blofs  in  Potenz  commensurabel  l,  E'kl"V*  de°n  rpCohtom0erunUngen 

wurde  die  üauze  (A-A\m  +  A\n)  ge-  L-  .   fü  t      d  &  ^  b  id 

ben,  mit  welcher  A  i'n  in  Potenz  incom-  l  v\   *J    t-  ■         j*    /V    ,  ,  . 

mensurabel  ist  *"w»u  bestehande  Linie  um  das  Quadrat  einer 

ihr  in  Länge  commensurabelen  Linie  über 

Bat*  81.  An  die^  erste  Medialapo-  aje  augefügte  potenzirt,  heifst  die  erste 

.  -./»'i  ..       .  ,  A  potome,  wenn  solche  ganze  Linie  einer 

\w\A\m*-  A  fugt  sich  nur  angenommenen  RationaMnie  in  Länge 

*  ns*  commensurabel  ist. 

eine  einzige  Mediallinie  Ml/— )     Die  zweite  Apotome,  wenn  die  an- 

4  \    t  m/  gefögte  J^,inie, 

die  der  ganzen  (Aymn)  blofs  in  Potenz     jyl6  dritte  Apotome,  wenn  keine 

commensurabel  ist  und  mit  der  Ganzen  von  beiden  solcher  Rationalliuie  in  Länge 

ein  Rationales  enthält.    Denn  eine  an-  commeusurabel  ist. 

dw(Aym)  hinzugefügt  würde  die  Ganze  .Eine  Apotome,  an  die  sich  eine  Linie 

(«  *  n3       *  \  fu^'  90  da  g«n*«  aus  beiden  be- 

Ay'mn  —  A\/ — h  Aym\  geben,  mit  wel-  stehende  Linie  um  das  Quadrat  einerihr 

'  m  '  in  Länge  incommensurabelen  Linie  über 

eher  A  \'m  in  Potenz  incommensurabel  ist.  die  angefügte  poteuzirt,  heifst 

SaU  82.   An  die  zweite  Medial-     »ie  gierte  Apotome,  wenn  solche 

*^     '   Ä4  ,  ganze  Linie  der  angenommenen  Rational- 

apotome  (Aymn  —  Ay'mn*)  fügt  sich  linie  in  Länge  commensurabel  ist. 
nur     eine    einzige    Mediallinie     Die  fünfte  Apotome,  wenn  die  an- 

(Aymn*),  die  der  ganzen  (Aymn)  blofs  ß0^6  Li?ie?     .      .  .  . 

in  Potenz  commensurabel  ist  und  mit  J^tf'^ 

derselben  ein  Mediale.,  enthält.  ™n  be?6nn  "Ä!  Ratlonallime  1U  Lan8e 

n      ,    .    .         .  commensurabel  ist. 
Grund  wie  im gongen  Satz.  49  Du  erste  A  otome  zu  fiQden 

Satz  83.  An  die  kleinere  Irratio-  (gatz 
nale(i4     -\-ym~A\'l~ym)  fügt  sich     Nimm  2  Quadratzahlen  n*,  m*,  deren 

nur  eine  einzige  Linie  (Al  l  -  l'w)»  Differenz  n»  -  ma  keine  Quadratzahl  ist; 

die  der  ganzen  u.  s.  w.  ferner  eine  Rationallinie  A,  setze 

Satz  84.  An  die  mit  einem  Ratio-  »«:  n« -m«  =  A> :  Xa 

nalen  ein  Mediales  Ganze  Gebende  so  ist  X  =  A  1/- — ^   und   es  ist 

U  j'm  Vi  +  (  ffm  -  A  \<m  Vi  -  \l+m)  )n*  _  m»  * 

fügt  sich  nur  eine  einzige  Linie  A  —  Ay — —  die  erste  Apotome.  Die 

(-4  ym  Vi  —  ]f\  -f  m)  die  der  ganzen  u.s.  w.  anzufügende  Linie  ist  die  Linie  X;  denn 


Satz  85.  An  die  mit;  einem  Me-  ^  A  d  ^  l/üLZÜL  blofs  in  Potenz 
dialen'.ein  mediales  Ganze  Ge-  "*  **  ttöU  Ä  V  n» 

25  • 
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commensurabel  sind,  so  ist  nach  No.  40  Apotome    Ferner  ist 

A  -  A\/"^*  «ine  Apotome.  (4 

Nan  ist  1/w« 

\A-AV-+-)-A\ -  ^-=a  . 

die  Ganze  rirt  über  (Ue  ang«fögte  A  ^ 

und    .1'    /  A I        m>\«  _  / »»  4\*  das  Quadrat  einer  der  ersten  in  Länge 

V    '      na    /     \  n    /  commensurabele  Linie  A  j/—  nnd  weder 

also  poteuzirt  die  Ganze  A  über  die  an-  •   j.         .-H    T.  .    .  , 

gefügte  nm  das  Qnadrat  einer  ihr  in  ^JSSl*'  "«•to8to  Linie  ist 

Länge  commensurabelen  Linie  -^-ji.und  52.  Die  vierte  Apotome  au  fin- 

die  Ganse  A  ist  eine  Rationallinie.  den  (8tta  89)" 

60.  Die  zweite  Apotome  zu  fin-  Nimm  zwei  Zahlen  die  keine  Quadrat 

den  (Satz  87)  zahlen  sind,  deren  Summe  aber  eine 

...            ;*              ,,            „   ,  Quadratzahl  ist;  «J-f  nm  und  m*  +  nm. 

Nimm  zwei  Quadratzahlon  n',  m»  deren  Q  .       •  ,          ,  v. 

Differenz  keine  Qnadratzahl  ist;  ferner  Setl6  *  +  =  A*  * 

eine  Rationallinie  A,  setze  so  ist  L  =  A- X  =  A- A  V-^—  (die 

»»-m»:n'  =  ^':X'  .  .  f  "  + w 

f  gosnchte  vierte  Apotome. 

so  ist     «X  —  ^4  =  A  1/  -r^ — ^  Denn  die  Linie  L  ist  nach  No.  40  eine 

j  ,      .  1/    nJ         ,  ,.            .  Apotome.    Ferner  ist  A%  -{ A  I — • — 

und  L=Al—t  5  -  A  die  zweite  Apo-  r  \    V  n  +  m> 

"  tr—m*  /    1  /   m  \J 

( A  I/— — ) .  D.  h.  die  Ganze  A  po- 
\    '  n  -f-  m/ 


Denn  die  Linie  I  ist  nach  No.  40  eine  1  '  n  \ 

Apotome;  ferner  ist  tenzirt  über  die  Angefügte  M^^,) 

(A  V^rhtf -A>  =  (a  V^^f     am  das  Quadrat  der  Linie  AV^  einer 

n  .    ..  ..  .    .1/   »'  der  Ganzen  incommensurabelen  Linie, 

D.  h.  die  ganze  Linie  ^J/__  po-  und  die  0anre  A  ist  eine  r.«,,,,,!«,,^ 

tenzirt  über  die  angefügte  A  um  das  53.  Die  fünfte  Apotome  zu  fin- 

Quadrat  einer  der  ersten  in  Länge  com-  den  (Satz  90). 

mensurabelen  Linie  A  l'-i^  und  die  ö  Nimm  2  Quadratzahlen  »»,  m»  deren 

'  n*-»n*  Summe  m-  +  nJ  keine  Quadratzahl  tst. 

angefügte  Linie  A  ist  rational.  Setze   *' :  n*  -f  m*  =  4* :  JC* 

.1  61VcD»eod/itte  AP°tome  2U  fin"  und  es  ist  L  =  X-A  =  AV^A'"--A 
den  (Satz  88).  r  w1 

Nimm  zwei  Qnadratzahlen       m»,  de-  die  fünft«  Apotome. 
ren  Differenz  w*  -  ma  keine  Quadratzahl      Denn  nach  No.  40  ist  L  eine  Apotome; 

ist,  ferner  eine  dritte  Zahl  p,  die  weder  ferner  ist 

mit  n  noch  mit  m  noch  mit  »*  -  m'  in         v    .  yÄa  +  m»v  t  /  m    \  1 

dem  Verhiltnifs  einer  Quadratzahl  steht,         [A  1/  = — )  —  ^4*  =  I — A) 

D.  h.  die  Ganze  potenzirt  über  die  An* 


A  sei  eine  Rationalzahl.  Setze 
p:n*  =  A':X* 
n«  :  i»»  -  m*  =  X%  :  P 


pefügte  um  das  Quadrat  einer  der  ersten 


m 


/-T»-  incommensurabelen  Linie  — j4,  und  die 

hieraus            X  =  AV  —  „      T.  .          t.  " 

"  p  angefugto  Linie  ist  rational. 

1                 v     ä  i/n>-mt  64.  Die  sechste  Apotome  zu  fin 

nnd                 Y  =  Ay——  den  (Satz  91). 


Nimm  3  Zahlen  m,  w,  p  die  keine  Qua- 
sind.  Hetze 


*  /«>       1  /«'— m-  >imm  2 

I  =  JST-y=^}/l--.^  )/M~^-  die  dratzahlen 

dritte  Apotome.  w  :  n  =  ^  : 

Denn  die  Linie  L  ist  nach  No.  40  eine   n  :p  =  X':  P 
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•     _     _    „     .i/n      .  i/p  enthaltenen  Raum  potensirt  eine  Apo- 

so  ist  L  =  X— Y=A\/— —  A        die  tonie  (Satz  92). 

sechste  Apotome.   Denn  L  ist  nach  No.  Der  euklidischen  Construction  infolge, 

40  eine  Apotome,  femer  weder  die  Ganze  wenn  x  eine  Hülfclinie  ist  entsteht  fol 

noch  die  Angefügte  rational  und  die  Ganze  gendes  Calcül: 

potensirt  über  die  angefügte  um  das  Qna-  (A  —  X)  X  =  Ua  ^/**~">>Y 

drat  einer  Linie  (a  j/- — welche  der  >    .  ** 

Ganzen  in  Länge  incommensarabel  ist  voraus      X  =  \A\  \  —  —  J 

55.  Den  unter  einer  Rationallinie  (R)  A  —  X  —  \a{\  -f  —  ) 

«od  d«r  «ist«  Apotom.  (A  -  A\'*=£*)  m  poteorinod,  LM?M 

8ie  ist  der  Form  nach  eine  Apotome  Hier  hat  man 

66.  Den  unter  einer  Rationallinie  (it)  WOraM        *  t/jrrS» 

nnd  der  s weiten  Apotome^  |/^n       -4  j  jl  —    =  ^  w-l-m 

enthaltenen  Ranm  potenzirt  die  erste  |/»'--a»Ä 

Medialapotome  (Sata  93).  Die  potenzirende  Linie 


also  wie  No.  32  ist 
l 


£  ist  also  nach  No.  46  eine  erste  Me-  airt  die  «weite  Medialapotome  (Satz 

dial  apotome  (m.  No.  46).  94). 

Die  Form  No.  46  für  die  erste  Medial-  Hjer  nat  man 

apotome  ist  die  einfachste.  Hier  in  der  .      .  %      v  j  i 

so  eben  entwickelten  Formel  hat  die  «weite  [A  y  —  -  X)  X  =  iii'  — : — 

Wurzel  der  Klammergröfse  noch  einen  \    '  p       /  p 

Factor;  man  übersieht  aber  nnd  kann  woraus 

»ich  durch  Versuch  überzeugen,  dafs  die  „ _    . n  —  m  sa^-f- m 

Formel  allen  Anforderungen  ron 


Die  potenzirende  Linie 


Ö7.  l>en  unter  einer  Rationallinie  («)  1/777»  +  »  1 /.,..•-« 
und  der  dritten  Apotom.  U\/*     1  =  V SL'  V ^  ~W 

-Ay——)  enthaltenen  Raum  poteu-       ^1   ^         ^  / 
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Dieser  Ausdruck  potenzirt  die  gegebene         -      .      ,,      .  „„,      .  , 
dritte  Apotoine.    6ie  Linie  L  hat  alle        L  =  AVMH  -  A\  MN*  m  bringen 

die  Eigenschaften  rermöge  deren  sie  nach  setie  man  M  s  und  N  =  -  * 

No.  41  die  2te  Medinlapotoine  ist    Um  ?(*—  m)  n  +  m 

ihn  in  die  Form  (No.  46):  so  erhält  man  die  Klammergröfce 

_  .*/(»+»)'  ^  n  —  m  _  */  (w  -f  m)1    / n  -  m\* 
~  V p(n-m)'  n  +  m     V p\n  -  m)' \n  + m) 

58.  Den  unter  einer  Rationalli-  '  _  n 
nie  (Ä)  und  der  vierten  Apotome        (      ^       *    *  + 

^-^K^^j  enthaltenen  Raum  woraus        X  =  }a(i-  |/^ 

potenzirt  die  kleinere  Irrationale  to       ./      ■/  »  \ 

(8atz  95).  ^-^  =  M|1  +  (/— ~1 

Iiier  hat  man  Die  p0teMirende  Linie  ist 


Diese  Linie  ist  nach  No.  46  die  (Satz  96). 
kleinere  Irrationale,  und  *ie  poten-     Hier  bat  man 

zirtdengegebenenRaumÄ^-4/^  ,    y*±«_x\Xa  ^ 

59.  Den  unter  einer  Rationalli- 


* 

Diese  Linie  ist  nach  No.  44  die        ,    Trt  .  i/n»+m2 

terlangte  Irrationallinie.    Um  sie  Tor  der  Klammer  mit  \— rr-  und  di- 

60.  Den  u nter  einer  Rationalli-  /  «/»  \  „ 
nie  (Ä)  und  der  sechsten  Apetome         M  \  ~  -  X\X  =  iA%  ^ 

(^^-^K^^thaltenenRaum  woraus     x  =  ^  iy  »  _  y*- .£v 

potenzirt  die  mit  ei  nem  Medialen  *    *  m  ' 

ein  mediales  Ganze  Gebende  (8atz  una  a  -  A'  =  \A  (y~  +  J/^—^) 

Hier  hat  man  Die  potenzirende  Linie  ist 
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Diese  Linie  ist  nach  No.  45  die  in  die  Form  No.  46  tu  bringen,  verführt 
verlangte  Irrationallinie.   Um  sie  man  wie  No.  59,  und  man  erhält 


vH«.^|/.  +  VV-»M«^^-»7 


n-p 


61.  Die  sechs  8ätze  98  bis  103  lauten  entworfene  Rectangel  wenn  es 
zusammengezogen  wie  folgt:  gleich  ist 

Das  an  einer  Rationallinie  (Ä) 


dem  Quadrat   hat  zur  Breite 

einer  Apotome   die  erste  Apotoi 

„    ersten  Medialapotome   die  zweite  „ 

„    zweiten  Medialapotome   die  dritte  , 

„    kleineren  Irrationale   die  vierte  » 

„    mit  einem  Rationalen  ein  mediales  Ganze 

Gebenden   die  fünfte  » 

,    mit  einem  Medialen  ein  mediales  Ganze 

Gebenden   die  sechste  „ 


Es  sind  diese  Satze  die  umgekehrten 
Sätze  der  Sätze  92  bis  97,  No.  55  bis  60; 
deren  formein  sind  mit  den  hierher  ge- 
hörigen dieselben.  Wenn  man  jedesmal 
die  zuletzt  erhaltene  Formel  für  L  «jua- 
drirt ,  so  ersieht  man  links  das  Quadrat 
der  jedesmal  potenzirenden  Linie  und 
rechts  das  Rectangel  zwischen  R  und  der 
betreffenden  Irrationale. 

62.  Nun  folgen  fünf  Sätze  (Satz  104 
bis  108):  Jede  Linie,  welche  in  Länge 
commensurabel  ist  irgend  einer 
der  hier  genannten  Apotomen  ist 
auch  dieselbe  Apotome. 

Algebraisch  geht  die  Richtigkeit  der 
Sätze  unmittelbar  aus  den  für  dio  Linien 
aufgestellten  Formeln  hervor:  die  ersten 
6  Formeln  sind  in  No.  46  zusammenge- 
stellt; die  Apotomen  der  6  Ordnungen 
sind: 

Die  erste  Apotome  ist  A  -  A  ]/- — ^— 


Diezweite 


.aV^-aV^ 
r  p     r  p 

,  A  l/-"- -Al/?- 

r  m        r  m 

Bei  der  Wesentlichen  Verschiedenheit 
der  Form  jeder  einzelnen  Linie  von  jeder 


Die  dritte 
Die  vierte 


Die  fünfte 


Die  sechste 


aller  übrigen  sind  die  vorstehenden 
unmittelbar  als  richtig  anzuerkennen. 

Die  Beweise  Euklids  sind  algebraisch 
ausgedrückt  folgende. 

I.  Es  sei  Ay'n  —  Aym  die  Apotome; 
hieran  fügt  sich  (nach  No.  47)  die  Linie 
Aym,  die  Ganze  wird  Ayn  und  Ay  n  mit 
Aym  sind  u>  Ist  nun  C-Dn  Ayn- Aym 
so  soll  C—D  eine  Apotome  mit  Ay'n 
—  Aym  von  derselben  Ordnung  sein,  also 
CvD. 

Mache 

Ayn  -  Aym  xC-D  =  Ayn  :  D 

so  ist  auch  Ayn :  C  -  Ayn  —  Ay'm  .C—D 

Nun  folgt  aus  C  -  D  n  Ay'n  -  Aym 
Cii  Ay  n  und  DnAym 

Da  nun  A  rational  und  AynxsA  so 
ist  anch  C  rational  und  DuC,  folglich 
ist  C  -  D  eine  Apotome. 

Ist  Ay'n  —  Ay'm  die  erste  oder  zweite 
oder  dritte  Apotome,  so  dafs  im  ersten 
Fall  n,  im  zweiten  m  =  1  oder  eine  Qua- 
dratzahl, im  dritten  Fall  weder  n  noch 
m  eine  Quadratzahl  ist,  so  ist  in  allen 
3  Fällen  (Ay'n?  -  (Ay  m)a  =  (Eyn)',  näm- 
lich Eyn  n  Ayn.  Ist  Ayn  -  Aym  die 
vierte,  oder  fünfte  oder  sechste  Apotome, 
so  finden  dieselben  3  Fälle  statt  und 
(Ay'n)*  -  (Aym)*  =  {Eypf  nämlich  {Ay'n) 
v  E\  p. 

Da  nun  in  allen  Fällen  die  Linie  Ca 
der  Linie  Ay  n,  so  ist  sie  in  allen  6  Fäl- 
len =  einer  Linie  F\;n,  desgleichen  ist  D 
in  allen  sechs  Fällen  =  einer  Linie  G\'m. 
Demnach  sind  in  den  ersten  3  Fällen 
C-  />»  =  («K**)*  und  in  den  letaten  8 
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Fällen  -  (typ)*.  Mithin  in  jedem  einzel- 
nen Fall  eine  Apotome  derselben  Ord- 
nung. 

II.  Ist  gegeben  die  erste  Medialapotome 

also  von  der  Form  A  y'mn  -  A  |/~  und 

n  einer  Linie  C-  D,  so  ist  C  n  A\  mn 
«  s 

nnd  Dc\  A  ]/—.    Nun  erweist  Euklid 
V  m 

durch  Proportionen,  dais  C  die  Form  ha- 
ben  mufs  E  y'mn   und  Z>   die  Form 


woraus  hervorgeht,  daß  C  +  D 


die  erste  Medialapotome  ist. 

III.  Dieselbe  Form  und  derselbe  Gang 
des  Beweises  findet  für  alle  übrigen  da- 
hin gehörigen  Rationallinien  statt. 

63.  Wird  von  einem  Rationalen 
(AH)  ein  Mediales  (RAy'n)  wegge- 
nommmen,  so  wird  die  den  Rest 
RA  (1  —  V»)  potenzirende  eine  der 
beiden  Irrationallinien,  entweder 
die  Apotome  oder  die  kleinere  Ir- 
rationale (Satz  109) 

Es  ist  An  R,  Ay'n  v  At  mithin  ist  nach 
No.  40  A  —  Ay'n  eine  Apotome,  an  welche 
Ay'n  sich  anfügt.  Nun  ist  A  rational, 
also  nach  No.  48  die  Linie  A  —  Ay'n  ent- 
weder die  erste  oder  die  4te  Apotome. 
Ist  sie  die  erste  Apotome,  so  ist  A*  —  A*n 
=  &,  indem  E  n  A  ist.  Ist  sie  die  vierte 
Apotome ,  so  ist  A*  —  A*n  —  £**  indem 
Ey'n  u  A  werden  mufs. 

Im  ersten  Fall ,  wenn  also  A  —  Ay'n 
die  erste^Apotome  ist,  hat  man  nach  No. 

55  y/R(A  —  Ay'n)  =  einer  Apotome. 

Im  zweiten  Fall,  wenn  also  A  —  Ayn 
die  vierte  Apotome  ist,  hat  man  nach 
No.  58  y'R(A  —  Ayn)  -  einer  kleineren 
Irrationale. 

64.  Wird  von  einem  Medialen 
(ARyn)  ein  Rationales  AR  wegge- 
nommen, so  entstehen  zwei  an- 
dere Irrationallinien,  entweder  die 
erste  Medialapotome  oder  die  mit 
einem  Rationalen  ein  Mediales 
Ganze  Gebende  (Satz  110). 

Es  ist  die  Differenz  beider  Rectangel 
RA  \n  —  RA  =  R(Ayn—  A).  Demnach 
ist  Aynu  A  und  nach  No.  40  Ay'n  -  A 
eine  Apotome,  an  die  A  sich  fügt.  Und 
da  die  angefügte  A  rational  ist,  so  ist 
nach  No.  48  die  Linie  entweder  eine 
zweite  oder  eine  fünfte  Apotome. 

Ist  A%n  -  A*  -  £*#»,  indem  E  yn  n  Ay'n, 
so  ist  sie  die  zweite  Apotome  nnd  man 

hat  nach  No.  56  \  R  (Ayn  -  A)  -  einer 
ersten  Medialapotome. 


)2  Irrational. 

Ist  A*n  -  A*=  E>,  indem  Bv  Ay'n  so 

Ist  nach  No.  59  \fR(Ayn  -  A)  -  einer 
mit  einem  Rationalen  ein  media- 
les Ganze  Gebende. 

65.  Wird  von  einem  Medialen 
RAy'n  ein  demselben  incommen- 
surabeles  Mediales  RAy'm  wegge- 
nommen, so  entstehen  diebeiden 
übrigen  Irrationallinien,  entwe- 
der die  zweite  Medialapotome  oder 
die  mit  einem  Medialen  ein  me- 
diales Ganze  Gebende  (8ats  111). 

Es  ist  die  Differenz  beider  Rectangel 
RAVn  -  RA  V«n,  mithin  Ay'n  -  AVm 
nach  No.  48  entweder  die  dritte  oder 
die  sechste  Apotome.  Ist  A%n  —  A*m 
=  E*n,  indem  E  yn  n  A  yn,  so  ist  sie  die 
dritte  Apotome  und  man  bat  nach  No. 

57  \R(Ay'n-  A  y'm)  =  einer  zweiten 
Medialapotome.  Ist  A*n  —  A*m  =  E*p, 
indem  Ey/p  u  Ay'n  so  ist  Ay'n  —  Aym  die 
sechste  Apotome  nnd  man  hat  nach  No. 
60:  yR  (A\  n  -  Ay  m)  =  einer  mit  einem 
Medialen  ein  mediales  Ganze  Ge- 
bende. 

66.  Die  Apotome  ist  von  der  Bi- 
nomiale  unterschieden  (Satz  112). 

Der  Beweis  im  Euklid  ist  sehr  weit- 
läufig und  soll  hier  zusammengezogen 
werden.  (Die  in  solcher  Klammer  [  ]  ste- 
henden beiden  Buchstaben  sind  die  Linien 
in  Euklids  Figur). 

Es  sei  die  Linie  L  [AB]  eine  Apo- 
tome A-Ayn  (1) 

Ist  R[CD]  eine  Rational  Ii  nie,  und  ist 
R  •  C  [CD  x  DE]  zz(A  —  A  y'nf  (2) 
so  ist  nach  No.  61  die  Linie  C  [DE]  die 

i  /n*—  m' 

erste  Apotome  B  —  B  \     w>  (3) 

und  es  ist  BnB  V — -r-  (4) 

Wäre  nun  zugleich  L[AB]  eine  Bi- 
nomiale  D  +  Dy'm  oder  für  den  gün- 
stigsten Fall  der  Uebereinstimmung 
=  D  +  D  y  n  (5) 

Dann  ist  RC[CDx  DE]  =  (D  +  Dy'np 
und  nach  No.  31  ist  C[DE]^  die  erste 

Binomiale  J5  +  E  j/^-^p-  (6) 

und      En,E\/~^  .  (7) 

Es  ist  also  nach  Gleichung  3  und  6 
C  [DE]  -B-B 

=  R  +  E)/H—j£  (8) 
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Hieraus   B    E  =  E  j/^"-  +  B  j/— ~  =  (*+*>  ^  '^=T^  (9) 

Nun  ist  firifi  und  £nA  also  auch  tionallinie  gleiche,  an  einer  Bi- 
B—EnR  (10)  nomiale  entworfene  Rectangel  hat 

Nach  Gleichung  4  nnd  7  aber  ist        lnT  Brejte  ®ine  Apotome,  deren 
8  Namen  den  Namen  der  Bmomiale 

B  [/*—'*  n  mit  fi,  also  nach  Gleichung  commensurabel  und  in demselben 

'      »'                                    6  Verhältnis  sind  und  die  mit  der 

10  auch  u  mit  Ii  Binomiale  auch  von  einerlei  Ord- 

l/»»  — »"  nung  ist  (Satz  113). 

und  E  \     n>—  n  mitE,  also  nach  Glei-  In  No  37  sind  8Ämmtlici,e  ßinomialen 

chung  9  auch  n  mit  Ä  QD<^  *n  No.  63  sämmtliche  Apotomen  zu- 

/  i  _    »  sammen  gestellt.  Man  ersieht,  dafs  wenn 

Demnach  auch  (fi-f-  £)  [/-  —  n  mit  das  von  zweien  dieser  Linie  zu  bildende 

,              -         r      Ä*  Rectangel  rational  sein  soll,  eine  der  Bi- 

Ä  und  mit  fi  —  E  nomialen  die  eine  und  eine  der  Bime- 

Es  kann  also  Gleichung  9  nicht  be-  dialen  die  andere  Seite  sein  mufs. 

stehen,  und  folglich  kann  eine  Linie,  ist  nan  die  Länge  des  Rectangels  die 

welcho  Apotome  ist,  nicht  zugleich  Bi-  erste  Bimediale,  so  ist  unter  allen  Bino- 

nomiale  sein.  mialen  nur  die  erste,  welche  das  Rec- 

67.  Das  dem  Quadrat  einer  Ra-  tangel  rational  macht  nämlich 

(*-'^)('+'^HT'y 

Eben  so  enthält  die  zweite  Apotome  nur  mit  der  zweiten  Bimediale  ein  Ra- 
tionales. 

u.  s.  w. 

68.  Das  dem  Quadrat  einer  Ra-  von  A  ist  rational,  die  Kreisebene  vom 
tionallinie  gleiche,  an  einer  Apo-  Durchmesser  A  ist  irrational  =  ^nA1. 
tome   entworfene  Reotangel  hat     i--.h«..i*.  v.rMltnlf«  «,  n  Irr», 
zur  Breite  eine  Binomialef  deren  ti!™,<     M  YertÄltlIlI1,•     *'  •lr" 
Namen  den  Namen  der  Apotome  uonai  • 

commensurabel  und  in  demselben  Irrationale  Zahlen,  s. u.  „Irrational", 
y^i!;^-  8LDd'  and.die,m.i*  d"     Irregnilr  nennt  man  Figuren,  wenn 

nun.  i?t rS.ü 11«  °  6,06        ^  d5eso  ul^loiche  S*iten  »^Winkel  ha- 

K       k_      .         „  ben;  Körper,  wenn  sie  ungleiche  Begren- 

Derselbe  Beweis  wie  No.  67.  zuogsebenen,  Flächenwinkel  und  Ecken 

69.  Jedes  unter  einer  Apotome  haben ;  Curven,  wenn  deren  Bildung  keine 
und  einer  Binomiale,  deren  Na-  Coordinatengleichung  zu  Grunde  liegt, 
men  den  Namen  der  Apotome  com-  Irreguläre  Ecken  in  einem  Krystall  s.  u. 
mensurabel   und   proportio  nirt  «Ecken". 

sind,  enthaltene  Rectangel  wird  fcagonisch,  „.  v.  w.  gleichwinklig, 

von    einer    Rationale    potenzirt  .    ^     ,  t  .. 

(Satz  115).  Isochroniscb,  s.  v.  w.  gleichzeitig. 

Derselbe  Beweis  wie  No.  67  und  68.  Isometrisches  Krystallisationssystem 
Irrationale  Union  nnd  Flächen  sind         w^tt"  fj^^fY?,:  wÄ? 

solche,  die  gegen  eine  als  rational  ange-  °vnd  ^'P/'^  rneswn,  weü  alle  A«n  gle!- 

nommene  Linie  und  Fläche  kein  gemefn-  ches  Ws  haben  )   S'  -Axen Systeme 

schaftliches  Maafs  haben:  In  einem  Qua-  der  Krystalle«,  pag.  260  zu  Anfang, 

drat  von  rationaler  Seite  A  ist  die  Dia-  Jahr,  s.  „Astronomisches  Jahr 

gonale  irrational  =  A\'2.    Das  Quadrat  und  Chronologie-. 
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Jahrbücher,  s.  „Astronomische 
Jahrbücher8. 

Jahreszeiten,  s.  „Astronomische 
Jahreszeiten  ". 

Jovicentrisch  ist  was  sich  auf  den  Mit- 
telpunkt des  Planeten  Jupiter  bezieht. 
Was  in  dem  Art.  „ Geocentrisch"  von 
der  Erde  gesagt  worden,  gilt  auch  für 
den  Jupiter,  wenn  man  Fig.  656,  pag.  148 
für  E  (Erde)  den  Buchstaben  J  (Jupiter) 
und  in  dem  Text  für  Erde  und  geo- 
centrisch  die  Worte  Jupiter  uud  jo- 
vicentrisch setzt. 

Jüngfrau  (HP)  (g.  „Absteigendes 
Zeichen  mit  Fig.  19)  ist  das  sechste 
und  letzte  Ilinimelszeichen  der  nördlichen 
Halbkugel.  Es  erstreckt  sich,  wie  jedes 
Zeichen  auf  30  Grad  Länge,  und  zwar 
vom  Ende  des  Zeichens  Lowe  (60  Grad 
vom  Sommerwendepunkt)  bis  zum  An- 
fang des  Zeichens  Waage  (90°  vom  Som- 
merwendepunkt), dem  Herbstpunkt. 

Juno  (f)  ist  einer  der  4  kleinen  obe- 
ren Planeten  (Planetoiden)  Vesta,  Juno, 
Ceres,  Pallas,  zwischen  Mars  und  Jupiter, 
wurde  am  1.  September  1804  von  Har- 
ding  entdeckt  Juno  ist  der  dritte  der 
oberen  Planeten  (Mars,  Vesta,  Juno,  Ce- 
res u.  s.  w.),  deren  kleinste  Entfernung 
von  der  Sonne  ist  41,  deren  grüfste  69 
Millionen  Meilen,  deren  mittlere  55  Mil- 
lionen Meilen.  Sie  hat  daher  die  stärkste 
Excentricität  von  allen  Planeten  =  0,259875 
der  halben  grofsen  Axe,  in  Länge  cc  14 
Millionen  Meilen.  Deren  geringste  Ent- 
fernung von  der  Erde  21 ,  deren  grofste 
90  Millionen  Meilen;  Neigung  der  Bahn 
gegen  unsere  Ekliptik  =  13°  3'  28",  tro- 
pische Umlaufszeit  um  die  Sonne  ist 
1592,1  Tage  =  4  Jahr  131,1  Tage,  Länge 
des  aufsteigenden  Knotens  171°  11'  2  ', 
Länge  des  Perihels  53°  15'  18".  Der 
wirkliche  Durchmesser  der  Juno  wird  300 
Meilen  angegeben,  deren  scheinbarer 
Durchmesser  2,4  bis  2,6  Secunden. 

Jupiter  ( 2), )  ist  der  sechste  der  obe- 
ren Planeten  (wird  die  Asträa  hinzuge- 
rechnet, der  siebente),  der  grofste  nnd 
uns  glänzendste  Planet,  er  übertrifft  an 
körperlichem  Inhalt  und  Masse  alle  übri- 
gen Planeten  zusammengenommen.  Des- 
sen kleinste  Entfernung  von  der  Sonne 
ist  102345000  Meilen,  deren  grofste 
112705000  Meilen,  dessen  mittlere  also 
107525000  Meilen;  dessen  Excentricität, 
die  halbe  grofse  Axe  der  Bahn  =  1  ge- 
setzt, =  0,0481784  sind  5180000  Meilen. 
Dessen  kleinster  Abstand  von  der  Erde 
beträgt  cc.  82000000  Meilen,  dessen  gröfs- 


ter  Abstand  cc.  133000000  Meilen.  Des- 
sen siderische  Umlaufszeit  (Rückkehr  des 
J.  bei  seinem  Umlauf  um  die  Sonne  zum 
nämlichen  Fixstern  4332,58  Tage  =  11 
Jahr  314  Tage  20  Stunden  2  Minuten  7 
Secunden,  dessen  tropische  Umlaufszeit 
(Rückkehr  zur  nämlichen  Nachtgleiche) 
nur  11  Jahr  312  Tage  20  Stunden  14  Mi- 
nuten 10  Secunden.  Länge  des  aufstei- 
genden Knotens  98°  25'  36",  Länge  des 
Perihels  11°  8'  30".  Die  Neigung  seiner 
Bahn  gegen  unsre  Ekliptik  ist  =  1°  18 
52".  Bei  seiner  gröfsten  Erdnähe  ist 
sein  scheinbarer  Durchmesser  45  Secun- 
den, bei  seiner  grüfsten  Erdferne  30  Se- 
cunden; demnach  hat  der  Durchmesser 
des  J.  etwa  1 1,23  Erddurchmesser  =  19300 
Meilen.  Daher  der  Umfang  seines  Aequa- 
tors  62700  Meilen;  seine  Oberfläche  cc. 
1200  Millionen  Quadratmeilen,  also  etwa 
das  120 fache  der  Erdoberfläche;  aus  sei- 
nem Volumen  können  cc.  1300  Erdku- 
geln geschnitten  werden.  Seine  Abplat- 
tung ist  sehr  bedeutend :  wenn  sein  schein- 
barer Durchmesser  im  Aequator  38,44  Se- 
cunden beträft,  so  beträgt  sein  Durch- 
messer durch  die  Pole  35,64  Secunden, 
Unterschied  2,80  Secunden,  gilt  eine  Ab- 
plattung von  ^  =  ^  mit  cc.  1400 

Meilen,  während  die  Abplattung  unsrer 
Erde  nur  zwischen  5  und  6  Meilen  be- 
trägt. Dieser  grofse  Weltkörper  macht 
die  Umdrehung  um  seine  Axe  in  9  Stun- 
den 56  Minuten,  so  dafs  der  Jupiteraequa- 
tor  eine  27  mal  schnellere  Bewegung  hat 
als  der  Erdaequator  und  in  1  Minute  cc. 
100  Meilen  zurücklegt,  etwa  eben  soviel 
als  er  in  seiner  Bahn  zurücklegt.  Seine 
Dichtigkeit  ist  etwa  4  mal  geringer  als 
die  der  Erde,  so  dafs  das  1300  fache  Vo- 
lumen das  nur  325  facho  der  Erdmasse 
ausmacht.  Aus  diesem  Grunde  beträgt 
die  Schwere  auf  der  Jupiteroberfläche 

325 

gegen  die  unserer  Erde  das  tt7^,=  das 
6  6  11,23* 

2 1 fache,  1  Centner  Gewicht  würde  auf 
dem  J.  2$  Centner  betragen  und  ein  Kör- 
per fällt  dort  in  der  ersten  Secunde  2} 
x  15  =  37$  pariser  Fufs.  Während  die 
Schiefe  unserer  Ekliptik  etwa  23}°  be- 
trägt ist  sie  beim  J.  kaum  3°,  so  dafs 
die  Sonne  fast  senkrecht  auf  der  Rota- 
tionsaxe  verbleibt  und  die  Wendekreise 
dort  nur  6°  von  einander  entfernt  sind. 

Jupitersmonde,  vier  an  der  Zahl  sind 
von  Galilei  entdeckt.  Seine  siderische 
Umlaufszeit  macht  der  erste  Mond  in  1 
Tag  18  Stunden  18  Minuten,  der  zweite 
Mond  in  3  Tagen  13  Stunden  14  Minuten, 
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der  dritte  Mond  in  7  Tagen  3  Stunden 
43  Minuten,  der  Tierte  in  16  Tagen  16 
Standen  43  Minuten.  Der  Abstand  rom 
Mittelpunkt  des  J.  der  erste  Mond  57300 
Meilen,  der  zweite  Mond  91100  Meilen, 
der  dritte  Mond  145300  Meilen,  der  Tierte 
Mond  355600  Meilen. 

Die  Durchmesser  der  Monde  sind  nach 
Strure :  der  des  ersten  Mondes  532  Mei- 
len, der  des  zweiten  477  Meilen,  der  des 


dritten  780  Meilen ,  der  des  vierten  667 
Meilen. 

Die  Massen  in  Verhältnifs  zur  Masse 
des  J.  sind: 

Die  des  ersten  Mondes  =  0,000017328 

,   zweiten    „  =0,0000232355 

„     „    dritten      ,      =  0,0000884972 

„     „    vierten     „  =0,000042659 
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für  Hebelwirkung  171  bis  173,  wirk- 
liche 174. 

Schritte,  geometrische  151. 

Schwingung  eines  Pendels  75. 

8chwingungsbogen  75. 

Sechsmalachtflachner  245. 

Secundenpendel  75. 

Seitenecke  am  Krystall  14. 

Seitenfläche  am  Krystall  105. 

Seitenkante  am  Krystall  53. 

Solstitialpunkte  21  und  247. 

Sonimersolstitium  247. 

Summerstillstandspunkte,  — W< 
21  und  247. 


Sonne,  deren  scheinbare  Bewegung  21. 
Sonnenbahn  20. 

Sonnenstillstands  Wendepunkte  81. 

Spiegel,  elliptischer  254,  parabolischer  253, 

sphärischer  254. 
Spitze  einer  Ecke  6. 
Standpunkt  einer  geradeo  Linie  1. 
Südpunkt  246. 
Supplementsecke  8. 

T. 

Tagekreise  206. 
Theaterperspectiv  79. 
Theiler,  gemeinschaftlicher  142. 
Theüung,  harmonische  230. 
Theorem  60. 
Thierkreis  123. 

Tonnengewölbe,  deren  Statik  166. 
Torsionsfestigkeit  94. 
Torsionsmodul  97. 
Trapezoeder  282. 

u. 

Unmefsbar  288. 


Verdrehen  80. 

Verhält nifs,  geometrisches  151. 
Verschoben  152. 
Viertelflächner  111. 
Vollflächner  111. 
Vorzeichen,  deren  Folgen  109. 

w. 

Weltaxe  246. 
Weltpole  246. 
Wendekreise  21. 
Wendepunkte  247. 
Werkzeug  291. 

Widderpunkt,  Widdernullpunkt  123. 
Winkel  einer  Ecke  6,  parallaktiscber  251. 
Winterstillstandspunkt  21—247. 
Winterwende  247. 

Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  nach 

Fourier  aufzufinden  112. 
Wurzelexponent  68. 

Z. 

Zahl,  gerade  152. 

Zahlen,  dreieckige,  rier-  vieleckige,  figu- 
rirte  98. 

Zahlensystem,  enneadisches  153,  hündi- 
sches 245. 

Zeichen,  himmlische,  Folgen  derselben  110. 
Zerbrechen,  serquetschen,  serreüsen  80. 
Zerstreuungspunkt  78. 
Zusati  60. 
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Kalender  ist  MaaJsstab  für  die  bürger-  tiger  bürgerlicher  Zeit  xu  versehen;  der 

liehe  Zeit  and  Zeitrechnung.   Die  Maafs-  Unrmacber  kümmert  sich  aber  nur  um 

einheit  gibt  nna  die  Natnr  unmittelbar,  den  constanten  Tag  und  seine  Theile, 

indem  die  Erde  in  constant  bleibendem  der  Kalendermacher  dagegen  hat  die  bür- 

Zeitabstande  um  ihre  Aze  und  in  einem  gerliche  Zeit  mit  der  astronomischen  in 

ebenfalls  constant  bleibenden  Zeitabstande  Eintracht  zu  bringen, 

um  die  Sonne  sich  dreht.    Beide  Zeit-  Man  theilt  den  Tag  in  24  Stunden,  die 

maafseinbeiten  sind  allen  Erdbewohnern  Stunde  in  60  Minuten,  die  Minute  in  60 

ohne  Ausnahme  gleich  zugänglich,  daher  Secunden.  Das  tropische  Jahr,  wel- 

man  sie  schon  in  dem  grauesten  Alter-  ches  unserer  bürgerlichen  Zeit  zu  Grande 

thura  und  auf  allen  Orten  der  Erdober-  liegt,  wird  durch  die  Zeit  bestimmt,  in 


det,  indem  bei  Jedermann  das  Bedürfnifs  der  Ekliptik  ab  fortgeht  bis  sie  wiederum 

zur  Zeitmessung  mit  seinem  ganzen  Le-  auf  den  Frühlingspunkt  trifft.    Da  aber 

ben  verwebt  ist.  dieser  Frühlingspunkt  alle  Jahr  um  60,1 

Ungeachtet  man  nur  nöthig  hat,  den  Bogensecunden  der  Erde  entgegen  kommt, 
scheinbaren  Gang  der  Sonne  zu  beobach-  so  beschreibt  die  Erde  nur  einen  Bogen 
ten  um  das  Zeitmaafs  zu  erhalten,  wird  yon  360°  —  50,1"  und  die  Zeit,  in  der 
doch  die  Zeitmessung  dadurch  zusammen-  dies  geschieht,  beträgt  365  Tage  5  Stun- 
gesetzt  und  schwierig,  dafs  es  dem  Schö-  den  48  Minuten  und  51  Secunden,  diese 
pfer  gefallen  hat,  beide  Zeitabstände,  den  Secunden  noch  mit  Decimalen. 
für  die  Drehung  der  Erde  um  ihre  Axe  Es  ist  möglich,  dafs  wenn  man  die 
und  den  für  den  Umlauf  der  Erde  in  der  Zeitsecunde  in  60  Terzien,  diese  in  60 
Ekliptik,  nämlich  die  Zeit  eines  Tages  Quarten,  diese  in  60  Quinten  u.  s.  w. 
und  die  Zeit  eines  Jahres  mit  einander  eintheilt,  das  tropische  Jahr  mit  dem 
incommenaurabel  zu  machen.  Beider  Tage  commensurabel  wird;  es  ist  jedoch 
bedürren  wir  aber,  denn  wir  haben  täg-  zu  erwägen,  dafs  das  tropische  Jahr  durch 
lieh  wiederkehrende  und  jährlich  wieder-  Beobachtung  mit  Winkelinstrumenten  er- 
kehrende Lebensverhältnisse,  Verrichtun-  mittelt  ist  und  dafs  diese,  so  aufeeror- 
gen ,  solche  die  nach  Theilen  des  Tages  dentlich  scharf  sie  schon  ausgeführt,  wenn 
und  solche ,  die  nach  Theilen  des  Jahres  sie  noch  schärfer  sollten  hergestellt  wer- 
ahgemessen  werden.  Der  Naturforscher  den  können,  immer  als  Menschenwerk 
zählt  nach  Secunden,  der  Geschieh tsfor-  unvollkommen  bleiben  werden,  so  dafs 
scher  nach  Jahren  und  nach  Perioden  man  mit  der  eben  angeführten  Zeit  des 
Ton  Jahrhunderten.  Jahres,  als  sehr  nahe  der  wirkli- 

Der  künstliche  Maafsstab  für  den  Tag  chen  wird  zufrieden  bleiben  müssen, 

und  die  Theile  des  Tages  ist  die  Uhr,  Die  Geschichte  des  Kalenders  ist  weit- 

der'für  das  Jahr  und  die  Theile  des  Jah-  läufig  und  ich  will  nur  einige  Perioden, 

res  der  Kalender,  allein  Uhrmacher  und  die  auf  unseren  heutigen  Kalender  influ- 

Kalendermacher  haben  nie  Hand  in  Hand  iren,  kurz  aufführen, 

gehen  können  und  sie  können  es  heut  Im  Alterthum  suchte  man  den  Mond- 

noch  nicht.   Beide  haben  uns  mit  rieh-  lauf  mit  dem  Sonnenlauf  in  Ueberein- 


flächo  als  Münzeinheiten  anerkannt 
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stiraroong  zu  bringen:  man  hatte  ein 
Jahr  zu  12,  das  folgende  za  13  Monaten. 
Da  aber  der  Mond  anbekümmert  um  die 
Sonne  seinen  eigenen  Gang  geht,  so  ent- 
stand bald  Verwirrung.  Hierauf  nahm 
man  50  Monate  auf  4  Jahr;  auch  dies 
hielt  nur  eine  Weile  aus.  Solon  endlich 
fand  sich  veranlagst,  die  Sonne  ganz  zu 
ignorireu  und  nur  nach  Monden  zu  rech- 
nen, yon  denen  immer  einer  29,  der  fol- 
gende 30  Tage  hatte,  was  natürlich  auch 
nicht  lange  Stich  halten  konnte.  Ueber 
diese  Verwirrung  macht  Oristophanes 
einen  Witz:  Diana,  die  Göttin  des  Mon- 
des klagt,  dafs  die  Menschen  an  ihr  Er- 
scheinen nicht  mehr  sich  kehrten  und 
die  Götter,  welche  zu  der  Zeit  sich  ver- 
sammelten, um  die  von  den  Athenern 
ihnen  gebührenden  Opfermahle  einzuneh- 
men, müfsten  halb  verhungert  in  den 
Olymp  zurückkehren. 

Nach  manchen  Abänderungen  durch 
Schaltmonate,  wie  später  auf  Mosis  Ge- 
heifs  die  Juden  nur  Mondenjahre  haben 
durften,  in  welche  zur  Uebereinstimmnng 
mit  den  Sonnenjahren  Monate  eingeschal- 
tet wurden,  erfand  Meton,  Athenischer 
Astronom ,  400  Jahr  v.  Chr.  die  berühmte 
19jährige  Periode,  in  welcher  12  Jahre 
aus  12  Monaten  und  7  Jahre  aus  13  Mo- 
naten, also  19  Jahre  aus  235  Monaten, 
125  zu  30  und  110  zu  29  Tagen  bestan- 
den. Zu  Ende  solcher  Periode  von  19 
Jahren  geht  der  Sonnenlauf  mit  dem 
Mondlauf  um  noch  nicht  ganz  2  Stunden 
auseinander,  und  somit  dauerte  diese 
Zeitrechnung  102  Jahre,  wo  sie  von  Ka- 
lippus  dahin  verbessert  wurde,  dafs  er  4 
Meton'sche  Perioden  von  27760  Tagen 
um  einen  Tag  verkürzte  und  sie  auf  27759 
Tage  reducirte.  Die  Kalipp  sehe  Periode 
ist  also  der  Meton'schen,  was  später  der 
Gregoriansche  Kalender  dem  Julianseben 
wurde.   Hierzu  kommt,  dafs  mit  Kalip- 

Eus  das  Jahr  365  Tage  6  Stunden  er- 
ielt,  dafs  also  300  Jahre  später  die  Ka- 
lippsche  Zeitrechnung  dem  Julianschen 
Kalender  die  Norm  gab. 

Romulus  hatte  das  Jahr  auf  nur  304 
Tage  festgesetzt  und  diese  in  10  Monate, 
6  zu  30  und  4  zu  31  Tagen  getheilt 
Den  ersten  Monat  widmete  er  dem  Mars, 
daher  sein  Name  Martius,  unser  heutiger 
März;  die  letzten,  Oc tober,  November, 
December  von  den  Zahlen  octo ,  novem, 
decem.  Der  erste  März  war  der  Tag  der 
Frühlingsnachtgleiche,  an  dem  man  an- 
fing die  Felder  zu  bestellen. 

Dafs  die  im  Jahr  fehlenden  61  bis  62 
Tage  bald  sich  geltend  machten  ist  klar, 
und  schon  sein  Nachfolger  Numa  setzte 
50,  später  noch  einen  Tag,  also  61  Tage 


in  2  Monaten  Januarius  und  Februarins 
hinzu,  und  hatte  somit  ein  Jahr  von  355 
Tagen  mit  12  Monaten  geschaffen. 

Die  Folge  von  diesem  Kalender  war, 
dafs  von  Jahr  zu  Jahr  die  Nachtgleiche 
immer  später  kam  als  sie  im  Kalender 
stand,  und  dafs  man  endlich  das  Feld 
ohne  Kalender  bestellen  muhte.  700 
Jabre  nach  Erbauung  Roms  war  unge- 
achtet noch  vieler  inzwischen  geschehenen 
Einschaltungen  von  Tagen  die  Nacht- 
gleiche bis  in  den  Mai  des  Kalenders  ge- 
rückt. 

Julius  Caesar,  um  die  allgemein  ge- 
fühlte Verwirrung  zu  beseitigen,  berief 
den  aegyptischen  Astronom  Sosigenes, 
die  Kalippus'sche  Periode  wurde  zu  Grunde 
gelegt,  nach  welcher  das  Jahr  3654  Tage 
hat,  das  Jahr  709  nach  Erbauung  Roms, 
45  Jahr  vor  Chr.  Geburt  sollte  mit  dem 
Wintersolstitium  (heat  der  21te_Decem- 
ber)  anfangen;  allein  8  Tage  später  traf 
Neumond  ein ,  auf  welchen  damals  tie- 
wicht gelegt  wurde,  das  Neujahr  fing  da- 
her mit  dem  lten  Januar,  8  Tage  später 
an,  das  Wintersolstitium  blieb  aar  den 
24ten  December,  die  Frühlingsnachtgleiche 
fiel  auf  den  24ten  März,  and  am  dies 
möglich  za  machen,  erhielt  das  Jahr  vor- 
her za  der  Numa'schen  Zeit  von  355  Ta- 
gen noch  90  Tage  hinzu,  im  Ganzen  also 
445  Tage,  woher  es  das  Annas  eonfnsio- 
nis  genannt  wurde,  besser  aber,  da  alle 
Confusion  mit  ihm  aufhörte,  «ach  den 
Namen  annus  confusionis  ultimus  erhielt. 

Das  tropische  Jahr  hat  aber  nicht  volle 
365  Tage  6  Stunden,  es  fehlen  noch  11 
Minuten  9  Secunden  daran;  daher  fiel 
etwa  alle  120  Jahr  die  Frühlingsnacht- 
gleiche wieder  einen  Tag  vor  die  des 
Kalenders.  Nun  war  aber  zum  A erger 
der  christlichen  Geistlichen  öfter  passirt, 
dafs  die  Juden  mit  den  Christen  auf  einer- 
lei Tag  das  Osterfest  feierten  und  die 
hohen  Würdenträger  der  Kirche  beriethen 
in  einem  Concilium  zu  Nicäa ,  im  Jahr 
325,  also  370  Jahre  nach  Einführung  des 
Kalenders  wie  dem  Uebelstand  abzuhel- 
fen wäre. 

Da  nun  daa  Osterfest  mit  der  Nacht- 
gleiche Zusammenhang  hat,  so  mufste 
noth wendig  zur  Sprache  kommen,  dafs 
dieFrühlings-Nachtgleiche  schon  am  2 lten 
März,  also  3  Tage  vor  der  Kalendernacht- 
gleiche eintrete.  Es  geschah  nun  zwar 
keine  Reformation  des  Kalenders,  aber 
seit  dieser  Zeit  hat  es  ab  und  zu  gegen 
denselben  ernste  Angriffe  gegeben  ^  ois 
im  16ten  Jahrhundert  Pabst  Gregor  XIII. 
der  sich  gar  zu  gern  berühmt  machen 
wollte,  eine  wirkliche  Reformation  des 
Kalenders  veranstaltete. 
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Nun  war  aber  Julias  Casar  .ein  Heide 
und  dem  christlichen  Oberbirten  war  es 
nicht  zuzumuthen,  eine  heidnische  Zeit- 
rechnung herzustellen,  woher  denn  der 
Kalender  eingeführt  wurde,  wie  er  im 
Jahre  325  des  Nicäer  Conciliums  hatte 
sein  sollen,  und  wir  haben  demnach  heut 
die  Frählingsnacbtgleiche  nicht  auf  den 
24ten  sondern  auf  den  21ten  Man. 

In  dem  Jahr  1582  nämlich,  wo  die 
wirkliche  Nachtgleiche  schon  auf  den  Ilten 
März  fiel,  zählte  man  auf  den  4teu  Okto- 
ber nicht  den  5ten ,  sondern  sogleich  den 
löten  October  und  machte  das  Jahr  um 
10  Tage  kürzer. 

Nach  Julius  Cäsar  war  jedes  Jahr,  des- 
sen Zahl  durch  4  ohne  Rest  theilbar  ist, 
ein  Schaltjahr,  wie  der  Kalender  noch 
heut  in  RubJand  alten  Styls  derselbe  ist. 
Nach  Gregor  aber  fallen  alle  Jabre,  deren 
Zahlen  ein  Vielfaches  von  400  ausdrücken, 
wieder  als  Schaltjahre  aus  und  sind  Ge- 
meiniabre,  und  so  wird  auch  der  Februar 
des  Jahres  2000  nur  28  Tage  haben. 

Es  werden  demnach  von  400  Jahren 
des  Julianischen  Kalenders  3  Tage  fort- 
genommen und  der  Fehler,  der  hiermit 
wieder  begangen  wird,  beträgt  innerhalb 
4000  Jahren  einen  Tag ,  der  zu  wenig 
fortgenommen  ist,  so  dafs  alle  4000  Jahre 
noch  ein  Tag,  indem  ein  Schaltjahr  zum 
Gemeinjahr  gemacht  wird,  fortzuneh- 
men ist 

Es  hat  demnach  Jahrtausende  gedauert, 
ehe  wir  die  von  dem  Schöpfer  uns  vor 
Augen  gelegten  beiden  Zeiteinheiten  rich- 
tig zu  würdigen  verstanden  und  einen 
gestempelten  richtigen  Kalender  erhalten 
haben. 

Kalenderjahr.  Das  Jahr  von  365  Ta- 


fen  heilst  Gemeinjahr,  das  von  366 
'agen  S  c  b  a  1 1 j  a  h  r.  Julius  Cäsar  setzte 
unter  Zuziehung  des  ägyptischen  Mathe- 
matiker Sosigenes  alle  4  Jahr  diesen 
Schaltag  ein,  so  dafs  jedes  Jahr  durch- 
schnittlich 365  Tage  6  Stunden  hatte 
(Julianischer  Kalender).  Aber  das  Son- 
nenjahr, die  Zeit  von  dem  Stande  der 
Sonne  in  dem  Frühlingspunkt  bis  zum 
nächst  folgenden  Eintritt  derselben  in 
den  Frühlingspunkt,  besteht  nicht  aus 
365  Tagen  6  Stunden,  sondern  es  ist 
365  Tage  5  Stuuden  48  Minuten  51  Se- 
cnnden =  365,242256944...  Tage  lang, 
also  um  11  Minuten  9  Secnnden  kürzer. 
Daher  beträgt  der  alle  4  Jahr  einge- 
schaltete Tag  zu  viel  und  dies  betrug 
von  Julius  Cäsar  bis  Gregor  dem  13ten 
schon  13  Tage,  oder  vielmehr,  da  schon 
unter  Augustns  bei  wahrgenommenem 
Irrthum  eine  Kectitication  von  3  Tagen 
erfolgt  war,  10  Tage. 

Gregor  setzte  nun  auf  das  Gutachten 
und  den  Vorschlag  des  Astronom  Aloys 
Lilias  im  Jahr  1582  statt  des  fiten  Okto- 
bers den  löten  October  und  verordnete 
dafs  die  Sehalttage  beibehalten  würden, 
dafs  auch  das  Jahr  1600  noch  ein  Schalt- 
jahr sein  solle,  dafs  aber  die  Jabre  1700, 
1800,  1900  wieder  Gemeinjabre  würden, 
und  da/s  dieselbe  Ordnung  in  jedem  fol- 
genden Cyclus  von  400  auf  einander  fol- 
genden Jahren  statt  fände.  Unter  der 
Voraussetzung  also,  dafs  der  bürgerliche 
Tag  am  15ten  October  1582  mit  dem 
astronomischen  Tag  übereinstimmte,  hat 
man  alle  400  Jahre  eine  constante  Diffe- 
renz zwischen  wahrer  Zeit  und  Kalender- 
zeit gegen  den  vorhergegangenen  Cyclus 
wiederholt. 

Das  lte  Säculum  vom  löten  October 
1682  bis  znm  15ten  October  1682  hatte 


25  Schaltjahre  zu  366  Tagen,  sind   9150 Tg. 

75  Gemeinjahre  zu  365  Tagen,  sind   27375  , 

Summa  die  ersten  100  Jahr   36525  Tg7~ 

Nach  wahrer  mittlerer  Zeit  gerechnet  100  Jahre 

zu  365  Tage  5  Stunden  48  Minuten  51  8ecunden  36524  Tg.  5  St.  25  Min. 
Differenz  in  den  ersten  100  Jahren  zwischen  wahrer 

Sonnenzeit  und  Kalenderzeit   18  St.  35  Min. 


Dem  Kalender  nach  waren,  während 
die  Sonne  100 mal  ihre  Bahn  vollständig 
durchlaufen  hatte  36525  Tage  zu  24  Stun- 
den verflossen.  In  Wahrheit  aber  hatte 
die  Sonne  18  Stunden  35  Minuten  weni- 


er  dazu  gebraucht,  sie  war  also  18  Stun- 
en  35  Minuten  weiter  vorgerückt  und 
das  Kalenderjahr  1682  war  mithin  gegen 
das  astronomische  Jahr  uai  18  Stunden 
35  Minuten  zurückgeblieben. 


2  ßäcula,  vom  15ten  October  1582  bis  zum  15ten 

1' 
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October  1782  enthielten  49  Schaltjahre  und  161 

Gemcinjahre  mit   73049  Tg. 

Die  wahre  Sonnenzeit  200x  365  Tg.  5  St  48  Mn.  51  Sc.  73048  Tg.  10  St.  50  Min. 

Differenz  in  den  ersten  200  Jahren  zwischen  wahrer 
Sonnenzeit  und  Kalenderzeit   13  St.  10  Min. 


Die  Kalenderzeit  hatte  in  den  zweiten  Kalenderjahr  1782  war  nur  nm  13  Stun- 
100  Jahren  die  wahre  Zeit  wieder  nm  den  10  Minuten  gegen  das  astronomische 
6  Standen  25  Minuten  eingeholt  und  das  Jahr  zurückgeblieben. 


3  8icnla  vom  15ten  October  1682  bis  zum  löten 

October  1882  enthalten  73  Schaltjahre  und  227 

Gemeinjahre  mit   109573  Tg. 

Die  wahre  Sonnenxeit  300x365Tg. 5  St.  49Mn.  51  8c.=l09572  Tg.  16  St.  15  Min.  

Differenz  in  300  Jahren  zwischen  wahrer  Sonnen- 
zeit und  Kalenderzeit   7  St.  45  Min. 

Die  Kalenderzeit  wird  also  im  Jahre  5  St.  15  Min.  'sich  nähern  und  das  Jahr 
1882  der  wahren  Sonnenzeit  abermals  um  1882  nur  noch  um  7  St. 45  Min.  zurück  sein. 


4  Säcula  endlich  bis  zum  löten  October  1982  ent- 
halten 97  Schaltjahre  und  303  Gemeinjahre  mit 
Die  wahre  Sonnenzeit  400  x  36ö  Tg.  ö  St.  48  Mn.  ö  1  Sc. 

Differenz  in  400  Jahren  zwischen  wahrer  Sonnen- 
zeit und  Kalenderzeit  


146007  Tg. 

146096  Tg.  21  St  40  Min. 

2  St.  20  Min. 


Das  letzte  der  400  Jahre  bleibt  also  ren  werden  die  Differenzen  zwischen  wah- 

gegen  das  400  te  astronomirte  Jahr  nur  rer  Zeit  und  Kalenderzeit  um  diese  2  St. 

um  2  Stunden  20  Minuten  zurück.  20  Min.  gro&er: 

In  dem  folgenden  Cyclus  von  400  Jah- 

Daa  Jahr  2082  ist  gegen  wahre  Zeit  an  Kalenderzeit  zurück: 

18  St.  30  Min.  +  2  St  20  Min.  =  20  St  öö  Min. 


Das  Jahr  2182  13  „  10 

Das  Jahr  2282    7  ,  45 

Das  Jahr  2382    2  -  20 


+  2  . 
+  2  „ 
+  2  „ 


20 
20 
20 


=  15  . 
=  10  . 
=  4  , 


30 
5 
40 


400  Kalenderjahre  enthalten  146094  Es  ist  mithin  gegen  das  tropische  Son- 

Tage,  mithin  das  Kalenderjahr  im  Mittel  nenjahr  nm  21  Secunden  zu  grob. 

365,2425  Tage  zu  24  Stunden  =  366  Tg.  In  Betreff  des  Cyclus  von  4  auf  ein* 

5 St.  49  Min.  12  See.  ander  folgenden  Janren  hat  man: 


Am  löten  Oct  1583  waren  vergangen 
Das  astronomische  Jahr,  hatte  .... 
Das  Jahr  1583  war  also  voraus  um  .  . 

Am  löten  Oct.  1584  waren  vergangen 

2  astronomische  Jahre  betrugen  .  .  . 
Das  Jahr  1Ö84  war  also  zurück  um  .  . 

Am  löten  Oct.  1Ö85  waren  vergangen 

3  astronomische  Jahre  betrugen  .  .  . 
Das  Jahr  1585  war  also  zurück  um  .  . 

Am  löten  Oct.  1Ö86  waren  vergangen 

4  astronomische  Jahre  betrugen    .  .  . 

Das  Jahr  1686  war  also  nur  noch  zurück 


365  Tg. 

365  Tg.  6  St 


48  Min.  51  See. 


5  8t 

731  Tg. 

730  Tg.  11  St  37  Min. 
12  St  22  Min. 

1096  Tg. 

1095  Tg.  17  St  26  Min. 


48  Min.  51  See 
42  See. 


18  See. 
33  See. 


"6  St 
1461  Tg. 
1460  Tg.  23  St. 


33  Min. 
15  Min. 


27  See. 
24  See. 
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Kalenderjahr. 


Kammlinie. 


Die  Differenz  zwischen  den  Jahren  1683  nnd  1584  betrog  18  St  11  Min.  9  See. 

1584  ,    1585      „      5  ,  48    .    51  . 

1585  ,    1586      .       5  ,  48    .    51  , 


Um  von  den  löten  Octobern  anf  die  44  Min.  36  See.,  da  das  Jahr  1600  ein 
ersten  Jannare  zu  kommen,  hat  man  bei  Schaltjahr  nnd  das  Jahr  1700  ein  Ge- 


der  constanten  Differenz  Ton  2  anf  ein-  meinjahr  f 
ander  folgenden  4jährigen  Cykeln  mit 


ist. 


Vom  löten  October  1582  bis  zum  löten  Oct. 
1698,  29  Cyclns  zn  44  Min.  36  See.  Differenz.  Das 
Jahr  1698  war  also  zurück  um  29 «(44 Min.  36Sec.)  = 

Vom  löten  Oct.  1698  bia  lten  Januar  1701 
sind  2  Jahr  77  Tage,  sind  807  Tage],  nach  dem 
Kalender  zu  24  Stunden,  nach  wahrer  Zeit  = 
3aYj  x  (36ö  Tg.  Ö  St.  48  Min.  öl  See.)  also  Toraus 
23Vs  (ö  St.  48  Mio.  öl  See.)   

Mithin  war  der  erste  Januar  1701  zurück  nm 

Vom  lten  Januar  1701  bis  zum  1.  Jan.  1861 
sind,  da  das  Jahr  1800  ein  Gemeinjahr  war, 
39  Schaltjahre  zu  366  Tagen   .   .    14274  Tg. 
125  Gemeinjahre  zn  36ö  Tagen  .    .    45625  , 

164  Jahre  zusammen  mit  .   .   .   '.   '.   !   '.   '.     Ö9899  Tg. 

Die  astronomische  Zeit  beträgt  164  Jahre  zn 
365  Tg.  ö8td  48  Min.  öl  8ec  

Der  lte  Jannar  1861  wird  also  um  den  lten 


21  St  33  Min.  24  See. 


12  St.  40  Min.  4  See. 
8  St.  48  Min.  20  See. 


58890  Tg.  17  St  31  Min.  24  See. 


Januar  1701  voraus  sein  an  Kalenderzeit  gegen 
die  astronomische  Zeit  um  

Der  lte  Jannar  1701  war  an  Kalenderzeit  ge- 
gen die  astronomische  Zeit  zurück  um  .   .   .  . 

Folglich  ist  der  lte  Jannar  1861  an  Kalender- 
zeit gegen  astronomische  Zeit  voraus  um  .   .  . 


17  St  31  Min.  24  See. 
8  St  48  Min.  20  See. 


8  St  43  Min.  4  See. 


Ans  der  obigen  Berechnung,  dafs  nach 
je  400  Jahren  das  Kalenderjahr  gegen 
das  astronomische  Jahr  um  2  Stunden 
20  Minuten  zurückbleibt,  geht  hervor,  dafs 
zur  Differenz  beider  Janre  von  einem 

Tage       400= 4100  Jahre  gehören.  Nach 

4000  Jahren  also  mnfs  ein  neues  Schalt- 
jahr znm  Gemeinjahr  werden. 

Kalotte,  s.  »Calotte". 

Kalte  Zonen  sind  die  beiden  Theile 
der  Erdoberfläche  als  Calotten  von  den 
Wendekreisen  ab,  in  deren  Scheitel  die 
Pole  liegen;  so  genannt  wegen  der  dort 
herrschenden  kältesten  Temperatur  gegen 
die  anderen  Zonen  der  Erde.  Bedeutet 
Fig.  267,  Bd.  IL,  pag.  2:  AB  den  Aequa- 
tor,  EF  einen  Polarkreis,  D  den  Pol,  so 
ist  die  Calotte  EDP  eine  der  beiden  kal- 
ten Zonen. 

Von  der  Abplattung  der  Erde  an  den 
Polen  abgesehen  ist  eine  kalte  Zone 
=  in  •  CD  •  DB. 

Es  ist  DU  =  CD  (l  -  cot  Z.  DCF) 


Mithin  die  Zone  2*  OD»  x(l  -  cot  Z.DCF) 

Nun  ist  z0CF=23TGrad 

Daher  die  Zone  =  2  •  0,08294  •  n  CD9 

Mithin  verhält  sich  eine  kalte  Zone  znr 
Erdoberfläche  wie  0,08294:2  =  1  :24 
so  dafs  beide  kalte  Zonen  etwa  den  12ten 
Theil  der  gesammten  Erdoberfläche  aus- 
mahhen. 

Kammlinie.  Hierunter  versteht  man 
die  Linien,  nach  welchen  die  Räderkämme 
geformt  werden.  Es  sind  diese  die  Cy- 
cloide,  die  Epicycloide  und  die  Hy- 
pocycloide.  Erstere  gibt  die  vortheil- 
hafteste  Form  für  Kämme,  wenn  ein 
Stirnrad  in  eine  gezahnte  Stange  greift 
Die  zweite  für  Kämme,  wenn  Kammrad 
und  Getriebe  zusammen  greifen  und  für 
Kämme  der  gewöhnlichen  außerhalb  in 
einander  greifenden  Stirnräder;  letztere 
für  die  selten  in  Anwendung  kommen- 
den Stirnräder,  von  denen  das  eine  in- 
nerhalb des  Kranzes  gezahnt  ist.  Der 
Vortheil  in  jedem  einzelnen  Fall  besteht 
darin ,  dafs  je  zwei  zusammengreifenden 
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Kardioide. 


Kämme  in  jeder  noch  so  kleinen  Zeit 
gleich  grofse  Wege  zurücklegen. 

Kanalwaage,  s.  „Canalwaage.« 

Kanten  (Stereom  und  Kryst.)  sind  die 
Durchschnittslinien  zweier  Flächen ;  beim 
Krystall  sind  diese  Flächen  immer  Ebe- 
nen, die  Kanten  also  gerade  Linien. 

Die  Kanten  werden  unterschieden  1, 
nach  der  Gröfse  des  Neigungswinkels  bei- 
der die  Kante  bildenden  Flachen,  Kan- 
tenwinkel genannt.  Kanten  heifsen 
nämlich  stumpf,  wenn  deren  Kanten- 
winkel stumpf;  scharf,  wenn  deren  Kan- 
tenwinkel spitz  (scharf)  sind.  Kanten 
in  demselben  Krystall  heifsen  gleich, 
wenn  deren  Kantenwinkel  gleich  sind, 
sonst  ungleich. 

Die  Kanten  eines  Krystalls  werden  3, 
unterschieden  nach  deren  Lage:  Kanten 
heifsen  Scheitelkanten,  wenn  sie  in 
einem  Endpunkt  der  Normalaxe  des  Kry- 
stalls endigen ,  wenn  sie  also  von  zwei 
Scheitel  flächen  gebildet  werden;  Rand- 
kanten, wenn  sie  von  einer  Scheitel- 
Hache  und  einer  Seitenfläche  oder  von 
einer  Endfläche  und  einer  Seitenfläche 
gebildet  werden. 

Kantenwinkel  sind  die  Neigungswinkel 
zweier  in  einer  geraden  Linie,  einer  Kante 
sich  schneidenden  Ebenen  mit  einander. 

Kardioide  (xrtQäia  Herz)  eine  herzför- 
migz  Linie  der  4ten  Ordnung  also  eine 
Curve  der  3ten  Klasse,  weil  sie  durch 
eine  Gleichung  vom  4ten  Grade  bestimmt 
wird.  Die  Construction  der  Linie  ist  ein- 
fach: 

Man  nehme  einen  beliebigen  Kreis,  den 
Grundkreis  ADH  vom  Halbmesser  A C, 
ziehe  von  dem  Endpunkt  A  desselben  lau- 
ter Sehnen,  wie  AI),  verlängere  diese  zu 
beiden  Seiten,  trage  vom  zweiten  End- 
punkt D  der  Sehne  auf  derselben  nach 
beiden  Seiten  hin  Stücke  DB,  DF,  so 
sind  B,  F  Punkte  der  Kardioide.  In  dem 
verlängerten  Durchmesser  sind  K  in  Ent- 
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ferniing  von  2  Kreisdurchmessern  AJ  Ton 
A  und  der  Punkt  A  selbst  die  Curven- 
punkte,  AK  die  Mittellinie,  und  von  die- 
sei  aus  die  Curve  zu  beiden  Seiten  con- 
gruente  Hälften. 

2.  Um  die  rechtwinklige  Coordinaten- 
gleichling  zu  erhalten,  fälle  die  Normale 
BF.,  ziehe  die  Sehne  DJ, 

so  ist       &ADJ n> &AEB 

Daher  AJ  :  AD  =  AB  i  AE 

Setzt  man  nun  den  Halbmesser  AC 
des  Grundkreises  =  r,  für  den  Curven- 
punkt  B  die  Abscisse  AF=x,  die  Ordi- 
nate BB  =  y,  so  hat  man 

AB  =  V'x'  +  y«;  AD  =  |/x»  +  y*  -  2r 
also  2r  :  |/x>  +  y*  -  2r  =  tfm*+f :  x 

woraus  die  rechtwinklige  Coordinatenglei- 
chung  für  den  Punkt  B,  dessen  Radius- 
vector  AB  durch  den  Grundkreis  liegt 
jr*  -  2  (2r>  +  2rx  -  x3)  y»- 4r*»+  ** = 0  (1) 

3.  Für  den  Punkt  F  kat  man,  wenn 
AF  der  Radiusvector,  FG  die  Ordinate, 
AG  die  Abscisse  ist 

AJ:AD=AF.AG 
Hier   AG  =  x,;  FO  =  y,  gesetst 


=)'*,*+ 9,*i  AD=  DF-AF=2r -}  *,'  + y* 
Mithin    2r :  2r  -  | +  y~*  =  fäf+f?  i  * 

woraus  die  rechtwinklige  Coordinatengleichung  für  den  Cnrvenpnnkt  F,  dessen  Ra- 
diusvector AF  aufserhalb  des  Grundkreises  liegt: 

y*  +  2  (-  2r2  +  2rx,  +  x,«)  y>  +  4rx,»  +  x,«  =  0  (3) 


Zu  dieser  Gleichung  kommt  man  auch, 
wenn  man  -  2r  für  2r  in  die  erste  Co- 
ordinatengleichung setzt. 

Zieht  man  durch  den  Punkt  A  eine 
Linie  LH  normal  dem  Durchmesser  AF, 


so  gilt  die  erste  Coordinatengleichung 
für  die  Kardioidenpunkte,  welche  unter- 
halb L  IH,  die  zweite  für  die  Punkte,  welche 
oberhalb  LM  liegen. 

4.  Für  die  Kardioide  gibt  es  eine  ein- 
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Kardioide.  7  Kardioide. 

fache  Polargleichung.  Nimmt  man  den  Z  B.AB  -  <p  xor  Polarabacisse ,  so  ist  der 
Radiasvector 

AB  =  AD  +  DB  =  AJ  cot  <p  +  DB  =  2r  co«  <jp  +  2r 

=  2r  (1  +  co«  <p)  =  »  (3) 
and  ylF=  DF—  AD  =  2r(l  —  co«  9)  =  *,  (*) 

Für  x  =  0  wird  »  =  4r  (^ÜO;  *,  =  0 
Für  x  =  90°  wird  e  =  2r;  »,  =  2r  (y4Jf  and  AL) 

Um  su  erfahren,  unter  welchem  Win-  ser  Linie  am  entferntesten,  ist  hat  man 
kel  x  der  Kardioidenpunkt  über  LM  die-  dessen  Höhe  über  LM 

=  A  =  »,  X  #»»  (9o°  —  7)  =  2r(l  -  coi  <p)  cos  7;  (5) 
a  wird  also  ein  Maximum  für  cos  <p  =  ±  also  h  =  |r  (6) 
Die  Ordinate  y  (wagrechte  Entfernung  Ton  AKbt  =  2r  (1  -  eo«  qr)  «in  tp  =  M3  (7) 

5.  Üm  die  obigen  Coordinatengleichun-  x(  =  *,  co«  <p  =  2r  (1  -  cot  rp)  cot  <p 

gen  mit  den  Polargleichungen  in  Ver-  y  =  »  ,in  gp  =  2r  (l  -f  cot  <p)  »in  <p 
gleichung  au  bringen  hat  man  _    tin    =  2r  (l  _  WJ   }  si|l  y 

*  =  »  eo«<p  =  2r(l +<*«<?)«*  9>  *'  T  T 


CO« 


Aus  Gleichung  6  ersieht  man,  dafo  x,  Also  für  einen  Punkt  unter  LM: 

im  Haximo  =  \r  ist.  „  ,    =  4r»(l  +  coiqp)' __^rc0|  JjP 

4r"  ~  y'  _  -  2r «» <jp                2  2 

«mV  +  >«"V-2cm<3P  4P  0  Für  einen  Punkt  über  LM: 

6.  Nach  dem  Art.  Cnnrenlehre  pag.  186  Suh,  =  «/»(l-cwy)'  =+  4r    jp  ^  ? 

mit  Fig.  637  hat  man  2r  «in  <p   2  2 

Also  für  einen  Punkt  unter  LM: 

=  2^^1  +  00^)  ^  ^   y  +  4f>  4ij| , 4r  .      Jg.  ^ 

*      —  2r«m<p  *  * 

Für  einen  Punkt  über  LM: 

Ts  =  K***  •  ( 1  -  co«  9)» + 4r«  «i*     =  4r  «m-f-l*|- 

9»                       Für  einen  Punkt  über  LJIf : 
SubnormuU  CN  =  ^  =  2r  .m  9   

Für  einen  Punkt  unter  LM:  NormaU  BM  =  -J  *  + 

Für  einen  Pnnkt  unter  LM: 

Norm  =  l/4r>(l-rW»<r)a  +  4^«»V  =     ^  0  +~co«  9 )  = <4r •  co* "f- 
Für  einen  Punkt  über  LM: 

Norm  =  v'4r»  (1  -  co«  9)*+  4r»  *»»  »9  =  2r  ^2  (l  -  co«  9)  =  4r  •  ti*  -|- 
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Kegel. 


Katadioptrisch  ist  jedes  Vergröfserungs- 
Werkzeug,  es  mag  die  Eigenschaft  der 
Vergrößerung  durch  Brechung  der  Licht- 
strahlen (dioptrisch)  oder  durch  Zurück- 
werft ng  derselben  (katoptrisch)  erlangt 
haben. 

Kat akaustische  Linie,  s.  den  Art. 
„Brennlinie*  mit  Fig.  251. 

Kathete  ist  in  jedem  rechtwinkligen 
(geradlinigen  und  sphärischen)  jede  der 
beiden  den  rechten  Winkel  einscnliefsen- 
den  Seiten.  In  einem  sphärischen  Drei- 
eck mit  2  rechten  Winkeln  ist  jede  der 
3  Seiten  eine  Kathete  und  2  Seiten  sind 
zugleich  Hypotenusen;  in  einem  sphäri- 
schen Dreieck  mit  3  rechten  Winkeln  ist 
jede  Seite  Kathete  und  zugleich  Hypo- 
tenuse. 

Katoptrik  ist  die  Disciplin  der  opti- 
schen Wissenschaften,  welche  mit  der 
Zurückwerfung  der  Lichtstrahlen  durch 
Spiegel  sich  beschäftigt. 

Kaustische  Linie,  s.  t.  w.  „Brenn- 
linie*. 

Kegel  ist  ein  Körper,  der  begrenzt  ist 
Ton  einer  Kreisebene  und  einer  Fläche, 
die  so  beschaffen  ist,  dafs  sich  in  ihr  ein 
Punkt  befindet,  welcher  mit  jedem  ande- 
ren Punkt  derselben  und  einem  Punkte 
des  Kreisunifangs  immer  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie  liegt.  Dieser 
Punkt  heilst  die  Spitze  des  Kegels, 
jeder  Kreis  die  Grundfläche  oder  der 
Grundkreis-,  die  zweite  begrenzende 
Fläche  der  Kegelmantel,  die  gerade 
Verbindungslinie  der  Spitze  mit  dem  Mit- 
telpunkt des  Grundkreises  die  Axe  des 
Kegels;  eine  gerade  Linie,  welche  die 
Spitze  des  Kegels  mit  einem  Punkt  des 
Grundkreises  verbindet  eine  Seite  des 
Kegels  und  der  Abstand  der  Spitze  von 
der  Grundfläche  die  Höhe  des  Kegels. 
In  Figur  726  ist  AB  DK  der  Grundkreis, 
C  die  Spitze,  die  geraden  Linien  CA, 
CB,  CD,  CE  sind  Seiten  des  Kegels. 

2.  Aus  der  Erklärung  des  Kegels  geht 
hervor,  dafs  jede  aus  der  Spitze  nach 
dem  Kreisumfang  gezogene  gerade  Linie 
mit  allen  ihren  Punkten  in  dem  Kegel- 
mantel liegt.  Hieraus  folgt,  dafs  jede 
von  der  Spitze  aus  durch  den  Kegel  ge- 
legte Ebene  wie  KG  den  Kegel  in  einem 
geradlinigen  Dreieck  CAB  durchschneidet. 

3.  Eine  Ebene  IIJ ,  welche  durch  die 
Spitze  C  eines  Kegels  und  durch  eine 
Tangente  JK  seiner  Grundfläche  gelegt 
wird ,  hat  nur  eine  einzige  gerade  Linie, 
nämlich  die  gerade  Verbindungslinie  der 
Spitze  C  mit  dem  Berührungspunkt  L 


726. 


r 

— 
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zwischen  Tangente  und  Kreisumfang  mit 
dem  Kegel  gemein;  alle  übrigen  Punkte 
der  Ebene,  wie  z.  B.  jW  liegen  aufserhalb 
des  Kegels. 

Schneidet  eine  dem  Grundkreis  paral- 
lele Ebene  den  Mantel  eines  Kegels,  so 
ist  die  Durchschnittslinie  eine  Kreislinie, 
deren  Mittelpunkt  in  der  Axe  des  Kegels 
liegt.  Sein  Umfang  verhält  sich  zum 
Umfang  des  Grundkreises,  wie  der  Ab- 
stand der  Spitze  von  der  Durchschnitts- 
ebene zu  dem  Abstand  der  Spitze  von 
der  Grundfläche;  die  Flächen  dieser  Kreise 
verhalten  sich  wie  die  Quadrate  ihrer  Ab- 
stände von  der  Spitze. 

Es  sei  Fig.  727  ABB  der  Kegel,  C  der 
Mittelpunkt  seines  Grnndkreises,  also  AC 
seine  Axe;  bedf  sei  die  von  dem  Kegel- 

Fig.  727. 


mantel  mit  der  +  der  Grundfläche  durch 
den  Kegel  gelegten  Ebene  gebildete  Durch- 
schnittslinie und  c  der  Durchschnittspunkt 
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dieser  Ebene  mit  der  Axe  AC.  Ziehe 
von  der  SoiUe  C  zwei  Linien  AB,  AE 
nach  den  Umfangspunkten  B  und  E  des 
Grandkreises:  b,  « seien  die  Durchschnitts- 
punkte dieser  Linien  mit  der  Durch- 
schuittslinie  bedf.  Lege  durch  die  Linien 
AB,  AC,  AE  und  AC  zwei  Ebenen;  bc, 
ec  seien  deren  Durchschnittslinien  mit 
der  durchgelegten  Ebene, 

so  ist  4c  +  ÄCnnd  ec  +  ECfc.  .Ebene" 
No.  29  mit  Fig.  589) 

folglich  ist  A  Abc  <*  A  ABC 

und  &A*coo&AEC 

Hieraus  be  :  BC  =  Ae :  AC 

und         ec:EC=Ac:  AC 

folglich     bc  -.BC  =  ec  :  EC 

Da  aber  C  der  Mittelpunkt  des  Grund- 
kreises ist,  so  sind  BC  und  EC  als  Ra- 
dien einander  gleich,  folglich  ist  auch 
bc  =  ec.  Da  nun  b  und  0  beliebige  Punkte 
sind,  so  folgt  daraus,  dafs  auch  alle  übri- 
gen Punkte  des  Umfangs  bedf  gleichen 
Abstand  Ton  e  haben,  dafs  daher  bedf 
eine  Kreislinie  mit  dem  Hittelpunkt  c  ist 

Man  falle  aus  der  Spitze  A  auf  die 
Grundfläche  das  Loth  AF,  und  dies  treffe 
die  durchgelegte  Ebene  in  den  Punkt  f. 
Zieht  man  nun  die  Linien  CF  und  cf, 
so  liegen  diese  in  der  Ebene  ACE,  sind 
parallel ,  verhalten  sich  wie  AF :  Af  und 
zugleich  wie  EC :  ec  =  BC :  6c.  Die  Kreis- 
umfange  verhalten  sich  aber  wie  die  ihnen 
xugehörigen  Halbmesser,  folglich  verhal- 
ten sich  die  Kreisumfange  bed :  BED  wie 
die  ihnen  zugehörigen  Hohen  bf :  BF,  und 
die  Kreisflächen  wie  die  Quadrate  ihrer 
Halbmesser,  also  wie  die  Quadrate  der 
zugehörigen  Kegelhöhen. 

6.  Ein  Kegel,  dessen  Axe  senkrecht 
auf  der  Grundfläche  steht,  heilst  ein  ge- 
rader Kegel,  oder  auch  weil  seine 
sämmtlichen  Seiten  einander  gleich  sind, 
ein  gleichseitiger  Kegel.  Ein  Ke- 
gel, dessen  Axe  schief  auf  der  Grund- 
fläche steht  (Fig.  727)  heifst  ein  schiefer 
Kegel  oder  auch  ein  ungleichseiti- 
ger Kegel-  Aebnliche  Kegel,  s.  u. 
„Aehnlich*.  Die  Namen  stumpf- 
winklige, spitzwinklige,  recht- 
winklige Kegel  erhalten  nie  Kegel  von 
der  Beschaffenheit  ihres  Winkels  an  der 
Spitze. 

6.  Ist  der  Kegel  ein  schiefer  Kegel,  so 

S'bt  es  aufser  dem  System  der  mit  dem 
rundkreise  parallelen  Durchschnittskreise 
noch  ein  zweites  System  von  parallelen 
Durchschnittsebenen,  welche  auch  Kreise 
sind  nnd  Wechselschnitte  des  Kegels 
beifsen.  Deren  Durchmesser  in  dem  nor- 


>  Kegel. 

mal  auf  der  Grundfläche  befindlichen 
Axendurchschnitt  sind  antiparalleL 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  H  in 
dem  Durchmesser  BD  einer  der  Grund- 
fläche parallelen  Durchschnittsebene  BED, 
wenn  &ABD  der  normale  Aienouer- 
schnitt  des  Kegels  ist,  ziehe  die  Linie 
KL  antiparallel  mit  BD,  so  dafs  also 
Z.AKL  =  £ADB  und  £ALK=  Z.ABD, 
und  lege  durch  /TL -eine  der  Axe  AC 
normale  Ebene  KGLJ,  so  ist  diese  Ebene 
eine  Kreisebene  und  die  Durchschnitts- 
linie GJ  beider  Ebenen  steht  auf  dem 
Axendreieck  ABD  normal,  folglich  auch 
normal  auf  den  beiden  im  Axendreieck 
ABD  befindlichen  Linien  BD  und  KL 
in  dem  allen  dreien  Linien  gemeinschaft- 
lichen Durchschnittspunkt  H. 

Da  nun  BJDG  ein  Kreis  ist,  so  hat 
man 

GH*  =  BH  x  DU 
Nun  ist  /_DLH=  /_KBH 
hierzu       *£DHL  =  /_BHK 

daher         A  DHL  co  A  KHB 
woraus     DH :  LH  -  KH :  BH 

oder  LH  x  KH  =  BH  x  DH 

mithin  LH  x  KH  =  GH* 

Mithin  ist,  weil  der  Punkt  H  ein  in 
dem  Durchmesser  BD  ganz  willkührlich 
angenommener  Punkt  ist  die  Ebene  KGLJ 
ein  dem  Kreise  BEDJ  congruenter  Kreis. 

7.  Der  Mantel  eines  geraden  Kegels 
ist  so  grofs  als  ein  Dreieck,  dessen  Grund- 
linie dem  Umfang  des  Grundkreises  und 
dessen  Höhe  der  Seite  des  Kegels  ist. 

Man  beschreibe  in  nnd  um  den  Grand- 
kreis  des  Kegels  zwei  einander  ähnliche 
Vielecke,  die  Seiten  des  inneren  Vielecks 
einzeln  4=  den  Seiten  des  äufseren  Viel- 
ecks. Entere  sind  Sehnen  im  Grund- 
kreise, letztere  Tangenten  an  dem  Grund- 
kreise. Nun  bilde  man  zu  diesen  Seiten 
als  Grundlinien  Dreiecke,  deren  gemein- 
schaftliche Spitze  die  Spitze  des  Kegels 
ist,  so  fallen  alle  Dreiecke  über  dem  in- 
neren Polygon  innerhalb,  alle  Dreiecke 
über  dem  äufseren  Polygon  ausserhalb 
des  Kegelmantels;  die  inneren  Dreiecke 
unter  sich  und  die  äufseren  Dreiecke  un- 
ter sich  sind  congruent  und  gleichschenk- 
lig. Das  Loth  aus  der  Spitze  auf  jede 
der  inneren  Grundlinien  gefällt,  d.  h. 
die  Höhe  jedes  der  inneren  Dreiecke,  sei 
h,  das  Loth  anf  die  äufseren  Grundlinien 
ist  die  Seite  /  des  Kegels,  die  Seiten 
selbst  seien  a  und  A  so  hat  man  die 
Summe  der  inneren  Dreiecke  =  ±nak,  die 
der  äufseren  =  jnAt.  Zwischen  beiden 
Flächenräumen  ist  offenbar  der  von  ihnen 
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eingeschlossene  Kegelmantel  begriffen. 
Ist  dieser  =  M,  so  hat  man 

l*mk<  M     \  n.il 
Ist  ferner  U  der  Umfang  des  Grund- 
kreises, so  hat  man,  da  dieser  von  bei- 
den Polygonen  eingeschlossen  ist 

na<  U  <  ».4 
und  da  I»  <  l,  so  hat  man  hieraus 

\»ah  ■    i  I  I  \n.\l 

Mit  dem  beliebigen  Wachsthum  von  n 
kommen  die  Polygonumfänge  dem  Kreis- 
umfang und  die  Höhe  k  der  Seite  /  im- 
mer näher,  mithin  kommen  beide  Drei- 
eckssnmmen  \  nah  und  \nAl  sowohl  dem 
Kegelmantel  m  als  auch  der  Fläche  $Ul 
beliebig  nahe  und  sowohl  M  als  \  sind 
deren  Grenzwerthe  und  einander  gleich. 

Da  nun  \  VI  der  Inhalt  eines  Dreiecks 
ist,  dessen  Grundlinie  der  Umfang  des 
Grundkreises  und  dessen  Hübe  die  Seite 
des  Kegels  ist,  so  ist  der  Kegelmantel 
diesem  Dreiecke  gleich. 

8.  Wenn  man  durch  einen  Kegel  eine 
mit  der  Grundfläche  parallele  Ebene 
führt  und  den  oberen  Theil  fortnimmt, 
•o  heilst  der  zurückgebliebene  mit  zwei 
Endflächen  versehene  Theil  des  Kegels 
abgekürzter  oder  abgestumpfter 
Kegel.  Ist  die  durchgeführte  Ebene  I 
der  Grundfläche  so  ist  der  Kegel  gerade 
abgekürzt,  ist  sie  der  Grundfläche  nicht 
#,  schief  abgekürzt. 

Der  Mantel  eines  geraden  und  gerade 
abgekürzten  Kegels  ist  gleich  einem  Tra- 
pez, dessen  parallele  Seiten  den  Umfan- 
gen der  beiden  Endkreise  gleich  sind  und 
welches  das  zwischen  den  beiden  End- 
kreisen begriffene  Stück  der  Seite  des 
Kegels  zur  Höhe  hat. 

An  der  Seite  CA  des  ganzen  geraden 
Kegels  errichte  in  A  die  Nonnale  AF  = 
dem  Umfange  des  Grundkreises  AB,  ziehe 
die  gerade  Linie  CF,  so  ist  &CFA  =  dem 
ganzen  Kegelmantel.    Ziehe  DG^AF, 


Fig.  728. 


so  hat  man,  wenn  CJ  die  Axe  des  Ke- 
gels ist,  und  H  der  Punkt,  in  welchem 


sie  die  obere  Endfläche  DE  schneidet, 

Umfang  AB:  Umfang  DE-AC.CÜ 
aber  auch        AC:  CD  =  AF:DG 

folglich  Umfang  A B : Umfang  DE  =  AF  DG 

Da  nun     AF  =  Umfang  AC 

so  ist  DG  =  Umfang  DE 

daher      A  CDG  =  Kegelmantel  CDK 

folglich  ist  das  Trapez  ADGF=  dem  Ke- 
gelmantel ABDE. 

10.  Der  Hantel  eines  gerade  abgekürz- 
ten geraden  Kegels  ist  gleich  einem 
Rechteck,  dessen  Grundlinie  gleich  dem 
Umfange  des  in  der  Mitte  beider  Eod- 
kreise  ihnen  +  durchgelegten  Kreise» 
und  dessen  flöhe  die  Seite  des  abgekürz- 
ten Kegels  ist. 

Durch  die  Mitte  K  der  Seite  AD  führe 
den  Durchschnitt  KM  +  beiden  Endkrei- 
sen AB  und  DE  und  errichte  in  K  die 
Normale  KL  auf  AC,  so  ist  (nach  Satz  9) 
KL  =  dem  Umfange  des  Kreises  KM. 

Nun  ist  aber  das  Rechteck  von  der 
Grundlinie  KL  und  der  Höhe  AD  =  dem 
Trapez  ADFG,  folglich  ist  der  Satz  er- 
wiesen. 

11.  Der  Mantel  eines  geraden  Kegels 
ist  gleich  dem  Mantel  eines  Cylinders, 
der  den  halben  Durchmesser  der  Kegel- 

S rundfläche  zum  Durchmesser  und  die 
eite  des  Kegels  zur  Höhe  bat. 
Ist  (Fig.  728)  CH=\CJ,  so  ist  such 
DE-\ AB  und  Umfang  DE  =  ^{JmUoß  Aß. 
Da  nun  der  Kegelmantel  nach  No.  9 
=  k  ■  Umfang  AB  mal  AC ,  so  ist  der  Ke- 
gelmantel auch  =  Umfang  DE  mal  AC 
also  =  dem  Mantel  eines  Cylinders  von 
dem  Durchmesser  DE  und  der  Höhe  AC. 

12.  Der  Mantel  eines  geraden  Kegels 
CAB  ist  gleich  dem  Mantel  eines  Cylin- 
ders dessen  Höhe  die  Höhe  CJ  des  Ke- 
gels ist  und  dessen  Grundfläche  die  in 
der  Mitte  D  der  Seite  auf  derselben  bis 
zur  Axe  CJ  errichtete  Normale  DO  zum 
Halbmesser  hat 

Es  sei,  Fig.  729,  CAB  der  Axenquer- 
schnitt  eines  geraden  Kegels,  CJ  die 
Höhe,  CH  -  \CJ,  DE^AB.  Ziehe  DO 
normal  AC, 

so  ist  &CAJ &DOH 

weil  deren  Seiten  gegenseitig  auf  einan- 
der normal  stehen. 

Hieraus  folgt  CA:DO  =  CJ:  DH 

und  wenn  man  DU  und  DO  als  Halb- 
messer von  Kreisen  ansieht, 

CA  :  Umf.  DO  =  CJ :  Umf.  DB 

woraus   CA  x Umf.  DH  -  CJ  x  Umf.  DO 
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Fig.  729. 


Nun  ist  aber  CA  x  Umf.  DH  (nach  Satz 
1 1)  gleich  dem  Kegelmantel  und  CJ  x 
Umfang  DO  ist  gleich  dem  Cylinderman- 
tel  vom  Halbmesser  DO  des  Grundkrei- 
ses und  der  Höhe  CJ  des  Kegels. 

13.  Der  Mantel  eines  gerade  abgekürz- 
ten geraden  Kegels  ist  gleich  dem  Man- 
tel eines  geraden  Cyliriders,  dessen  Höhe 
die  Seite  des  abgekürzten  Kegels  und 
dessen  Grundfläche  gleich  der  in  der 
Mitte  der  Höhe  genommenen  mit  den 
Endflächen  parallelen  Durchschnittsfläche 
ist.; 

Der  Satz  ist  mit  dem  Satz  10  erwiesen. 

14.  Der  Mantel  eines  gerade  abgekürz- 
ten geraden  Kegels  ist  gleich  dem  Man- 
tel eines  geradecPCylinders  von  einerlei 
Höhe  mit  dem  abgekürzten  Kegel,  dessen 
Grandkreis  aber  die  in  der  Mitte  der 
Höhe  auf  der  Kegelseite  bis  in  die  Axe 
errichtete  Normale  zum  Halbmesser  hat. 

ht  (Fig.  721)  DE  AB  der  abgekürzte 
Kegel,  KM  in  der  Mitte  zwischen  AB 
und  DE  parallel,  P  deren  Durchschnitts- 
punkt mit  der  Axe,  KO  normal  AC,  so 
fälle  das  Loth  DN  und  man  hat  wie 
No.  12 

&DAN&&KOP 
daher     DN:  KP=  AD  :  KO 

Oder  IIJiKP=AD:KO 
also  auch  UJ  :  ümf.  KP=  AD :  ümf.  KO 
oder       tfJxümf.  K0  =  AD  x  Und.  KP 

Da  nun  (nach  No.  10)  AD  x  Umfang  KP 
=  dem  abgekürzten  Kegelmantel  und 
HJ  x  Umfang  KO  der  im  Satz  bezeich- 
nete Cylindermantel  ist,  so  sind  beide 
Mäntel  einander  gleich. 

15.  Die  Oberflächen  gerader  schief  ab- 
gestumpfter und  schiefer  Kegel  sind  nur 
unrch  höhere  Analysis  zu  finden  möglich, 
die  Endformeln  srnd  nur  durch  Reihen 
zu  integriren. 

16.  Ist  der  Halbmesser  der  Grundfläche 


eines  geraden  Kegels  =  Ä,  seine  Höhe  H 
seine  Seite  L 

so  ist  die  Grundfläche  =  nR1 
der  Umfang  derselben  =  2/rÄ 
der  Inhalt  des  Kegelmantels  =  nRL 
die  Seite  L  =  |/Jf»+Ä" 
also  der  Inhalt  des  Kegelmantels  auch 

=  nR  y  tPT'B? 
Ist  der  Halbmesser  der  zweiten  End- 
fläche eines  gerade  abgestumpften  gera- 
den Kegels  =  r,  seine  Seite  /,  seine  Höhe 
A,  so  ist 

der  Umfang  des  oberen  Endkreises  =  2nr 
der  Mantel  =  n  (R  +  r)f 

die  8eite  l  =  \>k*  +  (/!  -  r)> 

der  Mantel  auch =/i(Ä  +  r)  ^»+(A-r)> 

17.  Der  körperliche  Inhalt  eines  Ke- 
gels ist  so  grofs  als  eine  Pyramide  von 
gleich  grofser  Grundfläche  und  Höhe. 

Man  beschreibe  in  und  um  den  Grund- 
kreis zwei  ähnliche  reguläre  Vielecke,  be- 
trachte diese  als  Grundebenen  von  Py- 
ramiden, die  ihre  Spitze  in  der  Kegel- 
spitze haben,  so  ist  der  Kegel  zwischen 
beiden  Pyramiden  begriffen.  Eine  Pyra- 
mide, deren  Grundflache  gleich  grofs  ist 
mit  dem  Grundkreis  des  Kegels  und  die 
mit  demselben  einerlei  nöhe  hat,  ist  eben- 
falls zwischen  jenen  beiden  Pyramiden 
begriffen. 

Nun  aber  ist  der  Unterschied  der  in- 
neren und  der  äufseren  Pyramide  gleich 
der  Pyramide  von  derselben  Höhe,  die 
den  Unterschied  der  Grundflächen  jener 
beiden  zur  Grundfläche  hat.  Der  Unter- 
schied dieser  Grundflächen  kann  aber 
durch  Vermehrung  der  Seitenzahl  beider 
Polygone  beliebig  klein  werden,  also  auch 
der  Unterschied  der  Pyramiden,  und  da- 
her müssen  die  zwischen  ihnen  begriffe- 
nen Körper),  der  gegebene  Kegel  und  die 
Pyramide  von  gleicher  Grundfläche  und 
gleicher  Höhe  mit  ihm  gleich  grofs  sein. 

18.  Der  körperliche  Inhalt  eines  Ke- 
gels ist  =  dem  dritten  Theil  eines  Cy- 
hnders  von  derselben  Grundfläche  und 
derselben  Höhe. 

Es  sei  CAB  der  gegebene  Kegel  im 
Axenquerschnitt,  AB  der  Durchmesser 
=  2/40  =  2R  der  Grundfläche,  CD  seine 
Höhe  //.  Theile  diese  Höhe  von  der 
Spitze  C  herab  in  m  gleiche  Theile,  wie 
CE.  EF,  FC  ... ,  bezeichne  diese  Höhen 
mit  k  so  ist  mh  =  H.  Führe  durh  jeden 
Theilpunkt  eine  Ebene  +  der  Grund- 
fläche und  construire  in  und  um  den 
Kegel  Cylinder  von  der  Höhe  h.  Der 
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erste  äufsere  Cylinder  von  der  Höhe 
CK  —  k  hat  die  Grundfläche  vom  Durch- 
messer aa,  und  die  Höhe  EC-h,  der 
zweite  äußere  Cylinder  die  Grundfläche 
vom  Durchmesser  cc  und  die  Höhe  FE 
=  A ,  der  mte  äufsere  Cylinder  hat  die 
Grundfläche  Ton  Durchmesser  AB  und 
die  Höhe  Ay  =  A. 

Bezeichnet  man  den  Halbmesser  der 
Grundfläche  aa  mit  r,  die  Grundfläche 
selbst  also  mit  nr',  so  ist  die  Grund- 
fläche cc  =  4-7 r',  die  folgende  9/rr',  u.  s  w. 
Die  mte  AH  =  m'/rr*.  Sämmtliche  Cy- 
linder umschließen  den  Kegel  und  deren 
Summe 


Tir'A  +  4.i  r«A  +  9-rr«A  +  . . ..  mVrr'A  =  |«  (m  +  1)  (2m  +  1)  nr'k 

ist  gröfser  als  der  Kegel.  fläche  00«..,  der  mte  die  Grundfläche  xx, 

Der  erste  innere  Cylinder  besteht  in  sämmtliche  Cylinder  haben  die  Höhe  h, 

der  Aze  CE  und  ist  =  0,  der  zweite  hat  sie  werden  von  dem  Kegel  eingeschlos- 

die  Grundfläche  aa,  der  dritte  die  Grund-  sen,  und  deren  Summe 

Tir'A  +  4*r*A  +  9/rr»A  -f  (m  -  l)1  nn}k  =  t  (m  -  1)  M  (2m  -  1)  *r»A 

ist  kleiner  als  der  Kegel.   Hieraus  hat  mau 

im  (m  +  1)  (2m  +  1)  nr'A  >  Kegel  >  i  (m  -  1)  m  (2m  -  1)  nr*h 


Bei  beliebigem  Wachsthum  vom  m  ver- 
schwindet die  Einheit  immer  mehr  und 
mehr  gegen  m  und  beide  den  Kegel  ein- 
schließenden Grölsen  nähern  sich  belie- 
big dem  Körper 

| m  •  m  ■  2m  •  nr7h  —  Jm'/ir'A 

Nun  ist  nach  Voraussetzung  mr=  AD  =R, 

also  mW  =  nR},  und  mA  =  CD  =  //. 

Demnach  ist  der  Inhalt  des  Kegels 
=  lnR*H.  1).  h.  =  dem  dritten  Tbeil 
eines  Cylinders  von  der  Grundfläche  und 
der  Höhe  des  Kegels. 


Durch  Integralrechnung  erhalt  man  das 
Resultat  einfacher: 

Nimmt  man  CD  tur  Abscissenlinie,  C 
zum  Anfangspunkt  der  Abscissen,  setzt 
CF  =  x,  Fe  =  y,  so  bat  man 
CF:Fc  =  CD:DB 
oder  x;y  =  H:R 

R 


woraus 


Nun  ist  die  Cubaturformel  für  Um- 
drehungskörper, indem  nämlich  das  &CDB 
um  CD  sich  umdrehend  den  Kegelraum 

beschreibt : 


Fx  =  Kegel  Ccc  =  nfy*bx  +  C=  n  .  J       xa  8x  +  C  =     •  ^x»  +  C 


Für  x  =  0  fällt  der  Kegel  in  die  Spitze 
C  zusammen,  wird  =  0  und  folglich  wird 
auch  C  =  0.    Mithin  ist 

der  Kegel  Ccc  =  *  '  J[im  x% 

Setzt  man  für  CF  die  Höhe  CD,  also 
//  für  x,  so  erhält  man 

den  Kegel  CAB  =  *  .  ~  H*  =  J  »Ä** 

19.  Der  körperliche  Inhalt  eines  gerade 
abgekürzten  geraden  Kegels  ist  gleich 
dreien  vollständigen  Kegeln  von  einerlei 
Höhe  mit  dem  abgekürzten,  deren  Grund- 


flächen der  Reihe  nach  der  untere,  der 
obere  und  das  Mittel  beider  Endkreise 

sind. 

Ein  Kegel  ist  gleich  einer  Pyramide 
von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe;  führt 
man  durch  beide  Körper  parallel  mit  den 
Grundflächen  genommene  Durchschnitts- 
ebenen in  gleichen  Abständen  von  der 
Spitze,  so  sind  in  beiden  Körpern  diese 
Durchschnittsflächen  einander  gleich.  Die 
beiden  oberen  Körper  sind  daher  einan- 
der gleich,  also  auch  die  beiden  abge- 
kürzten unteren.  D.  h.  Ein  abgekürzter 
Kegel  ist  ■  einer  abgekürzten  Pyramide 
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■wenn  beide  gleiche  Endflächen  und  gleiche 
Höhen  haben.  Nun  gilt  aber  der  Satz 
Ton  der  abgekürzten  Pyramide  also  auch 
vom  abgekürzten  Kegel. 

20.  Ein  gerader  gerade  abgekürzter  Ke- 
gel ist  =  dem  dritten  TbeiT  von  dreien 
Cylindern,  welche  mit  dem  Kegel  gleiche 
Höhe  haben,  von  denen  der  eine  die  un- 
tere, der  zweite  die  obere  Grundfläche 
und  der  dritte  das  Mittel  beider  Grund- 
flächen zur  Grundfläche  hat. 

Es  sei,  Fig.  729,  der  Axenquerschnitt 
DEAB  des  abgekürzten  Kegels  mit  dem 
Durchschnitt  CED  des  Ergänzungskegels, 
AJ  sei  Ä,  DH  =  r,  IIJ  =  II,  so  bat  man 
die  Ergänzungshöhe  CH  aus  der  Pro- 
portion 

AJ.DH  =  CJ:CII 
oder  R  :r  =  k  +  CH  iCH 

woraus  CH  =  h  •  _  r    nnd CJ-k  -  

H  —  r  ti  —  r 


Nun  ist  der  Kegel  CAB  =  |  ;rÄ«A 


Es  sei  CAB,  Fig.  729,  der  Durchschnitt 
eines  Kegels,  C  dessen  Spitze,  CD  des- 
sen Axe,  also  AC,  BC  Seiten  des  Ke- 
gels, so  kehren  die  Lichtstrahlen  in  sich 
selbst  zurück,  die  normal  auf  eine  Seite 
des  Kegels  fallen.  So  z.  B.  tritt  das 
Bild  von  dem  Punkt  E  in  der  Normalen 
EF  auf  den  Punkt  F  in  FE  nach  E  zu- 
rück ;  der  Lichtstrahl  EG  dagegen  reflec- 
tirt  nach  GH,  wenn  Z  EGB  =  /_HGC  ist. 

Ist  also  E  das  Auge,  so  empfängt  es 
in  G  das  Bild  von  //  .  alle  innerhalb  des 
Winkels  HG  F.  befindlichen  Gegenstände 
werden  Tom  Auge  in  E  innerhalb  der 
Linie  GF  gesehen.  Um  z.  B.  zu  erfah- 
ren ,  wo  der  Lichtpunkt  J  in  den  Spie- 
gel fällt,  fälle  ans  J  die  Normale  JL  auf 
BC,  verlängere  diese  rückwärts  bis  M, 
so  dafs  JM  =  EF,  ziehe  MF  und  JN  +  MF 
so  ist  X  der  verlangte  Spiegelungspunkt. 

Fig.  731. 


Ä-r 


der  Kegel  CDE  =  i  m*  k 


Ä-r 


folglich  der  abgekürzte  Kegel  AB  DE 


=  in* 


Ä*- 


=  t7»A(rl-^-rÄ  +  K,) 


Ä-r 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Kegelmantel,  s.  u.  .Kegel*. 

Kegelschnitte.  Constrnction  derselben, 
t.  den  Art.:  „Brennpunkte  der  Ke- 
gelschnitte", pag.  421  mit  Fig.  257  bis 
259.  8.  ferner  .Brennpunkt  der  Pa- 
rabel", pag.  416  mit  Fig  253  bis  255; 
.Brennpunkte  der  Ellipse",  pag. 
218  mit  Fig.  256;  .Brennpunkte  der 
Hyperbel",  pag  420.  S.  ferner  den 
Art.  ,Curren"  ton  No.  12,  pag.  174 
bis  No.  27,  pag.  184  mit  Fig  532  bis  535, 
welches  das  rein  Analytische  enthält; 
„Bahn  de r  Weltkörper "  Ton  No.  12, 
pag.  296  mit  Fig.  188  bis  191;  „Bahn 
der  Weltkörper,  die  Ellipse",  pag. 
303. 

Kegelspiegel  ist  ein  Spiegel  mit  ke- 
gelförmiger Oberfläche.  Die  katoptrischen 
Gesetze,  welche  für  die  Entstehung  des 
Spiegelbildes  hier  einwirken,  sind  in  dem 
Art.  .  Cylinderspiegel"  speciell  aus- 
einander gesetzt.  Dieselben  (auf  die  Ke- 
gelform des  Spiegels  angewendet,  ergeben 
die  hierhergehöngen  Resultate.  Die  Ge- 
setze der  Spiegelung  sind  wie  beim  ebe- 
nen Spiegel  und  man  hat  auch  beim 
Kegel  jeden  Punkt,  der  einen  Lichtstrahl 
aufnimmt,  als  den  Punkt  einer  die  Ke- 
gelfläche tangirenden  Ebene  zu  betrachten. 


Denn  es  ist  JM  .JL  =  FN :  NL 


oder 


EF:FX  =  JL.XL 


mithin  &EFX&&JLN 

woraus  //EXF=JNL 

2.  Um  mittelst  des  Kegelspiegels  ein 
bestimmtes  Bild  zu  sehen,  denn  eine  ab- 
zuspiegelnde Zeichnung,  welche  wie  beim 
Cvlinderspiegel  ein  Zerrbild  ist,  so  ver- 
fährt man  für  Anfertigung  eines  solchen 
Bildes  folgendermaafsen. 

Es  sei  Fig.  732  der  Kreis  die  Gröfse 
der  Grundflache  des  Kegelspiegels,  so 
zeichne  auf  der  Papierfläche  das  Bild, 
welches  durch  den  Spiegel  erscheinen 
soll.  Es  sei  A  ein  Punkt  des  Bildes,  so 
ziehe  den  Halbmesser  CE  mit  Verlänge- 
rung EG  durch  den  Punkt  A,  errichte 
in  C  ein  Loth,  es  sei  CD  die  Höhe  der 
Axe  des  Kegels  und  in  der  doppelten 
Höhe  CB  der  Ort  des  Auges.  Ziehe  ED, 
so  ist  DEC  das  halbe  Profil  des  Kegel- 
spiegels. Ziehe  nun  BA ,  welche  die  Ke- 


Kegelspiegel.  1 

geleerte  DE  in  F  schneidet,  so  ist  F  der 
Punkt  auf  der  Oberfläche  des  Kegelspie- 
,  gels,  in  welchem  durch  das  in  Ii  befind- 


Fig.  732. 


liehe  Auge  der  Punkt  A  gesehen  werden 
soll  und  der  dem  Punkt  A  in  der  Zeich- 
nung entsprechende  Punkt  mufs  die  Lage 
haben,  dals  seine  Spiegelung  in  F  ge- 
schieht. Demnach  hat  man  nur  nütbig 
an  die  Linie  EF  in  F  einen  Z  GFE  = 
/_AFE  zu  zeichnen,  und  man  erhält  in 
der  Papierebene  des  zu  verzeichnenden 
Zerrbildes  G  als  den  Punkt,  der  von  B 
aus  gesehen  in  F  reflectirt. 

Keil  ist  ein  festes  dreiseitiges  Prisma, 
auf  dessen  Seitenflächen  Kräfte  wirken; 
er  war  bei  den  Alten  die  sechste  Potenz. 
Von  den  drei  wirkenden  Kräften  sind 
zwei  gegeben,  die  dritte  ist  zu  bestim- 
men ;  jene  beiden  sind  die  Widerstände 
des  Keils,  die  dritte  ist  die  Kraft  des 
Keils.  Die  Seitenflächen,  auf  welche 
die  Widerstände  wirken,  heifsen  die  Sei- 
ten des  Keils,  die  Seitenfläche  auf 
welche  die  Kraft  wirkt,  der  Rücken  des 
Keils.  In  der  Regel  wird  angenommen, 
da  Ts  Kraft  und  Widerstände  in  einerlei 
auf  den  Seitenflächen  normal  befindli- 
chen Ebene  sich  befinden.  Daher  nennt 
man  auch,  weil  es  auf  die  Länge  der 
Flächen  nicht  ankommt,  die  Durchscnnitts- 
linien  der  drei  Seitenflächen  in  jener  nor- 
mal durchgelegten  Ebene  Seiten  und 
Rücken  des  Keila.  Der  Neigungswinkel 
der  beiden  Seitenflächen  also  der  Win- 
kel der  Seiten  in  der  Durchschnittsebene 
heilst  der  Winkel  des  Keils. 

2.  Sind  die  Kraft  und  die  Widerstände 
auf  den  Rücken  und  die  Seiten  des  Keils 
normal  wirkend ,  mit  einander  im  Gleich- 
gewicht, so  verhält  sich  die  Kraft  zu  den 
Widerständen  wie  der  Rücken  zu  den 
Seiten  des  Keils. 


I  Keil 

Denn  wenn  3  Kräfte  mit  einander  im 
Gleichgewicht  sein  sollen,  so  ist.  Bedin- 
gung: Erstens,  dafs  sie  in  einerlei  Ebene 
&ich  befinden  und  zweitens  in  einerlei 
Punkt  sich  schneiden.  Verlängert  mau 
also  die  Kräfte  V,  l\  Q  bis  in  die  Mitte 
des  Keils,  so  schneiden  sie  sich  in  einem 
Punkt  C,  und  deren  Gleichgewicht  er- 
fordert 


Fig.  733. 


VtPlQ*$i»Z  PCQ.nn  VCQ :  sin  £PC  V 

=  »IH  D  !  l»H  Ii  :sinA 

mithin  sind  V :  P:  Q  =  AB  i  AD  j  BD 

3.  Wenn  auf  die  beiden  Seiten  des 
Keils  unter  beliebigen  Winkeln  Wider- 
derstände wirken,  die  nur  ihren  Rich- 
tungen nach  zurückweichen  können,  so 
soll  eine  auf  den  Rücken  des  Keils  wir- 
kende Kraft  so  bestimmt  werden,  dafs 
mit  Rücksicht  auf  die  Reibung  der  Sei- 
ten des  Keils  an  den  Widerständen,  ent- 
weder die  geringste  Vermehrung  oder 
die  geringste  Verminderung  der  Kraft 
ein  Vor-  oder  Rückgleiten  des  Keils  zur 
Folge  hat. 

Es  sei  A  HC,  Fig. 725,  der  normale  Durch- 
schnitt des  Keils,  in  dessen  Ebene  alle 
Kräfte  gerichtet  angenommen  werden. 
Halbire  den  z  ACB  durch  CD,  DV  sei 
die  Richtung  der  auf  den  Rücken  AB 
wirkenden  Kraft  P,  PE  und  QF  seien 
die  Richtungen  der  Widerstände  P  und 
Q,  die  gegen  die  Keilseiten  so  wirken, 
dafs  sie  bei  Aufhebung  des  Gleichge- 
wichts nur  nach  diesen  Richtungen  vor- 
oder  rückgleiten  können.  Um  die  Lage 
dieser  Kräfte  zu  bestimmen,  setze  z  DCA 
=  Z.DCB  =  a,  Z  DEP=  ß,  Z  DFQ  =  y, 
ZC0F  =  cf. 

Wären  keine  Reibungs widerstände  vor- 
handen, so  würden  die  mit  V  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Pressungen  aus  P 
und  Q  auf  die  ihnen  vorstehenden  Sei- 
ten AC,  BC  nach  normal  auf  denselben 
befindlichen   Richtungen    Gl)  und  BD 
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wirken  und  die  der  Kraft  V  gleichgel- 
tenden auf  die  Wirkungen  P  und  Q  ver-  woran* 
(.heilten  Seitenkräfte  nach  DG  und  l)H 
gerichtet  sein 


gen  mit  den  Keilseiten  her- 
rührenden Reibung  zufolge 
haben  die  Widerstände  Rich- 
tungen, die  für  P-f  Reibung 
(/i)  zwischen  DG  und  V  und 
die  für  Q  +  R  zwischen  DU 
und  Fliegen.  Und  zwar  sind 
WD  im  I  W'D  diese  Richtun- 
gen, und  zugleich  DW  und 
1)W  die  Richtungen  der  den 
Widerständen  P  +  R  und 
Q  +  Ä  für's  Gleichgewicht 
entgegenwirkenden  Seiten- 
kräfte W  und  H"  der  Kraft 
r,  wenn  ZGÖ»F 
=  i  der  Reibungswinkel  ist. 

Nun  hat  man  für's  Gleich- 
er '  \\irht,  wenn  DW  zur  Mo- 
mentenaxe  genommen  wird, 

»F- »in  WDW' 

=  r$im  VDW 


W  - 


»in  VDW 


»in  WDW' 


V 


Der  von  der  Berührung  der  Gegenla-  z  WDW  =  Z.  GDH  —  2t~  180°  —  2«  -  2r 


Z  VDW  =  Z  VDH  -  t  =  Z  CO»  -J-f=90°  rr-.T-i 

woher  H'  =  ^-^±1).F  (|) 

Eben  so  ist,  DW  zur  Momentenaxe  genommen, 
*in  VDW  ,in  (Z  CDG  +  J -  i )  _  sin (90° -I- 1  -  it  - 1)      eo$ (c+r -J) 

«nJKDrV'*     ~       #i«2(n  +  T)  «»  2  («  +  f )  »i»2(«  +  i)  ( 

Die  nach  JW  gerichtete  Seitenkraft  W  tung,  nach  welcher  die  Widerstände  aus- 

und  der  nach  JE  gerichtete  Widerstand  weichen  können,  normal  sein  ruufs. 

P  geben  nur  eine  Mittelkraft,  welche  im  Ist  also  JA'  normal  JE,  so  mufa  JK  die 

Falle  des  Gleichgewichts  auf  der  Rieh-  Richtung  der  Mittelkraft  aus  VF  und  P  sein. 

Nun  ist  aber  /_EJW '  =  z  EJC  +  Z  WJC  =  fl  -  «  +  GJ0  =  90°  +  0 -  «  -  r 
und  Z.KJW  =  ^EJW-d/EJK  =  ß-«-t 

Daher  JA'  zur  Momentenaxe  genommen  Richtungen  der  Kräfte  Q  und  W  auf 
90°  =  P=  W  »in  iß  —  «  —  t)  eiQe  Nonnale  ML,  so  ist  diese  die 

p  Richtung  der  Mittelkraft  zwischen  diesen 

und  W=-  -  (3)  beiden  Kräften,  von  welchen  Q  nach  NF 

nn(ß-a-i)  und  w>  nach  DW>  gerichtet  ist; 

Um  W  zu  bestimmen  errichte  in  Af,  und  e9  ist  QtinNML=  W'iinWML 
dem  Durchschnittspunkt  zwischen  den 

Nun  ist 

ZF*HV  =  ZFNC  +  Z.yV'OC=y-a  +  ZWOC=y-«  +  //DON=y  -  n  +  90°-r 
folglich   /iWML  =  Z  FM  W  —  FML  -y  —  a-  i 

und  W  =  —  f   Q  .  (4) 

sin  (y  —  a  —  ») 

Werden  diese  Werthe  von  W  und  W  (Gl  3  und  4)  in  die  obigen  Gleichungen 
1  and  2  für  W  unJ  W  substituirt,  so  erhält  man 


■ 
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y=  «*»  2  (« +  t)   p  «in  2  (a  + 1)  

«tu  (/}  —  er  —  ?)  cot  (a  -f  6  +  f )        «in  (y  —  «  —  t)  cot  (tt  + 1  —  J) 

Aus  diesem  doppelten  Ausdruck  für  V  Gleichgewicht  in  der  oben  betrachteten 
ergibt  sich  die  Bedingungsgleichung  für  Art  allein  bestehen  kann,  nämlich: 
die  Gröfsen  P  und  Q,  bei  welchen  das 

P  t  Q  =  «in  (y  -  a  -  t)  cot  (o  + 1  -  d) :  sin  (ß  -  o  - 1)  •  cos  (o  +  9  +  t)  (6) 

2.  Es  ist  also  im  betrachteten  Fall  V  schon  die  Reibung  mit  ihrem  Widerstände 
fur's  Gleichgewicht  mit  P  und  Q  am  Ä  dem  Widerstand  V*  zu  Hülfe  gekoni- 
gröfsten,  weil  mit  der  geringsten  Ver-  men  und  hat  einen  Theil  der  Kraft  P  +  Q 
mehrung  von  V  der  Ken  vorwärts  ge-  zum  Rückgleiten  selbst  übernommen.  Es 
trieben  wird.  ist  also  F'  =  P  +  Q  -  R.    Aus  diesem 

Soll  aber  die  Kraft  V  blofc  das  Rück-  Gründe  mufä  in  den  vorigen  Formeln 

gleiten  des  Keils  verhindern,  so  dafs  bei  de*       subtractiv  genommen  werden, 

der  geringsten  Verminderung  von  K'  das  Man  hat  demnach  für  diesen  Fall 
Rückgleiten  geschehen  würde.   Dann  ist 

Für  Ol.  i-.  w>'»«Xf+ *  +         K=  m 

ttn  2  (a  —  t)  sin  2  («  —  r) 

Für  Gl.  3:  »r-=-—   (8) 

sin  (ß  +  x  -  «) 

Für  Gl.  4  :  H"=   (9) 

«in  (y  + 1  -  a) 

F5rG1.5:    F=  ,  '"2,(<t~T>  — ,P=^-,  ^»2(«-0  O(|0) 

«n  (0  -f  i  -  tt)  cot  (ce  +  d     ?)      sm(y+?-«)«>a(<r—  O-i) 

Für  Gl.  6 :  P:  Q  =  tin  (y  +  t  -  o)  •  cot  («  -  J  -  ? :  sin  (/} + t  - tt) .  cot (a  +  d  -  »)  (U) 

3.  In  den  gewöhnlichen  Fällen  der  Anwendung  ist  J=0,  ß-y. 

Dann  wird  F  =  »(«*')        f_          s«n2(«*r)  n 

«n  (jS  —  o  t  t)co«  (a±r)        sin  (0 - o  t  »)  cot  (o  *  i) 

mithin  P=Q  y=  2sin(n*Q  p  (1  J} 

Setzt  man  nun  ()  =  Pt  bringt  den  Si-  «»(/?—«  ^  t) 

nus  des  doppelten  Winkels  im  Zähler  Bringt  man  diese  Winkel  ebenfalls  auf 
auf  den  einfachen  Winkel,  so  hat  man     die  einfachen,  so  erhält  man 

y  _  tin  a  cot  i  ±  cot  tt  tin  t  ^ p        tin  tt  ±  cot  a  tg  x 

~     tin  (ß  -  a)  cot  t  ^  cot  (ß  —  tt)  tin  r  "     tin  (ß  -  o)  ^  cot  (fl  -  tt)  tg  i 
_  „p        tin  a  ±  p  cot  tt 

tin  (ß  -  tt)  t  p  cot  (ß  —  a) 
4.  Wenn  die  Richtungen  der  Widerstände  normal  gegen  die  Seiten  des  Keils 
sind,  so  ist  ß  =  90°  +  «,  also 
y  —  8      ("  *  0  p  _  2  tin  (tt  *  t)  ^  _  2  («in  w  cos  t  *  cot  u  tint)  p 
tin  (90  7  r)  cot  t  cot  r 

=  2  (tin  a±cot  a  tgi)  P=  2  (tin  a±  pcot  a)  P. 
6.  Wenn  die  Richtungen  der  Widerstände  normal  auf  die  Aze  oder  Lange  de« 
Keils  sind,  so  ist  ß  -  90°,  also 

#ifi[90°-(«±T)]       cm(«±t)        *rt9V*    ')        l*t9atfi  l*t**f* 
6.  Wenn  V  ein  Minimum  sein  soll ,  so  mufs  der  Nenner  ein  Maximum  isia. 
also  in  Formel  12  der  Nenner  =  1.   Dann  hat  man 
0-(«*f)  =  9O° 
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also 
und 


ß  =  90°  + 

V  —  2  P  »in  («  ±  i)  =  2P  («in  a  co$irk  cot  a  sin  r) 

«tw  •                      s            „ „(»i» n  ±  coi  er  (o  t) 
=  2P(*in  a  ±  co*  n  la  r)  cot  j  =  2P-   

=  2P   - — 

VT+7T3 


7.  Die  Resultate  des  Gleichgewichts 
durch  u  ausgedrückt,  werden  unmittelbar 
folgender  Art  gefunden.  Es  sei,  Fig.  735, 
ABC  der  mittlere  normale  Querschnitt 
des  Keils,  DC  die  den  Winkel  an  der 
Spitze  halbirende  Mittellinie,  auf  diese 
wirke  die  Kraft  V  und  die  beiden  glei- 
chen Widerstände  P  wirken  unter  dem 
Z/»  mit  DC. 

Bezeichnet  man  den  von  jedem  Wi- 
derstande P  auf  jede  Seite  ausgeübten 
Normaldruck  mit  N,  so  äufsern  die  ein- 
ander berührenden  Flächen  eine  Reibung 
uN,  welche  längs  der  Seiten  des  Kegels 
als  Hindernils  wirkt. 

Soll  nun  das  Gleichgewicht  so  bestimmt 
werden,  dafs  die  geringste  Vermehrung 

Fig.  735. 


man  ihre  Mittelkraft  FG  m  Q,  so  ist  Q 
=  2  •  EFnn  FEE'  =  2JV  «in  a,  die  Reibun- 
gen betragen  zusammen  EE'  =2u  EF  cot  a 
—  2u  N  cot  er, 

mithin  ist  V  =  2  («in  a  +  fieot  a)N 

Um  N  mit  P  zu  vergleichen  hat  man 
dem  nach  PE  gerichteten  Widerstande 
entgegen  den  Normaldruck  A'  gegen  P 
in  E  nach  der  Richtung  F£,  welcher  aus 
der  nach  DC  wirkenden  Kraft  V  sich  zer- 
legt. 

Diesem  Normaldruck  N  entgegen  wirkt 
nach  der  Richtung  AC  die  zwischen 
den  Berührungsflächen  der  Keilseiten  und 
den  Ton  P  angetriebenen  Vorlagon  ent- 
stehende Reibung  </.V.  Reducirt  man  die 
Kraft  und  die  Reibung  u  N  auf  die  Rich- 
tung von  P,  so  mufs  die  algebraische 
Summe  der  beiden  reducirten  Wirkun- 
gen +  P=  0  sein. 

Also  NcotPEN-ftNcoiPEA-P  =  0 
oder  Nti*(ß-it)- ftN cot  (ß  -  a)- P=0 

P 

woraus    JV  =  - — —  r  —  : 

«tn  (ß  —  a)  —  /a  cot  (ß  —  «) 

Diesen  Werth  in  den  obigen  Ausdruck 
für  V  gesetzt,  gibt 


ron  V  eine  Fortbewegung  des  Keils  zur 
Folge  hat,  so  mufs  V  im  Gleichgewicht 
sein  mit  den  Normalpressungen  den 
die  Seiten  des  Kegels  von  den  Wider- 
ständen erleiden  und  mit  den  seine  Be- 
wegung in  der  Richtung  DC  hindernden 
nach  CA  und  CD  gerichteten  Reibungen 
fiN.  D.  h.  Die  Normalpressungen  und 
die  Reibungshindernisse  müssen  eine  nach 
CD  gerichtete  der  V  gleiche  Mittelkraft 
geben. 

Nun  bilden  die  Normalpressungen  EF 
=  N  mit  DC  den  Z  EFC  =  90°  -  o.  Setzt 

IV. 


F=2P. 


sin  n  |  u  cot  a 


tin(ß  —  o)  —  fi  cot  (ß  —  o) 

8.  Dieser  Ausdruck  ist  derjenige  Werth 
von  V.  dessen  geringste  Vermehrung  eine 
Aufhebung  des  Gleichgewichts  zur  Folge 
hat,  indem  dann  der  Keil  vorwärts  ge- 
trieben wird.  Der  Ausdruck  verwandelt 
sich  unmittelbar  in  den  für  dasjenige  P', 
welches  als  Minimum  bei  der  geringsten 
Verminderung  das  Rückgleiten  des  Keils 
zur  Folge  hat,  wenn  man  u  subtractiv 
nimmt,  wie  dies  No.  2  für  r  auseinander 
gesetzt  ist,  man  hat  also 


r  =  2P 


«in  a  —  fi  cot  a 


«in  (ß  -  o)  +  fi  cot  (ß  -  a) 

Keilzahlen  werden  bisweilen  diejenigen 
Zahlen  genannt,  welche  ein  Product  aas 
3  angleichen  Zahlen  sind  als  5x6x7=210. 

Kennzahl  gebräuchlicher  Kennziffer,  s. 

„Characteristik".  Kennzahl  ist  je- 
denfalls entsprechender,  denn  es  kann 
die  Charactenstik  eine  aus  zwei  oder  meh- 
reren Ziffern  bestehende  Zahl  sein. 
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Keplers  Gesetze  Aber  den  Laif  der 
Planeten.  Die  frühere  Planetentheorie 
war  folgende: 

1.  Die  Bahnen  aller  Planeten  sind 
Kreise. 

2.  Die  Sonne  befindet  sich  nicht  in 
dem  Mittelpunkt  dieser  Kreise. 

3.  Innerhalb  des  Kreises  befindet 
sich  ein  Punkt,  der  Ausgleichungspunkt 
(punctum  aequans),  von  dem  aus 
gesehen  der  Planet  in  gleichförmiger  Be- 
wegung zu  sein  scheint;  d.  h.  dafs  der 
Planet  von  jedem  Ort  seiner  Bahn  aus 
gehend 'gedacht,  in  gleichen  Zeiten  gleiche 
Winkelgeschwindigkeiten  hat  und  somit 
überall  in  gleichen  Zeiten  gleich  grobe 
Kreisbogen  zu  durchlaufen  scheint,  wie- 
wohl er  von  der  Sonne  aus  betrachtet 
in  ungleichförmiger  Bewegung  sich  be- 
findet. 

Wenn  der  Kreis  eine  Planetenbahn ,  C 
dessen  Mittelpunkt,  S  den  Ort  der  Sonne 
bedeutet,  so  sollte  dieser  Punkt,  der  Aus  - 
gleichungspunkt  für  die  Erdbahn 
im  Mittelpunkt  C  liegen ,  so  dafs  also  die 


Fig.  736. 


Erde  eine  wirklich  gleichförmige  Bewe- 

fung  hatte,  indem  zu  den  gleichen  Win- 
eln  aCß  und  yCJ  auch  gleiche  Bogen 
aß  und  yS  gehören. 

Bei  den  anderen  Planeten  dagegen  lag 
der  Ausgleichungspunkt  der  Sonne  ge- 
genüber ebenfalls  excentrisch  in  /»,  von 
wo  aus  der  Planet  gleiche  Winkelge- 
schwindigkeit hatte,  so  dafs  gleichzeitig 
die  gleichen  Z  tpn  und  ypd  und  mit 
ihnen  die  ungleichen  Bogen  «ij  und  yd 
durchlaufen  wurden. 

Bei  der  Erdbahn  war  nun  CS  die  Ex- 
centricität, was  sie  noch  jetzt  ist,  bei  den 
anderen  Planeten  war  dagegen  pS  als 
Excentricität  festgestellt,  was  sie  nicht 

Man  sieht,  die  Beobachtungen  waren 
so  scharf  und  die  Schlüsse  so  richtig, 
dafs  die  Astronomen  der  Wahrheit  sehr 
nahe  kamen.  Allein  die  Idee  von  den 
Planetenbahnen  in  excentrischen  Kreisen 


hatte  sich  bei  den  Astronomen  so  fest- 
gesetzt, dafs  sie  von  Copernicus  und 
Tycho  de  Brahe  auch  auf  Kepler  über- 
ging und  bei  ihm  feste  Wurzel  fafste. 
Schon  Ptolemäus  (150  J.  n.Chr.)  hatte 
excentrische  Kreise  für  die  Bahnen  der 
Planeten  und  der  Sonne ,  welche  sich 
sä  mint  lieh  um  die  Erde  drehe  ten. 

Dafs  die  Erde  allein  die  Ehre  hatte, 
gleichförmig  sich  zu  bewegen,  die  ande- 
ren Planeten  nicht,  lag  offenbar  in  der 
Beobachtung  grofser  Excentricitäten  bei 
den  übrigen  Planeten  die,  mit  Ausnahme 
der  Venus,  bei  welcher  sie  kleiner  ist, 
alle  viel  grölser  sind  als  bei  der  Erde. 
Bei  dem  Mars  beträgt  sie  fast  daa  Acht- 
fache der  der  Erde  und  gegen  l/io  des 
halben  groDsen  Bahndurchmessers. 

Es  ist  übrigens  klar,  dafs  der  Punkt 
p  dem  Aphel  A  zu  näher  liegen  mufs, 
weil  dort  wegen  der  Langsamkeit  des 
Gestirns  ein  nur  kleiner  bogen  gegen 
den  am  Perihel  bei  dort  grofser  Ge- 
schwindigkeit in  einerlei  Zeit  zurückge- 
legt wird. 

Kepler  bemühete  sich  nun,  auf  dem 
excentrischen  Kreis  des  einen  oder  des 
anderen  Planeten  den  Ort  jenes  Aus- 
gleichungspunkts zu  ermitteln.  Tycho 
hatte  sich  viel  mit  dem  Mars  beschäftigt 
nnd  gefunden,  dafs  pC  und  Sc  verschie- 
den seien,  Kepler  setzte  Zweifel  darein, 
und  beschlofs,  eine  genaue  Untersuchung 
nochmals  selbstständig  vorzunehmen,  warf 
sich  auch  die  Frage  auf,  wie  denn  die 
Erde  gegen  alle  übrigen  Planeten  in  Be- 
treff der  Lage  dieses  wichtigen  Punktes 
eine  Ausnahme  machen  sollte. 

Um  dies  zu  ermitteln  war  vor  allen 
Dingen  die  Excentricität  der  Erdbahn  zu 
bestimmen,  und  dies  that  Kepler  auf  fol- 
gende Weise  mit  Hülfe  von  Marsbeob- 
achtungen. 

Der  Mars  hat  eine  Umlaufszeit  von 
686,979..  also  von  687  Tagen.  Wird 
derselbe,  wie  Kepler  gethan,  3  mal,  das 
zweite  Mal  an  dem  687  ten  Tage  nach 
dem  ersten,  das  dritte  Mal  an  dem  687ten 
Tage  nach  dem  zweiten  Beobachtungstag 
beobachtet,  so  hat  sich  der  Mars  bei  jeder 
Beobachtung  in  einem  und  demselben 
Punkt  am  Himmel  befunden,  und  der 
auf  die  Ekliptik  reducirte  Ort  ist  jedes- 
mal derselbe  Punkt  M  in  der  Ebene  der 
Ekliptik. 

Hat  die  Erde  bei  der  ersten  Beobach- 
tung in  £  gestanden ,  so  ist  sie  in  365 
Tagen  wieder  in  E  gewesen  und  hat  nun 
in  den  nah  bis  zum  zweiten  Beobach- 
tungstage verflossenen  322  Tagen  den 
Bogen  PE"E'  beschrieben  und  steht  an 


Google 
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diesem  Tage  in  E';  am  dritten  Beobach- 
tungstage in  E",  so  dafs  Bogen  EE' = 
Bogen  E'E".    Es  sei  C  der  Mittelpunkt 


Fig.  737. 


der  Ekliptik,  AP  die  bekannte  Absiden- 
linie,  S  die  Sonne.  Die  Figur  wird  zu 
weiterer  Berechnung  verzeichnet. 

Mit  den  bekannten  Orten  M  und  S  ist 
auch  die  Richtung  MS,  die  heliocentrische 
Länge  des  Mars  bekannt,  die  Richtungen 
ES,  E'S,  E"S  die  Längen  der  Sonne 
und  die  Richtungen  EM,  E'M,  E"M  die 
geocentrischen  Längen  des  Mars  sind  be- 
obachtet. Die  Z  ESM,  z  E'SM,  Z  E"SM 
sind  =  der  heliocentrischen  Länge  des 
Mars  weniger  den  Längen  der  Erde  in 
den  Punkten  E,  E',  E".  Desgleichen 
sind  gemessen  die  Z SEM,  SE'AI  und 
SE'M. 

Es  sind  mithin  den  Dreiecken  SEM, 
SE'M  und  SE"M  sämmtliche  Winkel  be- 
kannt und  aus  ihnen  die  relativen  Grö- 
fsen  deren  Seiten,  wenn  man  eine  der- 
selben z.  B.  MS  oder  AP  als  Einheit 
nimmt.  Bekannt  sind  also  die  Seiten 
ES,  E'S,  E"S. 

Mit  den  bekannten  Seiten  ES  und  E'S, 
dem  eingeschlossenen  Z.ESE'  (Unter- 
schied der  Längen  der  Erde  in  den  Stand- 
punkten /•;,  E)  construirt  nun  Kepler  das 
neue  Z.ESE';  eben  so  die  Dreiecke  ESE" 
und  E'SE";  hieraus  sind  also  auch  die 
Winkel  des  neuen  Dreiecks  EE'E"  be- 
kannt. 

Der  Peripherie winkel  EE"E'  ist  =  J 
Centn winkel  ECE' ,  folglich  sind  in  dem 
gleichschenkligen  A  ECE'  die  Z  E'EC 
und  EE'C  besannt,  und  zwar  jeder  = 
90°  -  l[ECE'  und  mit  diesen  die  Seite  EC. 

Die  Seite  ES  ist  aus  dem  &SEM  be- 
kannt, der  Z.CES  =  ^SEE'  -  /_CEE', 
folglich  ist  das  &ESC  bekannt  und  mit 
diesem  die  verlangte  Linie  CS. 


Die_  numerische  Ausführung  aller  die- 
ser höchst  mühsamen  und  langwierigen 
Rechnungen  ergab  für  den  Halbmesser 
PC=  1  die  Länge  CS  =  0,018.  (Es  ist 
dies  die  Exccntricität  der  Erdbahn,  welche 
in  der  neuesten  Astronomie  bei  gröfse- 
ren  Hülfsmitteln  0,0167 ..  gefunden  wor- 
den ist.)  Aber  Tycho  hatte  früher  schon 
die  Entfernung  (Sp)  der  Sonne  von  dem 
punctum  aequans,  für  welchen  er  irr- 
thünilich  das  Centrum  C  genommen 
hatte,  =0,036  gefunden  und  somit  war 
erwiesen,  dafs  der  A  u  sgleichu n  gs - 
punkt  auf  der  einen  und  die  Sonne 
auf  der  anderenSeite  in  gleichen 
Abständen  von  dem  Mittelpunkt 
der  Bahn  entfernt  sind. 

Hierdurch  war  es  möglich,  den  Radius- 
vector  der  Erde  bei  jedem  beliebigen 
Standpunkt  derselben  in  der  Ekliptik  zu 
finden.  Denn  bei  vorausgesetzter  Kreis- 
form derselben  hatte  Kepler  (s.  oben) 
den  Halbmesser  CE  =  CE'  =  CA  =  CP  ge- 
funden. Für  irgend  einen  Standpunkt 
£'  der  Erde  zog  Kepler  die  Linie  E'p. 
Da  nun  von  p  aus  die  Erde  gleichförmig 
sich  bewegt ,  so  betrachtete  er  Z  E'pA 
als  die  mittlere  Anomalie,  welches  zwar 
nicht  richtig  (vergl.  „Anomalie"),  al- 
lein bei  der  geringen  Länge  von  Cp  ge- 
gen CA  einen  nur  geringen  Unterschied 
giebt.  Mit  dem  bekannten  Z  E'pA  ist 
auch  sein  Supplement  ^E'pC  bekannt, 
hierzu  der  bekannte  Halbmesser  CE'  und 
Cp  macht  das  &E'Cp  bestimmt.  Hier- 
aus erhält  man  das  Supplement  /_E'CS 
von  Z_FJCp  und  man  hat  in  dem  C^E'CS 
durch  den  Halbmesser  E'C,  der  Excen- 
tricität CS  und  dem  eingeschlossenen 
/_E'CS  dos  ^E' CS  auch  den  Radiusvec- 
tor  SE'  gefunden.  (Unter  E'  einen  be- 
liebigen, nicht  den  oben  angeführten  Be- 
obachtungspunkt E'  verstanden.) 

Mit  der  solchergestalt  festgestellten 
Theorie  der  Erdbahn  konnte  auch  die 
Theorie  für  andere  Planeten  ermittelt 
werden,  und  Kepler  unternahm  dies  für 
den  Mars,  der  ihm  schon  für  die  Erdbahn 
gedient  und  für  welche  Tycho  so  sehr 
vor-  und  mitgearbeitet  hatte. 

Aus  den  bekannten  Winkeln  SEE' 
und  SE'E  in  dem  berechneten  &EE'S 
und  den  gemessenen  Winkeln  SEM,  SE'M 
waren  die  Winkel  MEE'  und  ME'E  be- 
kannt geworden-,  man  kannte  also  in  dem 
A  EE'M  die  Seite  EM  und  also  in  &ESM 
die  Seiten  Es  und  EM  nebst  dem  von 
ihnen  eingeschlossenen  £SEM  und  hatte 
somit  die  Seite  SM,  den  auf  die  Ekliptik 
reducirten  Radiusvector  des  Mars  und 
,/ESM  die  heliocentrische  Länge  des 
Mars  in  der  Ekliptik. 
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Wegen  der  den  vorstehenden  Berech- 
nungen zu  Grunde  liegende  Kreisform 
konnten  deren  Resultate  mit  denen  aus 
Beobachtungen  nicht  genau  übereinstim- 
men, besonders  für  den  Mars,  dessen  Bahn 
eine  so  bedeutende  Excentricität  also  eine 
Ton  dem  Kreise  auffallend  abweichende 
Form  hat.  Der  Unterschied  bei  Winkeln 
betrug  acht  Minuten.  Dies  war  der  Grund, 
dafs  Kepler  mißtrauisch  wurde,  die  Kreis- 
form in  Zweifel  zog  und  daran  ging  die 
Form  der  Bahn  am  Mars  genauer  zu  un- 
tersuchen, wonach  er  die  Ellipse  fand 
und  somit  der  Urheber  einer  ganzlichen 


Umgestaltung  der  astronomischen  Prin- 
cipien  wurde. 

Er  berechnete  nämlich  nach  der  Theo- 
rie des  excentrischen  Kreises  3  Abstände 
des  Mars,  den  einen  nahe  dem  Perihel, 
die  anderen  beiden  etwa  90°  tou  dem 
ersten  Abstand  entfernt,  also  ungefähr, 
wo  die  kleine  Axe  der  Marsbahn  hin- 
trifft,  und  suchte  dann  dieselben  Abstände 
durch  wirkliche  Beobachtungen. 

Die  berechneten  Abstände  waren  alle 
gröfser  als  die  beobachteten:  Sie  waren, 
den  mittleren  Halbmesser  der  Erdbahn 
=  1  gesetzt 


berechnet 
beobachtet 


1) 

1) 


1,66605 
1,66255 


2) 
2) 


1,63883 
1,63100 


3)  1,48539 
3)  1,47750 


Unterschied       1)   0,00350     2)   0,00783     3)  0,00789 


Der  Unterschied  in  der  Nähe  des  Pe- 
rihels  war  am  geringsten,  die  beiden  an- 
dern ziemlich  gleich  grofs,  am  gröTsten 
(wegen  der  dort  hintreffenden  Kleinen 
Axe  der  Ellipse),  und  es  war  somit  er- 
wiesen, dafs  die  Marsbahn  eine  ge- 
schlossene Curve  von  ungleichen 
Hau  ptdu  rchmessern,  und  deren 
längerer  Durchmesser  die  Absi- 
denlinie  ist. 

Aus  Tycho's  ihm  hinterlassenen  Pa- 
pieren bestimmte  er  des  Mars 

apheliscbe  Länge  1,66780 

perihelische  Länge  1,38500 

Unterschied  0,28280 

und  die  Hälfte  0,14140  die  Excen- 
tricität der  Marsbahn.  Kepler  fand  dem- 
nach für  die  Marsbahn  eine  ovale  Curve, 
kam  bald  auf  den  Gedanken,  dafs  sie 
eine  Ellipse,  fand  durch  Rechnung  nach 
der  Theorie  der  Ellipse  diese  Voraus- 
setzung sicher  und  nachdem  Kepler  die- 
selben Resultate  einer  ovalen  Bahn  bei 
noch  anderen  Planeten  vorfand,  so  ent- 
stand das  erste  Keplerscbe  Gesetz. 

Die  Bahnen  sämmtlicher  Plane- 
ten sind  Ellipsen,  In  deren  einem 
Brennpunkt  die  Sonne  steht. 

Das  zweite  Keplersche  Gesetz. 

In  gleichen  Zeiten  werden  von 
dem  Radiusrector  ungleiche  Bo- 
gen in  derBahn  aber  gleicheSec- 
toren  beschriebe n. 

Es  heifst  dies,  dafs  die  vom  Radius- 
rector in  gleichen  Zeiten  der  Bahnebene 
abgeschnittene  Flächenräume  einander 
gleich  sind.  Dieser  Satz  ist  in  dem  Art. 
.Bahn",  pag.  272  mit  Fig.  167  erwiesen, 


Durch  den  Vergleich  der  Entfernungen 
der  Planeten  von  der  Sonne  mit  deren 
Umlaufszeiten,  dafs  z.  B.  Jupiter  nur 
5|  mal  weiter  als  die  Erde  von  der  Sonne 
absteht  und  doch  llf  Jahre,  also  llf  mal 
mehr  Zeit  als  die  Erde  zur  Umdrehung 
braucht,  indem  (5£)'  sehr  nahe  =  ist 
(llf)9  brachte  ihn  auf  die  dritte  Regel: 

Die  Quadratzahlen  der  Umlaufs- 
zeiten der  verschiedenen  Plane- 
ten verhalten  sich  wie  die  Cubik- 
zahlen  der  mittleren  Abstände 
dieser  Planeten  von  der  Sonne. 

Keplers  Problem,  s  u.  dem  Art.  „Ano- 
malie* mit  Fig.  66. 

Keraform,  (Kryst),  s.  v.  w.  .Grund- 
form*. 

Kette,  Mefskette,  s.  u.  Baculo- 
metrie. 

Kettenbruch  ist  ein  Bruch,  dessen  Zäh- 
ler eine  ganze  Zahl,  dessen  Nenner  eine 
ganze  Zahl  nebst  einem  Bruch  ist  8. 
den  Art.  „  B  r  u  c  h  •  No.  3,  pag.  434.  Z.  B. 

2 


4  + 


2  + 


5  ^- .... 

In  der  Regel  ist  jeder  der  Zähler  die 
Einheit  wie: 

1 


Ist  der  erste  Brach  mit  |  zu  Ende, 
dann  bat  man   den  untersten  Nenner 


i 
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3     13                                                                2  2  26 

2  +  —  =  — ;  der  Bruch  des  ersten  Nen-  Kettenbrach  =   -  57TY3  =  57 

ners  ist  .Im  ^=  ^  nnd  der  ganze     Der  ^  w  = 

1  1  1  1  1  94 


1              ",,1             .  .   1  ..29    ^9:94  499 

3+29l7  3+29 

Der  Art.  „Brach",  No.  5  zeigt,  dafs  eines  Kreises  za  dessen  Umfang  ist  = 

mit  Verwandlung  eines  Bruchs  in  einen  1:3,141592653.... 

Kettenbrach  der  gröfste  gemeinschaftliche  Man  erhält  den  Kettenbrach 

Theiler  zwischen  Zähler  und  Nenner  aus-  l  

gestuften  und  der  Bruch  in  seinen  klein-  ö  +  1 

sten  Zahlen  angegeben  wird,  sobald  man         7  H  p 

den  Kettenbruch  wieder  in  einen  reinen  15  +  — 

Brach  umformt.  1  +  _L  .l  

292  "» 

2.  Der  Kettenbruch  dient  auch  dazu,  *  '  !+• 


um  das  Verhältnis  grofser  Zahlen  oder  1  +  — 


Zahlen  mit  vielen  Decimalen  näherungs-  -  ,  _1  

weise  in  kleineren  Zahlen  auszudrücken.  T  2+... 

Z.  B.  Das  Verhältnüs  des  Durchmessers  una  hieraus  die  Näherungswerthe 

22        1  333  n  ,  1  355  _  ,  1  103993 

7+n         7+fs+T  7+^^_ 


1  +  — 


■.tat  S-W4m...  .-Wfcww»*!. 

«-8.14U»...  7=^-j- 


Dieser  Bruch  weicht  erst  in  der  7ten  ?H  7" 

....  »  .      _  *  1  *  *  1  1      t  ^ 


Decimalstelle  von  der  richtigen  Zahl  ab  r  + 

»od  M  .]»  ü.mlich  genaa.  ^  oB#|gM|Ikto  Brnch'  +  " ' 

3.  Es  sei  der  Bruch  —  in  einen  Ket-  ö  1 

a  -  =  m  + 

tenbruch  zu  verwandeln  und  man  habe:  * 
b  d 


T  =  m  +  T;  7  =  "  +  7; 

e  t      d  f 

±_r4.l..  +  A  Der  Kettenbrnch  gibt  folgende  Nihe- 

f  ~    +  f  *   5""       5  rnngswerthe 


u.  s. 
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Hieraua  erhält  man  aus  den  hinterein- 
ander aufgeführten  Wertben  von  y 

I.  mb  —  a  —  c 
Ans  dem  ersten  und  zweitenWerth  entsteht 


c 


c 

nc+d 


II.  (wn+  1)*  =  na  +  d 
Ferner 

III.  (ronp  +  p  +  m)  b  -  (np  +  1)  a  -  e 


IV.  (map?  +  pq  +  «?  +  wn  +  1)  6  =  (npq  + 9  +  n)  a  +  f 
4.  Nimmt  |man  den  ersten  Bruch 


a 


so  hat  man  denselben  in  seinen  Werthen 
1 


-+T 


m  -f 


4 


rn-f 


1 


n+ 


P  + 


P  + 


•4 


n  + 


P  +  - 


P+ 


?+ 


r+ 


1 


und  in  seinen  Näherungswerthen 

b_    J_        »  np  +  1   

«*'  mi.  +  l''  m»p  +  p  +  m;  mnp?  +  p?  +  mq  +  «»  +  T 

  npqr  +  qr  +  nr  -f-  »p  +  1 


»P?  +  7  +  » 


mnpqr  +  pqr  +  mqr  -f-  mnr  +  map  +  r  -f  p  -f  m 

Nuniat  ±-J-  =  i  JL„-_£_ 

a      m         .   c      m         m  (ro*  +  r) 


+  1 


n 

mn  -}-  1 


nc  *4*  d 


=  +  ; 


mnc  +  md  +  c     ron+1  (*tNC-r-«Mf+e)(i»»-rl) 


npd  -f-  *rt  4" 


mnpd  -f  fflnc  +  pd  +  md  +  e 


p+4 


Mithin 


6  np+1 
a      tnnp  +  p+  m 


[(mnp  +  p  +  m)d +0"»  +  l)e]  [wiip  +  p  +  »1 


Von  den  Näherungswerthen  ist  also  216  1147 
der  erste  zu  grob,  der  zweite  zu  klein, 
der  dritte  zu  grofs,  der  vierte  zn  klein; 
überhaupt  der  ungerade  Werth  zu  grofs, 
der  gerade  zu  klein. 

6.  Will  man  einen  gegebenen  Bruch 
in  einen  Kettenbruch  verwandeln  so  ver- 
fährt man  am  leichtesten  auf  die  Weise 
wie  man  den  gröfsten  gemeinschaftlichen 
Theiler  zweier  Zahlen  sucht    Z.  B.  der 

R     h  216 
1147 


1147 

1080 

5 

67 

216 
201 

3 

» 

67 
60 

4 

Tö 

2 

i 

7 

7 

0 
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Der  Kettenbruch  ist 


5  + 


3  + 


4  + 


6.  Um  die  Näherungswerte  der  Rei- 
henfolge nach  zo  erhalten  macht  man 
folgendes  Schema  in  drei  Colnmnen.  Die 
erste  Colnmne  für  die  durch  snccessive 
Division  erhaltenen  Quotienten,  die  sweite 
Columne  für  die  Zähler,  die  dritte  für 


die  Nenner.  Für  jeden  Broch  ist  der 

Bruch  y  =  0  als  erster  Näherungswerth 

su  setzen  und  der  zweite  Näherungswert!» 
ist  immer  1  dividirt  durch  den  ersten 
Quotient.  Mit  diesen  beiden  Nähernngs- 
brüchen  fängt  man  das  Schema  an.  Jeder 
«te  der  folgenden  Näherungsbrüche  er- 
hält snm  Zahler  den  ihm  vorstehenden 
Quotient  multiplicirt  mit  dem  vorherge- 
henden (ft  —  l)ten  Zähler  +  dem  diesem 
vorstehenden  (»  —  2)ten  Zähler  und  zum 
Nenner  denselben  Quotient  multiplicirt 
mit  dem  (n-l)ten  Nenner  +  dem  (n-2)ten 
Nenner: 


Quotient 


0 
5 
3 
4 
8 
7 


Zähler 


Nenner 


0 
1 

3X  1+  0=  3 
4X  3+  1=  13 
2X13+  3=  29 
7x29  +  13  =  216 


3X 
4X 
2X 


5+  1  = 
16+  5  = 
69  +  16  = 


1 
6 
16 
69 
154 


7x164  +  69  =  1147 


Die  Näherungswerthe  des  Bruchs 
sind  also 

1  5    6  5  165  695  164;  1147 


216      Beispiel.   Das  tropische  Jahr  enthält 
777?  365  Tage  6  Stunden  48  Minuten  61  Se- 
cunden.     Das  Verhältnifs  eines  Tages 
zum  Jahre  in  annähernden  Brüchen  an- 


n/\no  1 

Das  Jahr  hat  365  +  S~  Tage 

8  b  4  00 


365  + 


6977 
28800 


Man  erhalt  folgende  Tabelle  für  den  ächten  Bruch 


Quotient 

Zähler 

Nenner 

0 

0 

1 

4 

1 

4 

7 

7X 

1  + 

0  = 

7 

7X 

4+      1  = 

28 

1 

lx 

7  + 

1  = 

8 

IX 

29+      4  = 

33 

4 

4x 

8  + 

7  = 

39 

4X 

33  +    29  = 

161 

1 

lx 

39  + 

8  = 

47 

lx 

161+  33- 

194 

1 

lx 

47  + 

39  = 

86 

lx 

194+  161  = 

355 

1 

lx 

86  + 

47  = 

133 

lx 

355+  194  = 

549 

1 

lx 

133  + 

86  = 

219 

IX 

549  +  355  = 

904 

3 

3x 

219  + 

133  = 

790 

3x 

903  +  549  = 

3261 

2 

2x  790+  219  = 

1799 

2X 

3261+  904  = 

7426 

1 

1X1799  + 

790  = 

2589 

lx  7426  +  3261  = 

10687 

2 

2x2589  +  1799  = 

6977 

2x10687  +  7426  = 

28800 

Demnach  hat  ein  Tag  die  näherungsweisen  Verhältnisse  zum  tropischen  Jahr 
1  : 366*;  * « 366*V;  1 : 36&A;  1 :  365rVr;  1  •  365rft  «•  »• 

Kettenlinie  ist  eine  vollkommen  bieg-  Bndpunkten  unbeweglich  befestigt  ist,  in 
Linie,  die  an  ihren  der  Lage,  dafs  Gewichte,  die  auf  ihr  nach 
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irgend  einem  Gesetz  vertheilt  sind,  im 
Gleichgewicht  sich  befinden.  Bind  die 
Gewichte  so  vertheilt ,  dafs  auf  jede  noch 
so  kleine  Länge  der  Linie  gleich  grofse 
Gewichte  kommen,  so  heißt  die  Linie 
eine  gemeine  Kettenlinie. 

3.  Die  Bedingungen  für  die  Ge- 
stalt einer  Kettenlinie  zu  bestim- 
men. 

Gewichte  sind  +  gerichtete  Kräfte,  es 
sind  also  alle  Punkte  einer  Kettenlinie 
in  einer  durch  die  Aufhangepunkte  ge- 
legte Vertikalebene  begriffen.  Sind  A, 
B  die  Aufhangepunkte  der  biegsamen 
Linie,  C  der  tiefste  Punkt  derselben,  so 
nehme  man  die  durch  C  gerichtete  Ver- 
tikallinie CJ  zur  Abscissenlinie  und  für 
irgend  einen  Punkt  E  der  Kettenlinie 
seien  CD  —  x  und  ED  =  y  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten.  Die  Länge  des  Bo- 
gens CE  sei  V,  und  das  auf  'diese  Länge 
nach  irgend  einem  Gesetz  vertheilte  Ge- 
wicht =  V.  Die  Tangente  der  Linie  im 
Punkt  E  bilde  mit  der  Horizontalen  AJ 
den  Winkel  a. 

Sollte  nun  das  Stück  AE  der  Ketten - 
linie  hinfort  genommen  werden,  nnd  da- 
für zwei  Kräfte  angebracht,  die  eine  ho- 
rizontal ,  die  andere  vertikal  gerichtet,  so 
müssen  dieselben  so  beschaffen  sein,  dafs 
die  ans  ihnen  hervorgehende  Mittelkraft 
nach  der  Tangente  EH  gerichtet  ist, 
welche  der  Spannung  der  Linie  im  Punkt 
E  das  Gleichgewicht  hält 

Es  sei  diese  Spannung  in  Ks«,  die 
Horizontalkraft  =  Q,  die  Vertikalkraft  -  P, 
so  mufs  die  Mittelkraft  aus  P  und  Q 
nach  EO  gerichtet  nnd  =  »  sein. 

Folglich  ist 

P=»sin<p  und  Q  =  iconf 

Fig.  738. 


und  P*  -f  Q*  =  *'  »in  »qp  +  »»  cot  »y  =  «' 
woraus       a  =  |/|"  -f  Q* 

Die  Spannung  im  Scheitel  C  sei  s  i, 
so  ist  dieselbe  nach  der  dort  horizontalen 
Tangente  rechts  und  links  gerichtet.  Wenn 
man  nun  den  Theil  HC  der  Linie  hin- 
fortnimmt, so  mufs  in  C  nach  der  Hori- 
zontalen CS  rechts  eine  Kraft  S  ange- 
bracht werden,  und  dann  wären  die  Krähe 
P,  Q,  S  und  das  Gewicht  V  miteinander 
im  Gleichgewicht.  Sind  aber  Kräfte  im 
Raum  mit  einander  im  Gleichgewicht,  so 
müssen  sie  auch  mit  ungeänderten  Rich- 
tungen an  einem  Punkt  angebracht  das 
Gleichgewicht  halten  und  daner  müssen 
auch  die  Kräfte  P,  Q,  S,  V  in  E  mit 
ungeänderten  Richtungen  angebracht  im 
Gleichgewicht  sein.  Alsdann  sind  aber 
gerade  entgegengesetzt  P  und  V,  Q  und 
S\  also  kann  das  Gleichgewicht  nur  be- 
stehen, wenn  P=  V  und  Q  =  S. 


Zerlegt  man  also  in  irgendeinem 
Punkt  E  die  Spannung  horizontal 
nnd  vertical,  so  ist  die  horizon- 


tale Seitenkraft  =  der  Spannung 
S  im  Scheitel  und  die  Verticale  = 
dem  auf  die  Kettenlinie  zwischen 
diesem  Punkt  und  dem  Scheitel 
vertheilten  Gewicht. 
Nun  war  oben 

Q  =  «  cot  it  und  P  =  |  tin  a 
folglich  hat  man  auch 

t  co»  a  =  S  nnd  »  »in  a  —  V 

Hieraus  «'=C+ V» 
und  i  =  y'c*  +  •»  (0 

Dividirt  man  die  beiden  vorletzten  Glei- 
chungen durcheinander,  so  erhält  man 
»in  a  _  V 

co» «  S 
V 


oder 


Ig  n  =  — - 
9  S 


(3) 


Non  ist  der  Winkel,  den 
die  Tangente  im  Punkt  £  mit 
der  Abscissenlinie  CJ  bildet 
=  90°  -  r ,  folglich  ist  nach 
dem  Art.  „Curvenlehre*, 
Formel  2,  pag.  185 

» ä 

Mitbin  nach  Gleichung  2 

Qx  V 
Ist  nun  V  als  eine  Function 
entweder  von  x  oder  *on  Jf 
gegeben,  so  hat  man  im  ersten 

Fall  das 


^  durch  x  ausge- 
diese» 


drückt,  das  Integral 
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Ausdrucks  nach  x  wird  dann  bestim- 

ox 

men  und  die  Gleichung  der  Kettenlinie 
bekannt  sein.  Ist  dagegen  V  als  Func- 
tion von  y  gegeben,  so  ergibt  das  Inte- 
gral     die  Gleiehnng  der  Kettenlinie. 

Ist  aber  drittens  V  als  eine  Function 
Tom  Bogen  t>  bestimmt,  so  mufs  das  Dif- 
ferenzial  in  Beziehung  auf  «  angegeben 
werden  Es  ist  aber  nach  dem  Art.  .Cur- 
venlehre*  V.  pag.  191 

+  (4) 


Die  Gleichung  für  die  Kettenlinie  in 
diesem  Fall  ist  " 


y"  =  —  * 
P 


(7) 


Parameter 


-MW 


8|_  Oy  St 
8»  8x*8t 


Mithin  nach  Gleichung  3  und  4 

(I)  . 


öy 


(6) 


Es  ist  ebenso 


(*9\ 

8*_8*  8y_\8W 
8»"8y*8i~^8yj 

folglich  nach  Gleichung  3  und  5 

8*_  S_       V  V  ( 

3.  Die  Gestalt  der  Kettenlinie 
in  bestimmen,  wenn  die  Gewichte 
darauf  so  vertheilt  sind,  dafs  die 
auf  die  einzelnen  Theile  dersel- 
ben kommenden  Gewichte  wie  die 
Projectionen  dieser  Theile  auf 
eine  Horizontale  sich  verhalten. 

Das  Gewicht,  welches  auf  einen  Bogen 
kommt,  dessen  horizontale  Protection  die 
Längeneinheit  ist,  sei  =  p,  so  ist  das  Ge- 
wicht des  Bogens  CE,  weil  y  seine  Ho- 
ruontalprojection  ist,  =  py.  Setzt  man 
diesen  Werth  für  V  in  Öfei 


Folglich  ist  die  Kettenlinie  bei 
der  angenommenen  Vertheilung 
des  Gewichts  eine  Parabel,  deren 

Hut 
p 

Es  sei  e  die  Länge  einer  Linie,  auf 
welcher  ein  Gewicht  dergestalt  vertheilt 
ist,  dals  auf  jede  Längeneinheit  =  p 
kommt  und  dies  so  vertheüte  Gewicht  sei 
=  der  Spannung  im  Scheitel,  so  ist  cp— S. 
Diesen  Werth  von  5  in  Gleichung  7  sub- 
stituirt,  ergibt 

y*  =  2cx  \  (8) 

Sind  CJ  -k  und  AJ  =  l  die  Coordina- 
ten  des  Anfangspunkts  A  der  Ketten- 
linie, so  wird  für  x  =  A  und  y  =  I 
f»=2cA 

woraus  2c= 

Diesen  Werth  in  Gleiehnng  8  substi- 
tuirt,  gibt 

y'  =  T*  O) 

Znr  Bestimmung  der  Länge  des  Bo- 
gens Cfis«  hat  man  die  Gleichung  4: 


8x 


also 


Nun  ist  y 


-Ii  . 


8x 


folglich 


(10) 


8*  yk *  ay* 

Diesen  Werth  in  die  Integralformel 
substituirt,  gibt 

/• 

8* 


VF 


erhält  man 


leichung  3,  so 


Setzt  man,  um 
Diflerenzial  rational  zu 


das  zu  integrirende 


8y=  S 
öx  py 
öx  1 


hieraus        .i-  = 


S 


Folglich  ist  x=/^8y=i|y' 

wo  die  Constante  wegfällt,  weil  für  y  =  0 
Owird. 


so  wird 


und  daher  ^-  =  —  tt 
8s  4* 


2» 


Substituirt  man  diesen  Werth  in  die 
Integralformel  11,  so  erhält  man 
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W     I  *'  »*  A  B 

mn  Ut      (?ri)i  =  (t+1)i(i.1).-(4  +  i)i+(l_1). 

Um  die  unbekannten  Zähler  A  und  B        —  **  —  4^4*  =  0 
zu  finden  verfahrt  man  nach  dem  Art.  woraus  mit  *  diridirt 
,Integral-,  No.  30,  pag.  304  und  man        A  =  -\*-,  mithin  *  = 

**  =  A(*-1?  +  B(>+1)*  Demnach  ist 

Diese  Gleichung  geordnet  und  auf  Null  ta         _  _     j*  {* 

"^-»-».^-«+^  +  »=0  *+»+<-» 

Für  *  =  0  entsteht  A  =  -B  on°  _  _ 

8etzt  man  diesen  Werth  in  dieselbe    /  »'S*  _     i  /  *°»    .  i  /  ' 9> 
Gleichung  so  ist  il  +  2f  =  0  und  es  entsteht  y  (s»-l)>~    V(»+l)*  V 

=-ih(.+i)-i-iI+1fa(,_J)_1._i_ 

Nun«    .«]/>  +  £ 

Diesen  Werth  in  die  letzte  Formel  für  e  gesetzt,  verwandelt  in  /» ^*t~^  ^ 

ji 

Für  *  =  0  wird  t>  =  0  mithin  hat  man  0=  —  /»l  =  0  und  C  =  0. 


Ist  die  Länge  ilC  des  Bogens  =  ■£,  so  ist  x  =  A,  und 


(13) 


4.  Die  Gestalt  der  Kettenlinie  Mithin  nach  No.  9,  Gleichung  6  und  6 

su  bestimmen,  wenn  die  Gewichte  Oy        S  8 

auf  die  Kettenlinie  selbst  gleich-  »  =  — — ==  -r-l   (l) 

mäfsig  vertheilt  sind,  oder  die  °     KS,+e»    KS*  +  pV 

Gleichung  der  gemeinen  Ketten-  dx_  pv 

linie  su  finden.  und            TT^T^Tra  W 

Setzt  man  wiederum  das  Gewicht,  wel-  7     V.  . 

che*  auf  die  Längeneinheit  der  Ketten-  Ans  der  zweiten  Gleichung  hat 
linie  selbst  kommt  =j»,  so  wird  V -pv. 

x  =  ±VS*  +  p*v*+C                   (3)  *  =  — (|/S» +          S)  (4) 

Für  jt  =  0  wird  auch  e  =  0,  mithin  hat  woraus  dnrch  Umformung 

«n  p*x'  +  2j>S*  =  p'e*  (6) 

0=  |  +  C;  »Ifti»  „Uta*  Jj^ÄÄ  =  der'spaLining 
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S  am  Scheitel,  so  ist  pc=  s,  und  diesen  erhält  man 

Werth  in  die  letzte  Gleichung  subsütuirt,  $9         pc  c 

gibt  dieselbe  =-  —  ===.  —  —  

x»  +  2cx  s  v*                     (6)  09    P  V^c»  +        |/c>  + 

Es  läfst  sich  also,  wenn  c  bekannt  ist,  Also 

ffir  jede  Länge  e  eines  Bogens  der  Ket-  /*   8«  /      ,-  B% 

tenliuie  Tom  Scheitel  abgerechnet  die  Ab-  *  ~  e  I  77  \  ■  «  '»  (»  +  V**  +  •*)  +  C 

scisse  x  des  Endpunkts  dieses  Bogens  ^  K«  +  « 

bestimmen.  Nnn  ist  für  *  =  0  auch  y  =  0;  gibt 

Setzt  man  nun  den  Werth  S  =  pe  in  C  =  —  elnc 

das  Differenzial  von  y,  Qleichung  1,  so  Daher  rollständig 


c  [In  (e  +  v'cMT») -/»c]  =  cfa  i±]g±g 


(7) 


Nun  ist  aus  Gleichung  6 1  men ;  alsdann  mufs  S  so  beschaffen  sein, 

r  =  i'2c*  +  x*  dar-  wc n n  man  x  =  *  setzt ,  y  dadurch 

DlM«n  Wurth  <n  rn.5i.hnn»  7  .„k.*i  =Z  wer<i«>  deshalb  hat  man  »ur  Bestim- 

tnta krfL  Gleichung  7  substi-  mung  yon  c  ^  Bedingungsgleichung: 

y_c|||c  +  »-n/2^p  l«elü  -e  

c  Di  vidirt  man  beiderseits  mit  c  und  geht 

welches  die  gesuchte  Gleichung  der  ge-  Exponentialgröfce  über,  so  erhält 
meinen  Kettenlinie  ist.  man 

Ist  die  Lage  des  Scheitels  und  der  Auf-  -J-    c  +  A  +  Vfek  +  k* 

hangepunkte  der  Kettenlinie  gegeben,  so  «    =  -  

seien  A  und  i  die  Coordinaten  des  einen  0 

Aufhangepunkts,  den  Scheitel  wiederum    JL 

als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  genom-  oder     }/2cA  +  A'  =  e«c-c-A 

V  J_  _l_ 

oder  2cA  +  A»  =  c»ee  +  e*  +  A«-2c>e«  -2cAec  +  2cA 

folglich  reducirt  und  mit  c3  di vidirt ,:  I  n 

«     -L   2A  —  herT=T 

•  e  —  2«  *  —  —  ee  +1  =  0  8etit  man  nun  für  m  nach  einander 

c  die  Werthe  0,1;  0,2  u.  s.  w.  so  bestim- 

welches  mr  Bestimmung  von  e  die  Ex-  men  sich  hierdurch  entsprechende  Werthe 
ponentialgleichung  ist,  welches  nur  durch  ,      ,  —    ■•      /    „  , 

Proberechnungen  geschehen  kann.  for  ■  und  »uch  fur  T  =  T  BriDgt 

Man  pflegt  daher  behufs  der  Anwen-  nun  diese  zusammengehörigen  Werthe  in 
dung  der  Kettenlinie  die  entgegenge-  eine  Tabelle,  die  so  weit  fortgesetzt  wird, 
setzte  Bestimmung  zu  machen,  nämlich  j  r  I      „        .  . 

für  A  auf  einander  folgende  Vielfache  von  daft  (üe  Werthe  ™n  j  alle  diejenigen 
e  anzunehmen  und  dadurch  zu  bestim-  Fälle  begreifen,  welche  in  der  Ausübung 
men ,  welches  Vielfaches  A  Ton  e  ist.  für  das  Verhältnifs  Ton  k  und  l  rorkom- 
Man  erhält  nämlich  ans  der  letzten  Glei-  men ,  so  darf  man  in  einem  besonderen 
chung  ^  Fall  wo  m  un(j  j  gegeben  sind,  nur  den 

k     .  7"    ,~0  Quotient  ~  bestimmen,  diesen  in  der 

Tabelle  aufsuchen,  so  findet  man  die  ihm 

Setzt  man  nun  ±  =  m,  so  findet  man  Sprechenden  Werthe  Ton  m  und  «. 
e  Uder 
durch  diese  letzte  Gleichung  unmittelbar  l  =  mc  und  h  ~  nc 

für  £  eine  bestimmte  Zahl ;  diese  sei  n,  -  ^mdirt  mt\^nJJ^hl  Äu! 
c  durch  w,  so  erhalt  man  fur  den  vorüe- 

so  dafs  man  hat  A  =  *c  und  l  =  mc;  da-  genden  Fall  den  erforderlichen  Werth 


Digitized  by  Google 


Kettenlinie.               28  Kettenlinie. 

▼on  c  und  dann  ist  vermöge  dar  obigen  Nnn  war  allgemein,  nach  No.  2,  Glei- 

Gleichung  auch  für  jeden  Werth  ron  *  chong  6  and  6 

der  zugehörige  Werth  Ton  y  bestimmt.  gy  5 

Die  Länge  der  Kettenlinie  Tom  8chei-  9^  =        =  (*) 

tel  bis  zum  Aufhangepunkt  ergibt  sich  '  ' 

dann  auch  unmittelbar  durch  die  obige  un(j            _  _Y_   m 

Gleichung  6:  •  =  ]/2cx  +  ~x\  wenn  man  5»    ^s1  +  F* 

darin  h  statt  x  setat.  j*t  aber  nach  Gleichung  1 

Auch  die  Spannung  der  Kette  lafst  y 

sich  in  jedem  Punkt  bestimmen,  denn  es  l=__lj,  (4) 

war  im  Allgemeinen  nach  No.  2  P  P 

Folglich  im  gegenwärtigen  Fall  ÖF     p      p  öF 

#=vyc«+j»v=p|/c»+2e*+»«=p(c+*)  -  ö* 

Die  Spannung  *  wächst  also  vom  8chei-  9F"öi  ÖF  w 

tel,  wo  sie  =  pc  Ut  bis  »um  Aufhänge-  getlt  man  ffir  beide  DiffeTenziale  ihre 

puukt,  wo  sie  den  Werth  =  p(c+A)  er-  obigen  Werthe  aus  Gleichung  2  nnd  5, 

halt,  wo  also  die  Gefahr  des  Zerreifsens  80  %tUlt  man  aus  Gleichung  6: 

am  größten  ist  8«,         S      / 1      ,    öy  \ 

5.  Die  Gleichung  einer  Kettenlinie  ru  ^i/ =  ~T~-  (~        *  aT-) 

bestimmen,  wenn  auf  dieselbe  ein  swei-  ÖK    l'S»+ F*Vp      P  ÖK/ 

facbes  Gewicht,  das  eine  gleichmäfsig  und  hieraus  das  Differenzial  entwickelt 

nach  der  Länge  derselben,  das  andere  qv  g 

aber  nach  der  horizontalen  Projection  a  ,7  =  ==  (7) 

Ycrtheilt  ist  ö  K        +  p  F^SH  Fa 

Es  sei  das  auf  die  Längeneinheit  der  TJm  dies  Differenzial  rational  zu  machen 

Kette  kommende  Gewicht  =p,  das  pro-  ,etze  mzn  i/SHF*  =  s  +  P 

portional   ihrer  honzontalen  Projection  .  .           ...         -  .  _  „ 

Verteilte  Gewicht  auf  iede  Längenein-  80  entateht  9Qadnrt  S'  =  *'  +  2»F 

heit  =  e,  so  ist  das  auf  den  Bogen  v  Tom  ■  p_  fiP  —  s*  ... 

8cheitel  ab  gerechnet  kommende  Gewicht  2s 

spv  +  fy,  letzteres  weil  die  Projection  §y  5t4-»> 

des  Bogens  •  die  Ordinate  seines  End-  mithin     5—  =  st-  W 

punkts  ist.    Man  hat  also  nach  der  bis-  °*  2* 

herigen  Bezeichnung  ttnd  ^S>+F»  =  ,  +  £fi-  =  £  +  1  (to) 

P  =  pe  +  yy                    (1)  2a  2a 

n          8y    8y   8F           8  (  S»+s»\ 

9S+P-37- 

-        ^-s(p,^psV">  .«-±(,-|?=?>  o« 

.,±rtS«  +  »«)8»  /»»—(f  +  rV-P*)  (»3) 

V»  +  p  j*  +  ° ;  folglich   y=  /  '  04) 

Setzt  man  den  trinomischen  Factor  des  Setzt  man 

Nenners  =  0,  so  erhalt  man  zwei  Wur-  52  +  »i         ^       Ä  c 

zeln  a  und  /J  der  Klamme rgröfse.  ,(,-„)(»-/»  =  V  +  s^  +  ^Tp 

so  erhält  man     A^;  B=*±*  ;  C=*±£ 


so  ist 


Diese  Werthe  in  die  Integralgleichung  substituirt,  gibt 
*       P  J  *~  P  J  *-«     P  J  *~ß 
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y  =  -^/<l,-^/«(,-a)-^/»<.-fl  +  C  (15) 

Für  *  =  0  wird  y  =  0  und  •  =0  *■  =  0  auch  F=0,  also  für  *  =  0  wird 

»  =  FS*  =  S 

Nun  ist s=VS'+F»-- Fund F=pe+e;y  Man  erh-u  ala0  zur  Bestimmung  der 
Folglich  wird  nach  Gleichung  1  für  Constante  die  Gleichung: 

O^-d^^s-—  U(S-a)-™  lniS-ß)+C 
P  P  P 

Mitbin  Tollatäudig 

AS,   S     ÄS.  S  —  g    CS,  S-ß 

y  =  —  /n  —  +  —  /»  +  — in  ~  (16) 

P      *      p      »-«     p  »-£ 

Um  nun  ebenso  eine  Gleichung  zur  (Qm\ 

Bestimmung  von  *  zu  erhalten,  hat  man  Qy    \$9)  g 

die  ersten  beiden  allgemeinen  Gleichun-  «r*  =        —  fr 

gen  3,  No.  2  und  7,  No  5  °x  r 

/öy\ 

Ö* _  9x  öy  _  \ÖF/  _  S  F  F  

ÖF  "  dy  '  ÖF  ~  ^ÖyJ  "  9sTp~|  ^Tl7*     *  ~  f  S  +  P  i'ST+'T» 

Setzt  man  hier  wiederum,  um  daa  Differenzial  rational  zu  machen, 

y/S»7~F*=.+  F 
ao  erhält  man,  wie  Torher  die  Integrale  zur  Bestimmung  von  x: 

2t    ♦  I  "  '  2»    '9»  2s» 
S«-»« 

Ö*_Ö*  0F_  2s  /    S«  +  S«-*«   

Ö  »  "  ÖF  *  Ö*  ~           S«  -f  s»  *  \      2*»/        2  »a  (2  ifS  +  pS»'+  ps») 


+  '  2s 


Mithin 


i_  r  (s*-  »♦)  ös 


—  S  p  d 

Für   „   schreib  -f 


a«  +  !»S  t«+?^4»+St$i 
P  o  P  P 

^s'+S's« 

=  -!+■  ? 


1  /*r  ^»•+^•+^-1 

Dann  hat  man   *  =  -1  +  -^  —  -  ös 

2V  L        ••(.»  +  ^»+S»)J 


^  Ss*  +  S»  s*  +  S* 


Setzt  man  nun  r  =  +  -  +  ^  +  — 
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und  entwickelt  wie  Torher,  so  erhält  man     Oder  wenn  man  bemerkt,  dafs  aß  als 

M  »  .  es  i  .  c4  totutt»  Glied  in  dein  Product  (»-«)(*-# 

—  «  +  S'a'  +  S«  =  dem  letzten  Gliede  S»  des  Trinoms, 

A  =  -77- — rr   so  hat  man 


S 


tl  /»'0»-«)  nnd    D'  =  -??.S 

C  =  —  p 

«/)  Behält  man  die  nnbestimmten  CoefB 

n»_    2?  cienten  torläufig  bei,  und  integrirt 

so  hat  man       x  =  -^[-s  +  *'/ii(*-<0  +  Ä»/n(»-,J)-^-f  D'/«  *]  +  C 

Zur  Bestimmung  der  Constante  hat  man  für  x  =  0,  am  Scheitel  v  =  0  also 

Also  0=-~[-S  +  A'ln(8-«)  +  B'ln(8-ß)-£  +  D'lns]+C 

also  TollsUndig  x  =  - l[*  -  S  +  4'  I»  B'ln         +  7  "  §  +  «W»-f]("> 

Es  bleibt  nun  noch  übrig  in  den  Aus-  S*  -  a*       —  f 

drücken  für  *  und  *  für  a,  0,  ii,     ...  B  "a~ÖT-~ß)~ 

ihre  Werthe  einzuführen.  *  '  *  F 

Nun,st,4  =  -  =  1  C-  = 

«>(«-/?)  a«(«-/J)  «»(a-/»)  «»(«-fl 

_(«/j  +  «^(^-si^  =  tf +  «)tf-a)_    ,  jj-'fS 
o>(a-/J)  a-/J       ~"  p 


/J*(/J-a) 
C=S»  und  Zy=-^S 

Diese  Werthe  in  beide  Formeln  für  y  und  x  substituirt,  gibt  aus  Gl.  16  u.  17 

..»(._,  +  !l?hLif+!l?h£ri  +  L,_,_!!?fal) 

2p  \  p        s-a        p        s  —  ß       $  p        i  / 

_S  -  »    gS,  (S-«)(S-fl» 

"    *    V  <•-■>(•-*>* 

Da  es  nun  im  Allgemeinen  nicht  mög-  die  zusammengehörigen  Werthe  ton  x 
lieh  ist,  t  zwischen  beiden  Gleichungen  und  y  zu  berechnen, 
von  y  und  x  zu  eliminiren,  so  muft  man     X)a  »  =  j/s»  -f-  V*  —  K,  so  ist  *  immer 
sich  damit  begnügen,  für  *  aufeinander  kleiner  als  S.  Man  wird  daher,  weil  auch 
folgende  Werthe  zu  setzen  und  daraus  die  Spannung  S  am  Scheitel  noch  un- 


Digitized  by  Google 


Kettenlinie.  31  Kettenrechnung. 

bestimmt  ist,  auf  einander  folgende  ge-  A:C  =  m:n 

brochene  Vielfache  von  S  für  t  anneh-  D:B  =  q:p 

men,  indem  man  von  den  Zehntheilen  C-D=r'$ 
anfängt,  dann  Hunderttheile  u.  s.  w.  setzt. 


Die  Formeln  in  den  obigen  Gleichungen,  woraus  A:B  =  mqr:np$ 
wovon  die  Logarithmen  zu  nehmen  sind  Eg  k  t  QQr  darauf  dafij  die  y<?r. 
werden  dann  unabhängig  von  &  weil  ffiittelndeQ  Gröfsen  iu  den'  ersten  und 
auch  a  und  0  S  als  Factor  enthalten  den  iweiten  Glieder|1  80  vertheilt  werden, 
Die  Logarithmen  lassen  sich  daher  voll-  dafe  sie  sich  bei  der  Multiplication  der 
ständig  bestimmen  und  man  wird  für  gleichnamigen  Glieder  einander  aufheben, 
jede  Substitution  für  *  und  y  Vielfache  Der  Kettensatz  entsteht  nun,  wenn 
von  S  erhalten.  statt  der  Proportionen  Producte  genoni- 

Entwirft  man  nun ,  wie  bei  der  gemei-  men  werden  und  zwar  in  der  Ordnung, 
nen  Kettenlinie,  eine  Tafel  der  so  dafs  das  Hinterglied  jedes  Satzes  mit  dem 
erhaltenen  verschiedenen  Werthe  von  x  Vorderglied  des  folgenden  gleichnamig 
und  y,  indem  man  darin  theils  x  theils  wird.  Mit  dem  Frageglied  wird  als  Vor- 
y  als  Vielfache  von  S,  und  dann  auch  derglied  des  ersten  Satres  angefangen 

.  .      ,.    zv        .  *        ,  v    und  das  Hinterglied  des  letzten  Satzes 

wieder  die  Quotienten  von         welche  ^  ^  dem9elbe8n  gleichnamig. 

absolute  von  S  unabhängige  Zahlen  sein     Das  obige  Beispiel  würde  ein  Ketten- 
werden, und  es  ist  dann  in  einem  be-  satz  sein  in  der  Form 
sonderen  Falle  das  Verhältnis  der  Coor-  ?xB  =  A 

dioaten  des  Aufhangepuukts  gegeben,  so  nA=mC 
sncht  man  den  Verhaltnifsnamen  unter  sC  =  rD 

den  Quotienten  von  x  und  y  auf  und  pD  =  qB 

man  findet  daneben  zugleich  auch,  welche  i,-  „„  

Vielfache  diese  Coordinaten  von  S  sind.     n*U*  *'n$P-*"1r 

Wenn  man  daher  alsdann  diese  Coordi-     üa  nun     **B  =  A 

naten  mit  den  Vervielfältigungszahlen  so  ist  £  =  —  =  — £  A  oder  A  =  "  —  B 

dividirt,  so  ergibt  sich  der  für  diesen  Fall  *    mfr  n,P 

zugehörige  Werth  von  S.  Die  Kettenrechnung  ist  eine  Rechnungs- 

Kettenmewang,  s.  .Baculometrie*.  die.b.ei  den  «omplkit^jUn  Verhält- 
aeH6uumttii5,     , uiwmcm»     niMeI1  bei  nur  geringer  Aufmerksamkeit 

Kettenrech QQng  ist  eine  Rechnung  in  keinen  Irrthum  im  Ansatz  zulä&t.  Ueber- 
einem  Ansatz  von  eigentümlicher  Form,  legungen  für  etwaniges  Vorhandensein 
dem  Kettenansatz,  Kettensatz,  so  umgekehrter  Verhältnisse,  die  in  Elemen- 
te na  nnt,  weil  der  Ansatz  in  beliebig  vie-  tarschulen  früher  den  Gegenstand  einer 
Ten  Sätzen  besteht,  von  denen  jeder  Satz  höheren  Rechnungsart,  der  umgekehr- 
mit  dem  Hintergliede  des  ihm  vorherge-  tenRegeldetrie  ausmachten,  Kommen 
henden  Satzes  als  Vorderglied  wieder  an-  hier  nicht  vor,  und  daher  ist  den  Rech- 
fangt, so  dafs  der  ganze  Rechnungsansatz  nungsmännern ,  den  Kaufleuten  dieser 
eine  Aehnlichkeit  mit  einer  Aneinander-  Kettenansatz  das  einfachste  und  sicherste 
reihung  von  Kettengliedern  hat.  Rechnenmittel. 

Wenn  das  Verhältnis  zweier  Grolsen  Beispiel.  Wie  viel  an  preufsischem 
A,  B  gesucht  wird,  so  kann  man  dasselbe  Courant  sind  300  oldenburger  Pistolen, 
finden ,  wenn  das  Verhältnis  beider  Grö-  wenn  35fr  Stück  derselben  auf  1  Mark 
fsen  mit  anderen  Gröben,  mit  Zwischen-  bei  21}  Karat  fein  kommen,  wenn  35 
gröfsen  gegeben  ist  Wenn  s.  B.  A  :  C  preufsische  Friedrichsd'or  auf  1  Mark  bei 
=  **:»,  BiD^piq,  C:D  =  r:t  gegeben  31  Karat  8  Grän  fein  kommen  und  wenn 
sind.  Alsdann  hat  man  den  Ansatz  in  1  preußischer  Friedrichsd'or  5  Thlr.  20 
Proportionen  Sgr.  Courant  gilt? 

Ketten- Ansatz 
Wie  viel  (*)  preufs.  Thaler  (sind)  =  300  oldenb.  Pist. 
(wenn)  36*  Pistolen  =  21,  Karat 

(wenn)  21  f  Karat  =  35  Friedrichsd'or 

(und  wenn)  1  Friedrichsd'or  =  5J  Thaler 

Hieraus  800  '  &>  prears'  Tbaler  =  659  Thlr" 19  Sgr*  3,82  Pfenni*e- 
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Kettenregel  ist  die  Regel,  nach  wel- 
cher beim  Ansatz  nnd  der  Ausrechnung 
eines  Ketten  rech  nungsexempels  verfah- 
ren wird. 

Kettensatz,  s.  u.  „Kettenrech- 
nung." 

Kettenstab,  s.  u.  „Baculometrie." 

Kettenstange,  eben  daselbst. 

Ktppregel  ein  Winkelmaarsinstrument 
besteht  in  einem  metallenen  Lineal  mit 
senkrechtem  Ständer  in  dessen  Mitte,  in 
welchem  ein  Gradbogen  in  einer  senk- 
recht auf  dem  Lineal  befindlichen  Ebene 
auf  und  nieder  bewegt  werden  kann  um 
Höhenwinkel  zu  messen.  Der  Gradbogen 
ist  zu  diesem  Behuf  entweder  mit  Diop- 
tern oder  einem  Fernrohr  in  Verbindung 
gebracht. 

Klammern.  Die  Anwendung  derselben 
für  Gröfsen  complexer  Form,  deren  Be- 
deutung s.  den  Art:  „Algebraische 
Zeichen",  pag.  62,  rechts. 

Klammergröfse  heilst  jeder  in  einer 
Klammer  eingeschlossene  complexe  Aus- 
druck. 

Kleinstes,  s.  „Gröfstes  und  Klein- 
stes", mit  Fig.  678  bis  680. 

Klima.  Hierunter  verstanden  die  al- 
teren Geographen  eine  Zone  auf  der  Erd- 
oberfläche zwischen  zweien  Parallelkrei- 
sen, Ton  denen  in  dem  einen  der  längste 
Tag  |  Stunde  länger  ist  als  in  dem  an- 
deren. Sie  theilten  nämlich  jede  der 
beiden  Halbkugeln  toni  Aequator  bis 
tum  Polarkreise  in  24  Klimate.  Am 
Aequator  und  auf  beiden  Zonen  vom 
Aequator  bis  zu  jedem  Wendekreise  ist 
der  längste  Tag  12  Stunden  am  Polar- 
kreis ist  der  längste  Tag  24  Stunden  und 
man  hatte  also  zwischen  dem  Aequator 
nnd  jedem  Polarkreis  24  Klimate.  Von 
den  Polarkreisen  bis  zum  Nordpol  wur- 
den noch  Klimate  angeordnet,  die  alle 
so  unterschieden  waren,  dafs  in  dem  er- 
sten Parallelkreis  der  längste  Tag  einen 
Monat,  in  dem  zweiten  zwei  Monat  u. 
s.  w.  bis  zum  sechsten,  dem  Pol  wo  der 
längste  Tag  sechs  Monate  dauert. 

Die  geometrische  Construction  dieser 
klimatischen  Theillinien  ist  in  dem  Art. 
„Breite,  geographische"  mit  Fig. 
214  gezeigt  und  die  Richtigkeit  erwiesen. 
Hierbei  will  ich,  um  etwanige  Täuschun- 
gen zu  vermeiden,  bemerken,  dafo  der 
Ort  0,  der  in  der  Art  beschaffen  ist,  dafs 
in  ihm  und  dem  ganzen  ihm  zugehörigen 
Parallelkreise  der  längste  Tag  16  Stun- 
den (Bogen  EDh,  der  halbe  Tagebogen 


=  ^?x Halbkreis  EDe)  nicht  in  dersel- 
24 

ben  Erdhalbkugel  QDq  liegt,  in  welcher 
die  Construction  ausgeführt  ist,  wo  Qq 
der  Aequator  und  P  den  Pol  bedeutet, 
sondern  in  der  Halbkugel  Pqp.  Es  ist 
o  der  richtige  Ort,  wenn  Pq  Aequator, 
q  Pol  und  oo'  sein  Parallelkreis  gedacht 
wird. 

Die  sechs  Klimata  der  kalten  Zone  wer- 
den auf  dieselbe  Weise  construirt:  Es 
sei  Qq  der  Aequator,  PC  die  Axe,  EC 
der  Halbmesser  der  Ekliptik  in  dem  Durch- 
schnitt mit  dem  Aequator,  so  gibt  die 

Fig.  739. 


auf  CE  Nonnale  («)  in  dem  Punkt  e  die 
Richtung  des  mit  dem  Aequator  paral- 
lelen Polarkreises. 

Theilt  man  den  Quadrant  eE  in  sechs 
gleiche  Tbeile,  fällt  aus  den  Theilpunk- 
ten  Normalen  auf  CE,  von  den  dortigen 
Theilpunkten,  die  mit  dem  Aequator  qQ 
parallelen  11,  2  2,.  .  (CQ  =  6  6),  zieht 
EF+  CP,  so  hat  man,  wenn  man  sich 
CP  als  Aequator,  Qq  als  Erdaxe  denkt, 
EF  den  Polarkreis,  und  die  auf  dem  Bo- 
gen EQ  bestimmten  Theilpunkte  1  bis  6 
in  Q  die  entsprechenden  Punkte  für  die 
mit  EF  parallelen  klimatischen  Parallel- 
kreise. Der  Theilpunkt  1  bestimmt  den 
Kreis  für  die  Orte  in  welchen  der  längste 
Tag  einen  Monat  dauert;  der  Punkt  3 
den  Kreis  für  2  Monat  Dauer  u.  s.  w. 

Klinobasisch  (Kryst)  heifst  die  Lage 
der  Basis  gegen  die  Normalaxe  des  Kry- 
st all*,  wenn  dieselbe  schiefwinklig  »*t 
(s.  Axensystem  der  Krystalle). 

Klinometer  (xlivoto  ich  neige)  ist  der 
wissenschaftliche  allgemeine  Name  Zar 
jedes  Nivellirinstrument,  mit  welchem 
man  also  die  Neigung  einer  Linie  oder 
einer  Ebene  gegen  Horizontalen  bestimmt. 


Google 


Klinorhomb.  Krystallisatlonssyst.  33 


Körper. 


Klinorhorobisches  Krystalllsationssy- 
stem  ist  das  5te  System,  das  zwei  und 
eingliedrige  System,  bei  welchem 
zwei  ungleichartige  Axen  unter  schiefen 
Winkeln  sich  schneiden,  beide  aber  Ton 
der  dritten  ihnen  ungleichartigen  Axe 
rechtwinklig  geschnitten  werden. 

Klinorhomboidlsches  Krystallisations- 
system  ist  das  sechste  System,  das  ein 
nnd  eingliedrige  System,  bei  wel- 
chem drei  ungleichartige  Axen  unter 
schiefen  Winkeln  sich  schneiden. 

Knoten  heifst  in  der  Geometrie  der 
Punkt,  in  welchem  eine  Curve  zum  zwei- 
tenmal trifft;  ein  Theil  derselben  wird 

von  diesem  Punkt  zu  beiden  Seiten  eine 
geschlossene  Rundung  wie  bei  der  un- 
teren Konchoide,  Bd.  II.  pag.  167,  Fig. 523. 

Knoten  in  der  Astronomie  sind  die 
Durchschnittspuukto  zweier  grol'sten  Kreise 
an  der  Himmelskugel;  besonders  die 
Durchschnittspunkte  einer  Planeten-  oder 
Cometenbahn  mit  unserer  Erdbahn,  der 
Ekliptik  und  ebenso  die  einer  Mondbahn 
um  ihren  Planeten.  Die  Durchschnei- 
dung beider  Bahnen  geschieht  in  zweien 
einander  gegenüberliegenden  Punkten,  die 
gerade  Verbindungslinie  beider  Punkte 
geht  durch  den  beiden  Planeten  gemein- 
schaftlichen Centraikörper,  die  Sonne. 
Diese  Verbindungslinie  heilst  die  Kno- 
tenlinie. 

Die  Ekliptik  theilt  die  Himmelskugel 
in  swei  Hälften,  die  nach  dem  Nordpol 
über  uns,  also  sichtbare  Himmelskugel 
heifst  die  obere,  die  uns  unsichtbare 
nach  dem  Südpol  hin  liegende  die  untere 
Halbkugel.  Die  Knotenlinie  theilt  beide 
sich  durchschneidende  Bahnen  ebenfalls 
in  i wei  Hälften.  Die  in  der  oberen  Him- 
melsbalbkugel  liegende  Hälfte  der  Pla- 
netenbahn heifst  die  obere,  die  in  der 
unteren  Halbkugel  Hegende  die  untere 
Hälfte.  Der  Knoten,  in  welchem  der 
Planet  in  die  obere  Halbkugel  tritt,  heilst 
der  aufsteigendeKnoten,  der  Knoten 
in  welchem  der  Planet  in  die  untere 
Halbkugel  tritt,  der  niedersteigende 
oder  der  absteigende  Knoten.  Was 
hier  von  Planeten  gesagt  ist,  gilt  auch 
für  Cometen  und  unseren  Mond.  Beide 
Knoten  sind  180°  von  einander  entfernt. 

Der  Planet  oder  Mond  hat  in  dem  Kno- 
ten keine  Breite,  weder  geozentrische 
noch  heliozentrische  Breite,  und  es  gibt 
dieser  Umstand  das  Mittel  an  die  Hand, 
durch  Beobachtungen  des  Weltkörpers 
den  Ort  seines  Knotens  zu  ermitteln; 
man  hat  nur  nöthig,  ihn  in  zweien  Orten 
tu  beobachten,  in  welcheu  er  gleiche 

IV. 


Breiten  hat,  von  welchen  die  eine  die 
nördliche,  die  andere  die  südliche  Breite 
ist,  so  daüs  er  das  zweite  Mal  so  viel 
über  oder  unter  der  Ekliptik  sich  befin- 
det, als  das  erste  Mal  er  unter  oder  über 
der  Ekliptik  stand.  Addirt  man  beide 
beobachteten  Längen  und  nimmt  von 
der  Summe  die  Hälfte,  so  erhält  man 
die  Länge  des  Knotens,  indem  man  den 
Lauf  des  Planeten  während  der  zwischen 
beiden  Beobachtungen  begriffenen  Zeit 
gleichförmig  annimmt. 

Ist  dieser  Knoten  der  aufsteigende ,_  Ton 
dem  man  bei  jedem  Planeten  zu  zählen 
anfängt,  so  hat  man  in  dem  östlichen 
Abstände  desselben  vom  Frühlingspunkt 
die  Länge  des  Knotens.  Diese  Länge 
wird  nun  auf  der  Planetenbahn  vom  Kno- 
ten aus  rückwärts,  also  innerhalb  der 
südlichen  Halbkugel  abgetragen  und  de- 
ren Anfangspunkt  ist  der  Nullpunkt  für 
die  heliozentrischen  Längen  des  Planeten 
in  seiner  Bahn.  Von  der  bestimmt  an- 
gegebenen Länge  des  augenblicklichen 
Orts  eines  Planeten  die  Länge  seines 
Knotens  abgezogen,  gibt  die  Länge  des 
Planeten  vom  Knotenpunkt,  welche  das 
Argument  der  Breite  des  Planeten, 
durch  welche  die  Reduction  des  Planeten 
auf  die  Ekliptik  ausgeführt  wird. 

Die  Knoten  der  Planeten  behaupten 
nicht  fest  ihren  Ort  in  der  Ekliptik,  sie 
machen  ebenso  wie  die  Nachtgleichen- 
punkte, der  Frühlings-  und  der  Herbst- 
punkt, rückgängige  Bewegungen,  so  dafa 
Längen-Abnahmen  entstehen,  welche  eine 
Folge  der  gegenseitigen  Attraction  der 
Weltkörper  sind,  durch  welche  sie  sieh 
anziehen  und  früher  in  ihre  Bahnen  kom- 
men als  bei  dem  vorher  gewesenen  Um- 
lauf. Bei  den  Planeten  beträgt  diese 
Rückbewegnng  bei  jedem  Umlauf  etwa 
eine  Bogenminute,  bei  dem  Monde  da- 
gegen beträgt  sie  jährlich  19  Grad,  so 

dafs  die  Mondknoten  in  ~  =  19  Jahren 

den  Zeichen  entgegen  durch  die  ganze 
Ekliptik  gerückt  sind. 

Knotenlinie,  s.  u.  „Knoten". 

Knotenmonat,  s.  v.  wie  „D räche n- 
monat*  ,  s.  d.  und  „astronomischer 
Monat«  No.  4. 

Körper.  Euklid  sagt  im  11.  Bach,  1 
und  2  Erklärung:  Ein  Körper  ist  was 
Länge,  Breite  und  Tiefe  hat.  Eines  Kör- 
pers Grenxe  ist  Fläche. 

Die  Geometrie  oder  vielmehr  der  Theil 
der  Geometrie,  welcher  sich  mit  den  Kör- 

Crn  beschäftigt,  die  Stereometrie, 
t  nor  den  von  den  Grenzen  einge- 

3 
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schlossenen  körperlichen  Raum  und  verschiedenseitigen  Figuren  eingeschlos- 

die  Grenzflächen  den  mathematischen  sen  ist.    Sind  die  den  Körper  begreo- 

Körper  tum  Gegenstande;  mit  der  den  senden  Figuren  alle  regelmäßig  und  cos- 

körperlichen  Raum  ausfüllenden  Masse,  gruent,  so  heilst  der  Körper  ein  regel- 

mit  dem  physischen  Körper  beschäftigt  mäfsige9  Polyeder.     Es  gibt  deren 

sich  die  angewandte  Mathematik.  nur  fünf: 

Die  Art  der  Grenzen  bestimmt  den  1.  Das  Tetraeder,  deren  Begren- 
Körper.  Ein  Körper  wird  begrenzt  Ton  sungsflichen  aus  4  gleichseitigen  Drei- 
lauter  Ebenen  oder  von  lauter  krummen  ecken  bestehen. 

Flächen  oder  von  geraden  und  krummen  2.  Das  Octaeder  wird  von  8  regel- 

Flachen  zugleich.  mifsigen  Dreiecken  begrenst. 

Körper,  die  Ton  lauter  Ebenen  be-  3.  Da8  Icosaeder  wird  tod  80  re- 
grenzt werden,  sind  entweder  prisma-  gelmäfsigen  Dreiecken  begrenzt, 
tisch  oder  pyramidahsch  oder  po-  4  D„  Hexaeder|  der  WÄrfel  ^ 
lyeariscn.  von  6  Quadraton  begrenzt. 

JaXZTU^U  Vrper'  Pr.i8men  5.  Das  Dodekaeder  wird  tou  1*»- 

sind  solche  Korper,  die  von  zwei  einan-  ,„  Ä„ 
der  gegenüberstehenden  congruenten  Drei-  ^^en  Fünfecken  begrenzt 

ecken,  Vierecken  oder  Vielecken  und  von  D»e  Korper,  die  von  lauter  krummen 

dazwischen  liegenden  Parallelogrammen  Flächen,  also  von  mehreren  krummen 

begrenzt  werden.     Die  enteren  beiden  Flachen  begrenzt  werden,  kommen  selten 

Figuren  sind  die  Grund-  oder  Ende-  fUr  Untersuchung  vor.  Körper,  die  tos 
benen,  oder  die  Grund-  oder  End-  nur  einer  krummen  Flache  begrenzt  wer 

flächen,  die  Parallelogramme  die  Sei-  d«*>,  «nd  die  Kugel  und  alle  durch  Kur 

tenebenen  oder  Seitenflächen.  Der  ven  gebildete  Umdrehuugskorper  wie  die 

Character  der  Prisma  ist  also,  dafs  pa-  Ellipsoide. 

rallel  mit  einander  durch  die  Seitenflä-  Die  Körper,  die  von  Ebenen  und  krum- 
chen gelegte  Ebenen  congruente  Figuren  men  Flächen  begrenst  werden  sind  Cy- 
geben.  linder  und  Kegel ,  Cylindroide  und  Ko- 

Ist  eine  der  Endflächen  der  anderen  noide.    Ein  Cylinder  ist  ein  Prisma, 

nicht  parallel,  so  sind  sie  einander  nicht  ein  Kegel  eine  Pyramide  mit  kreisrun- 

congruent,  die  Seitenflächen  sind  Tra-  der   Grundebene.    Cylindroide  sind 

peze  und  das  Prisma  heifst  ein  abge-  Prismen,  Konoide  sind  Pyramiden  mit 

aürztes  Prisma.  Grundebenen,  die  von  geschlossenen  aber 

Pyramidalische  Körper,  Pyra-  anders  als  Kreise  gestalteten  Curven  be- 

miden  sind  solche  Körper,  die  ein  Drei-  grenzt  sind. 

eck  oder  Viereck  oder  Vieleck  zur  Grund-  KörperausdehflUIlg,  s.  „  A  n  s  d  e h  uo n g 

flache   haben  und  deren  Seitenflächen  jer  Körper- 

alle  in  einem  Punkt,  der  Spitze,  Drei-  _B      *  ' 

ecke  bildend,  zusammen  laufen.  Der  KörperberecBllülg.  Geschieht  die  ne- 
Karacter  der  Pyramide  ist  also  dafs  pa-  rechnung  speciell  in  bestimmten  Zahlen, 
rallel  mit  einander  durch  die  Seitenflächen  80  816  der  arithmetische  Theii 
gelegte  Ebenen  ähnliche  Figuren  bilden.  der  Stereometrie,  geschieht  sie  »n 
Hat  die  Pyramide  statt  einer  Spitze  eine  Aufstellung  von  allgemein  geltenden  Er- 
obere Endfläche,  so  sind  die  Sdtenflächen  meln»  d«r  algebraische  Theil  der- 
Vierecke,  die  Pyramide  heifst  abgekürzt.  8«lben. 

Ist  die  obere  Endfläche  der  unteren  pa-  Jeder  Körper  ist  in  ein  rechtwinkliges 

rallel,  so  sind  die  Seitenflächen  Trapeze,  Parallclepiped  zu  verwandeln,  dessen  kor- 

die  Pyramide  heifst  gerade  abgekürzt;  perlicher  Inhalt  gleich  ist  dem  Prodnct 

ist  die  obere  Endflache  der  Grundfläche  seiner  drei  8eiten.    Daher  besteht  auch 

nicht  parallel,  so  sind  die  Seitenflächen  jede  Formel  für  den  Inhalt  eines  Kor- 

Trapezoide,  die  Pyramide  heifst  schief  pers,  seine  Gestalt  sei,  welche  sie _ wolle, 

abgekürzt.  aus  einem  Prodnct  von  dreien  Längen- 

Eine  Abart  der  Pyramide  ist  der  Obe-  dimensionen. 

]}*}*  J1-iralich  Vn  K5rl»r.       dem  die  ist  a  die  Gnindebene  eines  Korpers, 

Seitenflächen  eine  solche  Lage  haben,  h  deS8en  Höhe  j  der  InhaIt 

dais  sie  nicht  in  einer  Spitze,  sondern  in  •  4  .  .  A. 

einer  geraden  Linie,  einer  Schärfe  en-  >0  ut  J  des  Prisma  =  M 

digen.  J  des  Cyllnders = A  k = nr  -f* = « ^' 

Bin  polyedrischer  Körper,  ein  Po-  wenn  r  den  Halbmesser 

lyeder  ist  ein  Körper,  der  von  lauter  ebene  bedeutet. 
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J  des  schief  abgekürzten  dreiseitigen 


wenn  n,  6t  e  die  Seitenkanten,  A  den 
Inhalt  des  normal  auf  die  Kanten  ge- 
nommenen Querschnitts  bedeutet. 
J  einer  Pyramide  ist  —-^Ah 
J  eines  Segels  ist  §  Ah  =  inr'A 
J  einer  gerade  abgekürxten  Pyramide 

wenn  8  der  Inhalt  der  zweiten  Endfläche 
ist 

J  eines  gerade  abgekürzten  geraden 
Kegels  =  k(A*  +  \>AB  +  B*)k 

wenn  p  den  Halbmesser  der  zweiten 
Endfläche  des  Kegels  bedeutet. 

J  einer  Kugel  ist  |/irs 

Einer  der  wichtigsten  Sätze  als  Hülfs- 
satz  zur  Bewebführung  stereometrischer 
Lehrsätze  ist  folgender: 

Sind  zwei  Körper  zwischen  zwei  pa- 
rallelen Ebenen  begriffen  und  so  be- 
schaffen, dafs  die  mit  diesen  Ebenen  pa- 
rallel genommenen  Durchschnitts-Ebenen 
derselben  immer  dasselbe  Verhältnis  zu 
einander  haben,  so  stehen  die  Inhalte 
beider  Korper  in  demselben  Verhältnifs. 

Denn  man  theile  den  Abstand  der  pa- 
rallelen Endebenen  beider  Körper,  oder 
wenn  diese  in  Spitzen  oder  Rundungen 
ausgehen,  die  parallelen  Ebenen,  welche 
die  beiden  Körper  zwischen  sich  begrei- 
fen, in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher 
Theile  und  führe  durch  die  Theilpunkte 
Ebenen,  die  mit  jenen  parallel  laufen. 

Zwischen  je  zwei  nächsten  Durchschnitts- 
ebenen construire  man  um  jeden  Körper 
zwei  normale  Mäntel,  von  denen  der  eine 
über  dem  Umfang  des  einen  aufwärts, 
der  andere  unter  dem  Umfang  des  an- 
deren abwärts  gerichtet  ist,  so  wird  in 
jedem  Körper  der  ron  dem  einen  Um- 
fang eingeschlossene  Körper  gröfser,  der 
von  dein  anderen  Umfang  eingeschlos- 
sene Körper  kleiner  sein,  als  der  zwi- 
schen beiden  Durchschnittsebenen  befind- 
liche Theil  der  zu  vergleichenden  beiden 
Körper. 

Nun  verhalten  sich  aber  prismatische 
Körper  (also  auch  die  construirten)  von 
gleicher  Höhe  wie  ihre  Endflächen,  daher 
haben  diese  Körper,  deren  Endflächen 
dieselben  Durchschnittsebenen  der  gege- 
benen Körper  sind,  immer  ein  und  das- 
selbe Verhältnifs.  Folglich  werden  auch 
die  Summen  aller  inwendigen  Körper, 


so  wie  die  aller  auswendigen  bei  beiden 
zu  vergleichenden  Körper  immer  dasselbe 
Verhältnifs  haben. 

Da  man  nun  durch  Vermehrung  der 
Theile  in  dem  Abstände  beider  zuerst 
genannten  Parallelebenen  den  Unterschied 
der  Summen  der  inwendigen  nnd  aus- 
wendigen Körper  beliebig  Klein  machen 
kann,  so  folgt,  dafs  auch  die  zwischen 
begriffenen  Körper  dasselbe  Verhältnifs 
wie  jene  Summen  haben  müssen.  D.  h. 
wie  die  Durchschnitte  dieser  Körper  mit 
Ebenen,  die  den  begrenzenden  Parallel- 
ebenen parallel  laufen. 

Hieraus  folgt,  dafs  wenn  in  beiden 
Körpern  die  im  Satz  gedachten  Durch- 
schnittsebenen in  beiden  Körpern  einzeln 
gleich  grobe  Durchschnitte  bilden,  die 
Körper  selbst  einander  gleich  sind. 

Ferner,  dab  wenn  drei  Körper  zwischen 
zwei  Parallelebenen  begriffen  sind  und 
eiue  solche  Gestalt  haben,  dafs  wenn 
man  dieselben  mit  einer  jenen  Ebenen 
parallelen  Ebene  schneidet,  der  Durch- 
schnitt in  dem  einen  Körper  immer  gleich 
ist  der  Summe  der  Durchschnitte  in  den 
beiden  anderen  Körpern,  aUdann  auch 
jener  Körper  gleich  ist  der  Summe  der 
beiden  anderen  Körper. 

Dieser  Hülfssatz  heibt  nach  seinem 
Urheber  der  Cavallerische  Grund- 
satz, weil  Cavalleri  ihn  ohne  Beweis 
aufgestellt  und  angewendet  hat. 

Körperdreieck,  s.  v.  w.  „ dreiseitige 
Ecke,"  s.  .Ecke"  No.  I,  Erklärung, 
die  übrigen  No.  2  bis  18  Lehrsätze,  No. 
19  bb  26  Aufgaben  und  Construktionen ; 
mit  Fig.  590  bb  599.  S.  „Körpertri- 
gonometrie.* 

Körperecke,  s.  v.  w.  Ecke,  s.  „Ecke". 

Körperma&Ts,  s.  v.  w.  „Cubikmaafs", 

s.  d. 

Körpertrigonometrie  bt  die  Bestim- 
mung des  Zusammenhangs  zwischen  den 
Seiten  und  Winkeln  der  Körperdreiecke 
durch  Anwendung  der  Lehren  der  ebenen 
Trigonometrie.  Die  Körpertrigonometrie 
unterscheidet  sich  von  der  ebenen,  dab 
die  in  Betracht  kommenden  Winkel  der 
ebenen  Dreiecke,  welche  zu  einem  Kör- 
perdreieck gehören,  nicht  in  einer  Ebene 
liegen. 

An  merk.  In  den  folgenden  Unter- 
suchungen bt  zu  Erleichterung  des  Ver- 
ständnisses die  Anordnung  getroffen,  dafs 
bei  Bezeichnung  einer  Körperecke  (Fig. 
738) 

1)  Die  3  Buchstaben,  welche  die  Vor- 
derpunkte  der  drei  Kanten  bezeichnen 
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vierte  wird. 


Fig.  740. 


Torangestellt  werden,  und  dafi  der  an  Sinns  der  gegenüberliegenden  Winkel 
der  Spitze  befindliche  Buchstabe  S  der  dividirt  alle  einander  gleich. 

Denn  in  dem  Körperdreieck  ABSC  sei 
die  Seite  BSC_=a,  Seite  ASC-b,  ASB 
=  c;  die  gegenüberliegenden  Winkel  seien 
er,  ß,  C.  Von  einem  beliebigen  Punkt  C 
der  Kante  CS  fälle  man  auf  die  Ebene 
der  Seite  ASB  und  auf  deren  Kanten 
die  Lothe  CD,  CA,  CB,  ziehe  AD  and 
BD,  so  ist  z  CAD  =  «,  Z  CBD  -  ß.  Man 
hat  daher  in  dem  bei  A  rechtwinkligen 
Dreieck  ACS,  AC  s  CS  sin  »,  und  in  dem 
&ACD  ist 

CD  =  AC  -  sin  a  —  CS  •  sin  b  •  sin  a 

Eben  so  ist  in  dem  bei  B  rechtwink- 
ligen Dreieck  BCS,  BC  =  CStina,  und 
in  dem  rechtwinkligen  A  BCD  ist  CD 
—  BC  •  nnß-  CS  tin  a  •  tin  ß 

Daher  ist 

CS  •  sin  b  •  sin  a  s  CS  •  sin  a  •  sin  ß  (1) 
woraus  sin  a  :  sin  b  —  sin  a  :  sin  ß 
Eben  so  findet  man 

sin  a  :  sin  c  =  sin  a  :  tin  y  (2) 

daher 

«in  a  i  tin  b  :  tin  c  —  sin  a  :tin  ß  :  sin  y  (3) 

Aus  Gleichung  1  findet  man,  wenn 
man  mit  CS  sin  «  •  sin  ß  dividirt 

sin  b  •  sin  er  _  sin  a  •  sin  ß 


2)  Die  mit  kleinen  lateinischen  Buch- 
staben bezeichneten  Seiten  entsprechen 
den  groben  Buchstaben  der  gegenüber- 
liegenden Kanten  (Seite  a  der  Kante  AS, 
Seite  b  der  Kante  Iis  und  Seite  c  der 
Kante  CS  gegenüberliegend). 

3)  Die  Winkel,  welche  durch  die  sie 
bildenden  Seiten  bezeichnet  werden  müs- 
sen, erhalten  die  ihrer  Kante  zugehörigen 
Buchstaben  in  der  Mitte:  der  durch  die 
Seiten  ASC  und  ASB  gebildete  Winkel 
wird  bezeichnet  ^CASß  oder  ^BASC. 
Sonst  werden  diese  Winkel  mit  nur 
einem  Buchstaben  bezeichnet.  Näm- 
lich 

4)  Die  Winkel  der  Ecke  werden  auch 
mit  griechischen  Buchstaben  bezeichnet 
und  entsprechen  den  vorderen  Buchsta- 
ben der  den  Winkel  bildenden  Kante. 
Z>  =  dem  Winkel,  der  von  den  beiden 
Seiten  BAS  und  CAS  mit  der  Kante  .IN 
gebildet  wird. 

1.  In  einem  Kürperdreieck  verhalten 
sich  die  Sinus  der  Seiten  wie  die  Sinus 
der  gegenüberliegenden  Winkel,  oder  was 
dasselbe  ist,  in  einem  und  demselben 
Körperdreieck  sind  die  Quotienten  der 
Sinus  der  einzelnen  Seiten,  durch  die 


oder 


sin  «  •  sin  ß 
sin  b     sin  a 


sin  (i  •  sin  ß 


und  ebenso  —  t 


(0 


sin  ß     tin  n  sin  y 

2.  In  einem  Körperdreieck  ist  der  Co- 
sinus einer  Seite  =  dem  Produkt  aus  den 
Sinus  der  beiden  anderen  Seiten  mal  dem 
Cosinus  des  von  ihnen  eingeschlossenen 
Winkels  +  dem  Product  aus  den  Cosinus 
dieser  beiden  Seiten.  —  Und  der  Cosi- 
nus eines  Winkels  =  dem  Product  aus 
den  Sinus  der  beiden  anderen  Winkel 
mal  dem  Cosinus  dor  von  ihnen  einge- 
schlossenen Seite  —  dem  Product  aus 
den  Cosinus  dieser  beiden  Winkel. 

Denn  construirt 
Satz,  so  hat  man 


man  wie  im  vorigen 


AS  =  CS  cos  b;  AC=CSsinb  ]  AD  =  AC  cos  a  =  CS  sin  b  cos  a 


Man  fälle  von  A  auf  US  das  Loth  AE 
nnd  von  D  auf  AE  das  Loth  DF,  so  ist 
^DAE  —  Z.ASB-ct  weil  deren  Schen- 


kel wechselsweise 
stehen. 

Man  hat  daher 


auf  einander  normal 


A)  BE  -  DF=  AD  sin  e  =  CStinb-  sine  .  cos  a 

Ferner  ist  ES  =  AS  cos  c  =  CS  cos  b  •  cos  c 
daher  HS  =  BE  +  ES  =  CS  tin  b  .  sin  e  •  cot  «  +  CS  cot  b  •  cot  c 

Aber      BS  =  CS  cot  a 
daher     CS  cot  a  =  CS  sin  b  •  sin  c  •  cot  a  •{■  CS  cot  b  •  cot  c 
oder  cot  a  a  sin  b  *  sin  c  •  cos  a  +  cos  b  •  cos  c 
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Eben  so  beweist  sich  der  Satz  für  cos  b  drei  Seiten  mit  jedem  der  3  Winkel  dar- 

nnd  cos  c.  Durch  Vertausch ung  der  Buch-  stellen 

staben,  welche  die  Seiten  und  Winkel  cot  a-tinb-tinccota-^  cot  b-cot  c  (I) 

bezeichnen ,  hat  man  demnach  drei  Glei-  cos  b  —  sin  a  -  sin  c-cot  ß  -f  cos  a-cot  c  (2) 

chungen,  die  den  Zusammenhang  der  cot  c  =  tin  a- tin  b  -  cot  y  + cot  a-cot  b  (3) 

B)  Es  ist  Gleichung  1,  2  und  3 

1.  COS  a-  Sin  b  ■  im  l  •  cot  a  \  cos  h  •  cos  c 

2.  cos  b  -  sin  a-  sin  c  -  cos  ß  +  cos  a  •  cos  c 

3.  cos  c  —  sin  a  •  sin  b  -  cot  y  -f  cos  a  •  cos  b 
cos  b  aus  2  in  1  nnd  in  3  gesetzt,  gibt 

4.  cos  a  =  sin  b  •  »in  c  •  co*%«  -f  sin  a  •  sin  c-cot  c-  cos  ß  +  cos  « •  cos  Jc 

5.  cos  c  =  sin  a  •  sin  £  •  cos  y  +  sin  <s  •  sin  c  •  cos  a  •  cos  £  +  c oi  e  •  co s  *a 

Setzt  man  nun  1  -  sin  «c  für  cos  >c  nnd  1  -  sin  »a  für  cos  'a,  so  hat  nun 

6.  0  =  sin  b  •  sin  c>cos  a  +  sin  a- sin  c «cos  c •  cos  /?  —  cos  a •  sin 'c 
7.0  =  sin  a  •  sin  b  •  cos  y  -|-  sin  a  •  sin  c  •  cos  a  •  cot  ß  —  cos  c  -  sin  Ja 

Gleichung  6  durch  sin  c,  Gleichung  7  durch  sin  a  dividirt : 

8.  o  -  s in  ö  •  cos  a  -\-  sin  a- cos  c -cos  ß  —  cos  a-  sin  c 

9.  0  =  sin  b- cos  y  +  sin  c-  cos  a-cos  ß  —  cot  c-tin  a 


10.  sin  b-cot  a  =  cot  a  •  sin  c  —  sin  a-cot  c-cot  ß 

11.  sin  6  •  cos  y  =  cos  c- sin  a  —  sin c •  cot  a-cos ß 
Die  letzte  Gleichung  mit  cotß  multiplicirt 

1 2.  sin  b-cosy  -cos  ß  =  cos  c  •  sin  a-cot  ß  —  tinc*cot  a-  cos  *ß 
Gleichung  10  und  12  addirt: 

13.  tinb(cot  a  +  cot  ß-cot  y)-tinc- cos  a- tin*ß 
Nun  ist  aber  sin  b  •  sin  y  =  sin  ß  -  sin  c ,  also 

sin  *  (cos  a  +  cos  ß  -cot  y)  -  sin  *  •  sin  y  -  cos  a  •  s in  ß 
folglich 

cos  «  =  sin  ß  •  sin  y  •  cos  a  -  cos  0  •  cos  y  (4) 
Eben  so 

cos  /J  =  sin  a  •  s i n  y  ■  cos  ß  -  sin  a-tiny  (5) 
cos  y  =  tina  •  tin  ß  -  cot  y  -  sin  «  •  sin  ß  (6) 

Da  nun  jede  dieser  drei  Gleichungen  Gröfsen  eliminiren  lassen,  so  lassen  sich 

sechs  Bestimmungsstücke  des  Körperdrei-  daraus  auch  alle  Gleichungen  ableiten, 

ecks  enthalten ,  und  aus  drei  Gleichun-  welche  den  Zusammenhangzwischen  Tier 

gen  sich  immer  drei  unbekannte  Gröfsen  Bestimmnngsstücken  des  Körperdreiecks 

bestimmen  lassen,  so  sind  die  vorstehen-  darstellen.   So  z.  B.  ergibt  sich  der  Zu« 

den  drei  Gleichungen  die  Fundamental-  sammenhang  zwischen  zwei  Seiten  und 


es  lassen  sich  vermittelst  derselben  aus  eines  Körperdreiecks  aus  der  ersten  Glei- 


oder 


sin  a6  •  sin  »c  -  cos  »o  -  cos  -&  »  cot  *c  +  2  cot  a  -  cot  b  -  cot  c 

sin  H  -  sin  -c 
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Aus  der  zweiten  Gleichung  ergibt  sich 

iin  ß=fl~  eot  *c  ~~  eo*  a*  ~~  cos  '«  +  2  cos  a  •  cos  b-cose 

sin  a  •  sine 

Durch  Division  beider  letzten  Gleichun-  c  mit  den  Winkeln  a,  /?,  Ton  welchen  a 
gen  erhalt  man  der  von  b  und  c  eingeschlossene  ist,  be- 

sina_sina  stimmt  werden,  so  nat  man  aus  dem 

sln~ß~iin~b                  (8)  vorigen  SaU 

q   txä_  .  .  ,      „  cot  6  =  $in  a  '  stn  c  •  cos  ß  -f  cot  a  •  cot  c  ( l ) 

kL                     nQ       Zusammen-  cos  «  =  sin  o  .  sin  c  •  cos  « +  cos  4-co«  e  (2) 

W&Jnln  l^                  üAd  üm       ^ngte  Gleichung  zu  erhall 

S         H«n  «Ä  W.ennei°er  d6r.Wio-  ten,  mufs  die  Seite  a  eliminlrt  werden, 

kel  von  den  Seiten  eingeschlossen  ist.  Vorerst  also  cos  «  aus  der  zweiten  Glei- 

Soll  der  Zusammenhang  der  Seiten  *,  chung  in  die  erste  gesetzt,  gibt 

cos  b  =  sin  a»  sine  »cos  ß  +  sin  b  -  sine  »cos  c  •  cos  «  +  cos  b  »cos  %c 
Hieraus  cos  b  (1  —  cos  *c)  =  sin  a  •  sin  c  •  cos  ß  +  sinb  •  sin  c  <>  cos  c  •  cos  a 
oder  cos  b  •  sin  *c  =  sin  a  -  sine*  cot  ß  +  sin  b  >  sine  *  cos  c  *  cos  a 

oder  mit  sine  dividirt 

cos  b  •  tili  e  —  sin  a  •  cos  ß  -f-  sin  b  •  cos  e  •  cos  a 
Nun  ist  aber  nach  No.  1,  Formel  3 
sin  a  :  sin  a  =  sin  b  :  «tu  ß 

mithin  «ina  =  ^«in* 

«tn  /J 

Diesen  Werth  in  die  letzte  Gleichung  substituirt  gibt 

oo«  b  •  sin  c  =  ^~  sin  b  .  cos  ß  +  sin  b  -  cos  c .  cos  a 

folglich  sin  c  •  cot  b  —  sin  a  •  cot  ß  -(-  cos  c  •  cos  a  (3) 
welches  die  »erlangte  Gleichung  ist. 

4.  In  einem  Körperdreieck  verhält  sich     Es  seien  a,  b  die  Seiten,  also  r  der 
der  Cosinus  der  halben  8umme  zweier  eingeschlossene,  a,  ß  die  beiden  den  Sei- 
Seiten  zum  Cosinus  ihrer  halben  Diffe-  ten  gegenüberliegenden  Winkel, 
renz,  wie  die  Cotangente  des  halben  von     Man  hat  an«  No  2 
den  Seiten  eingeschlossenen  Winkels  zur  *.  N°'  2 

Tangente  der  halben  Summe  der  gegen-  **•  •  =  *•«*•«•«  c  •  cos  «  +  cot  b  •  cos  c  (1) 
überliegenden  Winkel ;  und  der  8inus  eos  c  =  sin  a  •  sin  b  •  cos  y  +  cos  a*  cos  b  (2) 
der  halben  Summe  zweier  Seiton  »um  Der  letzte  Werth  von  cos  c  in  die  erste 
öinus  ihrer  halben  Differenz  wie  die  Co-  Gleichu  ng  substituirt  gibt  nach  den  wie 
tangente  des  halben  eingeschlossenen  im  vorigen  Satz  vorgenommenen  Reduc- 
Winkels  zur  Tangente  der  halben  Diffe-  tionen 
renz  der  gegenüberliegenden  Winkel. 

coso*sinb  =  sinc»cosa  +  sina'cosb'cosy  (3) 
woran«         «in  c .  cos  a  =  cos  a  .  sinb  -  sin  a  .  cos  b  •  cos  y  (4) 

Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  «  und  ß  und  demgemäfs  auch  a  und  *, 
so  erhalt  man 

sine  •  cos  ß  =  cos  b  •  «in  a  —  sinb  •  cos  a  •  eos  y  (5) 
Beide  Gleichungen  4  u.  5  addirt  geben: 
«in  c(cmr  +  cos  ß)  =  cos  a  .  sinb  +  cos  o  •  «in  a  -  («in  a  .  cos  b  +  «in  *  •  cos  o)  •  eos  y 
=  sin  (a  +  A)  -  sin  (a  +  6)  cos  y  =  sin  (a  +  4)  (1  -  cos  y)  (6) 
Nun  ist     #tno:stn«  =  sin*:»in/J  =  «inc:«iny 
Also        «in  a  +  sinb:  sin  a  + sin  ß  =  sine:  sin  y 
<><ta  *in  c  (sin  a  +  sin  ß)  =  sin  y  (sin  o  + sinb) 
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Diridirt  man  diese  Gleichung  durch  daher  beide  letsten  Gleichungen  durch 

die  obige,  so  erhält  man  einander  dividirt 

sina+nnß    sinn+sinb     ii»y  m  sintt-sinß  =    siny      sin  »-sin  b 

cos*+cotß~  «*(«  +  *)  'i-eoty  K}  cosa+cosß    1-coty    »»(«  +  *) 

Nun  ist  Nun  ist 

^«+™ß  =  **n*-±t.co,^  sina-sinß  =  2cosl±£.sin^ 

cota+cotß  =  2co*a^-cos"-^  tin<t-,inb  =  2co,?±±  •  nn^ 

«4-6       «-&  Diese  und  die  obigen  Werthe  für  cos  a 

«in            =  2*i»—5—*  cot ——  +  cos  fl  n.  s.  w.  in  die  lotste  Gleichung 


substituirt  und  gehoben  gibt 


S*J»( 

—    2  2  _ 

«+o 
3 

1  -coj  y=  2«»*-^  ri|tg~& 


ff  —  5  y  2 

8ubstituirt  man  alle  diese  Werthe  in  oder  tg  =  col -2-  •  — jv^ 
die  letzte  Gleichung,  so  erhält  man,  ge-  *  sin— J- 

hoben  2 
.  «+0        a-o       y  und  die  verlangte  Proportion 

— +7  =  -T+*'TT       <8>      H.n»-±-:«n  —  =colf  Mo  — 

C  0  0  ^^^^^^^^^  ^ 

2             2          2  Die  beiden  gefundenen  Proportionen 

woraus  reducirt  heifsen  nach  ihrem  Erfinder  die  Neper- 

a—b  sehen  Analogien. 

tt  i  *    cot  — —  54  jn  einem  Körperdreieck  ist  der  Co- 

tg        =  — —tt  •  cot  ±  (9)  ainag  eines  Winkels  gleich  dem  Product 

4      co*-i^  aus  den  Sinus  der  beiden  anderen  Win- 

2  kel  und  dem  Cosinus  der  dem  ersten 

nnd  die  yerlangte  Proportion  Winkel  gegenüberliegenden  Seite  weniger 

a+b      a- b         y  «  +  Ä    dem  Product  der  Cosinus  eben  dieser 
L  co*        -cos  —  =s  cot     :  tg  —  Winkel. 

*      .    Pw>nflpfInn  "         Denn  es  seien  «,  0,  y  die  3  Winkel 

Aus  der  Proportion  nnd  tf  ^  dem  ersten  Winkel  geg6naBer. 

«i» a :  ttn  «  =  stn  b  :  stn ß  =  stne :  stn  y  Agende  Seite.  Man  denke  sich  su  dem 
iet  Dreieck  die  Supplementarecke  construirt 

oi»n-sinb:sina-sinß  =  sincisiny    (s.  »Ecke*,  No.  5,  pag.  7 _  mit  Fig.  592), 

,  so  sind  die  Seiten  derselben  180°-«, 

,.  as  ,  .  „     .  .*    180°-^,  180°- y;  der  der  ersten  Seite 

mm  c  («n  «  -  »»  /5)  =  stn  y  (ttn  a  -  ttn  b)  Kegenüberliegende  Winkel  =  180°  -  «. 
ferner  war  oben  Daher  hat  man  für  die  Supplementarecke 

«in  e (cot  a  +  cos ß)  =  (1  -  cot  y)  ttn  (a-f  4)  nach  No.  2 

cos  (180°-  «)  =  «iw(180o-#  •  tm(180°-y)  •  cos  (180°-  a)+ coi(t80°-  ß)  •  coi  (180°-  y) 

Es  ist  aber  cm  (180°  -  *)  =  -  cot  x  6.  In  einem  rechtwinkligen  Körperdrei- 

»tn  (180°  —  *)  =  +  *•»*  ec^  au8  8we*  Seiten  d*e  dritte  fU  k*" 

Daher  ist  die  letste  Gleichung  iden-  ^g"^  fc)  c  aie  Seiten  eines  rechtwink- 

tiseh  mit  liKcn  Körperdreiecks,  in  welchem  der 

-cos«  =  -stnß-stnycosa+cosß.cosy  ^  c                Winkel  y  gegenüber 

oder  liegt,  so  hat  man  in  der  allgemeinen  Glei- 

cot  a  —  sin  ß  •  sin  y  *  cot  tt —  cos  ß  •  co*  y  (1)  chung 

Auflösung  rechtwinkliger  Körper-  cos  ersinn*  sinb  •  co#y  +  co«a  •  cos  6 

dreiecke.  y  =  90°  gesetst 
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coso^eos  a»tosh              (])  Für  den        hat  man  die  allgemeine 

woran«  sich  jede  Seite  ans  nrei  gegebe-  Gleichung  1,  No.  5 

nen  Seiten  findet.  cos  90°  =  sin  « .  sinß  *  cot  c- cot*-  «>»,* 

7.  Von  einem  rechtwinkligen  Körner-  rot  3 

dreieck  sind  swei  Seiten  gegeben ,  die  woraus  l9"  =  ~rF-  (VII) 

Winkel  zu  bestimmen.  hienms  fo]^  auch 

Schließen  die  Seiten  a  und  b  den  rech-  ~,  „      „  /vim 

ton  Winkel  ein,  liegt  also  die  Seite  c  T#       .7   7?^  , 

dem  rechten  Winkel  gegenüber    so  hat  }•    »weiten»  die  dem  rechten  Winkel 

man  aur  Bestimmung  des  Z«,  welcher  ?"lleeende  Sei*?  «  und  der  ihr  gegen- 

rwischen  den  gegebenen  Seiten  6,  c  liejrt  vberll5J?e™e  >\inkel  «  gegeben,  so  hat 

au  der  allgemeinen  Gleichung  3,  No.  3,  man  för  ^  8e,te  e 

sinb-cotc  =  sina-coty  +  cosb-cos«  «in  «:  «in  <*  =  «in  c :  «in  90° 

t  Nun  ist  y  =  90°,  also  col  y  =  0  und  es  woraus        «in  c  =  (m 

Wt  IMO  V  ' 

sin  b.  cot  c  =  cos  b.  cos«  Für  die  Seite  b  hat  man  die  Gleichung  3, 

worausco.«  =  lo*.co,c  =  ^  (H)  ,N>  63.     a  =  fi„  ^ .     „  +     f.  „ 

»in  c :  «in  b  =  «in  90° :  «in  ,9  Für  den  Winkel  /9  hat  man 

woraus     sinß  =  ^  ffln  a:"»«=^*  = 

*«'  also       rinß  =  $-^nmb 

Sind  dio  den  rechten  Winkel  einschlie-  ***  a 

fsenden  Seiten  a,  b  gegeben,  und  sollen  und  nach  Formel  X  =  . Äf  =  ««f 
die  Winkel  o,  ß  gefunden  werden,  so  hat  «na  tg  a    cos  a 

man  nach  der  allgemeinen  Gleichung  3,  m;,Mn         « _  «•»  ° 
No.  3:  zur  Bestimmung  des  z«  °    ""^c^Ta  ™ 

«in*.eoia  =  «in90°.col4i  +  M«ö.«>«90o     9.  In  einem  rechtwinkligen  Körperdrei- 

woraus  cot  a  =  sin  b  .  cot  a  «ck  sind  aufser  dem  rechten  Winkel  noch 

.       t        tga\  die  beiden  anderen  Winkel  gegeben,  die 

nnd       tg«  =  -4—A  Seiten  au  finden. 


ebenso  tgß  = 


)  (IV)     Die  dem  rechten  Winkel  gegenüberlie- 

=  -*—  I  gende  Seite  c  hat  man  nach  Formel  VII 

im  aß 


*n  a  cot  ß 

8.  Von  einem  rechtwinkligen  Körper-  co*c  =  ——=cota*cotß  (XII) 

dreieck  sind  eine  Seite  und  ein  Winkel  Die  d*m  TL».n  wi«wi      v  j 

gegeben,  die  übrigen  Stücke  au  finden.  ^  ^F^XI 

Ist  erstens  die  dem  rechten  Win- 
kel gegenüberliegende  Seite  und  »u=~;  cosb^^I  (XIII) 
der  anliegende  ZJß  gegeben,  so  hat  ',Ä*  cosa 
man  die  diesem  Winkel  gegenüber-  Auflösung  schiefwinkliger  Drei- 
liegende  Seite  *  aus  der  Proportion  ecke. 

sin  90° :  sin  ß  -  sin  c :  «in  b  10.  Von  einem  Körperdreieck  sind  die 

woraus         sin  b  =  «in  c  •  «in  ß         (V)  j!reJ  Seiten  £e8eDen>  einen  Winkel  zu 

Die  dem  gegebeneu  Winkel  ß  anlie-  V"'  , 

gende  Seite  «  bestimmt  sich  aus  der  o  Hm  aus  deQ-tSolten  «»  *,  c  den  der 

allgemeinen  Gleichung  3  No.  3:  Seite  a  gegenüberliegenden  z«  tn  fin- 

«ine.eolc  =  «in/J.col90<,  +  co««.ce«i9    den  hat  man  aUS  No*  \ Formel  *• 
H  T«m   iroip  co«  a  —  co«  4  •  cos  c 

cos  8  cos  a  ss  : — ,  —   

woraus  tga=~~  =  tgccosß        (VI)  vt  «»» *  •  »in  c 

cotc  p  hieraus 

?ftft3_^.1_c<M«-<w*'co«c_«ine.«inc-|-co«^co«c  -cwo 

2        ,l    *n*'9i*e     7  sin  b- sine 

_  cos  (g    c)  —  cos  a  _  2«tn^(g  +  0-c)  «inj(q-  6  +  c) 

«in  i  .  sin  c  «in  b .  «in  c 
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m -f  6-  e  a  -  b  +  c 
isin  •  »in 


rt       /'**  2  *   2  

hieraus    «in  -—  -  1/  .   .     ■    (!) 

2     f  «in  6  •  «in  c 


Für  eine  Formel  cos  —  hat  man  1  +  cos  a  =  2  coa*  -- ,  daher 

,  «  co«  c  —  cos  b  •  cos  c    sin  b  •  «in  c  —  co«  ft  ■  co«  c  ■+  co«  n 

2  co«  —  —  14  —    . — ,  ; —  : — :  : 

2  »in  6  •  «tn  c  im  *  •  *»«  c 


_  co«  fl  -  co«  (ft  +  c)  _ 


.  a-f*  +  c  ©  +  e-a 
2»tn  •  «in — —  


«in  6  •  »in  c  «in  b  •  «ine 

.  «  -f-  ft  4-  c     .  ft  +  c  -  a 

/"Ä  2  *m  2  

woraus    co«  |  =  j/  Mn6.lnic  

Gleichung  I  durch  II  dividirt  gfbt 

.  n  +  6-c  _:„«-6+c 

(HD 


Multiplicirt  man  I  und  II  und  nimmt  das  Prodnct  doppelt,  so  erhalt  man 
2        -/  .  «+6  +  c    .   a-fi-c    .   o+cj- i.-i„*  + 
^aST^faeV  ""-t  -  "m  —  ~ 2~- -  2  (IV) 

11.  In  einem  Körperdreieck  sind  zwei  cosa     _  ^.  ^    co*  o  #  CM  c 

8eiten  und  ein  gegenüberliegender  Win-  «ind*co«a  co«a 

hl in*.,  die  übrigen  Stöcke  »  fin-  .*»  =  ^ 

aen.  cot  « 

Sind  die  Seiten  «,  *  und  der  der  Seite  eines  leicht  zu  bestimmenden  Winkels  ft, 

a  gegenüberliegende  Z«  gegeben,  so  hat  welches  zulässig  ist,  weil  die  Tangente 

man  für  die  dritte  Seite  c  die  For-  der  Winkel  von  0  bis  180°  alle  reellen 

mel  1  No.  2  positiven  und  negativen  Werthe  von  0 

cos  a-  «in  ft  .  «in  c  .  cosa  +  cos  ft  •  cose  bis  »  begreift.   Setze  also 

Dividirt  man  beiderseits  mit  «in  6  •  cos  «,  -tgfl  (i) 

so  hat  man  cm  « 

™«n         •  •      .  »»» P  «in  (c  -f  f) 

so  ist  -.— .  =  sine  +  Ig  ft  cos  c  =  stnc+      -  cosc  = 

«mft'coj«  w^i  C0J,M 

v    co«  a>  cos  fx 

woraus      *in  (c  +  ii)  =  -.— r  

v     r     «tn  6  •  cos  a 

cos«  aus  Ol.  1  entwickelt  und  hierein  gesetzt,  gibt  für  die  dritte  Seite  c  die 

Bestimmungsgleichung 

•  /       \       co«  o » cos  ii       cosa*  «in  p       _  cot  b  m 

nn(C  +  rt  =  *nb-cotb.cotr-—^sT-t3fX-;oTn  (V) 

Zur  Bestimmung  des  zweiten  der  ge-  Für  den  dritten  Zy  hat  man  nach 

gebenen  Seite  ft  anliegenden  Winkels  ß  No.  3,  Formel  3 

hat  man :  »»*»  *  •  cot  a-  cos  b  •  cos  y  +      Y  '  ?oi  « 

»;«  n  ■      h  -      n  .  «in  /?  Beiderseits  mit  cot  a  dividirt,  gibt 

,.»«.«.nft-«n«.».n,J  *inb  .  cota-tg  a  =  cosb.t9«.co,?+ sin  y 

woraus     «inß  =  *^sin«  (VI)     Setze  cos  b  .  fj  a  =  <o  V,  so  wird  die 

«in  «  Gleichung 

»inü/  ,    .  «in(i/>+y) 

«•Nft.ccia^^«  =  ^V'^My+«"y=^^,CMy+«my=--^^ 
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woraus        rin(tl>  +  y)=9inb -cot*  .  tg  a  .  cot  u> 
Aus  der  Hülfsgieichung  ist  *«  =  ^ 

folglich     *in(ip  +  y)  =  tinb'cota'^^.co»ip=cota»tgb'tin\p 

Zur  Bestimmung  des  von  den  gegebe-  eingeschlossene  Zy  gegeben,  so  hat 
nen  Seiten  eingeschlossenen  /_y  hat  man  für  Bestimmung  der  dritten  Seite  c 

demnach  cwc=itii«<  «**.<?o*y+coi«.  eo*e(VIII) 

«»(V+y)  =  cola.|,*.«n^         (Vn)     üm  d.e  Fomel  Mm  Rechnen  ^  ^ 

tg  tp  —  cot  b»tß  a         J  earithmen  umzuformen,  schreibe 

12.  In  einem  Korperdreieck  sind  zwei  6  r,       .  .  ... 

Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel     ™  c= w#a  [«««.. m*.e«y +<»•»] 
gegeben,  die  übrigen  8tficke  su  finden.     8etw  nun  tyfl»eo«y=cof  qp, 
Sind  die  Seiten  a,  3  und  der  Ton  ihnen  so  erhält  man 


cot  c  =  cot  a  (*tn  A  •  cof  o?  -f  cot  b)  =  cota 


Die  beiden  Gleichungen  zur  Bestim-  Seite,  ein  dieser  Seite  gegenüberliegeu- 

mung  von  e  sind  daher  der  Winkel  und  ein  derselben  anliegen- 

co*a-$in(,b  +  (p)\  de*  Winkel  gegeben,  die  übrigen  Stucke 

co$c  =  Hilm  !            (EX)  10  bestimmen. 

cotw  =  taa-co»y         )  **t      Seite  a,  der  Z«  und  der  Z0 

„    vi                jilu  gegeben,  so  hat  man  für  die  dem  Win- 

Zur  Bestimmung  der  beiden  unbekann-  |el  ß  gegenüberliegende  Seite  b} 

ten  Winkel  a ,  ß  hat  man  aus  den  Nc-  °  °       .   .  ° 

perschen  Analogien  I  und  II,  No.  4  sin  6  =        •  «*  a  (XI) 

,g    eo*~~2~     y\  Für  die  dem  unbekannten  Winkel  y 

tg"     m  10**     I  gegenüberliegende  8eite  e  betrachte  man 

2      cm**        2I  die  Supplementsecke  (s.  «Ecke*,  No.  5 

2           1  mit  Fig.  692),  so  sind  darin  gegeben:  die 

a-b        f               w  Seiten  180°-  a,  180° -0  und  der  der 

-    **n-2~      vi  ersten  Seite  gegenüberliegende  Winkel 

—  =            cot  2~\  180°  -  o.   Man  Est  demnach  den  gesuch- 

2      gina^~          I  ten  Ton  beiden  Sätsen  eingeschlossenen 

2          '  Winkel  180°  -e  nach  No.  11,  Formel  VII: 

13.  Von  einem  Körperdreieck  sind  eine  tg\f>=cot(l8Qo—ß)tg(l$0o-a)=eotß»tga 


'9 


sin  (180°  -  e  +  tb)  =  cot  (180°  -  a)  tg  (180°  -  ß)  •  «in  *  , 

hieraus  ,       .  .       .  ctMCftinu 

*m(c- v)  =  cela.|«^.#»i»^l        ^  v    «"»       cosß     .  J^ 

tgtp=tga-cotß         /  u  toll=£*j! 

Aus  den  in  der  Supplementarecke  ge-  «w« 

gebenen  Seiten  (180°-  «),              und  14.  yon  «fo«^  Korperdreieck  sind  eine 

dem  gegenüberliegenden  Z (180°- •)  hat  Seite  und  die  daran  liegenden  Winkel 

man  nun  aus  Formel  1,  No.  11  gegeben,  die  übrigen  Stucke  ro  bestim- 

_  cot  (180°  -  ß)  _  cot  ß  men. 

^  ^  ~  cö7(180o  -  a)  ~~  cot  a  SiQd  die         a  °ttd  die  anliegenden 

Winkel  /*,  y  gegeben 

oder  cotp^—  ^cota'tgß  dann  sind  in  der  Supplementarecke  ge- 

j        x>       .  geben 

und  aus  Formel  V.  (180°-/!),  (180°-y)  und  der 

 1  ,.\  c<>*  \lo\j  —tt)t%n  fi  Ton  ihnen eingeschlosseneWinkel(l80°-fl) 

im (180°                eofimo_ß)  Die  gesuchten  Stücke  sind  1 
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Seite  (180° -a),  die  Winkel  (180°-  *)  E*  ist  nach  den  Neperechen  Analogien 
and  (180° -c) 

r 

180° -0+ 18Q°- y       (180°-j>)-(180o-y)_     180°- a      180°- 6  +  180°-  c 
cot  2  *  2  2      *  *  2~" 

und 


180°-/J+180°-y  (180°-fl-(180°-y)  180°-a  (180o-6)-(180°-c) 
%n  :«•»  ■  2  — 2 —  '"  ^  2 

oder 

-(iKf- )  =  -       =«<  (W  -  f )  =  *  (»0»  -  ) 

,u  („o°-  e+z)      -  « .  («p- f ) . « 


Für  das  gegebene  Körperdreieck  erhält  man  also  die  Proportionen 


(XIV) 


Diese  beiden  Proportionen  röhren  eben-  n      A_  .  .  * -f-c    *—_c _ 

falls  Ton  Neper  her  nnd  werden  daher  Denn  *  ist  —  +  —  -  * 

ebenfall»  Nepersche  Analogien  ge-  b  +  e  b_c 

nannt.  und  —  —  =  c 

Es  werden  ans  beiden  Proportionen  ■  f 

*+c       b  —  e     .                          ,  Nach  No.  12,  Formel  IX.  hat  man  sur 

und  —  gefunden,  woraus  b  und  Bestimmung  dex  dritten  Seite  (180°-  «) 

c  herrorgehen.  in  der  Supplementarecke 

colcp  =  tg  (180°  —  ß) '  cot  (180°  -  «) 

Hieraus  15.  Von  einem  Körperdreieck  sind  die 

-«uÄ.«»(y-o>)  drei  Winkel  gegeben,  die  drei  8eiten  »u 

—  cot  a-  :   finden. 

$%n<^  Man  hat  nach  No.  5 

und       cot<p  =  t9ß.co*ü  cota  =  tinß't\nycota-cotß.coty 

folglich  hat  man  in  dem  gegebenen  Drei-  hieraus 

eck  zur  Bestimmung  des  der  gegebenen  cota  + cotß*coty 

8eite  gegenüberliegenden   Winkels  die  c0' a~  ~~  ,inß  .tiny —  (AVIJ 

Gleichungen            _  Um  eine  Formel  für  a  zn  finden ,  die 

cotß'ttnty   y;\  bequem  mit  Logarithmen  rechnen 

»in<p        t             (XV)  lifet,  hat  man  in  der  Supplementarecke 

cot  cp  ~  cot  a  •  tg  ß         )  nach  No.  10,  Formel  I. 


.  18Oo-a+18Oo-0-(18O°-8)  180°- «-(180°-/?)+ 180°- y 
/im  —  •  «h  ^  


180°- *  _  J_  2  ™  2 

OT*      2         K  «»(180o-^).«n(180o-y) 

/co*  — £  •  cot  

oder  cot  —  =  V  -   (XVII) 

Ferner  nach  No.  10,  Formel  II. 

.  3 •  180° -(a +  /»  +  ?)  180°-/?-y+« 

llrl    ■  •  IM  ■  — —  

180°- a  _  ,/_  21   2 

C<M      T    "  r  #in(18O°-/0-*w(18O°-y) 
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a+ß  +  Y   ß  +  y-a 


w.„».     .i^j/Z  «___L_  (xvm, 

In  dem  Art.  Ecke  ist  erwiesen,  dafs  Hieraus  folgt,  dafs  wenn  drei  £e- 
die  Summe  sämmtlicher  Winkel  in  einer  gebene  Winkel  wirklicheinemKor- 
»seitigen  Ecke  gröfser  ist  als  (2»-4)  perdreieck  zukommen  sollen,  so 
und  kleiner  als  2n  rechten  Winkeln.       mufs  nicht  allein  ihre  Snmme  swi- 

In  einem  Körperdreieck  ist  also  die  sehen  2  und  6  Rechten  begriffen 
8umme  der  drei  Winkel  kleiner  als  6  sein,  sondern  je  swei  derselben 
nnd  gröber  als  2  rechten  Winkeln.  zusammen  genommen  müssen  den 
«4- /?-»-„  dritten  Winkel  immer  um  weniger 

Daher  ist  > 90° < 3 •  90°        als  180°  übertreffen. 

a+8+v  Anwendungen, 
folglich  cot  — ^-L  immer  negativ  ie  In  einem  Körperdreieck,  wovon  2 

xt  —      -Joes-*  v-         •    Seiten  gegeben  sind  ist  die  Summe  der 

Ferner  sind  2  Seiten  eines  Korperdrei-  drei  Winlfel  am  grörsten,  wenn  der  ein- 


ecks  immer  grolser  als  die  dritte  Seite,  geschlossene  Winkel  den  anderen 

(S.  Ecke  No.2).   Nun  sind  die >  Seiten  *usammen  genommen  gleich  ist 
der  Supplementsecke  180°  -«,  180°-/?,     Denn        a>  b  die  *     benen  Seiten, 

y*  y  der  eingeschlossene  Winkel,  sind  also 

daher  180°-y+1800-/J>180°-a  „,  ß  die  den  Seiten  gegenüber  liegenden 

woraus  180°>  /9+  y—  a  Winkelf  so  hat  man  nach  der  Neperschen 

n   ß+y-a  Analogie  I. 
also       90°>  *±Z-—  a-b 

2  cos  

folglich  ist  cot  LLLZ?  jamer  =  001  f 

nnd  daraus  folgt,  dafc  die  Oröfse  unter  2 

dem  WurteUeichen  stets  positiT  ist.  hieraus 


a-b 


*9  — g-  +9  j-        cot  — 


1  --■  cot      •  tg  -~ 

a+6       2     9 2 


2 

a  —  4       v  a+Ä      Y  o—b      .V  a  +  b  v 

«w—  cot^+cot-^-  taJL    cot—  co*£  +co«^p.«Ä»|. 


a  +  b  a~b 
cot— -cos  — 


•  y      y  l    a+  o       a  —  b\ 

%n2C0$^2\eO'-^--eO^—) 


1  +  coty        a+  b   l  —  coty 
C°'-2  2-  +  C0,1  2 


im 


y    «wy  /     a+e         a— A\ 

y.— .  (cO.—  -COS  —  ) 

a—b         e+  *    /     a—  ^ 


cot—  +cot  2 


.  /     a-*  a+*\ 
+  \     ~2  C0<  ~~2~  /  C0*  y 


(     a  +  b         a  —  b\ 
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Diese  Werthe  substituirt  entsteht 

u±ß±f  =  2c"  T  eot  T  +  8"»f™T  ~  y 
2  •  4 

—  2  sin  —  •  sin  -—  sin  y 
2  2  ' 


a  6 

col  —  •  cot  —  +  co*  y 

sin  y 


Nan  beschreibe  man  einen  Halbkreis 
mit  dem  Halbmesser  =  1  aus  C  über  AB, 
trage  an  AC  einen  Winkel  ACD  =  >•', 
nehme   auf  der   verlängerten  AB  die 

Fig.  741. 


folglich 


5  a*  r  \f  ^ 


Länge  CF.  =  col  ^-  •  col      fälle  das  Loth 

-  - 

DF  auf  ^/?,  ziehe  DE,  so  ist  ÖF  =  sin  y 
CF=co$  y', 

folglich  EF  =  cot  —  •  col  —  +  cos  y' 


Aus  -t£±2:  =  y  folgt  «  +  /J  =  y.  D.h. 

■ 

Die  Summe  der  anliegenden  Winkel  - 
dem  eingeschlossenen  Winkel. 

1.  Zusatz.   Wäre  cot  «y  •  cot  —  ^  1, 

«  o 

so  fiele  der  Punkt  E  entweder  in  B  oder 
zwischen  B  und  C  und   der  Z  FßF 

g1  1^  und  die  Summe    +  +  y)  der 

Winkel  würde  immer  gröfser  werden,  ie 
näher  der  Punkt  D  an  B  rückt  und  ein 

Maximum  für  y  =  180°,  wo  kein  Dreieck 
mehr  statt  findet.  Soll  also  ein  Maxi- 
mum der  Winkelsumme  statt  finden  kün- 


Mithin  ist 

FF 


a        b  , 
cot  —  cot  —  -f-  cot  y 

sin  y' 

Eben  so  grofs  ist  tg  ^-~-^f  nur  dem 
Vorzeichen  nach  entgegengesetzt:  Daher 
ergänzen  sich  die  Winkel  und 

EOF  zu  zwei  Rechten. 

Verlängert  man  daher  FD  über  D  hin- 
aus nach  G,  so  ist 

z  ü±£tl  =  z  /;/;r;  =  z  EFD  +  Z  0EF 

=  90° +  ZÖ£F. 
n  +  Ä-f  y 

Daher  wird  — -,  also  auch (a-f/M-y) 

z 

ihren  grüfsten  Werth  haben,  wenn  Z.DF.F 
ein  Maximum  ist.  Nun  ist  aber  Z.DEF 
ein  Maximum,  wenn  DE  den  Halbkreis 
berührt.   Zieht  man  also  von  E  eine  Tan- 

Sante  EH  an  den  Halbkreis,  zieht  den 
[albmesser  CH,  so  wird  für  y'  =  Z.ACH 
der  j/AEH  und  mit  diesem  die  Summe 
(a  +  /J-fy)  ein  Maximum.  Alsdann  aber 
ist  ^AEH-  ^ACH-^CHE  =  y'-  90°, 


nen,  so  mufs  cot  ~  •  cot  —  >  1  sein,  folg- 

■ 

oder  l^(90o 


I 

,  o  0 
lieh  co«  y  >  ig 


>  —  oder 

■ 


180 


>«c  —  oder  90°- 
*  2 

>  i  +  I ;  d.  h.  es  mula  die  Summe  beider 
Seiten  kleiner  als  2  rechte  Winkel  sein. 

3.  Zusatz.  Ist  AMCS  ein  Körper- 
dreieck aus  den  gegebenen  Seiten  a,  6 
der  Ton  diesen  eingeschlossene  Winkel 
y  so  gToIs  als  die  beiden  anderen  Win- 
kel ff ,  ß  zusammengenommen ,  also  die 
Summe  «  +  /J  +  y  der  Winkel  ein  Maxi- 
mum, und  man  legt  durch  die  Kante  CS 
eine  Ebene  CSD  so,  dafs  der  Winkel, 
den  diose  Ebene  mit  der  Seite  ASC  bil- 
det, dem  /_n-x&\,  so  ist  der  Winkel 
zwischen  derselben  Ebene  und  der  Seite 
BSC  =  ß. 

Schneidet  diese  Ebene  die  Seite  ASB 
in  der  Linie  DS,  so  bilden  sich  zwei  Kör- 
perdreiecke ACDS  und  BCDS,  worin  in 
jedem  zwei  Winkel  für  sich  gleich,  und 
also  auch  die  diesen  Winkeln  gegenüber- 
liegenden Seiten  einander  gleich  sind. 

Man  hat  also  Seite  ASD  =  CSD 
und  Seite  BSD  =  CSD 

woraus  Seite  ASD  =  BSD 

Nimmt  man  auf  den  Kanten  von  S 
aus  gleiche  Stücke  AS  =  BS  =  CS  und 
zieht  die  Geraden  AB,  AC,  BC,  wo  AB 
die  DS  in  D  schneidet  und  zieht  nach  CD 

so  ist  &ASD&&CSD 


Körpertrigonometrie.         46  Körpertrigonometrie. 


also  auch  AD  =  CD 

Eben  so  ist  A  BSD  &  A  CSD 
also  auch  BD -CD 


Fig.  742. 


Beschreibt  man  daher  aus  D  in  der 
Ebene  ABC  aus  D  einen  Kreis,  so  trifft 
dieser  den  Punkt  C  und  folglich  ist 
Z  <4t'ß  ein  Winkel  im  Halbkreis  =  90°. 

Hieraus  läfst  sich  der  /  y  durch  eine 
Construction  in  der  Ebene  rinden.  Denn 

da  Z  BCS  =  90°  -       ZACS  =  90°  -  L 
2  2 

und  Z-^CÄ  =  90°,  so  construire  mit  die- 
sen drei  Winkeln  als  Seiten  (s.  Ecke 
No.  19  mit  Fig.  597)  die  Körperecke  ABSC 
nnd  man  hat  den  der  Seite  ACH  -  90° 
gegenüberliegenden  Winkel  ACSB=y. 

Da  der  /_ACB  ein  rechter  ist,  so  ist 
das  Dreieck  ABC  das  gröfste,  welches 
unter  den  Seiten  AC  und  HC  gebildet 
werden  können.  Die  Winkelsumme  in 
dem  Körperdreieck  ist  also  ein  Maximum, 


wenn  das  ebene  Dreieck,  dessen  Spitzen 
auf  den  Kanten  gleichweit  vom  Scheitel 
liegen  ein  Maximum  ist. 

Alle  Sätze,  welche  über  das  Maximum 
der  Fläche  geradliniger  Figuren  in  der 
ebenen  Geometrie  rorkommen,  entspre- 
chen ähnlichen  Sätzen  über  das  Maxi- 
mum der  Winkelsumme  der  mehrseitigen 
Körperecken.  Nimmt  man  z.  B.  auf  der 
Kante  einer  Ecke  vom  Scheitel  aus  gleiche 
Stücke  und  verbindet  die  Eckpunkte  der 
letzteren  durch  gerade  Linien  die  in  die 
Seiten  der  Ecke  fallen,  so  läfst  sich  er- 
weisen, dafs  die  Winkelsumme  der  Kör- 
perecke, wenn  alle  Seiten  gegeben  sind, 
ein  Maximum  ist,  wenn  das  geradlinig» 
Vieleck  die  möglich  gröfste  Fläche  hat; 
d.  h.  wenn  die  Endpunkte  der  auf  deu 
Kanten  gleich  genommenen  Stücke  Punkte 
eines  und  desselben  Kreisunifangs  sind 

Von  den  Kantenwinkeln. 

•17.  Fig.  740  (pag.  36)  ist  von  dem 
Punkt  C  der  Kante  CS  das  Loth  CD  auf 

die  Seite  ASB  (c)  gefällt.  Durch  CSD 
eine  Ebene  gelegt  erzeugt  den  Winkel 
CSD  der  Kanto  CS  mit  der  Seite  ASB 
(r),  den  Kantenwinkel  CSD,  welcher 
mit  c'  bezeichnet  werden  soll. 

Eben  so  würde  ein  Loth  von  A  auf 
die  Seite  BSC(a)  den  Kantenwinkel  a, 
das  Loth  von  B  auf  die  Seite  ASC  (6) 
den  Kantenwinkel  b'  erzeugen. 

In  No.  1  (pag.  35)  hat  man  die  Höhe  CD 
=  CS •  sin  b  •  sin  «  —  CS  •  sin  a  •  sin  ß 

Eben  so  würde  sein  die  Höhe  von  A 
auf  die  Seite  a 

—  AS-  sin  C'  «in  ß  =  AS  •  sin  6  •  sin  y 

und  die  Höhe  von  B  auf  die  Seite  b 

=  BS  •  sine  •  sin  a  =  BS'  sin  a  •  tiny 

18.  Aus  gegebenen  3  Seiten  a,  b,  c  die 
drei  Kanten  winke!  «',  b\  c'  zu  finden. 


Es  ist  sin  a'-sinb  •  siny=sinb  • )  1  —  cos *y  =  sinb-  \\l  +  coty)  (1  —  cosy) 
Oder  nach  Formel  4  (pag.  38) 


sina' 


-Ii.     cos c  +  cos  a  -  cos  b\  /       cos  c  +  cos  a  •  cos b\ 

=  imA.]/(l  +  )(l  ~  •     —   ) 

f  \  sinb'Stnc      /\  sxnb'Stnc  I 


=  -r^—  \l\  —  [cosc  —  cosa 'cos  bV 
sin  c 


l 


=  — —  }  [cos  c  —  cos  (a  +  b)]  [cos  {a—b)~  cot  c] 
sin  c 


j    •    i      2    ./  .  a  +  b  +  c 

I.  sin  a'  =  - —  1/  sin  •  st 

»in  a  f  2 


a-fft  —  c  .  a  +  c  —  b  .  b  +  c  —  a 
sin  •  sin  •  sin  — 


i.     .   _ ,      2    ,/  .  a  +  b  +  c     .    a  + 

II.  sinÄ'=-r— r  V  s%n  =  •  t%n  

stnb  f  2 


b-c  .  a-fc  —  I  b+c—a 
-  •  sin  —  •  sin  — — 


.„    .    .      2    ,/  .  a  +  Ä+c     .   a  +  b  —  c     .   a  +  c-b     .   b  +  c-a 

III.  sinc,=  -r — V  nn — -  *  sin —  •  *m  r  •  itn  — 

sin  c  f  2  2  2  2 
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19.  Aas  twei  8eiten  a,  b  und  dem  tob     Es  ist  nach  No.  9  Formel  4 
ihnen  eingeschlossenen  Winkel  y  die  3  cos  o- cos  b*cos  c 

Kantenwinkel      4',  c'  sn  finden.  cos  «  =  — — 

Man  hat  die  drei  Gleichungen  Ang  No  ^  Formel  3 

sin»' —  sinb -siny 

'  .  »II»  u 

sin  b' —  sin siny  «n  «  =  — — «tu  y 

'  «tu  c 

,i»c'  =  «na.«»/J  ßeide  GIeicnungen  durch  einJinder  di- 

Nnn  ist  ß  anbekannt  und  durch  o,  *,  yidirt,  gibt 
y  auszudrucken. 

cos  a  —  cos  b  •  co«  c       sin  c        cos  a  —  cos  b  •  cos  c 

00  tt~      sinb- sine        sin a>  siny    sin  a  •  sin  b •  s in  y 

Und  nun  cos  c  fortzuschaffen  nach  No.  2,  Formel  3 

cos  o—  cos  b  (sin  «•  sin  b»  cos  y + cos  a  •  cos  b) 

COt  u  =  :  :   7  r1  

s%no*s%nb»s\ny 

cos  a • sin  b  —  sin  a « cos  b  •  cos  y 

sina  •  siny 

Mit  Verwechselung  der  Buchstaben  also 

^     _  cos  b  •  sin  a  —  sin  b  •  cos  a  •  cos  y 

~  sinb' siny 


20.  Es  sind  2  Seiten  a,  b  und  ein  ge-  y— ß 
enüberliegender  Winkel  etwa  «  gegeben,  44.  e        a    C<"  2 

Kantenwinkel  c'  zu  finden.  *9        =  '9  y  IT+  * 

Man  hat           si««'  =  ««i*.*ii.y  «' 

wo  siny  aus  No.  11,  Formel  VII.  erst  tu  .  y-ß 

ermitteln  ist.  „    .         .    *»*  0 

,  c— 0  _      a  t 

Man  hat  ferner  sin b' =  sin b  •  siny   *  2"  * — ~ß+~r 

desgleichen  siny  wie  für  sina'  zu  er-  *in~~2~ 

mittein.  c—  b 

Endlich  einfach  sine'  =  sinb  •  sin  a  — -  —  =  b 

21.  Es  sind  eine  Seite  (o)  und  die  an-  _   .  . 

liegenden  Winkel  0  und  y  gegeben,  die  22:.          «n.6. 8elto  «•  ?er  .mr  &*gen- 

Kantenwinkel  zu  finden.  uberliegende  *iekel  o  und  ein  ihr  an - 

p.                             .  hegender      die  Kantenwinkel  zu  finden. 

tiS  ist  sin  a  —sxnö'Siny  .  ,     ,  ,            ,  , 

.                 .  7  Es  ist  wieder  nna' =  sine*  sin  ß 

nnb  =  hm  a  •  s\ny  .:-a»—  ~- - 

'  jino  =<tna*stny 

*t«c'  =  sii»«.sm/*  #ärse#  =  liiia.  sin  ß 

In  der  ersten  Formel  findet  man  die  Nun  ist  nach  No.  13,  Formel  XII. 

unbekannte  A,  wenn  man  die  Formel  für  sin(c—  Ui)  =  cotw  laß*  sin  tft 

cotß,  No.  19,  durch  sinb  wirklich  dmdirt;  nach  No.  13,  Formel  VIII. 

man  erhält  ^  ,  _  .  cosn-sinfi 

sinycotß=cotb*sina—costecosy  cosß 

,    cotß*siny  +  cos«-cosy  23-  E«  sind  die  3  Winkel  o,  ß,  y  ge- 

woraus  cotb  =  ^—   geben,  die  Kanten  winkel  a',  4',  c'  tu  fin- 

Man  kann  auch  um  mit  Logarithmen     »*  Kn       1,-  „m„  .  

bequem  zu  rechnen,  nach  Formel  XIV.  N^  *|         mgnk  8elr  bf9uem  «u 

Kflr,flr»^an  a naL.„  koJ^T,!!    ;„  rechnende  tormein,  aber  nur  für  die  S  - 

die  Neperschen  Analogien  benutzen,  in-  nu8  def  üalben  8eiteüf  welche  hier  nicht 

dem  man         und  ——  ermittelt.  passen. 

*            2  Entwickelt  man  wie  No.  18,  so  erhält 

Es  ist  dann  man 


sin  a' 


mj-l/*, «±«±Z  .  tin 5±fcf  .  nn  =±C ~1 .  d. «±£=" 
ttw  n  f  2  2  2  2 
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und  so  für  die  beiden  anderen  Kanten» 
winkel. 

24  Werden  von  einem  Punkt  einer 

feraden  Linie  drei  unter  sich  normale 
i nie n  gezogen,  so  ist  die  Summe  der 
Quadrate  der  Cosinus  von  den  Winkeln, 
welche  die  erstgenannten  Linie  mit  den 
3  Normalen  macht,  s  1. 

Aus  dem  Punkt  A  der  Geraden  AB 
seien  die  unter  sich  Normalen  AC ,  AD, 
AR  gezogen,  so  dafs  ^CAD  =  /_CAR 
=  ^DAR  =  R.  </BAC=n,ZBAE  =  ß, 
Z.BAD-  y.    Von  einem  Puukt  B  der 

Fig.  743. 


n.  8.  w.  Folglich  gilt  der  Satz  auch  für 
stumpfe  Winkel. 

25.  Werden  durch  den  Durchschnitts- 
punkt zweier '  Geraden  drei  unter  sich 
normale  Linien  gezogen,  so  ist  die  Summe 
der  Producte  der  Cosinus  von  den  Win- 
keln, welche  die  beiden  erst  genannten 
Geraden  mit  jeder  der  Normalen  machen, 
gleich  dem  Cosinus  des  von  den  beiden 
Geraden  unter  sich  bildenden  Winkels. 
D.  h.  Wenn  die  eine  Gerade  mit  den 
drei  Normalen  die  Winkel  a,  ß,  y,  die 
andere  Gerade  mit  denselben  Normalen 
die  Winkel  «',  ß\  y'  bildet  und  der  Win- 
kel zwischen  beiden  Geraden  =  <p  ist,  so 
hat  man 

cotef  —  cot  a • cot  n'-feoi  ß'COtß'  f  cot  ycoty' 

AB  nnd  AC  sind  die  beiden  Geraden, 
deren  Winkel  =9;,  AD,  AR,  AF  die  drei 
unter  sich  Normalen;  Z_BAD  —  n,  Z.BAE 
=  ß,^BAF=y;  £CAD=a't£CAR  =  ß', 
Z_CAF-y\  Man  nehme  auf  AB,  AC 
zwei  Stücke  AB  =  AC  fälle  von  B  und  C 
auf  die  Ebene  DAR.  die  Lothe  BG  und 
CH,  von  G  und  //  auf  AR  die  Lothe 
GK  und  HJ  und  auf  AD  die  Lothe  GL 
und  HM,  ziehe  BO  +  GH.  Dann  hat  man 
im  &ABC 

Fig.  744. 


Geraden  AB  fälle  auf  die  Ebene  CAR 
die  Normale  BF  und  auf  die  Geraden 
AC,  AR  die  Normalen  BC,  BR.  Zieht 
man  dann  die  Verbindungslinien  CF,  RF, 
so  ist  ACRF  ein  Rechteck  Zieht  man 
noch  AF,  so  ist  auch  Z.AFB  ein  rechter 
und  /^ABF-y.    Man  bat  also 

AC=  AB  cot  a 

AR= ABcotß 

BF  -  ABcot  ABF=  AB'Coty 
Nun  ist 

AF>  =  ACt  +  ARt  =  AB,'Cot*a  +  Aß1-cot*ß 

=  ABt(cot*a  +  cotiß) 
woraus 

AB*=AF*+  BF*  =  ABi{cot>a  +  cot>ß) 
+  AB**co*ty 

folglich  co«*«-f  co**,i  4- co*  1 

Sind  die  Winkel  n,  ß,  y  stumpf,  so 

verlängere  man  die  Normalen  AC,  AD,  oder  da  AB-AC 

AR  über  den  Punkt  ^hinaus    so  ent-  BC*=2AB*{\ -cot  </) 

stehen  unterhalb  spitze  Winkel  180°-  tt,  „         .  .  v 

180°-/?,  180°-y.   Für  die  Cosinus  die-  Ferner  ist 

ser  Winkel  gilt  dann  der  eben  geführte  BG=  AB •  cot  ABG  =  AB-cosy 

Beweis.  Nun  ist  aber  ro»  (180°— n)  =  -  cota  CH=AC'COty'-AB-coty' 

u.  s.  w.    Folglich  co«>(  180°- «)=  coiV  hieraus  CO-CH -  BG- AB(coty'-coty) 


B0=AB*+A&~  lAB-ACcottf 
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Da  BG  normal  der  Ebene  DAEt  OL  AM^AC'Coto.'^AB'COttt' 
normal  AD,  und  GK  normal  AE,  so  sind  AJ=AC'  coiß'=  AB-cotß' 

f^Xl^nläAL  UDd  BAK  bd  1  Da  nun  ^DAE=R,  so  iat &GHN  bei 

K  rechtwinklig.  N  rechtwinklig,  und  man  hat 

Man  hat  daher  AL  =  AB>cota  GN—LM  =  AL  -  AM  =  AB  (cos  a  -  cos  tu*) 

und                  AK  =  AB'  cotß  HN  =  Kj  ^AJ  -AK  =  Aß(eo$ß'- cotß) 

Aus  demselben  Grunde  ist  daher 

B  0*  =  GH  *  =  G  S*  +  If  AT5 = ,4  *?»(co*  «  -  cot  o*)'  +  4  ÄJ  (e  ot  ß'  -  cot  ß)* 
Hieraus  wieder 

BC*  —  BO*  +  CO*  =  AB*(co»  a  —  cota')*-{-  AB* (cot a'-cotßy  +  AB*(coty'-cot , )» 
-AB*  [cot "«  +  cot V  +  co»  V  +  co*  V  +  cm V  +  coi V -2 cota- cot o' 
—  2 cot  ß  •  cot ß'  —  2 cot  y  •  coty^ 

Nun  ist  nach  Satz  No.  24 

«•of»a  +  co»V  +  co*Jy=  1  =  cos  V  + cot  */»'  +  <**»  V 
folglich  wird 

BC3  =  2^1Ä*(1  —  cot  a  •  rot «'  —  cot ß  •  co* ßf — cot  y  *  cot  y*) 
Dieser  Werth  dem  obigen  für  BC*  gleich  gesetzt  gibt  die  Gleichung 
1  —  coi « •  cot  a'  —  cotß '  cot ß'—  cot  y  cot  y' =  1  —  cot  (p 
woraus     cot  <f -cot « •  cot «'  +  cotß» cotß' + cot y  cot/ 


Diese  Gleichung  bleibt  allgemein  gül- 
tig, welche  Wertbe  die  Winkel  «,  a  u. 


Körperlicher  Winkel,  s.  t.  w.  „Ecke, 
Körperecke." 

w.  zwischen  0  und  180°  auch  haben  Koluren  sind  die  beiden  auf  der  Him- 
mögen,  wofern  man  uur  die  Cosinus  die-  meUkugel  durch  die  Pole  geführten  gros- 
ser Winkel  mit  ihren  zugehörigen  Vor-  ton  Kreise,  ron  denen  der  eine  durch 
zeichen  in  Rechnung  bringt.  Ist  *.  B.  die  beiden  Nachtgleichenpunkte,  der  au- 
a  ein  stumpfer  Winkel,  so  fällt  AL  auf  dere  durch  die  Wendepunkte  trifft ;  erste- 
die  Verlängerung  der  Linie  Ali  über  A  Mr  heifst  der  Kolurus  der  Nacht- 
binaus  und  AL  wird  ABcot (180°-n),  ML  gleichen,  letzterer  der  Kolurus  der 
also  AL  +  AM  =  AB[cota'  +  cot  (180° -«)]  Sonnenwenden,  per  Name  Kolur 
=  AB  {cot «'—  cot  a)  =  — AB  (cos  n  —  00*00,  soll  herkommen  Ton  xokovQte,  abgestutzt, 
ein  Werth,  der  sich  ron  dem  oben  be-  Terstümmelt,  nach  Kepler,  weil  der  Kreis 
stimmten  Werth  nicht  an  Gröfse,  son-  immer  nur  th  eil  weise,  also  yerstüm- 
dern  nur  am  Vorzeichen  unterscheidet.  melt,  ohne  sein  südliches  Ende  zu  sehen 
Da  aber  der  Werth  Ton  ML  zur  Bestim-  \gQ 

mulgA*°%T*J*li^v"M-\M  ?!?  Kometen,    («0,4»,  das  Haar,  *ouw< 

auch  der  Unterschied  der  Vorzeichen  fort,  ÄJJ      behaarter  Stern)    Sie  sind  offen- 

folglich  bleibt _das  Endresultat  dasselbe  bar \eltkl-/rper  die  w'ie  die  Planeten  in 

nna  dies  gilt  für  alle jubn^n  Winkel.  m            ^  gonne  sich  be  fc. 

Ist  *  ein  rechter  Winkel, ,  so  ist  cot  <f  £  sind  ihre  Rahnen  gohr  *8treckt 

=  0.   Man  bat  also  den  Satz:  Wenn  2  «  *      foer  ExceDtriciUt.    We*n  ,i6  ^ 

Linien,  mit  drei  unter  sich  Nor-  *n  Ge9ichtfikreis  kommen,  ho  sind 

malen  beliebte  Winkel  und  unter  {    •    der  Nähe  ihres  Perihels,  Ihr  üurch- 

sich  einer ,  rechten  Winke   bilden,  d    h  dasscU>0  ^  ^  sichtb 

so  istdieSummederProducteaus  [j    Kleichen  8ind  es  die  Knoten  ihrer  Bahn 

den  Cosinus  je  zweier  Winkel,  mitfton8erer  Ekliptik,  und  dies  macht  es 

s:l'-Vu,:4:«tdy..d::,iKf::  itf.  a,MD  u"  n 

den  -°-  Bis  jetzt  sind  schon  mehr  als  140  Ko- 

Körperxahi,  s.  t.  w.  „Cubikzahl."  meten  entdeckt  aber  nur  wenige  ?on  den - 

  .  .        „,  .,   ,     v     ,  selben  nämlich  nur  die  in  der  Neuzeit 

Kftrpenone  ist  ein  Theil  der  Kugel,  beobachteten>  genau  berechnet.  Tvcho 

der  von  zwei  parallelen  Kre.sebenen  und  d  ß   h          dir  erste,  welcher  den  Lauf 

der  zwischen  befindlichen  Zone  begrenzt  eines  1577  er3cbienenen  Kometen  mit  Auf- 

*ird'  merksamkeit  beobachtete;  hierauf  einen 

Körperlich  ist  alles,  was  sich  auf  den  zweiten  im  Jahr  1686.  Kepler  beobach- 

Körper  bezieht;  s.  t.  w.  .eubisch*.  tete  einen  Kometen  im  Jahre  1618.  Einer 

IV.  4 
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der  merkwürdigsten  Kometen  erschien 

1680,  der  nach  späterer  Berechnung  von 
Bossel  im  Perihel  nur  30000  Heilen  von 
der  Sonne  entfernt  gewesen  ist,  daher 
von  ungeheurem  Qlanze  war  und  einen 
Schwanz  von  70°  in  einer  Länge  10  Mil- 
lionen Meilen  hatte.  Er  hatte  wahrend 
der  Dauer  seiner  Sichtbarkeit  die  Eklip- 
tik in  zwei  volle  98°  auseinander  liegen- 
den Punkten  durchschnitten. 

Die  erste  Vorhersagung  der  sicheren 
Wiederkehr  eines  Kometen  geschah  von 
Halley,  er  kündigte  seinen  Kometen  auf 
den  Anfang  des  Jahres  1759  an  und 
wurde  am  25ten  December  1758  zuerst 
gesehen.  Die  Unsicherheit  der  Wider- 
kehr in  einer  Differenz  ton  oft  100  Ta- 
gen gegen  die  Berechnung  lieget  in  den 
Störungen,  der  der  Komet  auf  seiner  Bahn 
von  ihm  begegnenden  grofsen  Hassen, 
wie  der  Jupiter  z.  ß. ,  durch  Beschleuni- 
gungen und  Verankerungen  in  Folge  der 
Attraction  dieser  Hassen  ausgesetzt  ist. 
Die  letzte  Erscheinung  dieser  Kometen 
geschah  bei  76iähriger  Umlaufszeit  im 
Herbst  1835  und  sein  Wiedererscheinen 
wird  im  Jahre  1911  stattfinden. 

Der  Schweif  des  Kometen  ist  von  der 
Sonne  immer  abgewendet.  Newton  er- 
klärt ihn  als  einen  Dunst,  der  aus  dem 
Kometen  sich  entwickelt,  von  der  Son- 
nenwärme verflüchtigt  und  zugleich  durch 
eine  der  Sonne  inwohnende  Kraft  von 
ihr  abgestofsen  wird.  Der  Dunst  wird 
von  der  Attractionskraft  des  Kometen- 
kerns in  der  Bahn  mit  fortgeführt.  Die 
beobachteten  Lichtänderungen  in  dem 
Kern  eines  Kometen  machen  es  nicht 
unwahrscheinlich,  dafs  der  Komet  ein 
selbst  leuchtender  Körper  ist.  Es  kommt 
nämlich  vor,  dafs  der  Komet  in  gröberer 
Entfernung  ein  glänzenderes  Licht  zeigt 
als  in  deren  grösserer  Nähe. 

Konchoide,  eine  Curve,  ist  in  dem 
Art  „Cnrven",  No.  13,  pag.  165  mit 
Fig.  522  und  523  abgehandelt.  In  dem 
Art.  .Curvenlehre*,  pag.  189,  Bei- 
spiel 2  sind  die  Gleichungen  für  ihre 
Wendungspunkte  aufgestellt,  untersucht 
und  mit  Zahlenbeispielen  erläutert. 

Konisch,  s.  v.  w.  »Kegelförmig", 
sagt  man  besonders  von  Tneilen  an  In- 
strumenten, Apparaten  und  Haschinen, 
die  kaum  sichtbar  von  der  cylindrischen 
Form  abweichen. 


Konoid  ist  ein  kegelförmiger  Körper: 

er  unterscheidet  sich  aber  von  dem  Ke- 
gel dadurch,  dafs  dessen  Seite  keine  ge- 
rade Linie,  sondern  eine  krumme  Linie 
ist,  die  sich  vom  Scheitel  bis  zur  Grund- 
linie von  der  Axe  immer  mehr  und  mehr 
entfernt.  Das  Konoid  ist  also  ein  l'm- 
drehungskörper  und  seine  Beschaffenheit 
hängt  allein  von  der  Beschaffenheit  des- 
sen Seite  ab.  Unter  allen  möglichen 
Konoiden  haben  nur  das  parabolische 
und  das  hyperbolische  Konoid  Wich- 
tigkeit. 

Wenn  man  von  dem  Scheitel  C  einer 
Parabel  oder  einer  ITyperbel  auf  deren 
Axe  eine  beliebige  Länge  CA  nimmt, 
dort  ein  Loth  AB  bis  zur  Curve  errich- 
tet und  den  zwischen  CAB  begriffeneu 
Abschnitt  um  die  Axe  AC  vollständig 
umdreht,  so  entsteht  ein  Körper,  der  im 

Fig.  745. 


ersten  Fall  ein  parabolisches,  im  zwei- 
ten Fall  ein  hyperbolisches  Konoid 
ist.  Ein  Körper  zwischen  zwei  Normalen 
AB  und  CD  um  AD  gedreht  ist  ein  ab- 
gekürztes Konoid. 

2.  Die  allgemeine  Formel  für  den  lo- 
halt der  konoidischen  Oberfläche 
hat  man  in  dem  Art.  Curvenlehre,  pag. 
194  entwickelt: 


.r-f-  C 


worin  AC  -  x,  AB  =  y  ist. 

Für  die  Parabel  ist  ys  =  px 

Ox  _  2y 

ÖjT  P 
Demnach  ist 


hieraus 


und 


also 


P = S  j  (y»  f  I  p7)*  -  f  l'p  (4*  +  p)f 


(i) 
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und  zwar  für  die  Gesammtoberfläche  des  demnach  die  Formel  für  F 
parabolischen  Konoids  HCB.  n  i 

Soll  die  Oberfläche  de»  abgekürzten  0  =  %  —  (y*  +  jpV  +  C 

Konoids  GEBH  bestimmt  werden,  so  setze  p 

man  die  Abscisse  CD-  r,  und  DE  =  y, ;  0$eT     0=}jt(4j-  +  pft  +  C 


F'  =  Umfang  GEBH  =  *,  -  fo3  +  i  /**)*  "  (y,a  +  lf»')*] 

=  f  V>[(4*+^-(^,  +  p)f] 


(2) 


3.  Für  die  Hyperbel  ist  in  dem  ^tit  e=\'a*-t*  gegeben  and  die  Ab- 
Art.  Hyperbel  No.  29  mit  Fig.  718 

d'3  sciüse  u  rom  Mittelpunkt  beider  Hyper- 

Oberfläche  eines  ▼ollständigen  Konoids  beln  genommen  wird,  die  Kurmel  für 

entwickelt  wenn  die  halbe  Hauptaxe  a,  jtc  j8t  Formel  75  nämlich 
die  halbe  Nebenaxe  c  nnd  die  Excentri- 

T«  /TT— s         «' i  ew+l/e»«s-7«*l 

F=  nc  —  yeV-a4  -  c  In  r— ---  --  - 

La»  r  *  «(«  +  «)  J 

Man  hat  durch  Integrirung  vorher 

/^Vn'-T*  Dm  =  y  p'eM^-T3  -  ™  /«  (ew  +  ]/e>«»        +  C 

Für  ein  Yollständiges  Konoid  wird  nun  die  Constante  bei  F=0  für  *  =  a  und 
erhält 

Will  man  ein  abgekürztes  Konoid  haben,  so  setzt  man  F=  0  für  n  =  «,  dann  ist 


4 


nnd  man  erhält  die  Oberfläche  des  abgekürzten  hyperbolischen  Konoids 
F=~["  V**17*  ~  «.  V^V3^"4]  -  *  *~ '» 


e«,  +  V«'«,'  -  o* 


4.  Die  allgemeine  Formel  für  den  In-  5.  Für  die  Hyperbel  hat  man  in 

halt  eines  konoidischen  Körpers  hat  man  dem  Art.  „Hyperbel",  No.  32  den  In- 

in  dem  Art.  ,CurvenlehreB,  VIII.,  halt  der  vollständigen  Hyperbel 

pag.  195.  c* 

K  =  nf?bx  +  C  K=hx^*HZa  +  *) 

Für  die  Parabel  ist  y>  =  px  n.  s.  w.  wo  c>  a  die  Bedeutungen  No.  3  haben. 

(s.  No.  2)  Für  das  abgekürzte  Konoid  EGHB  hat 

Hieraus  für  den  Inhalt  des  paraboh-  man 

sehen  Konoids  ACB  a 

K=  n  fpx  Bx  =  k  *p**  K<  =  4*  ~i  [3«  (*»-*,)»+  *»-*,*] 
wo  Constante  fortfällt,  weil  für  *  =  0  auch 

lf=0  wird.  Kosmisch  (xocfio*  die  Welt)  ist  was 

Soll  der  Inhalt  des  abgekürzten  Ko-  Jl«  Welt  betrifft.   Der  Aufgang  und  der 

noids  EGH  gefunden  werden,  so  hat  man  Untergang   eines  Gestirns  heifst  kos- 

tr-n  n      -  misch,  wenn  beides  zugleich  mit  dem 

rur  x-x,  Aufgan g  der  8onne  geschieht.  In  neoe- 

und  es  ist  der  Inhalt  des  abgekürzten  rer  2eü  sind  diese  kosmischen  Auf-  und 

parabolischen  Konoides  Untergänge  ohne  Werth.   Im  Alterthum 

K'  ss  ±np  (*»  -  dagegen  waren  sie  wegen  der  damaliges 

4* 
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Mangelhaftigkeit  des  Kalenders  von 
Wichtigkeit.  Da  aber  solcher  Aufgang 
wegen  des  Glanzes  der  Sonne  nicht 
wohl  zu  beobachten  war,  so  nahmen 
sie  für  ihn  den  leicht  zu  beobachtenden 
Aufgang  in  der  Morgendämmerune, 
den  heliacischen  Aufgang,  wel- 
cher etwa  12  Tage  später  eintrat  als 
der  kosmische.  Den  Acgyptern  war 
der  heliacische  Aufgang  des  Sirius,  da 
mit  ihm  die  Nilüberschwemmungen  zu- 
sammentrafen, von  so  hoher  Bedeu- 
tung, dafs  sie  mit  dem  Tage  ihr  Jahr 
anfingen.  m 

Kosmogomie  ist  die  Lehre  von  der 
Entstehung  der  Körperwelt  oder  viel- 
mehr der  Weltkörper;  die  Lehre  kann 
nur  hypothetisch  sein. 

Kosmographie ,  Weltbeschreibung  ist 
für  den  gestirnten  Himmel  was  die  Geo- 
graphie für  die  Erde  ist.  Man  kann  auch 
die  Geographie  als  einen  Theil  der  K. 
betrachten. 

Kosmologie,  die  Lehre  von  der  Be- 
schaffenheit der  ganzen  materiellen  Welt, 
besonders  der  Naturgesetze. 

Kräfte  im  Gleichgewicht,  s.  hinter: 
»Kraft«. 

Krämerwaage,  gemeine  Waage  ist 
ein  zweiarmiger  Hebel,  dessen  beide  Arme 
gleich  lang  und  gleich  schwer  sind  und 
dient  zu  directer  Ermittelung  des  Ge- 
wichts eines  gegebenen  Körpers  oder  einer 
Menge  Stoff  von  verlangtem  Gewicht  mit 
Hülfe  bekannter  Gegengewichte,  indem 
beide,  Stoff  und  Gegengewicht  ins  Gleich- 
gewicht gebracht  werden. 

Ist  AB  ein  Waagebalken  und  ist  der- 
selbe mit  seinem  daran  befindlichen  Zu- 
behör in  der  Mittellinie  CC  fest  aber  nm 
einen  in  CC  befindlichen  Punkt  inner- 
halb der  lothrechten  Ebene  frei  drehbar 
aufgehängt,  so  sollen  die  an  die  End- 
punkte A  und  Ii  befestigten  Körper  von 
gleichem  Gewicht  sein,  wenn  der  Waage- 
balken in  die  waagerechte  Lage  sich  ver- 
setzt hat  und  wenn  er  aus  derselben  her- 
ausgebracht wird,  durch  selbstständiges 
Penduliren  wieder  in  dieselbe  einspielt, 
soll  nun  diese  Richtigkeit  der  Waage 
statt  finden,  so  mufs  dieselbe  Bedingung 
auch  von  der  unbelasteten  Waage  gelten, 
und  dies  gibt  folgende  Bedingungen: 

1.  Der  Schwerpunkt  des  unbelasteten 
Systems  darf  nicht  aufserhalb  des  durch 
den  Drehpunkt  gerichteten  Loths  fallen, 
er  mufs  innerhalb  der  Linie  CC  liegen. 
Denn  fiele  er  zur  Seite  der  Linie  CC,  so 


Fig.  746. 


würde  nach  dieser  Seite  so  lange  Dre- 
hung erfolgen,  bis  der  Schwerpunkt  loth- 
recht  unter  den  Aufhängepunkt  also  in 
CC  gelangt. 

2.  Darf  der  Schwerpunkt  nicht  über 
der  Drehaxe  liegen,  denn  bei  der  gering- 
sten Drehung  würde  er  zur  Seite  der 
Linie  CC  kommen  und  das  ad  1  gedachte 
Umschlagen  des  Waagebalkens  erfolgen. 

3.  Demnach  hat  der  Schwerpunkt  des  un- 
belasteten Waagesystems  seinen  Schwer- 

Eunkt  nur  in  der  Mittellinie  unter- 
all) des  Drehpunkts  und  es  ist  das 
gesammte  Gewicht  des  Systems  in  die- 
sem Schwerpunkt  als  vereinigt  wirkend 
anzusehen. 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  eine 
Krämerwaage  anwendbar  ist,  ergeben  sich 
aus  folgender  einzigen  Untersuchung: 

Der  in  horizontaler  Lage  befindliche 
unbelastete  Waagebalken  ist  in  seiner 
Unterkante  mit  AB,  in  der  ihr  durch  den 
Drehpunkt  e  +  AB  gelegten  Linie  mit 
ab  bezeichnet.  In  dem  Punkt  d  der  ver- 
tikalen Mittellinie  CC  befindet  sich  der 
Schwerpunkt  des  unbelasteten  Systems, 
die  Arme  ae=be  haben  die  Länge  /,  die 
Entfernung  des  Schwerpunkts  d  von  der 
Drehaxe  sei  de  =  c,  das  in  d  vereinte  Ge- 
wicht des  Systems  =  p.  Werden  nun  in 
die  an  A  und  B  befestigten  Schalen  Ge- 
wichte P  und  Q  gelegt,  von  welchen  P>Q 
so  entsteht  eine  Drehung  des  Waagebal- 
kens um  e  bis  das  ganze  belastete  Sy- 
stem unter  dem  Z_ded" = aea' = ,1  in  Ruhe 
bleibt,  indem  in  dieser  Lage  die  Gewichte 
p  und  Q  dem  Gewicht  P  das  Gleichge- 
wicht halten. 

Die  Bedingungsgleichung  für  dieses 
Gleichgewicht  ist. 

§f  •  P=tk  -p  +  eg  •  Q 


oder  (a'e  -co$ß-  AW  •  tinß)  P=  «<T  .  $inß  •  f  +  (Ä'e  •  co*ß  +  B'b'  •  tin  ß)  Q 
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Setzt  man  i4V  =  Ä»*'  =  rf,  so  bat  man  2P  statt  P+Q  dieses  Maximum,  dann 
reducirt  kann  man  die  Aufhängepunkte  der  Scha- 

(/V  -  Qt)cot  ß  =  [^e  +  d(P  +  Q)]  sin  ß     len  noch  über  ab  nehmen ;  ea  ist  dann 

woraus     lg  ß  =  —     ~®  ig  ß  =  Es  mala  nur  cp  — 

cp  + <<(/»+())  *^    ep-2dP  r 

Man  nennt  bekanntlich  den        den  P08^  bleiben,  also  d  kleiner  sein  als 

A  nsschlag  der  Waage,  und  die  Waage  C_P_ 

ist  um  so  empfindlicher,  je  größer  bei  2P~ 

übrigens  gleich  bleibenden  Umständen  Ferner  wird  der  Ausschlag  mit  der  An- 
der Ausschlag  ist.  nähme  Ton  p  größer;  die  Waage  ist  also 

Den  nachtheiligsten  Einflufs  auf  den  um  so  empfindlicher,  je  geringer  das  Ge- 
Ausscblag  und  also  auf  die  Empfindlich-  wicht  derselben  ist,  je  leichter  sie  gear- 
keit  der  Waage  hat  das  zweite  Glied  des  beitet  ist.  Ferner  wird  sie  mit  der  Größe 
Kenners,  und  da  P  und  Q  veränderlich  des  Ausschlags  empfindlicher  wenn  c 
sind,  dessen  Factor  d,  d.  h.  die  Höhe  Aa.  kleiner  ist,  je  näher  also  der  Schwerpunkt 
Es  ist  also  zweckmäßig,  die  Befestigungs-  des  Systems  der  unbelasteten  Waag^e  dem 
punkte  der  Gewichte  mit  dem  Drehpunkt  Drehpunkt  liegt  Desgleichen  wird  sie 
in  derselben  Höhe,  also  in  den  Punkten  mit  der  Länge  /  des  Waagebalkens  em- 
a  und  b  zu  nehmen,  womit  4  =  0  wird,  pfindlicber.    Für  P-Q  wird  ß  =  Oj  d. 

.  .   .       ,   .    l(P—  (?)  n.  wenn  der  Waagebalken  in  der  Hori- 

Es  ist  dann  tgß  =  — ~—  zontalen  liegt,  sind  die  Gewichte  in  bei- 

Bei  Kräraerwaagen  hat  man  immer  für  den  Waageschalen  gleich  groß. 
P+Q  oder  für  P  in  jeder  Waagesohaie     Setzt  man  das  Uebergewicht  P—  (?  =  ? 
ein  Maximum  für  die  Abwägung.    Ist  constant,  so  hat  man 

,„,_    l(P-Q)  lg       _  k 

9p-cp  +  d{P+Q)- cp  +  dq+W  cp-dq+UP 

Bei  gleichem  Uebergewicht  ist  also  die  wicht  bringt.  Diese  Gegengewichte  seien 
Waage  um  so  empfindlicher  je  geringer  bekannt  oder  unbekannt.  Man  nimmt 
die  in  Summa  aufgelegten  Gewichte  P  nun  den  Körper  heraus  und  legt  statt 
nnd  Q  sind.  dessen  bekannte  Gewichte  bis  zum  Gleich- 

Die  notwendige  Bedingung,  daß  «e  gewicht  ein  und  hat  in  den  bekannten 
=  &*  =  «,  wird  in  der  Ausübung  nicht  Gewichten  das  wirkliche  Gewicht  des 
immer  erfüllt,  die  Waage  ist  dann  un-  Körpers. 

richtig.  Dennoch  läßt  sich  auch  mit  die-  Infi  ist  eine  der  Natur  überwiesene 
ser  das  Gewicht  eines  Körpers  richtig  be-  Aeufsernng  des  göttlichen  Geistes  ala  ein 
stimmen.  nacji  Gesetzen  geregeltes  Element  zur 

Es  sei  bei  unbelasteten  Waageschalen  Erhaltung  und  Regierung  der  Welt  und 
der  Waagebalken  horizontal,  so  lege  man  deshalb  in  allen  lebenden  und  leblosen 
den  abzuwägenden  Körper  vom  unbe-  Körpern  deren  Bestimmung  gemäß  nnd 
kannten  Gewicht  X  in  die  eine  Schale  entsprechend  verbreitet, 
nnd  stelle  dureh  bekanntes  Gewicht  Pf  Von  den  Geisteskräften  und  den  ihnen 
in  die  andere  Schale  gelegt,  das  Gleich-  folgsamen  Muskelkräften  sehen  wir  hier 
gewicht  wieder  her.  Nun  bringe  man  X  Torläufig  ab  und  haben  nur  die  den  leb- 
m  die  andere  Schale  und  stelle  das  Gleich-  losen  Körpern  zuertheilten  Kräfte  vor 
gewicht  her  durch  ein  Gewicht,  welches  Augen.  Die  in  dem  Artikel  „Attrac- 
aberf  ist.  Nennt  man  nun  die  unglei-  tion"  No.  3  gedachte  Weltbildung  iat 
chen  Waagearme  a  und  b,  so  hat  man  hypothetisch,  also  auch  die  darin  aufge- 
die  beiden  Gleichungen  stellte  Behauptung,  daß  von  Anfang  an 

aX  =  bP  nur  eine  einzige  Kraft,  die  Anzie- 

bX  =  aP>  hungskraft  der  Masse  zuertheilt  wor- 

 — — — ■  den  sei,  dafs  mit  dieser  die  Kreisbewe- 

worans         X  —  yPl  gung  entstehen  müßte,  und  dafs  die  Aus- 

Practisch  unmittelbar  erhält  man  das  werfung  von  Planeten  Folge  des  Behar- 
rich tige  Gewicht  des  abzuwägenden  Kör-  rnngsverraügens  war,  dafs  Massen  in  der 
pers,  wenn  man  es  in  eine  von  beiden  einmal  angenommenen  Geschwindigkeit 
Schaden  legt  nnd  es  mit  Gegengewich-  nnd  Richtung  verbleiben  wollen.  Wenn 
ten  in  der  anderen  Schale  ins  Gleicbge-  wir  aber  die  jetzt  vollendeten  Weltkör- 
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per  in  Ihren  Bahnen  betrachten,  so  sehen 
wir,  dafs  nnr  gegenseitige  Anziehung  der 
Weltkörper  die  einsige  das  Weltsystem 
regierende  und  erhaltende  Kraft  ist  und 
dais  die  vorhandene  Bewegung  nichts  ist 
als  Beharrungsstand  in  der  Bewegung 
(s.  »Bahn-  mit  Fig.  165  bis  167). 

Es  gibt  daher  nichts  negatives  von 
Kräften,  es  gibt  keine  Abstofsungs - 
kraft.  Es  ist  unrichtig  die  Behauptung, 
dais  wenn  keine  der  unläugbaren  Anzie- 
hungskraft negativ  wirkende  Abstofsungs- 
kraft  vorhanden  wäre,  die  ganze  Welt 
zu  einer  einzigen  compacten  Masse  ver- 
einigt werden  müfste.  So  wie  es  un- 
richtig ist,  dafs  wenn  keine  Anziehungs- 
kraft wäre,  die  Abstofsungskraft  alles  was 
Masse  ist,  in  unendliche  Verdünnung  auf- 
lösen würde,  weil  keine  Abstofsungskraft 
geschaffen  worden  und  weil  vor  der  Schö- 
pfung nicht  Abstofsung  (diese  war  ganz 
überflüssig)  sondern  nur  Gleichgültigkeit 
der  Elemente  unter  einander  statt  fand. 
(Attraction  No.  S.) 

2.  Wie  für  die  oben  betrachteten  Welt- 
körper Anziehung  des  Centraikörpers  auf 
dieselben  behufs  deren  Ortsände- 
rung im  freien  Raum  allein  wirksam 
ist,  so  ist  für  die  an  die  Erde  gebunde- 
nen Massen  dieselbe  Anziehung  des  Erd- 
kürpers,  die  Schwerkraft  die  einzige 
constante  natürliche  Kraft  für  die  Orts- 
änderung dieser  Massen  nach  einerlei 
Richtung,  nämlich  nach  der  lothrechten 
von  oben  nach  unten.  Alle  anderen  Be- 
wegungs-Richtungen, horizontal  und  von 
derselben  aus  aufwärts  werden  durch  nicht 
permanente  Kräfte  hervorgebracht,  ent- 
weder durch  zeitweise  Naturereignisse, 
wie  der  Wind,  den  der  Mensch  für  Müh- 
len aüsnutzt;  oder  durch  schlummernde 
Naturkräfte,  welche  die  menschliche  In- 
telligenz hervorruft,  wie  die  Kraft  der 
Gase  in  Wasserdampf,  im  Schiefspulver, 
in  erhitzter  Luft;  oder  durch  Muskel- 
kräfte, die  bei  Menschen  durch  den  freien 
Willen,  bei  Thieren  durch  Antreiben  ent- 
wickelt werden. 

In  die  Wirkungen  aller  dieser  anderen 
Kräfte  mischt  sich  die  überall  permanent 
vorhandene  Schwerkraft  hemmend  und 
erzeugt  mit  jenen  Mittelkräfte,  die  ge- 
neigt abwärts  gerichtet  sind  oder  eine 
solche  Richtung  erstreben,  wie  bei  der 
Wurflinie,  dem  Pendel.  Gegenseitig  wer- 
den Bauwerke  gefertigt,  welche  der 
Schwerkraft  hemmend  entgegen 
treten,  wie  schiefe  Ebenen  für  beab- 
sichtigte Senkung  von  Lasten,  geneigte 
Gerinne  für  geeigneten  Lauf  einer  Was- 


3.  Einen  unmittelbaren  Einflufs  übt 
die  Schwere  auf  eine  Wirkung,  welche 
in  der  Mechanik  die  gröfste  Rolle  spielt, 
nämlich  auf  den  Druck  (s.  d.):  Jedes 
Molekül  hat  ein  gleich  grobes  Bestreben, 
sich  dem  Mittelpunkt  der  Erde  zu  nähern  , 
ruht  es,  so  hat  es  nothwendig  eine  Un- 
terlage und  auf  diese  äufsert  es  sein  Be- 
streben. Zwei  Moleküle  haben  das  zwei- 
fache, m  Moleküle  das  m  fache  Bestreben 
dazu;  zwei  Massen,  von  denen  die  eine 
n,  die  andere  m  Moleküle  enthält,  äufsern 
sich  mit  Bestrebungen,  die  an  Gröfse  wie 
n  zu  m  sich  verhalten.  Diese  Bestre- 
bungen zur  Bewegung  nach  dem  Erd- 
mittelpunkt empfängt  die  Unterlage  als 
eine  Wirkung,  welche  man  Druck  nennt. 
Wenngleich  nun  diesen  Massen  durchaus 
keine  Kraft  innewohnt,  so  sieht  man  den- 
noch von  der  Grundursach  der  Wirkung, 
von  der  Schwere  ab,  und  legt  den  Mas- 
sen selbst  die  Druckkraft  bei.  Man  sagt, 
die  Masse  A  drückt  mit  n  Pfund,  die 
Masse  B  mit  m  Pfund,  überhaupt  die 
Druckkräfte  von  Massen  verhalten  sieh 
wie  diese  Massen  selbst. 

4.  Einen  zweiten  unmittelbaren  Ein- 
flufs übt  die  Schwere  auf  eine  in  der 
Mechanik  nicht  minder  wichtige  Wirkung, 
nämlich  auf  den  S  t  o  f  s.  Dieser  entsteht, 
wenn  ein  nach  der  Schwerlinie  in  Be- 
wegung befindlicher  (ein  frei  fallender) 
Körper  auf  einen  festen  Gegenstand  trifft, 
der  die  Fortsetzung  seiner  Bewegung 
bindert.  Die  Gröfse  dieses  Stofses  hängt 
von  zwei  Elementen  ab,  von  der  Gröfse 
der  Masse  und  von  der  Gröfse  seiner 
Bewegung,  seiuer  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  er  den  festen  Gegenstand  trifft. 
Nach  unseren  Begriffen  von  der  Stofs- 
wirkung wird  angenommen,  dafs  eine 
Masse  Jf  mit  der  Geschwindigkeit  e  die 
c fache  Stofswirkung  derselben  Masse  M 
mit  der  Geschwindigkeit  1  ausübt.  Dafs 
ferner  bei  gleich  grofser  Geschwindigkeit 
c  die  Masse  Jf  die  M fache  Stofswirkung 
einer  Masse  =  1  ausübt.  Die  Gröfse  einer 
Stofswirkung  wird  daher  bezeichnet  mit 
dem  Product:  Masse  mal  Geschwindig- 
keit (MC).  Und  auch  bei  dem  Stob  sieht 
man  von  der  Urkraft  der  Schwere  ganz 
ab,  und  legt  jeder  Masse  Jf  eine  selbst- 
ständige Stofskraft  bei,  von  welcher  der 
eine  Factor  die  Masse  Jf  ist. 

6.  Gehen  wir  nun  zu  den  anderen 
Kräften  über,  die  in  den  auf  der  Erde 
befindlichen  leblosen  Körpern  in  Tfcätig- 
keit  sind,  so  haben  wir  vor  allen  anderen 
diejenige,  welche  nach  der  Theorie  der 
neueren  Physiker  unter  verschiedenen 
Umständen  als  Wärme,  als  Electricität 
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und  als  Magnetismus  auftritt.  Es  steht 
aber  nichts  im  Wege,  diese  Aeufserungen 
für  Stoffe  zu  halten,  welche  alle  Körper 
mehr  oder  weniger  durchdringen,  und 
einen  notwendigen  Bestandteil  dersel- 
ben ausmachen,  wie  zt  B.  die  jedem  Kor- 
per ankommende  spezifische  Warme  als 
ein  notwendiger  Bestandteil  des  Kör- 
pers angesehen  werden  kann.  Dafs  die 
Wärme  als  Stoff  ihrer  Feinheit  wegen 
auf  Gewicht  keinen  Einflufs  hat  kann  der 
Annahme  kein  üindernifs  sein. 

Die  Cohäsionskraft  ist  die  Anzie- 
hungskraft gleichartiger  Atome,  die  Af- 
finitat die  Anziehungskraft  ungleichar- 
tiger Atome  (s.  »Atom'}.  Es  ist  nicht 
nothig,  dafs  man  die  zwischen  den  Ato- 
men befindlichen  leeren  Räume  im  Kör- 
per einer  Abstofsungskraft  anschreibt: 
Es  kann  die  dem  Körper  notwendige 
specifische  Wärme  sein,  welcher  die  Atome 
Raum  geben  müssen,  und  die  bei  Zu- 
führung von  noch  mehr  Wärme  noch 
mehr  Raum  geben  und  die  bekannte  Aus- 
dehnung des  Körpers  und  höhere  Aggre- 
gatzustande Teranlassen. 

Luftfürinige  Körper  scheinen  eine  Ano- 
malie gegen  diese  Behauptungen  abzu- 
geben, indem  sie  ein  Ausdehnungsbe- 
streben haben.  Allein  es  scheint  viel 
eher,  dafs  jeder  luftförmige  Körper,  wie 
wir  ihn  hervorbringen,  in  einem  seiner 
Natur  nicht  entsprechenden,  in 
einem  verdichteten  Znstande  sich 
befindet.  Bei  der  atmosphärischen  Luft 
ist  bekannt,  dafs  sie  ihre  Dichtigkeit  in 
der  Nähe  der  Erdoberfläche  ihrer  Selbst- 
belastung verdankt  und  dafs  der  Zustand 
der  ganz  obersten  Luft,  der  uns  unbe- 
kannte viel  dünnere  Zustand  ihr  natür- 
licher Zustand  ist.  Wenn  also  luftför- 
mige Körper,  wie  der  Wasserdampf,  durch 
Ausdehnung  eine  Kraft  hervorbringen, 
so  geschieht  dies  allerdings  dnreh  gegen- 
seitige Abstofsung  ihrer  einzelnen  Tbeile, 
allein  dies  nur  in  Folge  ihres  künstlich 
▼erdichteten  Zustandes,  dem  sie  Wider- 
stand leisten. 

6.  Die  Massen,  von  deren  Gröüse  nach 
Anzahl  der  Molecüle  wir  keinen  Begriff 
haben ,  sind  ihren  Gewichten  (s.  den  Art. 
„Gewicht")  proportional;  man  setzt 
also  statt  ihrer  Masse  ihr  Gewicht  als 
Druckkraft  und  als  Factor  für  den  Stöfs. 
Aus  diesem  Grunde  werden  auch  Kräfte 
selbst  durch  Gewichte  gemessen. 

Auch  die  ad  5  erwähnten  anderen  auf 
der  Erde  zu  benutzenden  Kräfte  können, 
auf  Massen  übergehend,  Druck  und 
Stöfs  erzeugen,  und  zwar  nach  beliebigen 


eher  durch  eine  äufsere  Kraft  zu  Druck 
oder  8tofs  erregten  Masse  =  F,  so  ist  der 
Druck  nach  einer  nicht  senkrechten  Rich- 
tung nicht  —  Pund  deren  Stofswirkung 
nicht  =s  P  mal  Geschwindigkeit,  das  Ge- 
wicht P  wirkt  unter  allen  Umständen 
nur  senkrecht  abwärts,  die  nach  der 
Seitenrichtung  fallende  Wirkung  ergibt 
sich  aus  einer  statisch  wissenschaftlichen 
Untersuchung,  welche  Zerlegung  der 
Kräfte  genannt  wird.  Folgende  ein- 
fache Betrachtung  wird  dies  anschaulich 
machen:  Eine  Masse  vom  Gewicht  P 
drückt  durch  sich  selbst  die  Unterlage 
mit  dem  Gewicht  P,  wird  nun  noch  eine 
Kraft  p  senkrecht  abwärts  auf  die  Masse 
geführt,  so  beträgt  der  Druck  auf  die  Un- 
terlage P+p;  wirkt  die  Kraft  p  senk- 
recht aufwärts,  so  ist  der  Druck  auf  die- 
selbe nur  P  —  p.  So  wie  eine  Kraft  p 
in  senkrechten  Richtungen  auf  eine  Masse 
P  keine  andere  Wirkung  ausüben  kann, 
als  der  Kraft  p  selbst  zugehört,  so  kann 
dies  auch  in  geneigten  Riehtungen  nicht 
anders  sein. 

7.  Ein  wesentlicher  Unterschied  zwi- 
schen der  permanenten  Schwerkraft  und 
den  übrigen  zerstreut  befindlichen  und 
in  Thätigkeit  gesetzten  Naturkräften  ist 
noch  der,  dafs  erstere  ganz  selbständig 
wirkt,  letztere  dagegen  für  ihre  Wirkung 
der  festen  Stützen  bedürfen. 

Menschen  und  Thiere  in  Laufrädern, 
auf  Tretscheiben  wirken  nur  durch  ihr 
Gewicht ;  es  sind  dies  Einrichtungen,  durch 
welche  die  mit  beschleunigter  Bewegung 
wirkende  Schwerkraft  zu  gleichförmigem 
Gange  verändert  wird  und  gehören  zur 
Schwerkraft.  Zugkräfte,  Stobkräfte  von 
Menschen  und  Tbieren  sind  nur  bei  fe- 
stem Standpunkt  möglich,  welcher  die- 
selbe Zug-  und  8tofs Wirkung  nach  ent- 
gegengesetzter Richtung  empfängt. 

Wasser  in  Wassersäulenmaschinen ,  in 
Gerinnen  zum  Betrieb  von  Rädern,  Tur- 
binen wirkt  in  Folge  der  nach  abgeän- 
derten Richtungen  benutzten  Schwerkraft, 
in  hydraulischen  Pressen  dagegen  ge- 
schieht die  Druckwirkung  nur  mit  Hülfe 
des  Gegendrucks  auf  die  feste  Stirnfläche 
des  Pumpenkolbens.  Eben  so  wirkt  der 
Dampf  in  dem  Dampfcylinder  gegen  den 
Kolben  nur  in  Folge  der  Stütze,  welche 
er  an  dem  festen  Cylinderboden  findet. 

8.  Es  mufs  nochmals  hervorgehoben 
werden,  dafs  man  die  eigentlichen  Natur- 
kräfte  ganz  ignorirt  und  dafs  die  von 
denselben  auf  Körper  übertragenen  Wir- 
kungen als  Kräfte  gelten,  die  denn  auch 
Körperkräfte  genannt  und  nach  Ge- 
wichten gemessen  werdon. 
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Kraft.  i 

Leibnitz  nennt  eine  Kraft,  die  eine  Be- 
wegung hervorbringen  kann ,  die  aber  in 
Folge  von  Hindernissen  keine  Bewegung 
hervorbringt,  todte  Kraft,  die  Kraft 
dagegen,  welche  wirklich  Bewegung  er- 
zeugt: lebendige  Kraft.  Man  ist  von 
diesen  Bezeichnungen  zurückgekommen. 
Kraft  definirt  man  ferner  als  die  Be- 
dingung, unter  welcher  einerlei  Stoff  zu 
verschiedenen  Zeiten  in  verschiedenen 
Räumen  sein  kann.  Auch  sagt  man  Kraft 
ist  das  Sein  im  Werden. 

9.  Kraft,  Körperkraft  ist  die  Ursach  zu 
einer  Thätigkeit;  jede  Thätigkeit  Setzt 
ein  Subject  voraus  das  thätig  ist,  dies 
mufs  also  zur  Thätigkeit  fähig  sein  und 
die  Fähigkeit  hierzu  neifst  Vermögen. 

Aus  dem  Vermögen  entspringt  die  Thä- 
tigkeit noch  nicht  als  not h wendig,  das 
Vermögen  mufs  erst  zur  Thätigkeit  er- 
regt werden  und  das  zur  Thätigkeit 
erregte  Vermögen  ist  die  Kraft. 

Kraft  ist  mithin  actives  Vermögen, 
so  wie  Vermögen  passive  Kraft  ist. 
Die  Kraft  eines  Körpers  kann  nicht  grö- 
iser  werden  als  dessen  Vermögen  ist. 

Die  Thätigkeit  setzt  ferner  ein  Object 
voraus,  an  welchem  die  Thätigkeit  aus- 
geübt wird,  die  Kraft  mufs  auf  einen  Ge- 
genstand übergehen,  der  ihre  Einwirkung 
erleidet  und  dieser  tritt  in  einen  Zustand, 
in  dem  er  vorher  sich  nicht  befand  und 
welcher  den  Erfolg  der  Kraftäulserung 
ausmacht. 

Da  das  Object  in  den  neuen  Zustand 
nicht  durch  sich  selbst,  sondern  nur  durch 
die  Einwirkung  eines  Anderen  kommen 
konnte,  so  mufste  es  der  einwirkenden 
Kraft  etwas  entgegen  zu  setzten  haben, 
er  mufste  der  Einwirkung  der  Kraft  wi- 
derstehen, d.  h.  einen  Widerstand 
'  bilden. 

Dieser  Widerstand  ist  durch  eine  Kraft 
erregt  worden,  ohne  Erregung  ist  er  in 
dem  Körper  nichts  als  ein  Widerstands- 
vermögen ein  passiverWiderstand. 

Der  Widerstand  äufsert  während  der 
Einwirkung  der  Kraft  auf  den  die  Kraft 
änfsernden  Körper  eine  Rückwirkung,  es 
müssen  Kraft  und  Widerstand  gleich- 
artig, d.  h.  Widerstand  mufa  Kraft 
sein.  Beide  positiven  Kräfte  wirken  in 
entgegengesetzten  Richtungen  auf  einan- 
der, sie  stehen  also  in  gegenseitiger  Be- 
siehung wie  positive  und  negative  Grö- 
fsen ,  a.  h.  sie  werden  activ  mit  der  Dif- 
ferenz beider  nach  der  Richtung  des 
üeberschusses ,  in  gleichen  Quantitäten 
heben  sie  sich  einander  auf.  Daher  ge- 
schieht es,  daü  Widerstand,  wiewohl  un- 
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richtig,  mit  negativer  Kraft  beieich- 

net  wird. 

Bei  Einwirkung  von  Kraft  und  Wider- 
stand gegen  einander  wird  das  Vermö- 
gen zur  Thätigkeit  zum  Be  s  t  reben  zur 
Thätigkeit,  der  Zustand  in  dem  beide 
Körper  >ich  befinden  heilst  Spannung. 

In  Beziehung  auf  gegenseitige  Ein- 
wirkung kann: 

1.  Die  Quantität  des  Widerstandes  gre- 
iser sein  als  die  der  Kraft;  dann  wird 
die  Kraft  für  den  Erfolg  absorbirt,  sie 
ist  und  bleibt  gespannt.  Dasselbe  gilt 
von  der  mit  der  Kraft  gleich  großen 
Quantität  des  Widerstandes;  der  Ueber- 
schnfs  an  Widerstand  bleibt  als  Vermö- 
gen passiv. 

2.  Kann  die  Quantität  der  Kraft  grö- 
£ser  sein;  dann  wird  der  ganze  Wider- 
stand absorbirt.  Dasselbe  geschieht  mit 
der  gleich  grofsen  Quantität  Kraft,  der 
Ueberschufe  derselben  bewirkt  die  Ueber- 
windung,  die  Gewältigung  des  Wider- 
standes durch  Bewegung. 

(S.  den  Art.  «Gleichgewicht*.) 
I.  Grundlehren. 

Kräfte  im  Gleichgewicht. 

Jede  Kraft  stellt  man  sich  in  in  einer 
geraden  Linie  wirkend  vor,  welche  zu- 
gleich ihre  Richtung  ist;  der  mate- 
rielle Pnnkt  des  Körpers  in  welchem  der- 
selbe von  der  Kraft  getroffen  wird,  beifst 
der  Angriffspunkt  der  Kraft. 

Zwei  Kräfte  heifsen  gleich,  wenn 
sie  nach  gerade  entgegengesetzten  Rich- 
tungen auf  denselben  materiellen  Punkt 
wirkend  einander  das  Gleichgewicht  halten. 

Eine  Kraft  heifst  die  8umme 
zweier  oder  mehrerer  Kräfte,  wenn 
sie  mit  diesen  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  auf  denselben  materiellen 
Punkt  wirkend,  denselben  das  Gleichge- 
wicht hält. 

Eine  Kraft  heifst  der  Unterschied 
zweier  Kräfte,  wenn  sie  mit  der  klei- 
neren zusammengenommen  der  gröfseren 
gleich  ist. 

Eine  Kraft  heifst  das  2,  3...»» 
fache  einer  anderen  Kraft,  wenn 
3,  3  ... m  dieser  letzteren  gleichen  Kräfte 
zusammen  genommen  der  ersten  Kraft 
gleich  sind. 

Eine  Kraft  ist  —  einer  anderen 
w 

Kraft,  wenn  ihr  mfaches  dem  «fachen 
der  anderen  Kraft  gleich  ist. 

Es  können  also  Kräfte  vermittelst  Zah- 
len als  Vielfache  einer  Kraft  ausgedrückt 
werden,  für  welche  dann  diese  Kraft  die 
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Krafteinheit  ist.  Daher  läf>t  sich  das 
Verhältnis  von  Kräften  durch  das  Ver- 
hält nil's  absoluter  Zahlen,  und  folglich 
auch  durch  das  Verhältnis  von  Längen 
gerader  Linien  ausdrücken. 

2.  Grundsatz.  Wenn  Kräfte  mit 
einander  im  Gleichgewicht  sind, 
so  wird  dasselbe  nicht  gestört, 
wenn  man  ihnen  ein  System  von 
Kräften  zufügt,  die  untersich  im 
Gleichgewicht  sind,  oder  wenn 
von  ihnen  ein  System  Ton  Kräf- 
ten, die  unter  einander  im  Gleich- 
gewicht sind,  fortnimmt. 

3.  Sind  zwei  materielle  Punkte 
fest  mit  einander  verbunden,  und 
wirken  auf  dieselben  2  gleiche 
Kräfte  in  einer  durch  beide  Punkte 
gerichteten  geraden  Linie  nach 
entgegengesetzten  Seiten  hin,  so 
sinabeideKräfteimGleich  gewicht. 

Denn  gesetzt  es  geschehe  nach  einer 
Richtung  hin  Bewegung,  so  würde,  weil 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin 
dieselben  Umstände  sich  befinden,  auch 
nach  dieser  Richtung  gleichzeitig  dieselbe 
Bewegung  statt  finden  müssen,  welches 
bei  der  festen  Verbindung  der  beiden 
materiellen  Punkte  untereinander  nicht 
möglich  ist. 

4.  Die  Wirkung  einer  Kraft  auf 
einen  materiellen  Punkt  bleibt 
ungeändert,  in  welchem  Punkt 
i hrer  Richtnng  dieselbe  auch  thä- 
tig  sein  mag,  wenn  nur  der  letzte 
Punkt  mit  dem  ersten  in  fester 
Verbindung  steht 

Denn  wirkt  auf  den  materiellen  Punkt 
A  eine  Kraft  P  nach  der  Richtung  CA, 
die  mit  einer  anderen  Kraft  im  Gleich- 
gewicht ist;  ist  der  in  derselben  Rich- 
tung CA  befindliche  materielle  Punkt  B 
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mit  dem  Punkt  A  fest  verbunden,  und 
man  bringt  gegen  diesen  Punkt  B  zwei 
gleich  grofse  Kräfte  an,  die  in  der  Rich- 
tung CB  nach  entgegengesetzten  Seiten 
DB,  KB  hin  wirken,  so  sind  diese  letzten 
beiden  untereinander  im  Gleichgewicht 
and  äufsern  keinen  Einflufs  auf  die  bei- 
den gegen  A  wirkenden  im  Gleichge- 


wicht befindlichen  Kräfte.  Nun  sind  aber 
nach  dem  vorigen  Satz  die  beiden  Kräfte 
P  nach  CA  und  P  nach  EB  mit  einan- 
der im  Gleichgewicht  und  das  Gleichge- 
wicht bleibt  ungestört,  wenn  diese  bei- 
den Kräfte  hinfort  genommen  werden. 
Alsdann  bleibt  nur  die  auf  B  nach  DB 
wirkende  Kraft  P  übrig,  welche  also  mit 
der,  welche  die  nach  CA  wirkende  Kraft 
im  Gleichgewicht  gehalten  hat,  ebenfalls 
im  Gleichgewicht  ist  Demnach  ist  es 
gleichgültig  für  den  Zustand  des  Systems 
ob  P  auf  A.  oder  in  derselben  Richtung 
auf  B  wirkt. 

5.  Erklärung.  Wenn  zwei  oder 
mehrere  Kräfte  anderen  Kräften 
das  Gleichgewicht  halten,  und 
eine  einzigeKraft  statt  dererste- 
ren  Kräfte  hält  denselben  ande- 
ren Kräften  das  Gleichgewicht, 
so  heifst  diese  einzige  Kraft  die 
Mittelkraft  der  ersteren  Kräfte. 
In  Beziehung  auf  diese  Hittel- 
kraft heifsen  jene  ihr  gleichgel- 
tenden Kräfte  die  Seitenkräfte. 
Aus  den  Seitenkräften  die  Mit- 
telkraft bestimmen  heifst  die 
Kräfte  zusammensetzen;  aus  der 
Mittelkraft  die  ihr  gleich  gelten- 
den Seiten kräfte  bestimmen  heilst 
die  Mittelkraft  in  ihre  Seiten» 
kräfte  zerlegen. 

6.  Wirken  zwei  Kräfte  aufeinen 
materiellen  Punkt  nach  Richtun- 
gen, die  nicht  in  eine  gerade  Li- 
nie fallen,  so  liegt  deren  Mittel- 
kraft mit  ihnen  in  derselben  Ebene 
und  theilt  den  von  ihnen  gebilde- 
ten Winkel. 

Denn  wenn  die  Mittelkraft  aufserhalb 
derselben  Ebene  nach  einer  Seite  fiele, 
so  würde  kein  Grund  entgegen  stehen, 
weshalb  sie  nicht  auch  in  gleicher  Lage 
auf  die  andere  Seite  der  Ebene  fallen 
sollte ;  da  nun  beides  zugleich  nicht  mög- 
lich ist,  so  geschieht  keins  von  beiden 
und  die  Mittelkraft  fallt  mit  beiden  Kräf- 
ten in  dieselbe  Ebene. 

Beide  Kräfte  schliefeen  nach  einer  Seite 
hin  einen  hohlen  Winkel  ein,  im  Fall 
der  Bewegung  würde  also  der  materielle 
Punkt  einen  Weg  nehmen,  der  zwischen 
beiden  nach  der  hohlen  Seite  hingerich- 
teten Schenkeln  liegt,  der  also  den  Win- 
kel theilt  und  in  dieser  den  Winkel  der 
Kräfte  theilenden  Wegerichtung  liegt  die 
Mittelkraft. 

7.  Sind  beide  Seitenkräfte  (Satz 
6)  einander  gleich,  so  wird  deren 
Winkel  von  der  Mittelkraft  hal- 
birt 
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Denn  wollte  man  annehmen,  sie  liegen 
der  einen  Seitenkraft  näher,  so  hätte  man 
denselben  Grund  für  die  Annahme,  dafs 
sie  der  andern  Seitenkraft  eben  so  nahe 
liegt  ;  beides  aber  ist  nur  möglich  wenn 
sie  gegen  beide  Seitenkräfte  eine  gleiche 
Lage  hat 

8.  Werden  auf  den  Richtungen 
zweieraufeinenmatoriellenPunkt 
wirkenden  Kräfte  von  dem  mate- 
riellen Punkt  aus  zwei  Längen 
genommen,  die  sich  wie  die  nach 
denselben  Richtun gen  wirkenden 
Kräfte  verhalten,  und  man  vollen- 
det zu  diesen  als  anliege  nden  Sei- 
ten das  Parallelogramm,  so  ist 
die  durch  den  materiellen  Punkt 
gezogene  Diagonale  desselben  die 
Richtung  der  Mittelkraft. 

Duchayla  beweist  diesen  Satz,  indem 
er  erst  zeigt,  dafs  wenn  er  gültig  ist 
zwischen  einer  Kraft  P  und  einer  Kraft 
(>,  ferner  für  dieselbe  Kraft  P  und  einer 
anderen  Kraft  Q\  dafs  er  dann  auch  für 
die  Kraft  P  und  die  Kraft  Q  +  Q'  rich- 
tig ist. 


Fig.  718. 


Es  wirke  auf  dou  materiellen  Punkt  A 
nach  der  Richtung  AB  die  Kraft  P,  nach 
der  Richtung  AH  die  Kraft  Q  und  die 
Kraft  Q'\  os  sei  ferner 

ABi  AC:CH=  P.Q.Q' 

so  betrachte  man  zuerst  die  beiden  Kräfte 
Pund  Q  für  sich  allein.  Man  construire 
also  das  Parallelogram  ABCD,  ziehe  die 
Diagonale  AP,  so  ist  nach  Voraussetzung 
diese  die  Richtung  der  den  Seitenkräften 
P  und  Q  zugehörigen  Mittelkraft  M.  Nun 
kann  man  statt  der  Kräfte  P  und  Q  die 
Mittelkraft  M  allein  thätig  denken,  und 
deren  Angriffspunkt  A  nach  jedem  be- 
liebigen anderen  Punkt  der  Linie  AD, 
also  z.  B.  nach  U  verlegen,  so  dafs  M 


in  D  nach  DE,  der  Verlängerung  von 
AD  wirkt.  Man  kann  jetzt  statt  der  Mit- 
telkraft M  wieder  deren  Seitenkräfte  P 
und  Q,  erstere  4=  AB  nach  DF,  der  Ver- 
längerung von  CD  und  letztere  4-  AC 
nach  DJ,  der  Verlängerung  von  BD  auf 
den  Punkt  D  wirken  lassen  und  die  Wir- 
kung auf  den  materiellen  Pnnkt  A  bleibt 
dieselbe  wie  zu  Anfang. 

Betrachtet  man  nun  die  beiden  Kräfte 
P  und  ()'  für  sich  allein,  so  kann  man 
letztere  Kraft  von  dem  Angriffspunkt  A 
nach  dem  Punkt  C  verlegen,  und  die- 
selbe dort  nach  ungeänderter  Richtung 
CH  wirken  lassen;  desgleichen  die  in  D 
nach  DF  wirkende  Kraft  P  nach  dem- 
selben Punkt  C  mit  der  ungeänderten 
Richtung  CF.  Nun  sind  CD.CU-P.Q' 
vollendet  man  also  das  Parallelogramm 
CDHJ,  so  ist  der  Voraussetzung  nach 
CJ  die  Richtung  der  in  dem  Angriffs- 
punkt C  wirkenden  beiden  Kräften  r  und 
Q'  zugehörigen  Mittelkraft  M'.  Statt  der 
beiden  Kräfte  P  und  Q'  kann  man  deren 
Mittelkraft  M'  in  C  nach  CJ  wirken  las- 
sen und  diese  Kraft  >/'  nach  jedem  be- 
liebigen Punkt  der  Linie,  also  auch  nach 
dem  Punkt  J  verlegen  und  nach  JK, 
der  Verlängerung  von  CJ  wirken  lassen. 
Endlich  kann  man  die  in  dem  Pnnkt  J 
wirkende  Kraft  M'  dort  wieder  in  ihre 
Seitenkräfte  P,  nach  JN  der  Verlänge- 
rung von  HJ  gerichtet  und  Q*  nach  JL, 
der  Verlängerung  von  BJ  gerichtet  zer- 
legen. Verlegt  man  nun  noch  den  von 
der  Kraft  Q  zuletzt  behaupteteten  An- 
griffspunkt D  ebenfalls  nach  J,  so  hat 
man  in  dem  Angriffspunkt  J  nach  der 
Richtung  JN  die  Kraft  P,  nach  JL  die 
Kräfte  Q  und  Q'  wirkend.  Diese  3  Kräfte 
in  ■/  wirkend  sind  aber  nach  und  nach 
dahin  der  Art  translocirt  worden,  dafs 
die  Wirkung  auf  den  anfänglichen  An- 
griffspunkt A  ungeändert  geblieben  ist, 
und  aus  diesem  Grunde  mufs  die  Mittel- 
kraft der  in  J  wirkenden  Kräfte  P,  Q 
and  Q'  durch  den  Pnnkt  A  gerichtet 
sein;  d.  h.  die  Richtung  der  diesen  drei 
Kräften  gleichgeltenden  Mittelkraft  ist 
die  Diagonale  A  J. 

Ist  nnn  Q  —  Q'—P,  so  ist  nach  Satz  7 
der  Satz  8  für  P  und  Q,  so  wie  für  P 
und  Q'  richtig,  denn  die  die  zwischen  P 
und  Q  und  zwischen  P  und  Q'  befindli- 
chen Winkel  halbirende  Mittelkraftsrich- 
tung  ist  die  Diagonale.  Mithin  ist  nach 
Satz  8  das  Gesetz  auch  richtig  für  die 
Kräfte  P  und  Q  +  Q\  d.  h.  für  P  und 
2P.  Hierzu  der  Satz  für  die  Kräfte  P 
und  P  richtig,  gibt  den  Schlufs,  dafs  der 
Satz  auch  für  P  und  P+9P.  D.  h.  für 
P  und  3P  u.  s.  w.  dafs  der  Satz  für  P 
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und  nP  richtig  ist.  Der  Sats  ist  also 
richtig  wenn  die  eine  Kraft  ein  beliebig 
Vielfaches  der  anderen  Kraft  ist. 

Ueberhanpt  ist  der  Satz  richtig  für  zwei 
Kräfte,  die  wie  np  und  mp  commensu- 
rabel  sind  Denn  setzt  man  P=mp  und 
Q  -  np,  so  ist  der  Satz  richtig  für  /'  und 
p,  also  auch  für  P  uud  p  +  p  =  2p,  dem- 
nach für  P  und  3p  u.  s.  w. 

Der  Satz  ist  aber  auch  gültig,  wenn 
P  nnd  ()  incommensnrabel  sind.  Denn 
nimmt  man  auf  den  Richtungen  dieser 
Kräfte  2  Längen  AB,  AC,  die  sich  wie 
P:  Q  verhalten,  so  vollende  das  Paralle- 
logram  AHCD  und  ziehe  die  Diagonale 
AD. 

Wollte  man  nun  annehmen,  die  Mit- 
telkraft M  zwischen  /'  und  Q  solle  nicht 
in  AD,  sondern  in  irgend  eine  andere 
Richtung  z  Ii.  .IE  fallen,  so  theile  .-Irin 
eine  so  grofse  Anzahl  gleicher  Theile,  dafs 
der  einzelne  Theil  kleiner  ist  als  DE, 
trage  dieselben  Theile  von  C  aus  auf  CD 
ab,  so  wird  einer  der  Theilpunkte  zwi- 
schen E  und  D,  etwa  in  F  fallen.  Nun 

Fig  749. 


sen,  dafs  die  Mittelkraft  zwischen  P  and 
Q  nicht  rechts  der  Diagonale  AD  fallen 
kann. 

9.  Aus  diesem  Satz  geht  zugleich  her- 
vor, dafs  wenn  man  von  einem  Punkt  H 
der  Mittelkraft  auf  dio  Richtungen  der 
beiden  ihr  zugehörigen  Seitenkräfte  Pa- 
rallelen zieht,  von  diesen  auf  den  Kräfte- 
richtungon  Stücke  AJ,  AK  abgeschnitten 
werden,  die  von  dem  Angriffspunkt  aus 
gemessen  sich  wie  die  Kräfte  P,  Q  selbst 
verhalten. 

10.  Die  im  vorigen  Satz  gedachte 
Diagonale  ist  nicht  nur  die  Rich- 
tung der  Mittelkraft,  sondern  auch 
in  VerhältniTs  der  die  Seitenkräfte 
in  Gröfse  darstellenden  Seiten 
des  Parallelogramms  die  Gröfse 
der  Mittelkraft. 

Denn  es  seien,  Fig.  750,  die  auf  den 
materiellen  Punkt  A  gerichteten  Kräfte 
P  und  Q;  AB:  AC-  P:  Q,  ABCD  das 
vollendete  Parallelogramm  und  also  AD 
die  Richtung  der  Mittelkraft  zwischen  P 
und  Q;  deren  Gröfse  sei  =  H. 

Verlängert  man  DA  über  A  hinaus, 
bringt  nach  der  Richtung  AE  eine  Kraft 
-  Ii  a  n ,  so  besteht  zwischen  R ,  P  and 
Q  Gleichgewicht.  Verlängert  man  CA 
nach  F  hin,  so  wird  AF  die  Richtung 
der  Mittelkraft  zu  P  nnd  der  nach  AE 
gerichteten  Kraft  II  sein,  weil  die  Kräfte 

Piff.  750. 


sind  AC  und  CF  commensurabel,  und  es 
sei  AC:  CF=Q  :  F.  Zieht  man  daher 
FG^AC,  so  ist  die  Diagonale  AF  die 
Richtung  der  Mittelkraft  zwischen  den 
Kräften  Q  und  F. 

Nun  ist  P>  F  und  es  sei  P=F+P' 

Nimmt  man  die  Kräfte  Q  und  /"  fort 
und  setzt  dafür  die  ihnen  gleich  geltende 
nach  AF  gerichtete  Mittelkraft  M,  so  hat 
man  anf  den  Punkt  A  wirkend  die  nach 
AF  gerichtete  Kraft  M  und  die  nach  AB 
gerichtete  Kraft  P".  Die  Mittelkraft  iwi- 
schen  diesen  beiden  Kräften  ist  =  der 
Mittelkraft  zwischen  /'  und  Q  und  mufs  P,  Q  und  R  nur  dann  im  Gleichgewicht 
nach  Satz  6  den  /_FAB  theilen,  mithin  sein  können,  wenn  ihre  Mittelkraft  der 
kann  sie  nicht  links  von  AF  wie  nach  Kraft  Q  gleich  und  ihr  gerade  entgegen* 
AE  gerichtet  sein.    Ebenso  wird  bewie-  gesetzt  gerichtet  ist. 
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Macht  man  also  AF  -  ACt  terbindct     Aus  P,  Q  und  Z/»  hat 
ß  mit  F  Auflösung  für  a,  y  und  R. 

so  ist     &BAF&  &DCAt  Aus  P,  Ä  und  /_ß  oder  Zy  dieselbe 

also  ÄF  +  AD  Auflösung  ffir  «,  y  oder  ß  und  <?. 

und  sieht  man  FG  ^  AB,  so  ist  nach     Aus  Q,  R  und  Z«  oder  Zy  dieselbe 
Satz  9:  AB :  ylC  =  P :  Ä  und  da  AG  =  .40  Auflösung  für  /?,  y  oder  o  und  P. 
so  ist  j4Z)  die  Gröfce  der  zu  P  und  Q     ß.  Sind  2  Seitenkräftc  P,  P  und  der 
gehörenden  Mittelkraft.  von  ihnen  eingeschlossene  Zy  gegeben, 

11.  Das  Parallelogramm,   wel-  so  hat  man  in  dem  &ABD-. 

ches  die  Gröfse  undRichtung  der  AD*=AB*+BD*-2AB' BD*cotABD 
Mittelkraft  zweier  gegebene  n  8ei-  oAjtt 

tenkräfte  bestimmt  heifstdasPa-  ADi==ÄBHBD*^2AB'BD»cotBAC 
rallelogramm  der  Kräfte.  nu  —nM>  -r»"  -r*""  - 

12.  Drei  auf  einen  Punkt  wir- 

kende  Kräfte,  zwei  Seitenkräfte    «' =       +J»  +  »^«ir 
und  ihre  Mittelkraft  sind  propor-     C.  Ist  eine  Seitenkraft  P  und  die  üit- 
tional  dem  Sinus  der  Winkel,  die  telkraft  Ä  mit  dem  Ton  ihnen  emge- 
die  jedesmaligen  anderen  beiden  schlossenen  Z«  gegeben,  so  hat  man  in 
Kräfte  mit  einander  bilden;  und  dem  &ABD 

gleiche  Producte  erhält  man,  wenn  BD* -AB*  ^  AD* -2  AB  >  AD  »cot  BAD 
man  Ton  2  Kräften  jede  mit  dem  0(jer 

Sinus  des  Winkels  multiplicirt,  M        t  0BnMm„ 

densiemitderdrittenKraftbildet.    (?»  »  P"  +  Ä»  -  2P- Jl cot « 

Bei  der  Bezeichnung  Fig.  750  ist:  nD-  Äu,s  /en  gegebenen  Seitenkraften 
AR  Ar  AD-P  O  R  P,  (?  und  dem  eingeschlossenen  Z«  bat 

AB:ACtAD  =  PiQ:R  man  in  dem  &ABD 


Nun  ist  BPwtyiflP 

^2fZ^D=#in,40ß:«»*M0:«in,4ßD  Ig  BAD- Aß_  BJ>  ABD 

oder  @  itny 

also  P-f0«wy_  P  , 

P  :  (?  :  Ä  =  «in/5   :  »in«   :  riny  oder  "»'«  =    ^iiny      ^  cotec  y+co  y 

mithin  auch  2.  Aus  der  gegebenen  ßeitenkraft  P, 

P*ina  =  Qtinß  der  Mittelkraft  Ä  und  dem  von  ihnen 

P  »in  y  =  Ä  «in  0  eingeschlossenen  Z  «  hat  man  im  &ABD 

Qtiny  =  Rtina  taADB=      BD -sin  BAD 

13.  Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  AD  — BD»  cot  BAD 

sich  bei  gegebenen  3  Stücken  die  übri-  .  0 

gen  drei  Btucke  finden.  oder    '* P "  Ä-(?co,« 

A.  Sind  zwei  Kräfte  nnd  ein  Ton  ihnen  R—Qcota  R 

nicht  eingeschlossener  Winkel  gegeben,  oder  coift  =   QtiHtt  =  co<gca~c0<n 

z.  B.  P,  0  und  Z«  F  üm  dje  Formeln  ffir  co<„  u0d  celj 

so  hat  man  unmittelbar  för  Rechnung  mjt  Logarithmen  geeignet 

P  P 

nnß  —  -^-  «in  o  itt  machen  setze  man  -q  cotec  y  -  der 

hieraus     Z  y  =  Z  «  +  Cotangente  eines  Winkels  ^ ; 

«iny  _  _  «iny  also  log  cot  p  =  log  P  — log  Q  + log  cotec  y 

tiitä  ^  ~  tin~ß  Ist  hiernach  fi  bestimmt,  so  hat  man 

cot  u  ,  coty     tin(y  +  u) 

cola  =  cotu  +  cot  y  =  +  -r-*-  -  -         .  r' 

r        r    ttnp  txny  ii»yiwf< 

log  cot  a  =  log  tim  (y  +  p)  -  %  «in  y  —  log  tin  fi 


R 

Ebenso  hat  man       cotec  a  =  cot  \\>  gesetzt 

log  cot  ß  =  log  tin  (a  ~  xp)  —  log  tin  xp  —  log  tin  a 
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AP,; 
belie- 


II.  Statik  des  materiellen  Punkts. 

14.  Auf  einen  materiellen  Punkt 
A  wirken  nach  Richtungen,  die 
alle  in  einer  Ebene  liegen,  gege- 
bene Kräfte,  so  bestimmt  sich  die 
Oröfse  und  Richtung  deren  Mit- 
telkraft wie  folgt. 

Um  zuerst  die  Richtungen  AP; 
AP,;  APt...  der  Kräfte  P;  P,; 
zu  bestimmen ,  nehme  man  eine 
bige  Linie  AH  als  gegeben  an,  und  be- 
zeichne die  Winkel,  welche  die  Kräfte- 
richtungen mit  derselben  nach  einer  Seite 
hin  von  0  bis  360°  gezählt  bilden,  in 
derselben  Folge  mit  et;  «,  er,.... 

Im  Punkt  A  errichte  man  auf  AB  das 
Loth  AC,  so  fallen  die  Kräfte  in  die  Li- 
nien AB,  AC  und  deren  Verlängerungen 
AB'  und  AC  oder  zwischen  dieselben 
und  man  kann  letztere  nach  Satz  10  in 
Seitenkräfte  zerlegen,  welche  in  diese 
Linien  AA'  und  BB'  fallen.  Aus  diesem 
Grunde  sollen  diese  normal  auf  einander 
befindliche  Linien  Axen  heifsen,  AB 
•oll  dieHauptaxe  und  /IC  die  Neben  - 
axe  sein. 

Durch  solche  Zerlegung  erhält  man 
zwei  Systeme  von  Kräften,  welche  den 
eegebenen  Kräften  gleich  gelten  und  von 
denen  sämmtliche  Kräfte  des  einen  Sy- 
stems in  die  Axe  AB  und  sämmtliche 
Kräfte  des  anderen  Systems  in  die  Axe 
AC  fallen.  Die  Mittelkraft  der  Kräfte 
jedes  einzelnen  Systems  ist  offenbar  der 
Ueherschufs  der  nach  einer  Seite  hin 
wirkenden  gTÜfseren  Summe  der  Kräfte 
gegen  die  nach  entgegengesetzter  Seite 
hin  wirkende  kleinere  Summe;  diese 
beide  Mittelkräfte  sind  gleichgeltend  den 
ursprünglich  gegebenen  Kräften  und  setzt 


man  sie  beide  zu  einer  neuen  Mittelkraft 
zusammen,  so  ist  diese  die  gesuchte  Mit- 
telkraft der  gegebenen  Kräfte. 

Fig.  751. 
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Zerlegt  man  nun  P  durch  das  Paral- 
lelogramm km  in  die  Seitenkräfte  Am 
und  An,  wenn  Ap  die  Kraft  P  vertritt, 

so  ist     Am  -  Pr =  Pcot  a 

An  =  F>  =  P  sinn 

Diese  Ausdrücke  gelten  für  alle  übri- 
gen Kräfte  P,;  P,;  P, ...  P„ 

Denn  für  P,  ist  die  Richtung  Am,  ne- 
gativ, die  Richtung  An,  positiv,  also 

-  Am,  =  P,T  =  -  P,  cos  p,AB'  =  +  P,  cota, 

An,  =  P,y  B  P,  sin  p,AC  =  P,  »in  a, 

Für  Pt  sind  die  Richtungen  Am%  und 
An,  negativ,  also 


-  Amt  =  Ptr  =  Pt  cot  p,  AB'  =  -  P,  cot  (a,  -  180°)  =  +  P,  cot  a, 

-  An,=P,V  =  Pt  tin  pt  AB'  =  -  P,  tin  («,  -  180°)  =  +  Pt  tin  a. 
Für  P,  ist  die  Richtung  Arn,  positiv,  die  Richtung  Ant  negativ,  also 

Am,  =  P*  -  P,  cot  pt  AB  -  P,  cot  (360°  -  a,)  =  P,  cot  a, 

-  An,  =  P/  =  P,  »in  p,  AB  =  —  P,  sin  (360°  -  a,)  =  +  P,  tin  «, 

Fällt  die  Kraft  in  eine  der  beiden  Axen,  Ist  3)  die  Richtung  der  Kraft  nach  AB', 

so  sei  die  Richtung  der  Kraft  1)  nach  dann  ist  «'  =  180°,  also 

AB  gerichtet  _Am%  =  n>ws  piC0IOj=  pt  COt  180°=-P, 

Dann  ist  «  =  0  also  ilnt  =  P1»=P>sin«J=P1iinl80°  =  0 

A»*  =  P*=  Pcota  =  PcotO  =  P  \9i  4)  die  Richtung  der  Kraft  nach  AC, 

An  =  pff  =  P  tina  =  P  tin  0  =  0  dann  ist  er,  =  370°,  also 

Ist  3)  die  Richtung  der  Kraft  nach  AC,  Amt=  Pt'-Pteotal=Plcot210°=0 

dann  ist  a,  =  90°,  also  An%  =  /»,*=/>,  sin  «,=  P,  sin  270°= -P, 

Am,  =  P*  =  P,  cot  a,  =  P,  cot  90°  =  0  Djeae  so  erhaltenen  den  gegebenen 

An,  =  P f  s  P,  tin  a,  =  P,  tin  90°  =  P,  Kräften   gleich   geltenden  Seitenkräfte 
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setzen  sich  nun  tu  zwei  Mittelkräften 

zusammen,  deren  Richtungen  in  HB'  and 
CC  fallen. 

Die  nach  AB  oder  AB'  fallende  eine 
Mittelkraft  ist  die  algebraische  Summe 
der  in  dieser  Linie  befindlichen  Seiten- 
kräfte 

Pcos  a  -f  P,cos  ff,  +  P,  cos  n ,-f  P,  cot  fr ,+.« 

Die  nach  AC  oder  AC  fallende  zweite 
Mittelkraft  ist  die  algebraische  Summe 
der  in  dieser  Linie  befindlichen  Seiten- 
kräfte 

Ptina  +  P,sintt,+  P,  P,«inft,-f-... 


Die  an  sich  additiven  Glieder  beider 
Reihen  beziehen  sich  auf  die  Richtungen 
AB  und  AC,  die  an  sieh  subtraciiveu 
Glieder  der  Reihen  beziehen  sich  auf  die 
Richtungen  AB'  und  AC. 

Beide  Kräfte  haben  den  Angriffspunkt 
A  und  bilden  mit  einander  rechte  WinkeL 

Bezeichnet  man  deren  Mittelkraft  mit 
A,  dessen  Winkel,  den  sie  mit  der  Axe 
AB  bildet  mit  p,  so  bat  man  deren  Sei- 
tenkraft nach  der  Richtung  AB=  Rcoto 
und  die  nach  der  Richtung  AC  =  Rting 
und  es  ist 


R  cot  o  =  P  cos  «  +  P,  cot  fr,  +  P,  cot  ff,  +  • 
R  tin  q  =  P  t in  a  +  P,  sin  a,  +  Pt  tin  n,  -f 


R*  =  (Pco*«  +  P,cos  «,  +  ... .)J  +  (P«i»a+P,  «» *,  +  ....)* 


co»  g  =  —  (P  cot  a  +  P,  cot  a,  + . . .) 
H 


(4)    *se  = 


Ptin  n  +  P,  sin  «,  +  .... 


(1) 
(2) 
(3) 

(0 


Peo*  n  +  P,  co*  rr,  +  

Entwickelt  man  in  dem  Ausdruck  für 
sin  n  -  —  (Ptin  n  +  P,  »in  «,  + .. .)     (5)  Ä»  die  Quadrate  der  Polynome,  so  erbalt 

man 


Ä5  =  P»  (co*  »a  +  tin  V)  +  P,'  (co«  «ff,  -f  «tri  »«,)  + . . . 
+  2PP,  (cot  a  •  co»  et,  -f-  «in  n  •  «in  «,)  +  2PP,  (co«  rr  •  cc 
+  +  2  P,  P,  (cot «,  •  co»  ff,  +  *i»  «,  •  «in  «,)  +  ... . 

also 

=  P>  +  P,»  +  P, '  +  ....  +  2PP,  co«  (<r,  -  o)  +  2PP,  co«  (nr,  -  f») 
+  ....  +  2P,P,  cot  («,  -  u,)  +  2P,Pt  co«  («,-*,)  +  .... 


cot  f»,  +  sin  fr  •  «in  «,) 


Nun  sind  et,  —  «;  o,  —  «.....  ff,  — 
o,  —  «, ....  «w  —      i  die  Winkel,  welche 

je  «wei  Kräfte  P,P;  PtP....PtP,;  P%P, 

>  -PnP»-\  nnter  sich  bild«n-  Man  Mt 
demnach  das  Quadrat  der  Mittelkraft  gleich 
der  Summe  der  Quadrate  aller  einzelnen 
Seitenkräfte  plus  dem  doppelten  Product 
aus  je  zweien  dieser  Kräfte  mit  dem  Co- 
sinus des  von  ihnen  eingeschlossenen 
Richtungswinkels  multiplicirt 

15.  Für  Kräfte,  die  in  einerlei 
Ebene  liegen  und  sämmtlich  auf 
einen  materiellen  Punkt  wirken, 
ist  demnach  Gleichgewicht,  wenn 
siekeine  Mittelkraft  liefern,  wenn 
also  nach  der  Bezeichnung  No.  14: 
P»in  a  +  P,  tin  a,  +  P,  «in  ff,  +  =  0 

nnd  zugleich 

P  cot  ff  +  P,  co»  a,  +  P,  cot  ff ,  -|-  =  0 

Die  Kräfte  sind  also  im  Gleichgewicht, 
wenn  sie  nach  zweien  unter  sich  norma- 
len Richtungen  zerlegt  nach  jeder  dieser 
Linien  Seite nkräfte  liefern,  deren  alge- 
braische Summe  =  Null  ist 


16.  Erklärung.  Das  Product  einer 
Kraft  mit  dem  Abstand  ihrer  Richtung 
von  einem  Punkt  heifst  das  Moment 
der  Kraft  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt, 
welcher  der  Momentenpunkt  heifst. 
Werden  die  Momente  mehrerer  Kräfte 
auf  diesen  Punkt  bezogen,  so  heilst  der 
Punkt  Mittelpunkt  der  Momente» 

17.  Wirken  mehrere  Kräfte  auf 
einen  materiellen  Punkt  nach 
Richtungen,  die  alle  in  einerlei 
Ebene  liegen,  so  ist  das  Moment 
deren  Mittelkraft  gleich  der  alge- 
braischen Summe  der  Momente 
sämmtlicber  gegebenen  Kräfte, 
wenn  der  Momentenpnnkt  in  der- 
selben Ebene  liegt  Zieht  man 
durch  den  materiellen  Punkt  und 
den  Momentenpunkt  eine  gerade 
Linie,  so  werden  die  Momente  der 
nach  entgegengesetzten  Seiten 
dieser  Linie  gerichteten  Kräfte 
entgegengesetzt  in  Rechnung  ge- 
bracht 

Bs  seien  Fig.  752,  P;  P,;  P,;  P,  vier 
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Kräfte,  der  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  wegen  in  den  vier 
verschiedenen  Quadranten  bele- 
gen, alle  auf  den  materiellen 
Funkt  A  wirkend.  Der  beliebig 
gelegene  Punkt  M  sei  der  Mo- 
mentenpunkt, A  und  M  durch 
eine  gerade  Linie  verbunden. 
Die  Winkel  der  Kräfte  mit  der 
geraden  Linie  AM  sind  von  die- 
ser ans  nach  einerlei  Richtung 
genommen  mit  a ;  a,\  er, ;  o. ; 
Die  von  M  auf  die  Kräfterich- 
tungen gefällten  Lothe  mit  p; 
p,;  p.;  p ,  bezeichnet.  Setzt 
man  die  Länge  AM  =  a,  die  Mit- 
telkraft sämmtlicher  Kräfte  =  Ä 
unter  dem  Z.  (»  mit  AM,  so  hat 
man  nach  No.  lö  Formel  3. 

R  sin  o  =  Psin  a  +  P,  sin  m,  +  Pt  sin  «,  +  Pt  >M  «j  +   (I) 

Nun  hat  man  sin  n  — 

a 

sin  a.  —  sin  MAP,  -  — 

a 

sin  at  =  sin  MAPy  =  sin  (MAp"  +  180°)  =  -  tin  MAp"  =  -Pt 

o 

sin  at  -  sin(MAÄ  +  A'APt)  =  sin  (360°  -  AM/»,)  =  -  sin  MAPX  =  - 

<z 

Setzt  man  den  Abstand  des  Momenten-  diese  Werthe  in  Gleichung  1  substituirt 
punkta  von  der  Richtung  der  Mittelkraft  entsteht  die  Gleichung 

=  r,  so  hat  man  «iw(»  =  ±  — ,  und  alle 


Fig.  752. 


a  a  a  a 

oder  ±rR=pP+p,P,-p1Pt-l 

womit  der  Satz  als  richtig  nachgewiesen 
ist 

18.  Ist  q  =  0  oder  180°,  so  geht  die 
Mittelkraft  durch  den  Momentenpnnkt, 
sin  g  ist  =  0  und  r  =  0,  die  algebraische 
Summe  der  Seitenkräfte  ebenfalls  =  o. 
Wenn  daher  für  irgend  einen  Momenten- 
punkt die  algebraische  Summe  der  Mo- 
mente der  Kräfte  =  0  wird,  so  kann  dies 
daher  rühren,  dafs  der  Momentenpunkt 
in  der  Richtung  der  Mittelkraft  liegt  oder 
auch  daher,  dafs  die  Mittelkraft  selbst 
=  0  ist,  d.  h.  dafs  die  Kräfte  das  Gleich- 
gewicht sich  halten. 

19.  Wen  n  Kräfte  in  einerlei  Ebene 
befindlich  auf  eiüen  materiellen 
Punkt  P  wirken  und  es  ist  die  al- 
gebrais che  Summe  deren  Mo mentf 


P  —PsP± 
a 

•A*  

für  zwei  Momenten  punkte  itf,  M' 

fenommen,  die  mit  dorn  materiel- 
en  Punkt  nicht  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  für  jeden  einzelnen 
=  0,  so  sind  die  Kräfte  unter  ein- 
ander im  Gleichgewicht. 

Da  die  algebraische  Summe  der  Mo- 
mente sämmtlicher  Kräfte  in  Beziehung 
auf  den  Punkt  M  =  0  ist,  so  kann,  wenn 
eine  Mittelkraft  R  existirt,  diese  nur 
nach  der  Linie  PM  gerichtet  sein. 
Es  existirt  also  keine  durch  die  Linie 
PM'  gerichtete  Mittelkraft.  Dasselbe  fin- 
det für  den  Momentenpunkt  M'  statt  und 
es  existirt  also  keine  Mittelkraft  durch 
die  Linie  PM.  Da  aber  beides  zugleich 
statt  finden  mutete  und  nicht  statt  fin- 
den kann,  nämlich  dafs  die  Mittelkraft 
durch  PM  und  zugleich  durch  PM'  geht, 
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so  existirt  überhaupt  keine  Mittelkraft  virtuellen  G.  des  materiellen 
oder  was  dasselbe  ist,  die  Mittelkraft  ist  P  unkts,  und  sagt:  AM  -  *  ist  die  vir- 
-0.  tnelle  G.  des  materiellen  Punkts 

20.  Erklärung.  In  dem  Art.  Ge-  A  an  «ich-  Aa0  die  virtuelle  G.  des 
schwindigkeit,  nag.  153  am  Schlufs  materiellen  Punkts  nach  derRich- 
ist  virtuelle  Geschwindigkeit  er-  tanE  der  Kraft  P,  -  Aa,  die  nach 
klärt.  Sie  ist  eine  ideelln  Geschwindig-  d«f  Richtung  der  Kraft  P,  u  s.  w. 
keit,  eine  Geschwindigkeit  die  aus  einer  Stellt  man  sich  eine  drehende  Bewe- 
Bewegung  hervorgehen  würde,  wenn  die  £ung  Tor»  d,e  In  derselben  Ebene  der 
Kräfte  nicht  im  Gleichgewicht,  nicht  in  Kräfte  um  den  Punkt  Jf  geschieht,  so 
der  Ruhe  wären.  geschehe  die  Bewegung  in  der  Zeitein- 

Denkt  man  sich  das  System  der  Kräfte  ^eit  rechts  um  den  Bogen  a?  (für  den 

Fig.  752,  in  fortschreitender  Bewegung  Halbmesser  =  1),  ao  ist  offenbar  die  Tir- 

uud  der  materielle  Punkt  A  mache  mit  0-  des  materiellen  Punkts  A  =  *p 

sämmtlichen  auf  ihn  wirkenden  Kräften  d»e  der  Kraft  P=pcp  =  a<f>  •  $tna;  die  der 

den  Weg  AM  =  a,  so  ist,  wenn  man  den  Kraft  f .  =  ~  P<T  =  -  ?<p  •  «»  «»  «•  *•  w; 

Weg  a  in  der  Zeiteinheit  zurückgelegt     «•  Wirken  mehrere  Kräfte  auf 

denkt,  a  die  Geschwindigkeit  von  A  also  f»nf  n  materiellen  Punkt  A ,  deren 

die  virtuelle  G.  des  Punktes  A.  Richtungen  in  eine  Ebene  fallen, 

t\«  tt  <m  n  .  u  •  i  i  •  j  n.  i.«  so  ist  das  Product  aus  ihrer  Mit- 
Die  Kraft  P  wirkt  jetzt  in  dem  Punkt  .  .,     f.   p       ,  .  Z^'u*  n 

m  _««  ;u.  telkraft  Ä  und  der  virtuellen  u. 

J."*  ^«jSÄ.Sr^K^te  derselben  (=  der  virtuellen  G.  des 
Richtung  AP  parallelen  Richtung,  sie  hat  materiellen  Pankts  auf  die  Rich- 

sich  also  ihrem  nach  AP  gerichteten  Ziele  J  j  *"n  Jl\  „i.-Vi,  a~1 

ai*  t  " .,  r    a -     „  -v,„,.i  tnnK  derselben)  gleich  der.  alge- 

um  die  Lange  Aa0  =  a  com  «  genähert  und  ■         i  a  '  *   '  p* 

j-    „;^„„ii„  n    "„  p  ,-„*  _  .  braischen  Summe  derselben  rro- 

die  virtuelle  Ii.  von  r  ist  —  a  com  a.  >  „  ^ ,     #-_  •    ,     ,  _  .        a  • 

^.   „   „  _     ....      ....      ii  i  ducte  für  jede  der  einzelnen  Sei- 

Die  Kraft  P,  wirkt  *  mit  sich  selbst  tenkräfte,  wenn  die  virtuellen  G., 

in  Jf,  sie  bat  sich  von  ihrem  nach  AP,  welche  in  dieRichtungen  derKräfte 

gerichteten  Ziele  um  die    Lange  Aa,  fanen,  additiv  und  die,  welche  in 

-acot  MAa,  =  -aco$a,  entfernt,  d.  h.  deren  Verlängerungen  fallen,  sub- 

um  die  Lange  aco$a,  genähert  und  es  tractiv  in  Rechnung  gebracht  wer- 

ist  a  co$  a,  die  virtnelle  G.  von  P,.   Des-  j  e  n 

gleichen  acot«,  die  virtuelle  G.  von  P,     De'Qn  oach  No.  14f  Formel  1,  in  Be- 

und  acoi«,  die  von  P,.  ziehung  auf  Fig.  751  also  auch  auf  Fig. 

Man  spricht  auch  blofs  von  der  752  ist 


RC0MQ  =  PC0MK  +  P,  COM  tt,  +  P,  COM  ff,  +  P,  COM  «,+....  (1) 

Setzt  man  wie  vorher  AM  =  at  die  vir-  .                     ,  », 

tuelle  Geschwindigkeit  für  die  Mittelkraft  r'  =  Am>  =  ~a  c0$  tt<  5  also  — 

R=Vt  die  für  P;  P, ;  P, ;  P,  aufeinan-  • . 

der  folgend  =  • ;  t, ;  », ;  t>,  so  ist  »t  =  Aat  =  -  ■  oea  «, ;  also  cos  ff, =-  — 

■r 

V  =  ±acotQ-           also  CMp  =  ±-  „,=  ,4«,=  «  CM  ffi .    also  cos «,  =  +  J 

e  =  Aoq  —  a  cot  « \     also  cos  «  =  +  i  tugeJJbJertllÄ  in  GleichuQ«  1  snb5ti 

und  mit  a  multiplicirt: 

±  KÄ  =  t>P-»,P,-i>,P,  -f  ©,P,  =t  

22.  Liegt  der  Punkt  Jf  aufserhalb  der  J/^;  M,a,\  Jf,a,  ....  auf  den  Kraftrich- 

Ebene  der  Kräfte,  so  projicire  die  Linie  tungen  normal,  folglich  hat  man  den 

AM  auf  diese  Ebene,  diese  wird  AM,  Satz  No.  21  für  dieselben  virtuellen  Ge- 

wenn  M,  die  Protection  des  Punktes  Jf  schwindigkeiten ,  der  Punkt  Jf  mag  in  oder 

ist,  verbinde  Jf,  mit  den  Projections-  aufserhalb  der  Ebene  der  Kräfte  liegen. 

8 unkten  ap;  a,\  a,  ....  des  Punkts  Jf  auf  23.  Ist  p  (s.  No.  21)  =90°,  so  ist 

ie  Kraftrichtungen,  so  sind  die  Linien  V  -  0. 
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Also 

0  =tP-V,P,  ~9tPt  +ViPJ  ±  

Ist  also  die  v i r t u e  1 1  e  G.  des  ma- 
teriellen Punkts  an  sich  auf  der 
Richtung  der  Mittelkraft  normal, 
so  ist  die  algebraische  Summe  der 
yirtuellen  Geschwindigkeitspro- 
d  u  cte  =  N  ull. 

24.  Nimmt  man  zwei  virtuelle 
Geschwindigkeiten  des  materiel- 
len Punkts  an  sich,  die  beide  nicht 
in  einerlei  geraden  Linie  liegen, 
and  es  sind  die  algebraischen 
S u in m e n  d e r  v  i r  t u  el  1  e n  G es c h  w  i n  - 
digkeitsproduete  nach  den  Rich- 
tungen der  Kräfte  jede  für  sich 
=  0,  so  sind  die  Kräfte  mit  einan- 
der im  Gleichgewicht 

Denn  die  algebraische  Summe  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeitsuroducto  kann 
=  0  sein,  sowohl  weil  die  virtuelle  G. 
nach  der  Richtung  der  Mittelkraft  =  0 
oder  die  Mittelkraft  selbst  =  0  ist.  Für 
die  angenommenen  virtuellen  G.  des  ma- 
teriellen Punkts  an  sich  können  aber  die 
ihnen  entsprechenden  virtuellen  G.  nach 
der  Richtung  der  Mittelkraft  nicht  beide 
zugleich  =0  sein,  weil  sonst  beide 
erstgenannten  virtuellen  G.  auf  der  Rich- 
tung der  Mittelkraft  normal  sein  müfsten, 
welches  nicht  möglich  ist,  weil  beide  vir- 
tuellen G.  nicht  in  einer  geraden  Linie 
liegen;  mithin  mufs  nach  den  Bedingun- 
.  gen  des  Satzes  die  Mittelkraft  selbst  =0 
sein,  d.  h.  die  Kräfte  halten  einander  das 
Gleichgewicht. 

25.  Wirken  auf  einen  materiel- 
len Punkt  drei  Kräfte,  deren  Rich- 
tungen  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gen und  nimmt  man  von  dem  m  a  - 
teri eilen  Punkt  aus  auf  diesen 
Richtungen  Stücke,  die  sich  wie 
die  nach  ihnen  wirkenden  Kräfte 
verhalten,  construirt  dann  zu  die- 
sen Stücken  als  Nebenkanten  ein 
Parallelepiped,  so  ist  die  durch 
den  materiellen  Punkt  liegende 
Diagonale  die  Richtung  und  in  dem 
Verhältnifs  zu  den  auf  den  Kraft - 
richtungen  genommenen  Stücken 


die  Gröfse  der  Mittelkraft  der  drei 
Seitenkräfte 

Denn  wirken  auf  den  materiellen  Punkt 
A  drei  Kräfte  P,  Q,  S  nach  den  Rich- 
tungen AB,  AD,  AE  und  sind 
P':Q:S  =  AB:AD:AE 

so  entsteht  das  Parallelepiped,  Fig.  751, 
und  AG  ist  die  Diagonale,  welcho  die 
Richtung  und  Gröfse  der  zu  den  Kräften 
/')  (?>  S  gehörigen  Mittelkraft  sein  soll. 

Die  Diagonale  AC  ist  die  der  Rich- 
tung und  Gröfse  nach  zu  P  und  Q  ge- 

Fig.  753. 


hörige  Mittelkraft  B,  (s.  Satz  10)  und 
es  ist 

Q:  R,=  AB  :  AD  :  AC 

Nun  gibt  diese  Mittelkraft  B,  mit  der 
dritten  Seitenkraft  N  eine  Mittelkraft  B, 
welche  zugleich  die  Mittelkraft  aller  drei 
Kräfte  P,  (J  und  S  ist,  nnd  diese  Mittel- 
kraft ist  nach  demselben  Satz  10  die  Dia- 
gonale AG  des  Parallelogramms  ACF.G. 

Ks  ist  somit 
P:Q:S:R  =  AB:AD:  AE:  AG 

26.  Sind  die  Richtungen  AB,  AD,  AE 
gegenseitig  auf  einander  normal,  so  hat 
man 

AG*=  AC1  +  AE*  =  AB*  +  AD1  -f  AE7 
folglich  aus  der  letzten  Proportion 

Ist  /_  GAB  =  a;^GAD=ß,£GAE  =  y, 
so  ist 


AB  =  AG  cot  o;  AD  =  AG  cot  ß;  AE  -  AG  cot  y 
Daher  auch  für  rechtwinklig  unter  einander  befindliche  Kräfte 
Pi  Q  :  8  :  B  =  AG  •  cot  n  :  AG  •  cot  ß  :  AG  •  cot  y  :  AG 
=  cot  a:cot  ß  :  cot  y  :  1 
woraus  P  -  R  •  cot  rc  ;  Q  =  R  .  cot  ß  •  S  =  R  •  cot  y 


Sind  also  die  drei  Winkel  bekannt,  normalen  Linien  bildet,  so  erhält  man 
welche  eine  Kraft  mit  dreien  unter  sich  die  nach  diesen  drei  Linien  gerichteten 

IV.  5 


Goqgle 
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Seitenkräfte  zu  der  gegebenen  als  Mit- 
telkraft, wenn  man  diese  mit  den  Cosi- 
nus der  Winkel  multipHcirt,  die  zwischen 
den  Richtungen  der  Mittelkraft  und  den 
der  drei  unter  sich  normalen  Linien  statt 
finden. 

Es  folgt  zugleich,  wenn  die  Scitenkräfte 
gegeben  sind 

p      a    Q  s 

fot  tt  =:  —  ,  cot  ß  =  ~  ;  cot  y  =  — 

und  da  ft  =  l/p»  4-  0S  +  S>,  so  sind  die 
Richtungswinkel  der  Mittelkraft  gegen  die 
Seiteukräfte  bestimmt  und  die  Mittelkraft 
auch  ihrer  Lage  nach  bekannt. 

27.  Das  Parallelepipedum,  welches  die 
Gröfse  und  Richtung  der  Mittelkraft  dreier 
auf  einen  Punkt  wirkende  in  verschiede- 
nen Kbenen  liegenden  Kräfte  bestimmt, 
heifst  das  Parallelepipedum  der 
Kräfte. 

28.  Auf  einen  materiellen  Punkt  wir- 
ken nach  beliebigen  Richtungen  im  Raum 

Segebene  Kräfte,  ihre  Mittelkraft  nach 
Iröfse  und  Lage  zu  bestimmen. 

P;  Pf',  P%           seien  die  gegebenen 

Kräfte,  A  der  materielle  Punkt,  auf  den 


Fig.  754. 


sie  wirken.  Zu  Bestimmung  ihrer  Rich- 
tungen nehme  man  von  A  aus  drei  be- 
liebig gelegene  aber  unter  sich  normale 
Linien  AB,  AC ,  AI)  und  bestimme  die 
Winkel,  welche  jede  Kraftrichtung  mit 
diesen  Normalen  als  Richtungsaxen  macht, 
wobei  die  Winkel  von  0  bis  180°  gezählt 
werden. 


Für  die  Kräfte  P;  P, ...  seien  die  Rich- 
tungswinkel mit  AB=a;  a, ...  mit  AC 
=  ß;  ß,       mit  AD  =  y\  y,  •  •• 

Sind  zuerst  «,  ß,  y  spitze  Winkel,  *) 
fällt  die  Richtuug  der  Kraft  P  innerhalb 
der  Körperecke  von  den  Kanten  Ali,  AC, 
AD,  und  liefert  nach  Satz  26  in  drei  in 
diese  Kanten  fallenden  Seitenkräfte  zer- 
legt nach  AB  die  Seitenkraft  P  cot  n, 
nach  AC  die  Kraft  Peot  ß  und  nach  AD 
die  Kraft  Pcot  y. 

Ist  zweitens  a  stumpf  und  sind  die 
beiden  andern  ß,  y  spitz,  so  fällt  die 
Kraft  P  innerhalb  der  Ecke  DCB'A,  die 
Seitenkräfte  von  P  sind  nach  AC,  AD 
und  AB*  gerichtet,  die  Kraft  P  bildet 
mit  AB'  den  Z(180°-n)  und  diese  Sei- 
tenkräfte sind  also  -  Pcota,  Peotß  und 
Pcoty,  mit  welchen  Werthen  die  Rich- 
tungen der  Seitenkräfte  ausgesprochen 
sind. 

Eben  so  verhält  es  sich ,  wenn  ß  nnd 
y  stumpf  sind,  wo  danu  die  subtractiten 
Vorzeichen  andeuten,  dafs  die  Seiten- 
kräfte nach  den  Richtungen  AC  und  AD' 
hin  liegen.    Und  so  verhält  es  sich  mit 
den  übrigen  Kräften  P,;  P,  ...  mit  den 
ihnen  zugehörigen  Winkeln  «,;  at... 
ß.\  ß*  •..)'•»  yt  ...    Man  hat  demnach 
mit  Zerlegung  sämmtlicber  Kräfte  die 
Seitenkräfte  nach  AB  und  AB': 
±Pcein±P,  cot  a,  ±  P,  cot  n,  * 
nach  der  Richtung  AC,  AC 
±  Pcot  ß  *  P,  cot  ß,  ±  P,  cot  ßt  *  .... 
nach  der  Richtung  AD,  AD' 
±  P  cot  y  ±  P,  cot  y,  ±  P,  cot  y ,  ± . 

Diese  drei  Summen  geben  drei  Kräfte, 
welche  die  Mittelkräfte  jener  Seitenkräfte 
sind  und  für  die  gegebeneu  Kräfte  /'; 
P,;_P,  ...  eingesetzt  dieselbe  Wirkung 
ausüben. 

Bezeichnet  man  diese  drei  Mittelkräfte 
roit  Q;  Q.\  Q,,  so  setzen  sich  diese  wie- 
der zu  einer  Mittelkraft  R  zusammen, 
welche  der  deu  gegebenen  Kräften  »ufre- 
hörigen  Mittelkraft  an  Gröfse  und  Rich- 
tung identisch  ist.  Sind  die  Winkel  der 
Mittelkraft  R  mit  den  Axen  AB,  AC, 
AD  =  u',  ß',  y',  so  hat  man 
Rcotn'=Q',  Rcotß'=:Q,;  Rcoty'^Qt 

Quadrirt  man  diese  3  Gleichungen,  *° 
hat  man 


R*  (cot  V  4  cot  *ßf  +  cot  VO  «  0*4  Q?  +  Qt*  W 
Nun  ist  nach  dem  Art.  „Körpertri^onometrie*  No.  17  mit  Fig.  740,  pag 
36,  der  Werth  der  Klammergrüfse  =  1,  mithin  hat  man 

Jt*s0*  +  0,'+<rV 

=  (Pcot  a+P,cota,+  .. .)»  +  (P cot  ß  +  P,  cot ß,  4- . . .)»  +  (Pcoi  y  +  P,  cot  y ,  + . . .)'  (J) 


i  Google 
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Ferner  hat  man  die  Richtungswinkel  der  Mittelkraft  Ä  mit  den  Axen 


cos 


R 


R 

Pcot  ß  +  P,co 

•  ßt  "f  •  • 

R 

Pcosy  +  P,coi 

t  y, 

R 

29.  Entwickelt  man  die  Quadrate  der  Polynome  von  Ä3,  so  erhält  man 
Ä*  =  P»  (cot '«  +  cos  V  4  com  V)  +  P.» (cot  *a,  +  co*  V,  +  cot  »,',) 

+  P, '(cot ««,  +  cm  V,  +  cot  V,)  +  . . .  +  2PP, (cot  a  •  cot  tt,  •i-cotß*  cot  ß,  -f  cot  y '  cot  y,) 
+  2PP,  (cot  «  •  cot  «,  +cotß.  cot  ßt  +  co«  y  .  co«  y,)  +  . . .. 

+  2P,Pt  (co* «,  •  co.  <r,  +  cot  ß, .  cot  ßt  +  cot  y, .  co«  y  ,)  +  2P,P,  (co«  «, .  co«  «r  ,  +  ...)+.. . 
+  2/>» pi  (eo*  «,•«>*»,+..)  

+  

+  *Ph-\Ph  («»  ««-i '  «•»  «„  +  •  •  •)  (1) 


Nun  ist  jede  der  ersten  Klammergrü- 
fsen,  die  Summe  der  Quadrate  von  drei 
Cosinus  enthaltend,  nach  dem  ad  27  ge- 
dachten Satz  =  1,  und  nach  dem  folgen- 
den Satz  18,  die  Klaramergröfsen,  welche 
die  Summe  der  Producte  je  zweier  der 
drei  Cosinus  enthalten  =  dem  Cosinus 


des  Winkels,  den  die  beiden  zu  ihnen 
gehörigen  Kraftricbtungeu  mit  eiuander 
bilden.  Bezeichnet  man  daher  den  Win- 
kel je  zweier  solcher  Kraftrichtungen  mit 
den  neben  einander  gestellten  Kraftzei- 
chen selbst,  so  hat  man 


Ä>  =  P*  +  p*  +  p,s  +  +  2PP,  co«  (PP,)  +  2PP,  co«  (PPt)  + . . . . 

+  2P,P,  cot  (P,Pt)  + . . . .  +  Wm  x  Pm  cot  (PH-l  P„) 


(2) 


30.  Die  Mittelkraft  mehrerer  Sei- 
tenkräfte multiplicirt  mit  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeit  des  An- 
griffspunkts der  Kräfte  nach  der 
Richtung  der  Hittelkraft  ist  gleich 
der  algebraischen  SummederPro- 
ducte  aus  jeder  Seitenkraft  mul- 
tiplicirt mit  der  nach  ihr  gerich- 
teten virtuellen  Geschwindigkeit 
des  materiellen  Punkts. 

Der  Beweis  davon  ist  wie  der  No.  21. 
Bezeichnet  auch  hier  V  die  virtuelle  G. 
des  materiellen  Punkts  nach  der  Rich- 
tung der  Mittelkraft;  bezeichnen  ferner 
r;  •,;  »,....  die  virtuellen  G.  desselben 
Punkts  nach  den  Richtungen  der  Kräfte 
p\  p,i  Pf>  *o  erhält  man  die  Schlufs- 
gleichung 

VR  =  tP+  v,P,  +  tt  P,  + .. . .  tMPm 

31.  Bei  derselben  Bezeichnung 
der  Kräfte  und  deren  Richtungs- 
winkel sind  die  auf  einen  mate- 
riellen Punkt  wirkenden  Kräfte 
im  Gleichgewicht  wenn 

Pcot  a  +  P,  cot  a,+  p,  00««,  +  ..  =o 

Pcotß-\-P,cot  ß,+  Ptcotßt+...  =  Q 

Pcoty  +  P,coty,+  P,  co«  y,  +  ...  =  0 

Denn  nach  No.  28  sind  die  drei  =  0 


gesetzten  algebraischen  Summen  die  nach 
den  drei  gewählten  Axen  gerichteten  Wit- 
telkräfte der  nach  diesen  Axen  in  Seiten- 


kräfte zerlegten  gegebenen  Kräfte  P;  P,; 
P,..;  sind  also  mit  den  gegebenen  Kräf- 
ten gleichgeltend,  und  es  kann  bei  die- 
sen nur  Gleichgewicht  bestehen,  wenn 
es  unter  diesen  drei  Mittelkräften  besteht. 
Da  sich  nun  drei  Kräfte,  deren  Richtun- 
gen nicht  in  einerlei  Ebene  liegen,  (s. 
Satz  24)  nach  dem  Parallelepipedum  der 
Kräfte  zu  einer  Mittelkraft  zusammen 
setzen,  so  kann  das  System  nur  im  Gleich- 
gewicht sein,  wenn  diese  Mittelkraft  =  0, 
wenn  also  jede  der  algebraischen  Sum- 
men von  je  in  einerlei  geraden  Linie 
wirkenden  Seitenkräften  =  0  ist. 

32.  Kräfte  sind  im  Gleichgewicht,  wenn 
deren  Mittelkraft  =  0  ist;  daher  kann  man 
das  Gleichgewicht  auch  ausdrücken,  wenn 
man  in  No.  29,  Gleichung  2,  R  =  0  fetzt. 
Folglich  besteht  das  Gleichgewicht  zwi- 
schen den  gegebenen  Kräften,  wenn  die 
algebraische  Summe  aus  den  Quadraten 
dieser  Kräfte  und  den  doppelten  Pro- 
ducten  je  zweier  derselben  mit  dem  Co- 
sinus ihres  Richtungswinkels  =  0  ist. 

Diese  Bedingung  begreift  die  drei  Be- 
dingungen No.  31  in  sich,  denn  jeue  al- 
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gebraische  Summe  ist  wie  No.  29,  Gleichung  1  und  No.  28,  Gleichung  2  besaßt 
(/'  cot  a  +  P,  cot  «,  +  . . +  (P  cot  ß  +  P,  cos  ß,  +  . .  .)>  +  (Pcot  y  +  P,  cot  y,  + . .  .)» 
so  dafs  also  jedes  einzelne  der  drei  Glieder  =  0  sein  mufs. 


III.  Statik  der  materiellen  Ebenen. 

33.  Wirken  aufzwei  Punkte  einer 
Ebene  zwei  Kräfte,  derben  Richtun- 
gen h  laufen,  so  ist  ihre  Mittel- 
kraft die  Summe  oder  der  Unter- 
schied der  Seitenkräfte,  je  nach- 
dem sie  nach  einerlei  oder  nach 
entgegengesetzten  Seiten  gerich- 
tet sind,  die  Richtung  der  Mittel- 
kraft ist  denen  der  Seitenkräfte 
+-  und  theilt  die  Verbindungslinie 
der  beiden  Angriffspunkte  derge- 
stalt, dafs  jede  Kraft  dem  Theil 
der  Verbindungslinie  proportio- 
nal ist,  der  zwischen  den  Richtun- 
gen der  beideu  übrigen  Kräfte  be- 
griffen ist. 

Sind  A  und  B  die  beiden  materiellen 
Punkte,  auf  welche  die  Kräfte  P  und  Q 


Fig.  755. 


nach  den  parallelen  Richtungen  AI'  und 
BQ  wirken,  so  bringe  nach  den  Verlän- 
gerungen der  Linie  AB  nach  AH  und 
BJ  zwei  gleich  grofse  Kräfte  p,  p  an, 
so  werden  dadurch  nach  Satz  2  die  Wir- 
kungen der  Kräfte  P  und  Q  nicht  geän- 
dert. Nun  kann  man  aber  die  auf  den 
Punkt  A  wirkenden  Kräfte  /'  und  p  (nach 
No.  10)  tax  einer  Mittelkraft  zusammen 
setzen;  deren  Richtung  sei  AK,  und  eben 
so  die  auf  B  wirkenden  Kräfte  Q  und  p 
tu  einer  Mittelkraft,  die  nach  BF  gerich- 
tet sein  möge.  AF  und  BF  verlängere 
man  rückwärts  bis  sie  sich  in  G  schnei- 
den und  wo  sie  nach  No.  4  mit  ungeän- 
derten  Richtungen  wirkend  gedacht  wer- 
den können.  Zieht  man  nun  durch  G 
eine  Linie  VDA  Ali  und  verlängert  PA 
und  QB  bis  in  die  Linie  CD,  zerlegt 
ferner  die  in  dem  Punkt  G  nach  GE  und 


GF  wirkenden  Kräfte  nach  den  Richtun- 
gen OC,  GÜ  und  GK  #  CP  +  DQ,  näm- 
lich die  Kraft  GE  nach  GC  und  GK  uud 
die  Kraft  GF  nach  GÜ  und  GK,  so  sind 
die  beiden  nach  GC  und  GD  zerlegten 
Seiteukräfte  =  p,  die  sich  einander  das 
Gleichgewicht  halten;  es  bleiben  daher 
nur  die  nach  GK  zerlegten  Kräfte  = 
P  +  Q  =  R  übrig. 

Nun  ist  wegen  des  Parallelogramms 
der  Kräfte 

p  :  P  =  CG  :  GK  =  AK:  GK 

und  Qu  =  GK  I  GD  =  GK^BK  

woraus       P:Q.R  =  BK  :  AKiA  B 

Hieraus  folgt  umgekehrt,  dafs  eine 
Kraft  /»  nach  zwei  mit  ihr  parallelen 
Richtungen  in  zwei  Seitenkräfte  »ich  zer- 
legen läfst,  deren  Summe  gleich  der  Krait 
Ii,  und  die  sich  umgekehrt  verhalten, 
wie  die  Stücke,  die  zwischen  ihren  Rich- 
tungen und  der  Kraft  Ii  auf  einer  Linie 
begriffen  sind,  welche  die  Kräfterichtun- 
gen schneidet. 

Sind  nun  zweitens  die  Kräfte  /'  und 
Q  parallel  und  entgegengesetzt  gerichtet 
(Fig.  75ti)  uud  ist  ()>/-»,  so  kann  man 
Q  als  die  Mittelkraft  zweier  Kräfte  P' 
und  B  ansehen,  wo  /y  der  Kraft  P=  und 
gerade  entgegengesetzt  ist,  die  andere  R 
aber  die  verlängerte  AB  in  einem  Punkt 
C  durchschneidet,  dergestalt  dafs 

Q  :1":R  =  AC:BC:AB 

Nun  ist  P  =  P,  folglich  halten  sich  P 
nnd  f  das  Gleichgewicht ;  es  bleibt  da- 
her statt  der  ursprünglich  gegebenen 
Kräfte  V  und  Q  nur  Ii  als  ihnen  gleich- 
geltend übrig,  wenn  man  statt  ihre 
beiden  gieichgcltenden  Seitenkräfte  P' 
nnd  Ii  einsetzt.  Mithin  ist  Ii  die  Mit- 
telkraft zwischen  /'  und  Q  und  weil  Q 
=  f  +  R  =  f  +  R,  so  ist  H  =  Q  -  P. 

Verwandelt  man  die  Proportionen  des 
Satzes  in  Producte  der  äufeoren  und  der 
Mittelglieder,  so  erhält  man  ad  1,  Fig. 
753 

BK  • Ä=  AB • P 
AK» R  =  AB  •  Q 

ad  2,  Fig.  75G 

AC- R  =  AB.  Q 

hieraus  AC  =  ~  AB  =  AB 

Ist  Q=P,  so  ist  AC  =  ^AB  =  *,d.b. 
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Fig.  756. 


Es  findet  in  diesem  Fall  kein e  Mit- 
telkraft statt. 

34  Erklärung.  Zwei  gleiche  pa- 
rallel und  entgegengesetzt  wir- 
kende Kräfte  heifsen  ein  Kräfte- 
paar, das  Product  zwischen  einer 
derselben  und  ihrem  Abstände 
heifst  das  Moment  desKräftepaars. 
Fig.  757  ist  P  —  P  ein  Krättepaar;  ist 
CG  =  a  normal  auf  P  und  P\  also  deren 
Abstand,  so  ist  CG  x  P  =  a  P  das  Moment 
von  P-  P. 

35.  Zwei  gleiche  und  parallel 
entgegengesetzte  Kräfte  können 
mit  einer  dritten  Kraft  nicht  im 
Gleichgewicht  sein. 

Denn  sind  AB  und  CD  die  beiden  pa- 


rallelen Richtungen  der  gleichen  Kräfte 
P  und  -  P,  und  es  wäre  möglich,  dafs 
eine  Krall  Q  nach  irgend  einer  in  der- 
selben Ebene  befindlichen  Richtung  EF 
den  beiden  Kräften  das  Gleichgewicht 
hielt,  so  läfst  sich  eine  Linie  Dil  \  der 
Linie  EF  ziehen,  die  also  dieselbe  Lage 
wie  EF  gegen  beide  Kräfto  P  und  -  P 
hat,  und  es  müfste  ebenso  gut  eine  Kraft 
Q  nach  der  Richtung  DH  wirkend,  mit 
P  und  —  P  \m  Gleichgewicht  sein.  Bringt 
man  nun  in  der  Linie  DU  zwei  Kräfte 
Q'  und  Q"  an,  jede  =  Q  und  entgegen- 
gesetzt wirkend,  so  wird  das  Gleichge- 


wicht wie  vorher  bestehen.  Nun  müfste 
aber,  wie  eben  gesagt,  auch  Q'  den  Kräf- 
ten P  und  —  P  das  Gleichgewicht  halten, 
und  folglich  müfsten  Q  und  Q"  mit  ein- 
ander im  Gleichgewicht  sein.  Beide  sind 
aber  ^  und  nach  einerlei  Richtung,  folg- 
lich haben  sie  nach  No.  33  eine  Mittel- 
kraft =  2Q ,  es  kann  mithin  eine  einzige 
Kraft  wie  Q  oder  Q'  den  beiden  Kräften 
Pund  -  P  nicht  das  Gleichgewicht  halten. 

Ebenso  wird  der  Beweis  geführt,  wenn 
die_  Kraft  Q  ausserhalb  der  Ebene  der 
Kräfte  P  und  -  P  liegend  angenommen 
wird. 

36  Ans  dem  Yorigen  Satz  folgt  un- 
mittelbar, da  Ts  zwei  gleiche  undent- 
gegengesetzte  Kräfte  keine  Mit- 
telkraft haben,  denn  gäbe  es  eine 
solche,  so  würde  die  ihr  gleiche  und  ent- 
gegengesetzt wirkende  Kraft  beiden  Kräf- 
ten das  Gleichgewicht  halten,  welchem 
Satz  35  widerspricht  (ist  auch  No.  34  ana- 
lytisch nachgewiesen). 

37.  Die  Mittelkraft  aus  mehreren 
in  einer  Ebene  und  parallel  wir- 
kenden Kräften  ist  die  algebrai- 
sche Summe  aller  Seitenkräfte 
und  das  Moment  der  Mittelkraft  = 
der  algebraischen  Summe  derMo- 
mente  der  Seitenkräfte,  wenn  man 
diejenigen  Kräfte  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  in  Rechnung 
bringt,  welche  nach  entgegenge- 
setzten Seite n  gerichtet  sind,  und 
eben  so  die  Vorzeichen  der  Tom 
Momentenpunkt  auf  entgegenge- 
setzten Seite nliegen den  Abstände 
entgegengesetzt  nimmt. 

Denn  es  seien 

1.  zwei  nach  einerlei  Seite  gerichtete 
Kräfte  /'  und  Q,  so  nehme  man  in  der 
Ebene  deron  Richtungen  außerhalb  der- 
selben einen  Punkt  M  zum  Momenten- 
punkt, ziehe  von  M  aus  auf  die  Rich- 
tungen eine  winkelrechte  Linie,  welche 
dieselben  in  A  und  B  schneidet,  so  hat 
man  die  Mittelkraft  R  beider  Kräfte  den- 
selben parallel,  =  P+  Q  und  deren  Lage 
ist  naen  Satz  34  zwischen  A  und  B  in 
C  der  Art,  dafs  AC  •  R  =  AB  •  Q  oder 
BC-R=AB-P 

Aus  R  =  r+  Q 

folgt      AM  •  R  =  AM  •  P  +  AM  •  Q 

hierzu  AC-R=AB-Q 


gibt  (4C+  AM).  R  =  AM-P+(AB+AM)>Q 

oder         CM  •  A  =  AM  •  P-f  BM  •  Q  (1) 

Nimmt  man  den  Momentenpunkt  M' 
zwischen  beiden  Kräften  P  und  Q,  so 
hat  man,  weil  R=P+Q 
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man  außerhalb  beider  Kräfte  in  deren 
Ebene  einen  Monientenpunkt  M,  zieht 
von  diesem  auf  die  Richtungen  der  Kräfte 

Fig.  7*)0. 


MM' .  R  =  MM'  •  P  +  MM'  •  Q  (2) 
Diese  Gleichung  von  Gleichung  1  ab- 
gezogen gibt 

(CM  —  M'M)  •  R 

=  (AM-  M'M)  •  P  +  (BM  -  M'M)  •  Q 

oder    CM'.R  =  -AM'-P+BM'>  Q 

Das  Moment  der  Mittelkraft  ist  also  = 
der  algebraischen  Summe  der  Momente 
der  Seitenkräfte;  die  Abstände,  welche 
auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Momen- 
tenpnnkts  liegen,  entgegengesetzt  in  Rech- 
nung gebracht. 

Wird  der  Momentenpunkt  M'  in  C  ge- 
nommen, so  ist  MC  =  MM'  und  CM'-O, 
mithin  nach  Gleichung  2 

0  =  -  ACP+BC*  Q 

D.  h.  Für  einen  in  der  Richtung 
der  Mittelkraft  gelegenen  Momen- 
tenpunkt ist  die  algebraische 
Summe  der  Momente  der  Seiten- 
kräfte =  0. 

Liegt  der  Punkt  M'  zwischen  B  und  C, 
so  wird  M'M  >  CM  und  dann  wird  CM 
—  M'M  =  —  CM'.  Man  hat  also  für  diesen 
Fall 

-  CM '  •  R  =  -  AM*  •  P  +  BM '  •  Q 
2.  Sind  zwei  Kräfte    ,  Q  \  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  gerichtet  und  nimmt 


eine  Normale,  welche  die  Kräfte  P  und 
Q  in  A  nnd  B  schneidet,  so  hat  man, 
wenn  Q  >  P,  die  Mittelkraft  R  =  Q  -  P 
und  die  verlängerte  MB  schneidet  deren 
Richtung  in  einem  Punkt  C,  so  dats 
AC>  R  =  AB-  Q 
Aus  R=Q-P  folgt  (3) 
AM  .  R  =  AM .Q- AM  *P 
hierzu  AC-  R  =  AB*  Q 

gibt  addirt 

CM  •  R  =  BM  •  Q  -  AM-P  (4) 
D.  h  das  Moment  der  Mittelkraft  ist 
—  der  algebraischen  Summe  der  Momente 
beider  Seitenkräfte,  wenn  man  die  der 
gröfseren  Kraft  Q  entgegengesetzt  wir- 
kende Kraft  P  subtractiv  in  Rechnung 
bringt. 

Nimmt  man  einen  Momentenpunkt  M 
zwischen  den  Kräften  P  und  Q,  so  hat 
man  aus  Gleichung  3 

MM'  •  R  =  MM'  •  Q  —  MM'  •  P 

Diese  von  Gleichung  4  subtrahirt  gibt 


oder 


(CM  -  M'M)>  R  =  (BM-M'M).Q-(AM- MM')-P 
CM'-R  =  BM''Q  +  AM''P 


Hier  erscheinen  die  Kräfte  Q  und  A 
additiv,  die  ihnen  entgegengesetzt  ge- 
richtete Kraft  P  subtractiv,  die  Abstände 
BM\  CM'  additiv,  der  ihnen  vom  Mo- 
mentenpunkt aus  entgegengesetzt  lie- 
gende Abstand  AM'  subtractiv  in  Rech- 
nung gebracht 

Ist  Q  <  P,  so  ist  R  =  P  -  Q.  Behält 
man  aber  die  Gleichung  R  =  Q  -  P  = 
-(P—Q),  so  gibt  das  subtractive  Vor- 
zeichen an,  dafs  die  Mittelkraft  in  die- 
sem Falle  der  zuerst  betrachteten  Kraft 
Q  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Nimmt 
man  nun  zuerst  den  Momentenpunkt  M 
aufserhalb  der  Richtung  aller  drei  Kräfte 


und  verlegt  ihn  dann  beliebig  innerhalb 
der  Richtungen ,  so  erhält  man  auf  die- 
selbe Art  wie  zuvor  die  Gleichheit  zwi- 
schen den  Momenten  der  drei  Kräfte,  in 
sofern  man  die  Vorzeichen  der  darin  vor- 
kommenden Gröfsen  wie  im  ersten  r« 
bestimmt.  In  allen  Fällen  also ,  wo  auch 
der  Momentenpnnkt  angenommen  werden 
mag,  hat  man  allgemein  die  beiden  Glei- 
chungen 

JtsP+0 
CM*  R  =  AM -P+BM.Q 

3.  Sind  mehrere  Kräfte  P,  P\  P" ;  • 
nach  einerlei  Seit«  gerichtet  und  sind 
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a,  a\  a" . . .  die  Abstände  ihrer  Richtun- 
gen ton  irgend  einem  Momentenpunkt 
M,  ist  R  die  Mittelkraft  sämrotlirher 
Kräfte,  r  ihr  Abstand  von  dem  Momen- 
tenpunkt, so  hat  man  allgemein 

x     Ä  =P  +  P'  +  P'-K.. 
rÄ  =  aP+a'P'  +  a'P"-f ... 

sofern  man  diejenigen  Abstände  subtrac- 
tiv  nimmt,  die  gegen  den  Abstand  a  auf 
entgegengesetzter  Seite  des  Momenten- 
pnnsts  liegen. 

Dann  ist  Ii'  die  Mittelkraft  ton  P  und 
P\  R"  die  Mittelkraft  Ton  R'  und  P"  u. 
s.  w.  und  sind  die  den  Mittelkräften  zu- 
gehörigen Abstände  r\  r" so  hat  man 
aas  1) 

Ä'  =  /'  +  P' 

Ä"=Ä'+  P'  =  P  +  P'  +  P' 
Ä'"  =  Ä"  +  P"'  =  P  +  P>  +  P"  +  P'" 
a.  s.  w. 

Ferner 

r>R,  =  aP+a'P' 

r"R"  =  r'R'  +  a"P"  =  aP  +  a'P'  +  a"P" 
U.  8.  W. 

4.  8ind  Ton  den  Kräften  P,  P\  P" . . . 
mehrere  t  entgegengesetzt  gerichtet,  so 
nimmt  man  zuerst  die  nach  einerlei  Seite 
und  dann  die  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  hin  gerichteten  Kräfte.  Ist  II'  die 
Mittelkraft  der  enteren,  r' deren  Abstand 
Tom  Momentenpunkt,  R"  and  r'  diesel- 
ben Gröfsen  für  die  entgegengesetzten 
Kräfte,  so  hat  man  für  das  ganze  System 
R  =  R'  +  R" 
tR  =  r'R'  +  r'R" 

38.  Zwei  gleiche  entgegenge- 
setzte parallele  Kräfte  bleiben 
in  ihrer  Wirkung  ungeändert,  wie 
ihre  Richtungen  in  der  Eltone  lie- 
gen mögen,  wofern  nur  der  Ab- 
stand derselben  von einander  an- 
geändert bleibt. 

Denn  es  sei  AB  der  Abstand  der  bei- 
den Kräfte  P  und  -  P.  Ist  C  die  Mitte 
Ton  AB,  und  man  nimmt 

1.  die  geänderte  Lage  des  Abstandes 
DE  durch  die  Mitte  C  von  AB,  so  ziehe 
dnrch  C  eine  beliebige  gerade  Linie  DE, 
mache  CD  =  CE  =  CA,  also  DE  =  AB. 
In  D  and  E  bringe  man  normal  auf  DE 
gerichtete  Kräfte  an,  die  alle  einander 
gleich  and  =P  sind,  and  je  zwei  und 
zwei  in  entgegengesetzten  Richtungen, 
auf  D  and  £  die  Kräfte  P  and  -  P  und 
die  Kräfte  —  P"  and  P",  so  werden  die 
Wirkungen  der  ursprünglichen  Kräfte  P 
and  -  P  nicht  geändert  Verlängert  man 
die  Kraftrichtungen  D{-  P")  und  £(-  P) 


bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkt  F,  so 
kann  man  beide  Kräfte  -  P  und  —  P" 


Pia  7c,o. 


mit  nngeänderten  Richtungen  in  F  wir- 
kend annehmen  (Satz  4),  wo  beide  zu 
einer  Mittelkraft  vereinigt  werden  kön- 
nen, die,  weil  P  =  P",  den  /DFB  hal- 
birt  (Satz  7);  d.  h.  die  nach  der  Linie 
CF  gerichtet  ist. 

Eben  so  geben  die  Kräfte  -f  P  und 
-f  P\  beide  mit  ungeänderten  Richtun- 
gen in  dem  Punkt  G  angebracht,  eine 
nach  CG  gerichtete  Mittelkraft,  die  mit 
CF  in  einerlei  gerade  Linie  fällt,  weil 
CF  den  /BCD  und  CG  den  /.ACE 
halbirt. 

Da  nun  tP=t/)I,i  so  sind  auch  beide 
Mittelkräfte  einander  gleich,  gerade  ent- 
gegengesetzt gerichtet,  mithin  heben  sie 
sich  einander  auf,  und  folglich  heben  sich 
einander  auf  oder  halten  einander  das 
Gleichgewicht  die  vier  Kräfte  P,  —  P,  P" 
and  —  P"  und  die  Wirkung  der  übrigen 
beiden  Kräfte  P'  und  —  P*  haben  mit  den 
ursprünglich  gegebenen  beiden  Kräften 
P  und  —  P  dieselbe  Wirkung. 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  man  den 
Abstand  AB  um  seineMitte  in  der 
Ebene  beliebigherum drehen  kann, 
ohne  dafs  die  Wirkung  derKräfte 
dadurch  geändert  wird. 

Man  kann  aber  auch  beiden  Kräften 
in  derselben  Ebene  eine  beliebige  Lage 
geben,  ohne  dafs  ihre  Wirkung  geändert 
wird,  wenn  nur  ihr  Abstand  dem  ersten 
Abstand  =  bleibt. 

Nimmt  man 

2.  den  neuen  Abstand  DE -\  Ali,  so 
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setze  auf  die  Endpunkte  D  und  E,  nor- 
mal DE  zwei  Paar  einander  entgegenge- 
setzte und  der  Kraft  P  gleiche  Kräfte 

Fig.  761. 


—  P\  P1  und  P1,  -  P",  so  werden  durch 
diese  neu  hinzugekommenen  Kräfte  die 
Wirkungen  der  ersten  Kräfte  nicht  ge- 
ändert. Nun  ziehe  die  beiden  Geraden 
AD  und  BE,  so  schneiden  sich  dieselben 
als  Diagonalen  eines  Parallelogramms  in 
ihrem  beiderseitigen  Halbirungspunkt  C. 
Die  beiden  gleichen  Kräfte  P  und  P"  in 
A  und  D  lassen  sich  also  zu  einer  durch 
C  gerichteten,  mit  /'  und  P"  parallelen 
Mittelkraft  =  2P  zusammensetzen.  Eben 
so  setzen  sich  die  beiden  Kräfte  — P  und 

—  P"  zu  einer  durch  C  mit  ihnen  4-  ge- 
richteten Mittelkraft  -  2P  zusammen. 

Aus  den  vier  zuletzt  betrachteten  Kräf- 
ten entstehen  also  zwei  gleiche  und  ge- 
rade entgegengesetzt  gerichteten  Kräfte 
2P  und  —  2P,  die  nun  mit  einander  im 
Gleichgewicht  sind  und  die  also  aus  dem 
System  hinweggenommen  werden  kön- 
nen, ohne  dafs  die  ursprünglich  gegebene 
Wirkung  gestört  wird.  Da  nun  bei  sol- 
cher llinwegnahme  die  beiden  Kräfte  F 
und  —  I"  übrig  bleiben ,  so  wirken  diese 
oben  so  wie  die  zuerst  gegebenen  Kräfte 
P  und  -  P,  womit  der  Satz  erwiesen  ist. 

Nimmt  man 

3.  eine  in  derselben  Ebene  mit  AB  be- 
findliche ihr  gleiche  Linie  D'E'  mit  den 
der  Kraft  P  gleichen  Kräften  P,  -  P„  so 
drehe  diese  Linie  um  deren  Mitte  F  in 
die  der  AB  parallele  Lage  DE,  so  ist 
nach  dem  ersten  Theil  des  Satzes  das 
an  DE  befindliche  Kräftepaar  mit  dem 
an  D'E  befindlichen  gleichgeltend;  die- 
ses aber  nach  dem  zweiten  Theil  gleich- 
geltend mit  dem  an  AB  befindlichen 
Kräftepaar,  folglich  das  Kräftepaar  an 
D'E'  gleichgeltend  mit  dem  an  AB  und 
somit  der  Satz  als  allgemein  gültig  er 
wiesen. 

39.  Zwei  Kräftepaare  in  einerlei 
Ebene  wirkend  sind  gleichgeltend, 


wenn  das  Product  aus  dem  Ab- 
stand des  einen  Paars  und  einem 
seiner  K  r  ä  f  t  e  dem  Product  dersel- 
ben Factoren  des  anderen  Paare» 
gleich  ist,  und  heido  Paare  nach 
derselben  Seite  hin  nach  Drehung, 
wirkon;  d.  h.  übereinstimmend  ge- 
richtet sind;  oder  diese  Producte, 
Momente  der  Paare  genannt,  wenn 
ihre  Momente  gleich  sind. 

Denn  es  sei  AB  (Fig.  762)  der  Abstand 
des  einen  Kräftepaars  P  und  -  P,  CD 
der  Abstand  des  anderen  Q  und  —  Q  und 
AB  xP=  CD  x  Q.  Bringt  man  an  die 
Kräfte  Q  und  -  Q  die  ihnen  gleichen 
Kräfte  Q'  und  -  Q'  entgegengesetzt,  so 
sind  diese  4  Kräfte  im  Gleichgewicht, 
und  es  bleibt  für  die  Wirkung  in  der 
Ebene  nur  das  Kräftepaar  P  und  —  P. 

Verlängert  man  nun  AB  bis  E,  so 
dafs  BE  =  CD,  so  kann  man  nach  No.  38,  3 
das  Paar  Q'  und  -  Q'  so  verlegen ,  dafs 
ihr  Abstand  BE  ist;  dann  sind  /'  und 
Q'  nach  einer  und  —  P  und  —  Q'  nach 
der  anderen  Seite  gerichtet.  Da  nun  (>'  = 
Q,  BE  =  CD,  und  AB  •  P=  CD  •  Q  -  BE  Q', 
so  geht  (nach  Satz  37)  die  Mittelkraft  Ton 
P  und  Q'  durch  B,  ist  +  P  und  Q'  und 
=  P-f  Q'.  Dieser  nun  wirken  gerade  entge- 
gengesetzt die  Kräfte  -P,-(J'=-  (P+ f/), 
folglich  sind  die  vier  Kräfte  P,  -  P,  Q', 
-  Q'  im  Gleichgewicht,  ändern  die  Wir- 
kung der  an  CD  befindlichen  Kräfte  <J 
und  -  Q  nicht,  und  folglich  ist  die  Wir- 
kung der  Kräfte  Pund  -  P  an  AB  -  der 
Wirkung  des  an  CD  zurückgebliebenen 
Kräftepaars  Q  und  -  Q. 


40.  Zwei  K  räftepaare  in  einerlei 
Ebene  sind  einem  Paare  gl e^i ab- 
geltend, dessen  Moment  die  al- 
gebraische Summe  der  Momente 
beider  ersten  Paare  ist,  wenn  man 
bei  gleichen  Richtungen  der  Kräfte 
die  Momente  additiv,  bei  entge- 
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gengesetzten  Richtungen  aberdas 
eine  Moment  sublractiv  in  Rech- 
nung bringt 

Es  seien  /'  und  -  P  an  AB  =  a  das 
eine  Paar,  Q  und  —  (>  an  CD-b  das 
andere  Paar;  alsdann  kann  man  nach 
dem  vorigen  Satz  statt  des  letzten  Paa- 
res ein  gleithgeltcndes  (/  und  —  Q\  un- 
ter dem  Abstand  Ali  —  a  anbringen,  wenn 
a-Q'  —  bQ,  und  das  neue  Paar  an  AB 
ist  mit  dem  Paar  P  und  —  P  in  densel- 
ben geraden  Linien  wirkend. 

Sind  diese  beide  Paare  gleich  gerichtet, 
so  vereinigen  sie  sich  zu  einem  Kräfte- 
paare R  und  -  Ä,  wo  R=P+Q';  sind 
dagegen  beide  Kräflepaare  entgegenge- 
setzt gerichtet,  so  entsteht  aus  ihnen  ein 
Kräftepaar  Ii  und  -  R ,  wo  R=  P-  Q' 
also  -R  =  -(P-Qf).  Man  bat  also  in 
beiden  Fällen  R  =  P±Q' 

oder  da  Q' =  —  Q;  R=  Pi  -  Q 
a  a 

oder     aR  =  aP±bQ. 

41.  Sind  mehrere  Kräftepaare  P—  P; 
P-  P ;  P'  —  P' ...  unter  den  Abständen 
a,  n\  a" ....  wirkend,  so  vereinigen  sich 
dieselben  zu  einem  Kräftepaar  R  -  R 
unter  dem  Abstand  6,  so  dafs 

bR  =  aP+a'P  +  a"P'  +  

Dann  ergibt  sich  aus  2  Paaren  P—  P 
und  P-P  das  Paar  R'  -  R'  unter  dem 
Abstand  b,  so  hat  man  bR'  =  aP+  a'P. 
Das  Paar  R' —  R'  vereinigt  sich  wieder 
mit  dem  Paar  P'  -  P'  zu  einem  Paar 
Ä"-  Ä"  unter  demselben  Abstand  *  und 
es  ist 

bR"  =  bR'  +  a"P'  =  «P  +  a'P  +  a"P' 
u.  s.  w. 

42.  Mehrere  in  einer  Ebene  wir- 
kende Kräfte  paare  halten  einan- 
der das  Gleichgewicht,  wenn  die 
algebraische  Summe  ihrer  Mo- 
mente =  0  ist. 

Denn  die  gegebenen  Kräftenaare  sind 
nach  dem  vorigen  Satz  einem  Kräftepaar 
gleichgeltend,  dessen  Moment  der  alge- 
braischen Summe  der  Momente  jener 
Paare  gleich  ist.  Ist  nun  diese  algebra- 
ische Summe  -=0,  so  ist  auch  das  Mo« 
ment  jenes  Mittelpaars  a  0,  und  da  des- 
sen Hebelsarm  =  6,  so  ist  Ä=0  und 
—  /{-o.  Oder  augenfällig  dargestellt : 
Wenn  simmtlicbe  unter  verschiedenen 
Abständen  gegebene  Kräftepaare  auf  den 
Abstand  b  reducirt  werden,  so  heben  sich 
in  jedem  der  beiden  Endpunkte  die  dort- 
hin reducirten  Kräfte  einander  auf,  indem 
in  jedem  Endpunkt  die  nach  einer  Rich- 
tung hinfallenden  Kräfte  den  ihnen  ge- 


rade entgegengesetzt  wirkenden  Kräften 

gleich  sind. 

43.  Mehre ro  in  einer  Ebene  +  ge- 
richteten Kräfte  sind  mit  einan- 
der im  Gleichgewicht,  wenn  die 
algebraische  Summe  derselben  so 
wie  die  algebraische  Summe  ihrer 
Momente  in  Beziehung  auf  irgend 
einen  in  der  Ebene  befindlichen 
Punkt,  jede  für  sich  =0  ist,  so- 
fern man  die  nach  entgegenge- 
setzten Seiten  gerichteten  Kräfte 
und  ihre  auf  entgegengesetzten 
Seiten  des  Moraentenpunkts  be- 
findlichen Abstände  mit  entge- 
gengesetzten Vorzeichen  in  Rech- 
nung bringt. 

Fig.  763  sind  die  vier  Kräfte  P;  P,; 
/', ;  P,  angenommen  und  der  Momenten- 
punkt M  zwischen  den  Kräften  P,  und 
P%.  Parallel  diesen  Kräften  denke  man 
sich  in  M  zwei  gleiche  entgegengesetzt 
wirkende  Kräfte  P  und  -P-P  und 


Fig.  763. 


—  P  angebracht,  so  bleibt  die  Wirkung 
der  gegebenen  Kräfto  dieselbe;  man  er- 
hält aber  ein  Kräftepaar  P  und  —  P  in 
.4  und  AT  unter  dem  Abstand  AM  =  a 
und  zugleich  in  '/  eine  mit  /'  gleiche 
und  gleich  gerichtete  Kraft  /''. 

Auf  eben  dieselbe  Art  lassen  sich  die 
Kräfte  P;  P,;  P,  . . .  in  gleiche  und  in 
M  gleich  gerichtete  Kräfte  P/;  P,';  P,'... 
und  in  Kräftepaare  P,  —  P/;  P,  -  P,'; 
P,  —  P,'  unter  den  Abständen  BM  =  a,\ 
CM-at  \  DM  =  at  verwandeln. 

Man  erhält  hierdurch  in  dem  Momen- 
tenpunkt M  die  gegebenen  Kräfte  unter 
den  gegebenen  Richtungen  in  einerlei 
grade  n  Linie  wirkend  vereinigt, und  außer- 
dem so  viele  Kräftepaare  als  gegebene 
Kräfto.  Diese  Kräftepaare  lassen  sich 
nun  nach  dem  vorigen  Satz  zu  einem 
einzigen  Kräftepaar  vereinigen ,  dessen 
Moment  dann  gleich  ist  der  algebraischen 
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Summe  der  Momente  sämmtlicher  con- 
struirten  Paare. 

Wäre  nun  die  Mittelkraft  und  das  zu- 
sammengesetzte Kräftepaar  wirklich  vor- 
handen, so  könnte  nach  Satz  35  kein 
Gleichgewicht  sein;  eben  so  wenig  kann 
Gleichgewicht  sein,  wenn  die  in  M  wir- 
kende Mittelkraft  allein  =  0  oder  das  zu- 
letzt erhaltene  Kräftepaar  allein  s  0  ist, 
weil  im  ersten  Fall  ein  Kräftepaar,  im 
zweiten  Fall  eine  Mittelkraft  existirt. 

Demnach  hat  man  als  Bedingung  des 
Gleichgewichts  für  parallel  in  einerlei 
Ebene  gerichtete  Kräfte. 

1.  Die  Kräfte  mit  nngeänderten 
Richtungen  auf  einen  Punkt  an- 
gebracht müssen  einander  aufhe- 
ben, d.  h.  die  algebraische  S u mme 
der  Kräfte  mufs  =0  sein. 

2.  DiedurchVerlegungderKräfte 
auf  einen  Punkt  entstehenden 
Kräftepaare  müssen  für  sich  im 
Gleichgewicht  sein,  d.  h.  die  al- 
gebraische Summe  ihrer  Momente 
mufs  =0  sein. 

Bringt  man  nun  sämmtliche  Kräfte- 

Saare  auf  den  Abstand  AM ,  so  haben 
ie  Paare  P  —  P  und  P,  —  P,  einerlei 
Richtung,  die  Paare  P,  —  P,  und  Pf  —  P, 
die  ihnen  entgegengesetzte  Richtung. 

Demnach  ist  das  Moment  des  aus  ihnen 
zusammengesetzten  Kräftepaars 
=  aP-a,P,-atP%  +  atPt 

Uebrigens  ersieht  man  aus  der  Figur, 
dafs  die  Richtungen  der  Kräfte  P,  und 
P(  den  Richtungen  der  Kräfte  P  und  P, 
entgegengesetzt  sind.  Eben  so  sind  die 
Abstände  a, ;  a,  den  Abständen  a  und 
a,  entgegengesetzt.  Die  Regel  heifst  nun, 
dafs  man  die  Momente  nach  den  Vor- 
schriften der  Bnchstabenrechnuug  bildet, 
indem  man  die  entgegengesetzt  liegenden 
Kräfte  und  Abstände  als  subtractiT  in 
Rechnung  bringt.  Verfährt  man  nach 
dieser  Regel,  so  hat  man  nicht  nöthig 
die  Kräftepaare  auf  einen  und  denselben 
Abstand  zu  reduciren.  Fig.  763  enthält 
alle  Fälle,  welche  in  Ilinsicht  auf  Lage 
von  Kräften  vorkommen  können,  und 
der  Satz  ist  also  allgemein  gültig  erwie- 
sen. 

44.  Beliebig  in  einer  Ebene  ge- 
richtete Kräfte  sind  mit  einander 
im  Gleichgewicht  1.  wenn  die 
Kräfte  auf  einen  Punkt  mit  un- 
veränderlichen Richtungen  ange- 
bracht, einander  das  Gleichge- 
wicht halten  und  2.  wenn  die  al- 
ebraische  Summe  der  Momente 
er  in  ihren  ursprünglichen  Rich- 


tungen befindlichen  Kräfte  in  Be- 
ziehung auf  einen  beliebigen  in 
derselben  Ebene  genommenen  Mo- 
mentenpunkt =  0  ist,  sofern  die 
entgegengesetzt  gerichteten  Kräf- 
te bei  derMomentenbildnng  entge- 
gengesetzt in  Rechnung  gebracht 
werden. 

Es  sei  Jf  der  Momentenpunkt  für  die 
Kraft  P;  P.\  P,  ...  unter  den  Abständen 
a;  a,  \  o,  ...  Zerlegt  man  nun  nach  dem 
vorigen  Satz  jede  der  Kräfte  in  eine  ihr 
gleiche  und  durch  den  Momentenpunkt 


Fig.  764. 


ihr  4-  gerichtete  Kraft  und  in  ein  Kräf- 
tepaar unter  dem  jeder  Kraft  zugehöri- 
gen Abstände  von  M,  so  erhält  man  die 
den  gegebenen  Kräften  gleiche  und  pa- 
rallel in  M  wirkende  Kräfte  and  die  Kräf- 
tepaare, deren  Momente  =  aP;  a,P,\  «,P, 
. . . .  sind. 

Sollen  also  die  Kräfte  P;  P,\  Pa  ... 
mit  einander  im  Gleichgewicht  sein,  so 
müssen 

1.  nach  Satz  15  die  auf  den  Punkt  M 
reducirten  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein; 
sie  dürfen  nämlich  keine  Mittelkraft  lie- 
fern ; 

2.  mufs  nach  Satz  43  die  algebraische 
Summe  ihrer  Momente  aP  +  a,P,  -f  a,P, 
.... si 0  sein. 

45.  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts zu  finden  für  Kräfte,  die  nach  be- 
liebigen Richtungen  in  einer  und  dersel- 
ben Ebene  sich  befinden. 

Zu  allgemeiner  Untersuchung  and  Auf- 
findung des  allgemeinen  Gesetzes  für  die 
Bedingung  sind  Fig.  765  vier  Kräfte  ge- 
nommen, welche  nach  Rieht  nagen  wir- 
ken, die  in  den  vier  verschiedenen  Qua- 
dranten belegen  sind.  Die  Angriffspunkte 
der  Kräfte  P;  P,j  P,;  P,  sind  mit  «; 
bezeichnet. 

.WA'.  MY  sind  zwei  anter  sich  normale 
Coordinatenaxen  and  deren  Durchschnitts- 
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teokräfte  nehmen ,  und  da  es 
gleichgültig  ist,  in  welchem 
Punkt  ihrer  Richtung  eine  Kraft 
angreift,  so  kann  man  den 
Angriffspunkt  jeder  einzelnen 
Seitenkraft  in  demjenigen  Punkt 
der  Axe  annehmen,  in  welchem 
die  Richtung  der  Seitenkraft 
dieselbe  schneidet. 

Für  die  ]  mit  M  X  gerichte- 
ten Seitenkräfte  Pcota;  P,ro$n, 
...  sind  dann  deren  Abstände 
von  M  die  Ordinaten  y;  y. 
für  die  mit  .>/  >  t  gerichteten 
Pcotß,  P,cotP,..,  sind  deren 
Abstände  ron  M  die  Abscissen 
*  

Folglich  sind  die  Momente 
der  ersten  dieser  Seitenkräfte 
y  Pco$  a  +  y,  P,  cot  n,  u.  s.  w. 
und  die  der  letzten  Seitenkräfte 
punkt  M  der  Anfangspunkt  der  Coordi-  xP  cot  ß  +  x,P,  cot  ß,  u.  s.  w. 
naten,  durch  welche  die  Lagen  der  An-  Sind  nun  Bj  ß  iUe  Winke]  und  be- 
griffsnunkte  mit  Hülfe  der  von  denselben  trachtet  man  die  Seite  nach  welcher  die 
auf  MX  gefällten  Lothe  mA  =  y ;  m,A,  Seitenkraft  Pco»  «  in  Beziehung  auf  den 
=  y.  u.  s.  w.  und  der  Abscissen  MA  -  x;  py^j  M  gericotet  jst  (jn  der  Figur  die 
MA,  =  x,  u.  s.  w.  bettimmt  werden.  Drehung  um  M  von  links  nach  rechts 
Um  die  Lagen  der  Kräfte  zu  bestim-  oberhalb  1/  oder  von  Y  rechts  nach  X 
men,  ziehe  man  aus  jedem  der  Angriffs-  bin)  als  positiv,  so  ist  die  Richtung  der 
punkte  Parallelen  mit  MX  und  .W)  und  Kraft  Pcotß  der  ersteren  entgegenge- 
bezeichne  die  Winkel  zwischen  den  Kraft-  setzt,  also  negativ;  nämlich  von  A  aus 
richtungen  und  den  ersten  dieser  Paral-  links  über  M  oder  von  X  links  nach  Y 
lelen  mit  «;  «,;  nt  .  .  und  die  zwi-  hin.  Demnach  ist  die  algebraische  Summe 
sehen  den  Kraftrichtungen  und  den  zwei-  der  Momente  dieser  beiden  Kräfte 
ten  Parallelen  mit  fl;  ß.;  fl,]  ßt  =  yP cot  a  -  xPcot  ß 

sämmtliche  Winkel  bis  180°  gemessen.        i„  der  Figur  ist  a,  stumpf,  ß,  spiU. 

Zerlegt  man  nun  jede  Kraft  I  mit  den  Demnach  ist  die  Kraft  P,  cot  a,  der  Kraft 
Coordinatenaxen ,  so  erhält  man  I  mit  Pcot «  entgegengesetzt,  folglich  mufs  das 
der  Axe  der  X  die  Seitenkräfte  Pcot  a;  Moment  y,  P.  cot  n,  subtractiv  in  Rech- 
P.cotn,  u.  s.  w.  und  +  mit  der  Axe  der  nung  kommen.  Dieses  subtractive  Vor- 
F  die  Seitenkräfte  P  cot  ß;  P.cotß,  u.  zeichen  ergibt  sich  aber  schon  von  selbst 
s.  w. ,  und  je  nachdem  diese  Ausdrücke  für  einen  stumpfen  Winkel;  das  Moment 

Sositiv  oder  negativ  sind ,  haben  diese  der  Kraft  P,  cot  fl,  ist  wie  das  von  Pcotß 
eitenkräfte  die  Richtung  nach  den  Axen  subtractiv,  mithin  hat  man  die  algebra 
oder  deren  Verlängerungen.  ische  Summe  der  Momente  der  bis  jetzt 

Bringt  man  nun  diese  Seitenkräfte  mit  betrachteten  vier  Kräfte 
ungeänderten  Richtungen  auf  den  Punkt  =yPcotn-xPcotfl  +  y,P,cot(t-x,P,cotß, 
M,  so  erhält  man  zwei  Systeme  von  Kräf-  Man  ersieht,  dafs  Ptco»at  der  Kraft 
ten,  deren  iedes  nach  einer  der  Axen  P  cot  a  entgegen  wirkt,  aber  o,  ist  stumpf 
oder  nach  deren  rückwärtiger  Verlange-  und  cot  nt  an  sich  negativ.  Ptcotat 
rnng  gerichtet  ist.  Nun  findet  aber  für  wirkt  wieder  mit  der  Kraft  Pcot  a  über- 
diese  neiden  Systeme  nur  Gleichgewicht  einstimmend,  aber  rrs  ist  auch  spitz  und 
statt,  wenn  es  in  jedem  von  beiden  für  demnach  ron  rr,  positiv.  Man  hat  dem- 
sich  statt  findet;  folglich  ist  die  erste  nach  für  alle  Lagen  der  Kräfte  P;  P,\ P, ... 
Bedingung  des  Gleichgewicht«  die  Seitenkräfte  Pcota;  P,  cot  a, ....  po- 

I.  Pcot  «  +  P,  cot  n,  +  —  =  0  sitiv  zu  nehmen. 

II  Pcot  ß+  P,  cotfl,  -f  ....  =  0  Desgleichen  ersieht  man,  dafs  die  Sei- 

Um  die  dritte  Bedingung  des  Gleich-  tenkraft  Ptcotßf  der  Kraft  Pcotß  ent- 
gewichts,  nämlich  die  Momentengleichung  gegen  wirkt,  es  ist  aber  auch  ß  spitz  und 
zu  erhalten,  kann  man  statt  der  gegebe-  fl,  stumpf;  das  Entgegengesetzte  wird 
nen  Kräfte  deren  so  eben  gefundene  Sei-  also  durch  die  beiden  Cosinussen  zukom- 
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menden  entgegengesetztenVorzeichen  aus-  die  Seitenkräfte  Pcosß;  P.cosß,  u.  s.w. 
gedrückt.  Dasselbe  findet  mit  der  Kraft  subtractiv  in  Rechnung  zu  bringen.  Die 
P.cosßt  statt.  Demnach  hat  man  für  allgemeine  dritte  Bedingungsgleichung  für 
alle  Lagen  der  Kräfte  P;  /', ;       u.  s.  w.  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  ist  demnach 


III   P  (y  cos  ff  —  x  cos  ff)  -f  /',  (y,  cos  a,  -  x,  cos  ß,)  +  =  0 


An  merk.  Bei  Aufstellung  der  Mo- 
mentengleichungen sind  sowonl  die  Ab- 
scissen  als  die  Ordinaten  auf  einerlei 
Seite  der  Coordinatenaxen  genommen. 
Liegt  eine  Ordinate  auf  der  entgegenge- 
setzten Seite  derAxe,  während  die  Kraft 
dieselbe  Richtung  behält,  so  erhält  das 
Moment  dieser  Kraft  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen,  weil  die  Kraft  die  entgegen- 
gesetzte Wirkung  tbut,  indem  sie  in  Be- 
ziehung auf  den  Momontenpunkt  die  ent- 
gegengesetzte Drehung  verursacht. 

46.  Die  in  der  Momentengleichung  III. 
des  vorigen  Satzes  vorkommenden  bino- 
mischen Factoren  sind  die  Abstände  der 
ihnen  zugehörigen  Kraftrichtungen  vom 
Momentenpunkt  Jf ,  welche  in  Satz  44, 
Fig.  764,  mit  a;  a,;  a,  bezeichnet  sind 
und  zugleich  bestimmt  der  Vorzeichen 

Fig.  766. 


Theil  der  Figur  766,  der  sich  auf  die  eine 
Kraft  /'  bezieht,  so  ist 

A m  cos  ^mAb  =  y  cos  <t  —  Ab 
AM  cot  Z.  HM  =  x  cos  ß-  Ac 

Mithin  y  cos  n  —  x  cos  ß  =  Ab  —  Ac  -  bc 
s  Md  =  dem  Abstände  der  Kraft  P  von 
dem  Momentenpnnkt  Jf. 

2.  Liegt  V  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  der  Richtung  von  P,  z.  B.  in  ♦/ 
und  ist  M'i"  die  Ordinatenaxe,  so  bleibt 
Ab  =  y  cos  et. 

Nun  ist  aber  AM'  =  *' 

und  AM' cos  A  AM' e  =  AM' cos  ß  =  M'e 

folglich  y  cos  u  —  x'cosß  =  Ab  -  M'e—-  M'f 

Es  hat  aber  die  Kraft  /'  gegen  den 
Momentenpunkt  M'  ^as  Bestreben  zur 
entgegengesetzten  Drehung  im  Vergleich 

Segen  den  Punkt  M  und  demnach  niufs 
as  Moment  M'e  x  /'  seihst  negativ  in 
Rechnung  kommen,  folglich  bestimmt  das 
subtractive  Vorzeichen  des  Abstände*, 
nach  den  Regeln  der  Buchstabenrechnnng 
angewendet,  das  erforderliche  Vorzeichen 
des  Moments. 

3.  Sind  beide  Winkel  <<  und  ß  stumpf 
(Fig.  765  bei  /',),  so  bleiben  die  Abstände 
der  Kraft  von  den  Punkten  M  oder  M' 
dieselben,  allein  die  Richtung  der  Kraft 
Pt  ist  der  der  Kraft  P  entgegengesetzt, 
folglich  sind  auch  beide  Bestrebungen 
zur  Drehung  nm  diese  Momentenpunkte 
einander  einzeln  entgegengesetzt  Dem- 
nach wird  für  Pt  der  Abstand  Md  nega- 

jedes  der  Factoren  die  Richtung  der  Kraft  üv>  der  Abstand  M'e  positiv, 
in  Beziehung  auf  den  Momentenpunkt.        Dies  ergiebt  sich  auch  aus  den  so  eben 
Um  dies  nachzuweisen,  sei  Fig.  766  der  synthetisch  gefundenen  Formeln  (So.  2) 

P(y  cos  a  -  x  cos  ß)  und  -  P(y  cos  «  -  x  cos  ß) 

^  Denn  setzt  man  statt  «  und  ß  deren  gengesetzten  Vorzeichen  und  man  hat 
Supplemente,  so  erhält  man  die  entge-  die  Momente  von  Pt 

—  P,(y  cos  n  —  xeos  ß)  und  Pt  (y  cos  a  —  x' cos  ß) 
4.  Ist  n  stumpf,  ß  spitz  (Fig.  765  bei  /',)  so  ist  der  Abstand  der  Kraft  vom 
Momentenpunkt  M  nämlich  Md-  Ab  +  Ac 

Nun  ist   Ab  =  Am  •  cos  ,/mAb  —  Am  •  cos  (180°  —  ✓  mAc) 
-y  cos  (180°-  n) 

Ac  -  AM  cos  £  MAc  —  x  cos  ß 
Mithin    Md  -  y  cos  (180°  -  n)  +  x  cos  ß 


M 

'  M  /A 


Google 
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Fig.  767.  Demnach  ist  M'f  =  -  x'  cot  ß  +  y  cot  n 

und  auch  hier  also  der  Abstand  der  Kraft 
von  dem  Momentenpuukt  in  der  allge- 
mein gültigen  Formel  ausgedruckt. 

6.  Ist  endlich  die  Kraft  der  Kraft  P, 
Fig.  767  gerade  entgegengesetzt  gerichtet, 
(Fig.  763  hei  /»,)  so  bleiben  die  Abstände 
derselben  von  den  Punkten  M  und  M* 
dieselben,  allein  da  die  Richtung  der 
Kraft  P,  der  der  Kraft  P,  entgegenge- 
setzt ist,  beide  Kräfte  also  auch  in  Be- 
ziehung auf  Bestrebung  zur  Drehung  um 
die  Momentenpunkte  entgegengesetzt  siud, 
so  wird  der  Abstand  von  P,  der  entge- 
gengesetzte von  P,  mithin  =  —  (y  cot  u 

....,.«.„.,  .  -fcotß)  und  da  P,  mit  P,  entgegen- 

Aber  die  Kraft  P,  >st  in  Beziehung  auf  gesetzt  idt)  s0  hat  man  dag  MoIueJtb 

den  Punkt  M  gegen  die  Kraft  P  entge-  „ 

gengesetzt  gerichtet,  mithin  mufs  der  Ab-  t^ycom-x  cot  ß) 

stand  MD  entgegengesetzt   genommen  *10_  j»  al,e"  vorangegangenen  Lagen  der 

werden  und  es  ist  Kräfte. 

Mils—  y  cot  (180°  —  n)  -x  cot  ß  47;  Es  sind  Kräfte,  deren  Richtungen 

=  y  cot  n  -  x  cot  ß  a'le  in.  einerlei  Ebene  liegen,  ihrer  Grüfse 

welcher  letztere  Ausdruck  der  allgemein  Uü(l  Richtung  nach  und  deren  AngriftV 

gültige  ist.  punkte  gegeben,  es  soll  deren  Mittelkraft 

5.  Ist  M'  der  Momentenpunkt,  so  ist  J£h  Grofse  und  Achtung  bestimmt  wer- 


die  Kraft  P'  in  ihrer  Wirkung  gegen  den 
Punkt  M  entgegengesetzt.  Deren  Ab- 
stand ist  M'f. 

Nun  ist  Mf=M'e  -  Ab, 

Es  ist 

M'e=  A  M'  cot  zAM'e 
-  AM'  cot  ß  -  x'  cot  ß 

Nun  ist  die  Abscisse  AM'  =  x'  in  Be- 


Mit  Beibehaltung  der  Bezeichnung  im 
vorigen  Satz  sei  R  die  Mittelkraft,  (*  und 
l>'  seien  die  Winkel  ihrer  Richtung  mit 
den  Coonlinatenaxen  der  X  und  der  F, 
x'  und  y'  seien  die  Cnonlinaten  irgend 
eines  Punkts  ihrer  Richtnng.  Da  die  ge- 
gebenen Kräfte  zusammen  wie  ihre  Mit- 
telkraft wirken,  so  wird  eine  der  Mittel- 


ziebung  auf  den  Momentenpunkt  1/'  ge-  kraft  gleiche  und  ihr  gerade  entgegenge- 

feu  die  Abscisse  x  in  Beziehung  auf  den  setzt  wirkende  Kraft  jenen  Kräften  (las 
unkt  M  entgegengesetzt  gerichtet,  mit-  Gleichgewicht  halten.  Die  Richtungs- 
hin hat  man  x  subtractiv  in  Rechnung  winket  dieser  Kraft  mit  den  Coordinaten- 
zu  bringeu  und  es  ist  axen  sind  dann  180°  -o  und  180°— p'. 

M'e  =  -x'cotß  Man  hat  demnach  aus  dem  vorigen  Satz 

Ab  bleibt  y  cot  (180°  —  «)  =  -  y  cot «  die  drei  Bedingungen  des  Gleichgewichts 


1.  R  cot  (180°  -  (0  +  Pcota+  P,cota,+  P,  cotat  +...=  0 

2.  R  cot  (1 80°  —  (/)  -f-  P  cot  ß  -f-  P,cotß,+  Pf  cotßt  +...  =  0 

3.  Ä  (y'  cot  ( 1 80°  -  (»)  -  x'  cot  (1 80°  -  p1)]  f  P  (y  cot  a  -  x  cot  ß) 

+  P,  (y,  rot  rr,  -  x,  cot  8.)  + 

Oder: 

1 .  —  R  cot  o  -}-  P  cot  «  -f  P,  cos  a,  +  . . .  =  0 

2.  -  R  cot  q'  +  Prot  ß  +  P,  cot  ß.  +  . . .  =  0 

3.  R  (    y'  cot  (i  +  x'  cot  (/)  +  P  (y  cot  a  —  x  cot  ß)  +  . . .  =  0 


=  0 


Setzt  man 

P  cot  a  -f  P,  cot  n,  -f  ...  =  X 

Pcotß+  P,cot  /*,  +  ...=  Y 

P(y  cot  a  -  x  cot  ß)  +  M 

So  hat  man  aus  den  letzten  drei  Glei 
chungen 


4.  R  cot  q  =  X 

5.  R  cot ,/  =  Y 

6.  /{  (y'  cot  q  —  x'  cot  q1)  —  M 

oder  wenn  man  in  die  letzte  Gleichnng 
für  Rcotn  und  R  cot  q'  die  Werthe  X 
und  Y  aus  den  beiden  vorherstehenden 
Gleichungen  4,  5  setzt 
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7.  Xy'  -  Yx'  —  M  Y  verschiedene  oder  gleiche  Voneichen 
Qnadrirt  man  die  Gleichungen  4  und  haben. 

5  und  addirt,  so  erhält  man,  weil  für  den  Durchschnittspunkt  zwischen 

c0!l  2p  i  COjl  i„*  _  j  jst  der  Mittelkraft  und  der  Axe  der  Y  ist 

»i     in  vi  *'  =  0,  folglich  ist  aus  Gleichung  7: 

K  ~  A  +  r  AI 

woraus    *T  = oder 

8.  R  =  j/A*  +  P  In  diesem  Abstände  vom  Anfangspunkt 

XX  der  Coordinaten  liegt  also  der  Durch- 

9.  cot  p  _  —  _  — schnittspunkt   der  Mittelkraft   mit  der 

I  *  *  I  Axe  der  K  oder  in  deren  Verlängerung, 

10  co*  '  =  —  =  -   Je  nachdem  M  oder  X  gleiche  oder  uo- 

R  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Die  Gleichung  7  ist  in  Beziehung  anf  Die  Lage  der  Mittelkraft  aus  den  letz- 

die  Coordinaten  x'  und  y'  unbestimmt,  te"  Bestimmungen  ist  unabhängig  von 

weil  sie  die  Lage  eines  beliebigen  Punkts  den  Winkeln  (,  und  p  .     Soll  dagegen 

der  Mittelkraftsrichtung  angibt.    Nimmt  d,e  Seite  bestimmt  werden ,  nach  welcher 

man  für  *'  einen  bestimmten  Werth,  so  »»  dieser  Richtung  die  Mittelkraft  wirkt, 

erhält  man  den  zugehörigen  Werth  ton  80  sind  die  Winkel  <>  und  (. ,  also  auch 

y'  für  den  zu  *'  gehörigen  Punkt  in  der  d,e  Ausdrucke  für  com,,  und  co,  »  ans 

Richtung  der  Mittelkraft.  0L  9  und  10  erforderlich. 

Die  Lage  der  Mittelkraft  ist  ferner  be-  J8-  .Die  Bedingung,  unter  welcher  «irk- 
stimmt, wenn  man  die  Punkte  kennt,  in  ,lch  c,ne  Mittelkraft  statt  findet,  ist  dar* 
welchen  sie  die  Coordinatenaxen  schnei-  in  Gleichung  7  nicht  X  und  Y  zugleich 
tlet.  0  sind.    Sind  aber  X  und  Y  beide  =  0 

r>-     i      t\     l   t  -it.       ui.      .  i      und  auch  ;l/  =  0,  so  ist  Gleichgewicht 
Für  den  Durchschmttspunkt  zwischen       .     ,  .     »  .  /  •  v     v    n    A  „um 
der  Mittelkraft  und  der  Axe  der  X  ist  ™Aanden.    **  bei  A  =  7  =  0,  M  nicht 

y'  =  0,  folglich  hat  man  aus  Gleichung  7 ,  =  °;  80  exlstlrt  e,n  ,.    „  „ 

Im  in  einem  speciellen  > all  dies  Kraf- 

-  Yx'  =  Af  oder  *'  =  —  ~-  tepaar  zu  finden  hat  man  A'  =  Y  =  0  also 

*  auch  Ä  =  0;  es  existirt  keine  Mittelkraft 

Der  Durchschnittspunkt  mit  der  Axe  Demnach  findet  man  aus  Gleichung  I 

der  A  liegt  also  in  diesem  Abstände  vom  und  2,  wenn  man  das  Positive  mit  dem 

Anfangspunkt  der  Coordinaten  entweder  ihm  gleichen  Negativen  zusammen  stellt; 

in  der  Axe  selbst  oder  in  deren  rückwär-  die  beiden  +  der  Axe  der  A  wirkendeu 

tigen  Verlängerung,  je  nachdem  M  und  Kräfte  aus  Gl.  1 

Pcot  a  -f  P,  cot  tt,  +  Pt  cot  «,  +  . ..  =  0  =  Q  -  Q 
Die  beiden  der  Axe  der  )   t  wirkenden  Kräfte  aus  Gleichung  2 
Pcotß  +  P,co»ß,  +  P1coißi  +  .  .  =  0=  V -  V 


Diese  beiden  Kräfte  zusammen  gesetzt 

ergehen  ±  R  =  ±  \  V  als  eine  ganz 
bestimmte  Gröfse. 

Da  nun  R  =  0  ist,  so  ist  das  erste  Glied 
in  Gleichung  3  ebenfalls  =  0  und  man 
erhält  in  der  Summe  der  übrigen  Glie- 
der das  Moment  des  Kräftepaars  =  ftt, 
woraus  der  Abstand  des  Kräftepaars 

+ wp+H-vy+T*"  l~M— 

IV.  Statik  des  materiellen  Körpers. 

49.  Die  Wirkung  eines  Kräfte- 
paars bleibt  ungeändert,  wenn 
man  dasselbe  in  eine  Ebene  ver- 
legt, die  mit  der  Ebene,  in  der  es 
thatig  ist,  +  läuft  uud  wenn  beide 


ibenen  fest  mit  einander  verhun 
en  sind. 


Fig.  7C8. 


FG  und  HJ  seien  die  beiden  paralle- 


f  Googl 
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len  and  fest  verbundenen  Ebenen.  In 
FG  wirke  das  Kräftepaar  P-P  unter 
dem  Abstand  AB;  in  IM  sei  DE  -  und 
i  AB.  Auf  den  Punkt  D  versetze  die 
beiden  Kräfte  P  und  —  P*.  auf  den  Punkt 
£  die  Kräfte  P'  und  -  P,  die  alle  un- 
ter sich  und  mit  P  gleich  sind,  säramt- 
lieh  normal  DI'.,  also  I  unter  einander, 
so  besteht  noch  die  Wirkung  von  P-P 
ungeändert. 

Ziehe  AE  und  BD,  so  halbiren  sich 
diese  beiden  Linien  gegenseitig  in  C, 
folglich  setzen  sich  die  beiden  Kräfte  /' 
in  A  und  P"  in  E  zu  einer  Mittelkraft 
P+  P'  in  C  £  mit  P  und  P"  zusammen. 
Eben  so  geben  die  beiden  Kräfte  —  P 
und  —  P"  eine  in  C  mit  ihnen  +  gerich- 
tete Mittelkraft  -  (P  +  P").  Nun  sind 
die  Mittelkräfte  P  +  P"  und  -{Pf  P") 

Serade  entgegengesetzt  gerichtet,  einan- 
er  gleich,  sie  heben  sich  auf,  und  man 
kann  sie,  ohne  eine  Aenderung  der  ur- 
sprünglichen Wirkung  hervorzubringen, 
aus  dem  System  entfernen.  Alsdann  aber 
bleiben  nur  die  Kräfte  P  an  D  und  —  P' 
an  E  übrig  und  folglich  sind  P—  P  an 
DE  mit  P-P  an  AB  gleichgeltend. 

50.  Mehrere  Kräftepaare,  die  in  ver- 
schiedenen unter  einander  parallelen  und 
fest  verbundenen  Ebenen  wirken,  können 
also  zu  einem  Mittelpaar  zusammenge- 
setzt werden,  indem  man  sie  alle  in  eine 
Ebene  und  dort  unter  denselben  Abstand 
verlegt,  wie  No.  41  dazu  Anweisung  gibt. 
Beliebig  viele  Kräftepaare  in  verschie- 
denen parallelen  Ebenen  halten  einander 
das  Gleichgewicht,  wenn  sie  kein  Mit- 
telpaar liefern. 

51.  Wenn  zwei  Ebenen  AD,  AE, 
von  welchen  jede  ein  Kräftepaar 
enthält,  sich  schneiden,  und  man 
nimmt  auf  den  Schenkeln  BD,  BE 
eines  beliebigen  Neigungswin- 
kels der  E"benen  Stücke  HF.  BG, 
die  sich  wie  die  Momente  der  K  räf- 
tepaare  verhalten,  vollendet  das 
Parallelogramm  BFHG  zu  diesen 
Stücken,  zieht  die  Diagonale  Bll 
durch  die  Spitze  des  Neigungs- 
winkels, so  ist  die  durch  AB  und 
BH  gelegte  Ebene  die  Ebene  des 
Mittelpaares,  und  dessen  Moment 
verhält  sich  zu  den  Momenten  der 
Seitenpaare  wie  die  Diagonal e  BH 
tu  den  Seiten  BF  und  BG  des  Pa- 
rallelogramms. 

Es  seien  P—  P  und  Q  -  Q  unter  den 
Abständen  n  und  b  die  in  den  Ebenen 
AD  und  AE  wirkenden  Kräftepaare.  Man 
verwandle  das  zweite  Paar  in  ein  gleich- 
geltendes, dessen  Kräfte  P  —  P,  jede  -  P 


•ind,  deren  Abstand  sei  a't  also  a'P  =  bQ. 
Nimm  nun  BF  -  a,  BG  =  a'  und  verlege 


Fig.  769. 


beide  Kräftepaare  auf  BF  und  BG  (s. 
Satz  38)  nach  den  in  der  Figur  angege- 
benen Richtungen,  vollende  das  Paralle- 
logramm BFGH. 

Die  durch  die  Kraftrichtung  GP1  und 
die  Seite  Gll  zu  denkende  Ebene  ist  + 
der  Ebene  AD.  man  kann  also  das  Kräf- 
tepaar P—  P  aus  FB  in  Gll  verleben. 
Alsdann  wirken  in  G  zwei  gleiche  Kräfte 
P  —  P  einander  gerade  entgegen ,  heben 
einander  auf  und  es  verbleibt  nur  die 
Kraft  P  in  //  und  die  Kraft  -  P  in  B 
wirkend,  also  ein  Kräftepaar  P—  P  in 
dem  Abstand  BH,  welches  den  beiden 
Kräftepaaren  P  -  P  in  BF  und  P  -  P  in 
BG  wirkend  zusammengenommen  gleich- 
geltend  ist. 

P-  P  in  /.'//  ist  also  das  Mittelpaar 
zwischen  P—  P  in  dem  Abstand  BF  =n 
+  P-P  in  dem  Abstand  BG  =  a'.  Es 
sind  also 

BH  -  P,  BF-P  und  (BCP=  bQ)  die 
drei  Momente,  der  Mittelkraft  und  der 
beiden  Seitenkräfte  und  sie  verhalten  sich 
zu  einander  wie  BH :  BF:  BG  = 

Zwei  sich  schneidende  Ebenen  haben 
zwei  Neigungswinkel,  die  sich  zu  180° 
ergänzen.  Aus  dem  vorstehenden  Satz 
mit  Fig.  769  geht  hervor,  da(s  die  Con- 
struetion  innerhalb  desjenigen  Neigungs- 
winkels vorgenommen  werden  mufs,  bei 
welchem,  wenn  er  mit  allmählicher  Ver- 
minderung auf  0  gebracht  wird,  so  dafs 
BE  mit  BD  zusammen  fällt,  beide  Kräf- 
tepaare in  Beziehung  auf  den  ihnen  ge- 
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meinschaftlichen  Punkt/? einerlei  Rich- 
tung haben.  Wäre  also  die  in  (»  fal- 
lende Kraft  des  Kräftepaars  f  —  V  senk- 
recht abwärts  gerichtet,  =  —  F,  so  würde 
die  Construction  in  dem  Nebenwinkel  des 
Winkels  DHE  ausgeführt  werden  müssen. 

52.  Es  lassen  sich,  Satz  51  zufolge, 
Rräftepaare  eben  so  zusammensetzen,  wio 
einfache  Kräfte,  und  man  erhält  für  die 
Paare  dieselbe  Gleichung,  welche  für  die 
einfachen  Kräfte  gefunden  worden,  wo- 
fern man  für  die  einfachen  Kräfte  die 
Momente  der  Paare  und  für  die  Richtungs- 
winkel der  einfachen  Kräfte  die  Neigungs- 
winkel der  den  Kräftcpnarcn  zugehörigen 
Ebenen  setzt. 

Rezeichnet  man  daher  FBB  mit  #», 
Z  dBH  mit  ß,  Z.FBG  mit  y,  die  Momente 
der  Kräfte  P,  (»,  R  mit  «/',  bQ,  c«,  so 
bat  man 

aP:  IQ  :  cR  =  «in  ß  :  «in  rr :  «in  y 

Also  hat  man  auch 

aP  «in  a  =  bQ  «in  ß 

aP  sin  y  =  cR  sin  ß 

bQ  »iny  —  cR  «in  « 

c*Ä3  =  a'i*  +  4Jp5  +  Iah  PQ  co»  y 

53.  Die  Bedingungen  für  das  Gleich- 
gewicht Ton  Kräften  zu  bestimmen,  die 
auf  ein  System  fest  mit  einander  ver- 
bundener materieller  Punkte  nach  belie- 
bigen Richtungen  im  Raum  wirken. 

1.  Um  die  Lage  der  Angriffspunkte  zu 
bestimmen,  auf  welche  die  Kräfte  wirken 
nehme  man  drei  unter  sich  normale 
Ebenen  (Coordinatenebenen)und  bestimme 
Ton  jedem  angegriffenen  Punkt  den  Ab- 
stand ron  jeder  dieser  drei  Ebenen,  in- 
dem man  zugleich  die  Lage  der  Ab- 
stände zu  beiden  Seiten  jeder  Ebene  durch 
positive  und  negative  Vorzeichen  unter- 
scheidet. 

Um  die  Richtungen  der  Kräfte  zu  be- 
stimmen, ziehe  man  durch  ihre  Angriffs- 
punkte Parallelen  zu  den  drei  Durch- 
schnittslinien der  Coordinatenebenen  (zu 
den  Coordinatenaxen)  und  zwar  nach  den 
Richtungen,  nach  welchen  die  Axen  von 
ihrem  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 

Eunkt  (dem  Anfangspunkt  der  Coordina- 
>n)  auf  der  positiven  Seite  der 
Coordinatenebenen  hin  liegen  und 
bezeichne  nun  die  Winkel,  welche  die 
Richtuug  jeder  Kraft  mit  der  durch  ihren 
Augriffspunkt  mit  jeder  der  Parallelen 
macht,  indem  mau  die  Winkel  von  0  bis 
180°  zählt. 

2.  Es  seien  hiernach  A X,  AY,  AT,  die 
Coordinatenaxen;  m,  «•',  m"  u.  s.  w.  die 
Angriffspunkte  der  Kräfte  P;  P,;  /*,..; 


die  Abstände  dieser  Punkte  von  den  drei 
Coordinatenebenen  seien  gleich  mit  den 
Axen  bezeichnet,  mit  denen  sie  +  lau- 
fen: Für  den  Punkt  >n  mit  st,  y,  *;  für 
mf  mit  j\;  y,',  *,  u.  s.  w.  Die  Winkel 
der  Kräfterichtungen  mit  den  Parallelen 
zur  Axe  X  seien  «;       n....  zu  der  Axe 

y~ß;  ß>  ßt-"  un(l  IU  "er  Axe  z  =  )"' 

y, ;  yt  u.  s  w. 

Nun  zerlege  man  nach  No.  44  jede 
Kraft  in  eine  durch  den  Anfangspunkt 
A  gehende,  ihr  gleiche  und  gleichgerich- 
tete Kraft  nnd  in  ein  Kräftepaar,  indem 
man  in  A  +  mit  P  zwei  ihr  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kräfte  anbringt.  Als- 
dann wird  das  Gleichgewicht  nur  beste- 
hen, wenn  es  sowohl  für  die  anf  A  ue- 
brachten  und  den  gegebenen  Kräften 
gleich  gerichteten  und  gleichen  Kräfte 
als  auch  für  das  System  der  Kräftepaare 
bei  jedem  System  für  sich  besteht 

Denn  bestände  das  Gleichgewicht  nicht 
für  das  erste  System,  so  würde  sich  aus 
demselben  eine  Mittelkraft  ergeben,  die 
für  den  Fall,  dals  das  zweite  System  ein 


Fig.  770. 


Mittelpaar  ergibt  nach  Satz  35  mit  dem- 
selben kein  Gleichgewicht  halten  kann. 

3.  Um  nun  diese  Bedingung  durch  die 
gegebenen  Gröfsen  auszudrücken,  zerlege 
jede  Kraft  t  iu  den  Coordinatenaxen  in 
drei  Seitenkrifte.  Dann  sind  die  $  mit 
AX  gerichteten  =  /'  ro«  a ;  P,  co»  a, ; 
Pt  co»  <r,  u.  s.  w.  Die  +  mit  AY  -  Pcotß-, 
P,co»ß,\  Ptco»ßt  u  s.  w.  Die  +  mit 
AZ  =  Pco»  y;  P,  co»  y,\  Pt  co»  y%  u.  S.  W. 

Jede  dieser  Seitenkräfte  zerlege  man 
wieder  in  eine  durch  A  +  gerichtete 
gleiche  Kraft  und  in  das  zugehörige  Krif- 
tepaar,  so  erhält  man  an  dem  Punkt  A 
drei  Systeme  von  Kräften,  die  nach  den 
drei  Axen  gerichtet  sind,  die  im  Gleicb- 


Google 


Kräfte  im  Gleichgewicht.       81       Kräfte  im  Gleichgewicht 


gewicht  Min  müssen,  so  da  fr  also  jedes 
einzelne  System  für  sich  im  Gleichge- 
wicht ist.    Aus  dieser  Bedingung  ent- 
stehen also  folgende  drei  Gleichungen: 
1.  Pcot  « -f  P,  cot  o,-f  P,  cot -f- . . .  =  0 

II.  Pcotß  +  P,CO*ß,  +  P%C09ßt+...  =  0 
III.  Pco#y+  P,coty,+  P, co*y,  + .  .  =  0 

4.  Ferner  zerlege  man  jedes  Kräftepaar 
in  2  Seitenpaare,  die  in  den  Coordinaten- 
ebenen  liegen,  mit  welchen  die  Richtun- 
gen der  Kräfte  +  laufen. 

Betrachtet  man  zuerst  das  senkrecht 
aufwärts  gerichtete  Kräftepaar  P  cot  y 
-Pcoty  von  dem  Abstände  AC,  der 
Diagonale  des  Rechtecks  ADCB,  so  ist 
dies  gleichgeltend  zweien  Kräftepaaren 
in  den  Ebenen  XAZ  und  YAZ,  deren 
Abstände  AB  =  x  und  AD  =  y  sind.  De- 
ren Momente  sind  (a.  Satz  44)  x  P  cot  y 
und  y  Pcoty.  Eben  so  liefern  die  übri- 
gen gleich  gerichteten  Seitenpaare  in 
denselben  Coordinatenebenen ,  deren  Mo- 
mente x,  P,  cot  y,undy,P,coty,;xiPtcotyt 
und  y,  P,  cot  yt  u.  s.  w. 

Behandelt  man  ebenso  die  Kräftepaare, 
die  mit  AY  +  gerichtet  sind,  so  erhält 
man  Seitenpaare  in  den  Ebenen  YA7, 
und  YAX;  deren  Momente  sind  tPcotß 
und  xPcotß;  i,P,cotß,  und  xP.cotß, 
u.  s.  w.  Endlich  Hefern  die  mit  AX  # 
gerichteten  Paare  die  Seitenpaare  in  den 
Ebenen  XAY  und  XAZ:  deren  Momente 
sind  yP  cot  a  und  iPcot«;  y,Pfcota, 
und  i,P,cottt,  u.  s.  w. 

Demnach  erhält  man  aus  jeder  der  ge- 
gebenen Kräfte  in  jeder  Coordinatenebene 
zwei  Paare,  und  nach  dem  Obigen  müs- 
sen sämmtliche  in  einer  Ebene  befindli- 
chen Paare  für  sich  im  Gleichgewicht,  d. 
h.  die  algebraische  Summe  ihrer  Momente 
=  0  sein. 

5.  Um  nun  die  Momente  der  aus  einer 
Kraft  P  für  jede  Ebene  hervorgehenden 
beiden  Seitenpaare  mit  den  erforderlichen 
Vorzeichen  in  die  Formel  zu  bringen  be- 
trachte Folgendes: 

Man  geht  wie  früher  von  spitzen 
Winkeln  aus,  deren  Cosinus  positiv 
sind  und  betrachtet  die  Drehung  um  den 
Momentenpunkt  (A)  nach  einer  Destimm- 
ten Seite  hin  als  positiv.  Nun  sind  tt, 
y  beide  spitz,  man  hat  also  zunächst  die 
aus  P  für  die  Ebene  XAZ  hervorgehen- 
den Kräftepaare  zu  betrachten,  von  denen 
die  negative  Kraft  jedesmal  in  dem  An- 
fangspunkt A  der  Coordinaten  wirkt. 

Das  mit  dem  Abstand  *  in  den  Punk- 
ten m  und  C  horizontal  wirkende  Kräfte- 
paar P  cot  a  wird  Ton  m  und  C  auf  Q 
und  B  und  von  dort  auf  F  und  A  re- 

IV. 


ducirt;  Pcota  hat  die  Richtung  FQ  und 
ihr  Moment  ist  *  P  cot  «. 

Das  mit  dem  Abstand  *  in  den  Punk- 
ten m  und  E  vertikal  wirkende  Kräfte 
paar  Pcot  v  wird  von  m  und  E  auf  G 
und  F  und  ron  dort  auf  ß  and  A  re- 
ducirt;  Pcoty  hat  die  Richtung  BG  und 
ihr  Moment  ist  xPcoty.  Die  Richtun- 
gen FG  und  BG  sind  aber  in  Bezug  auf 
Drehung  um  den  Punkt  A  einander  ent- 
gegengesetzt, mithin  kommt  hier  die  Dif- 
ferenz beider  Momente  in  Rechnung,  uud 
da  cot  a  und  cot  y  beide  positiv  sind,  so 
hat  man  die  Wirkung  der  Momente  bei- 
der aus  der  Kraft  P  auf  die  Ebene  ZAX 
entstandenen  Kräftepaare  iPcota-xPcot  y. 

Diese  Differenz  findet  also  für  jede  zwei 
in  einerlei  Ebene  fallende  aus  einer  ge- 
gebenen Kraft  hervorgebrachte  Seiten- 
kräftepaare  statt,  wenn  die  Richtungswin- 
kel der  Kraft  mit  den  zu  dieser  Ebene 
gehörenden  Coordinatenaxen  beide  spitz 
sind. 

6.  Es  soll  dieselbe  Untersuchung  für 
den  Fall  statt  finden,  dafs  ein  Winkel 
spitz,  der  andere  stumpf  ist;  also  für  a 
und  ß  oder  für  y  und  8.  Für  den  ersten 
Fall  hat  man  die  in  die  Ebene  XA  Y  fal- 
lenden Kräftepaare: 

Das  eine  Seitenpaar  P  cot  tt  wirkt  in 
den  Punkten  m  und  G,  wird  reducirt  auf 
C  und  B  und  von  hier  auf  Ü  und  A. 
Die  positive  Kraft  Pcota  hat  also  die 
Richtung  DC  mit  dem  Abstände  AD  —  y. 

Das  andere  Seitenpaar  Pcot  ß  wirkt 
in  den  Punkten  m  und  £,  wird  reducirt 
auf  C  und  D  und  von  hier  auf  B  und 
A ;  die  positive  Kraft  P  cot  ß  wirkt  also 
nach  der  Richtung  CB  mit  dem  Abstand 
AB-x. 

Die  Richtungen  DC  und  CB  sind  in 
Beziehung  auf  den  Punkt  A  überein- 
stimmend, folglich  hat  man  die  in  Rech- 
nung zu  bringenden  Momente  yPcot  a 
+  xPcotß. 

Nun  ist  aber  ß  stumpf,  der  Cosinus 
ron  ß  also  und  mit  ihm  der  letzte  Sum- 
mand an  sich  negativ.  Setzt  man  daher 
für  cot  ß  seinen  negativen  Werth,  so  hat 
man  xPcot  ß  -  —  xP  cot  (1 80°  -  ß)  also 
das  Moment  yPcot  tt  —  xP  cot  (190°  —  ß). 
Es  ist  dies  aber  unrichtig,  weil  der  Figur 
nach  der  zweite  Summand  eine  additive 
Gröfse  sein  mufs;  demnach  hat  man  statt 
der  obigen  Momentensumme  zu  schreiben 
yPcöt  n  —  xP  cot  ß. 

7.  Der  Fall,  dafs  beide  Winkel  stumpf 
sind,  ist  in  Figur  770  nicht  vorhanden. 
Denkt  man  sich  aber,  dafs  in  dem  Fall  6 
der  Z«  stumpf  =  180°  —  a  wäre,  so  hätte 
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man  den  ^/CmPin  derselben  Grofse  links  für  sich  positiv  sind.  Es  sind  aber  cot  ß 
▼on  Cm  mit  derselben  Spitze  in ;  von  dem  and  cot  a  beide  negativ,  folglich  mafs, 
Seitenpaar  Pcota,  welches  in  den  Punk-  damit  das  erste  Glied  additiv,  das  zweite 
ten  m  and  G  wirkt  and  auf  D  und  A  subtractiv  bleibt  geschrieben  werden 
reducirt  wird,  hat  dann  die  positive  Kraft  —  xPcotß  +  yPcosa.  Folglich  erhält 
die  Richtung  CD  mit  demselben  Abstand  man  auch  für  diesen  Fall  die  allgemein 
AD-y  und  die  Richtungen  CD  und  CB  geltende  Form 
sind  einander  entgegengesetzt.    Da  nun  yPcot  er  —  xP  cot  ß 

die  Richtung  CB  die  positive  ist,  so  hat  Man  hat  also  die  letzten  drei  Bedin- 
man  die  in  Rechnung  zu  bringenden  Mo-  gungsgleichungen,  wenn  man  der  Ord- 
mente  xP  cot  ß  —  yP  cot  n  unter  der  Vor-  nung  der  Buchstaben  wegen  die  erste 
Aussetzung,  dafs  beide  Glieder  an  und  Gleichung  negativ  nimmt 

IV.  Für  die  Ebene  XAZ 

P(xcoty-i  cot  n)  +  P,  (x,  cot  y,  —  *,  cot  «,)+...  =  0 

V.  Für  die  Ebene  XAY 

P(ycota  —  xcotß)+  P,  (y,  cot «,  —  x,cot  ß,)  +  ...  =  0 

VI.  Für  die  Ebene  YAZ 

P{*cotß-  ycoty)  +  P,  (*,  cot  ß,-  y,  cw  y,)  +  . . .  =  0 

54.  Im  Fall  die  Kralle  der  vorigen  Auf-  gungsgleichungen  des  vorigen  Satzes  dazu 

gäbe  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  benutzt. 

nicht  erfüllen,  die  Bedingungen  anzuge-  8etzt  man  die  Mittelkraft  =  R,  die  Co- 
hen ,  unter  welchen  sie  eine  Mittelkraft  ordinaten  eines  beliebigen  Punkts  ihrer 
geben  und  wenn  diese  erfüllt  sind,  die  Richtung  auf  die  Axen  mit  denselben 
Mittelkraft  nach  Größe  und  Richtung  zu  gleichnamig  x',  y',  die  Winkel  ihrer 
bestimmen.  Richtung  mit  denselben  Axen       ß\  v' 

Eine  Mittelkraft  der  gegebenen  Kraft,  ^„^J!;,^ 

.*  nach  entgegeÄr  Ric„«»ng  ffl  ^Ä ?»" °-t 

angebracht  das  Gleichgewicht  >>•»**>>•»•  ,8o°  -  v'  und  daher  hat  man  atatt  dw 

SS^Sl^'lirÄ^aSS:  .^:|BediDgung.g,.iobu0g.n  de.  „- 

Rcot  (18Oo-«0+  Pcota  +  P,cot  «,  +  ....  =0 

oder 

1.  -  Rcot  a'  +  Pco# «  +  ....  =0 
Ebenso 

2.  -  R  cot  ß'  +  P  cot  ß  +  .. ..  =  0 

3.  -Rcoty'+  Pcot }  +  ....  =  0 
Für  die  Momente 

4.  —  A  cot  yf  —  *'  cot  «0  -H ^ (*  cot  y  —  *cot  a)  +  . ..  =  0 
6.  -  R  (y' cot  n' -  x' cot  ß')  +  P (y  cot  a  -  xcosß)-\-  ...  =  0 
6.  -  Ä  (*'  cot  ß'  -  y'  cot  y')  +  P(*  cot  ß  -  y  cot  y)  -f  ...  =  0 

Setzt  man  der  Abkürzung  wegen  die  der  obigen  Bedingung,    dafs   A;  A.\ 

Werthe  der  6  Gleichungen  des  vorigen  Af  nicht  einzeln  =  0  sind,  so  gibt  es  eine 

Satzes  nach  einander  A;  A,;  At  •  M\  Mittelkraft.    Den  Gleichungen  7  bis  9 

M,\  Aft  so  hat  man  geschieht  immer  Genüge,  denn  qnadrirt 

7.  Rcotn'  =  A  und  addirt  man  sie,  so  hat  man 

8.  Rco,ß'  =  A,  R*(cos>u  +  cot*ß  +  cot>y)=A*+A*+At* 

9.  Rcoty'=A%  Es  ist  aber  nach  dem  Art.  Körpertri- 

10.  M  -  Atx'  -f  Ai'  =  0  gonometrie  No.  17  die  Klammergröfse  =  1 ; 

11.  M,  -  Ay'  +  A,x'  =  0  deshalb  ist 

12.  M%  -A,%*\  i4,y'  =  0  R*  =  A*  +  A*  +  At' 
Bestehen  nun  diese  Gleichungen  unter     Ist  hieraus  R  bestimmt,  dann  hat 
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ans  Gleichung  7  bis  9 

»    A         -i    A,         .  A% 
C0*       ~R  '  C0'P     Ä  ;  C°'y  ~R 

Multiplicirt  man  Gl.  10  mit  A,  Gl.  11 
mit  At  nnd  addirt  beide,  so  entsteht 

A,M  +  A  t  M,  -  AA 1  y'  +  A  A,*'  =  0 

Multiplicirt  man  Gleichung  12  mit  Ay 
so  erhält  man 

AMi-AAJ+AAJ^O  

Beide  addirt  entsteht 

AM%  +  A,M+AtM,-0  (13) 
Die  Abstände  x\  y\  %'  fallen  hier  ganz 
fort,  sind  also  unbestimmte  Längen,  wie 
es  nicht  anders  sein  kann,  weil  sie  zu 
einem  beliebigen  Punkt  der  Mittel- 
kraftsrichtung die  Coordinaten  sind. 

Zur  Bestimmung  der  Abstände  genü- 


gen also  2  Gleichungen,  indem  die  dritte, 
aus  den  ersten  beiden  hergeleitet,  die 
letzte  auf  Null  reducirte  Gl.  13  ergibt, 
welche  keinen  Abstand  enthält  Geht 
man  nun  auf  Gl.  10  und  11  zurück,  so 
kann  man  x'  beliebig  wählen  und  man 
erhält  dann  bestimmte  Werthe  für  y' 
und  %'. 

55.  Auf  ein  System  fest  verbundener 
materieller  Punkte  wirken  nach  paralle- 
len Rieht  fte,  die  Bedingungen 
ihres  Gleichgewichts  anzngeben. 

Nimmt  man  wieder  drei  nnter  sich  nor- 
male Coordinatenebenen ,  behält  die  Be- 
zeichnung des  vorigen  Satzes  bei,  so  sind 
die  Winkel,  welche  die  Kraftrichtungen 
mit  jeder  der  drei  Axen  für  sich  genom- 
men machen,  einander  gleich  oder  ergän- 
zen sich  zu  zwei  Rechten.   Es  ist  also 


—   q  -  —  —  —  —      O  —         mm^smm     wavM     mw%m     mm  mvvm»vu« 

a  entweder  =  er,  oder  =  180°  -  er,  =  a,  oder  =  180°  -  a,  u.  s.  w. 
ß  entweder  =  ß,  oder  =  1 80°  -  ß,  u.  s.  w. 
y  entweder  =  y,  oder  =  180°-y,  u.  s.  w. 

Aus  den  ersten  drei  Bedingungen  des  Denn  da  co»  »a  -f  cot  *ß  -f  cot  *y  =  1  ist, 

Gleichgewichts  No.  53  (Gl.  I.,  II.,  III.)  er-  so  können  die  3  Cosinus  nicht  zugleich 

hält  man  demnach  =  0  sein.    Daher  reduciren  sich  die  3  Be- 

1.  (P  +  P,  +  P,  + ...)  cot  «  =  0  dingungsgleichungen  auf  die  eine: 

2.  (P  +  P,  +  P,  + ...)  cot  ß  =  0  I.  P+  P,  +  P,  +  .. .  -0 

3.  (P+  P,  +  P,  + .. .)  cot  y  =  0  D.  h.  die  algebraische  Summe  der  Kräfte 
Diese  drei  Gleichungen  bestehen  nur,  mufs  =0  sein. 

wenn  Die  drei  Momentengleichungen  IV,  V, 

P  +  P,  +  P,  +  =  0  VI,  No.  53  verändern  sich  hier  in 

P  (x  cot  y  —  t  cot  er)  +  P,  (x,  cot  y  —  i,  cot  ei)  +  . . .  =  0 
P(y  cot  a  —  xcotß)  +  P,(y,  cos  o  —  *,  co*/J)  + ...  =  0 
P  (*  cot  ß  —  y  cot  y)  +     (*/  co*  ß  -  V,  cot  y)  +  .. .  =  0 

In  diesen  Gleichungen  erhält  die  ent-     Man  kann  die  letzten  drei  Gleichungen 
gegengesetzt  gerichtete  Kraft  das  Minus-  auch  in  folgender  Form  schreiben: 
Voneichen. 

(Fr  +  P.*,  +  P,x,  +  ...)coty-{Pt+  P,t,  +  P,*,  +  .. .)  cot  «  =  0 

(Py+  Ptyt+Piyt+...)cot«-  (Px+P,X,+  P,X,-f...)  COt  ß=0 

(Ps  +  P,s,  +  P,*,  -I- ...)  cotß  -  (Py  +  P,y,  +  P,y,  +  ...)  cot  y  =  0 

Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dafs  jede  die-  men  z.  B.  die  erste  Gleichung  mit  cot  ß, 
ser  drei  Gleichungen  eine  Folgerung  der  die  zweite  Gleichung  mit  cot  y,  addirt 
beiden  anderen  ist.    Denn  multiplicirt  und  diyidirt  mit  cot  a  so  erhält  man 

• 

-  (P*  +  P,»,  +  ...)  cot  ß  +  (Py  -I-  P,y,  + . . .)  cot  y  =  0 

also  die  dritte  Gleichung.  tegleichung  und  zwei  Momentengleichun- 

Man  hat  demnach  für  die  Bedingungen  gen.   Um  diese  kurz  ausdrücken  zu  kön- 

des  Gleichgewichts  paralleler  Kräfte  im  neu,  nenne  man  das  Product  einer  Kraft 

Raum  nur  drei  Gleichungen:  eiue  Kräf-  mit  dem  Abstand  ihres  Angriffspunkts 


6* 
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von  einer  Ebene  das  Moment  dieser  Kraft 
in  Beziehung  auf  diese  Ebene,  welche 
dann  die  Momentenebene  ist.  Hier- 
nach lassen  sich  die  beiden  Momenten- 
leichungen  so  bestimmen,  dafs  man  die 
eiden  Momentenebenen  +  den  Kräften 
und  rechtwinklig  unter  einander  nimmt. 
Betrachtet  man  dieselben  als  Coordinaten- 
ebenen,  so  dais  die  dritte  Ebene  von  den 
Kräften  normal  getroffen  wird,  so  hat 
man,  wenn  letztere  die  Ebeno  XA  Y,  Fig. 
768  ist,  den  Zr  =  0,  die  </n  =  /J=90° 
und  die  Abstände  von  den  Momenten- 
ebenen sind  y;  y,;  y,  ...  und  x;  x,;  x.. .. 
Demnach  reduciren  sich  die  letzten  Mo- 
mentengleichungen, von  welchen  die  mit- 
telste als  0  =  0  fortfällt,  auf  folgende 

II.  Px  +  P,x,  +  /»,*,  +  ....=  0 

III.  Py+P,y,  +  Ptya  +  ....  =  0 

Es  besteht  mithin  Gleichgewicht  zwi- 
schen parallelen  im  Raum  wirkenden 
Kräften,  wenn  ihre  algebraische  Summe 
=  0  und  die  Summen  ihrer  Momente  auf 
zwei  unter  sich  normale  mit  den  Kräften 
parallel  laufende  Ebenen  ebenfalls  =  0 
sind. 

56.  Die  Bedingungen  zu  bestimmen, 
unter  welchen  parallele  Kräfte  eine  Mit- 
telkraft haben  und  diese  Mittelkraft  nach 
GröTse  und  Richtung  zu  bestimmen. 

Nach  dem  vorigen  Satz  sind  parallele 
Kräfte  im  Gleichgewicht,  wenn  die  alge- 
braische Summe  der  Kräfte  gleich  0  ist. 
Demnach  entsteht  die  Bedingung  für  das 
Vorhandensein  einer  Mittelkraft  aus  Glei- 
chung I  des  vorigen  Satzes 

P+  P,+  P9+...<0 

Ist  Ä  die  Mittelkraft,  so  ist 
R  =  P+P,+  Pi  +  ... 
deren  Lage  ist  +  den  gegebenen  Kräften. 

Eine  weitere  Bedingung  ist  nicht  er- 
forderlich; denn  existirt  eine  Kraft  Ä,  so 
hat  sie  auch  in  Bezug  auf  einen  gege- 
benen materiellen  Punkt  ein  Moment; 
und  hat  sie  kein  Moment,  d.  h.  ist  ihr 
Moment  =  0,  so  fällt  Ä  in  den  Momen- 
tenpunkt. 

Nimmt  man  mit  dem  vorigen  Satz  zwei 
unter  sich  und  mit  den  Kräfterichtungen 
normale  Azen,  bezeichnet  die  Abstände 
der  Mittelkraft  R  von  der  Äxe  der  Y  mit 
von  der  Axe  der  X  mit  y',  so  ist 
y'Ä=0,  wenn  R  unter  dem  Abstand  «' 
von  A  in  AX  fällt;  ist  x'R  =  0,  so  fällt 
Ä  in  die  Axe  AY  unter  dem  Abstände 
y'  von  A.  Ist  x'R  =  y'Ä  =  0,  so  fällt  Ä 
in  den  Anfangspunkt  A  beider  Axen. 

Um  die  Lage  der  Mittelkraft  gegen  den 
Momentenpunkt  A  mit  Hülfe  der  gege- 


benen Axen  AX,  AY  zu  finden  hat  man 

Px  +  P,x,  +  +  = 

Py+P,y,  f^y,  +  ...  =  Äy' 
woraus 

,  _  **+  />,  +  ...  _  Px±  + 
*  R  />+>,  +  ... 

t _  Py+  P,y.+       fy+  fly.-f 

y~"       R        '      /»+/»,  +  ... 

57.  Ein  System  fest  verbundener  Punkte, 
auf  welches  Kräfte  nach  beliebigen  Rich- 
tungen im  Raum  wirken,  begreift  einen 
unverrückbaren  Punkt  um  den  sich 
dasselbe  nach  allen  Seiten  hin  frei  dre- 
hen kann.  Die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts anzugeben. 

Das  Gleichgewicht  gegen  Drehung  kanu 
nur  dann  statt  finden,  wenn  aus  dem 
Systeme  eine  Mittelkraft  hervorgeht,  de- 
ren Richtung  durch  den  unverrückbaren 
Punkt  A  liegt,  und  der  seiner  Unverrück 
barkeit  wegen  mit  dem  System  durch 
die  Mittelkraft  nicht  fortbewegt  werden 
kann.  Wenn  man  nun  jede  einzelne 
Kraft  in  eine  ihr  gleichgerichtete  und 
gleiche  auf  den  Punkt  A  wirkende  Kraft 
und  in  ein  Kräftepaar  zerlegt  (Satz  44), 
so  müssen  ferner  sammtliche  Kräftepaare 
unter  einander  im  Gleichgewicht  sein, 
weil  sonst  aus  ihrer  Zusammensetzung 
ein  Mittelpaar  entstände,  welches  das 
System  um  A  innerhalb  der  Richtung 
seiner  Ebene  herumdrehen  würde. 

Mithin  sind  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts dieselben  der  Kraftepaare,  und 
die  Kräfte  wirken  im  Fall  des  Gleichge- 
wichts auf  den  Punkt  At  als  wenn  sie 
mit  ungeänderten  Richtungen  unmittel- 
bar darauf  angebracht  wären.  Nimmt 
man  daher  drei  unter  sich  normale  Rieh- 
tung^saxen,  die  sich  in  A  schneiden  und 
bestimmt  in  Beziehung  auf  diese  sowohl 
die  Lage  der  Angriffspunkte  der  Kräfte 
als  auch  die  Richtungen  derselben  wie 
No.  53,  so  geben  die  dortigen  drei  Mo- 
mentengleichungen die  genugenden  und 
notwendigen  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts für  den  hier  vorliegenden  Fall. 

58.  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts eines  Systems  fest  verbundener 
materieller  Punkte  zu  bestimmen,  wenn 
zwei  Punkte  des  Systems  längs  der  durch 
sie  hindurch  gehenden  geraden  Linie  Ter- 
rückbar  sind  und  die  übrigen  Punkte  um 
diese  Gerade  sich  frei  drehen  können. 

Man  nehme  die  gedachte  Gerade,  die 
Dreh  axe  des  Systems  zur  Richtungs- 
axe  der  Z  (die  AZ  Fig.  770)  und  in  ir- 
gend einem  Punkt  A  derselben  normal 
darauf  und  unter  sich  normal  die  Axen 
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der  X  und  der  Y.  Zerlegt  man  nun  die  dies  die  Kräftesysteme 

Kräfte  wie  No.  53  in  Beziehung  auf  Fig.  Pcota  +  P,  cot «,  +  .... 

770,  so  erhält  man  die  «erlegten  Kräfte  p      »  ,  p  ^t  A  , 

mit  ungeandertcn  Richtungen  nach  den  ...      .  J  . 

drei  Axen  mit  ^  als  Angriffspunkt  und  E»*««  in  der  Axe  .4*,  letztere  in  der 

für  jede  gegebene  Kraft  in  jeder  Coordi-  A*  ™«end. 

natenebene  ein  Kräftepaar.  Die  nach  der  Axe  der  Z  gerichteten 
Kräfte,  die  auf  die  Axe  der  Z  normal  Kräfte  aber  müssen  im  Gleichgewicht  sein, 
wirken ,  haben  keinen  Einflufs  auf  die  weil  eine  aus  ihnen  hervorgehende  Mittel- 
Gleitung  der  Axe,  sie  haben  also  keinen  kraft  die  Axe  AZ  nach  ihrer  Richtung 
Einflufs  auf  die  Wirkung  der  übrigen  verschieben  würde.  Demnach  ist  die 
Kräfte  und  auf  die  Bedingungen  des  erste  Bedingung  des  Gleichgewichts 
Gleichgewichts  des  Systems.    Es  sind 

I.  —  P  cot  y  +  P,  cot  y,  +  Pt  cot  yt  +      .  =  0 

• 

Die  Kräftepaare  in  den  Ebenen  XAZ  Das  einzige  System  der  Kräftepaare,  wel- 

und  YAZ  haben  keinen  Einflufs  auf  die  ches  auf  Drehung  um  die  Axe  AZ  wir- 

Drehung  der  Axe  AZ  und  da  sie  normal  ken  kann,  ist  das  der  in  der  Ebene  XAY 

auf  der  Axe  stehen,  auch  keine  Wirkung  befindlichen  Paare.   Deren  Momente  sind 

auf  Verschiebung  der  Axe  AZ.    Diese  P(y  cot  a  —  x  cot  ß)  und  man  hat  noch 

Paare  haben  also  auch  keinerlei  Einflufs  eine  zweite  Bedingungsgleichung  für  das 

auf  die  Wirkung  der  übrigen  Kräftepaare.  Gleichgewicht 

II.  P(y  cot  a  —  x  cot  ß)  +  P,  (y,  cot  a,  —  x,cot  ß,)  +  ...  =  0 

69.  Kann  ein  System  von  Kräften  um  gemäfs  die  Bedingungen  für's  Gleichge- 

eine  Axe  sich  blofs  drehen  ohne  längs  wicht  aufsuchen. 

derselben  gleiten  zu  können,  so  fällt  die  l.  Berührt  nun  der  Körper  die  feste  Ebene 

erste  Bedingungsgleichung  fort  und  es  nur  jn  einem  Punkt,  so  nehme  man 

bleibt  blofs  die  zweite  Gleichung,  die  Mo-  diesen  Punkt  (A  Fig  770)  zum  Anfangs- 

mentengleichung  als  Bedingung  übrig.  ponkt  der  Coordinaten  und  die  Axen  der 

60.  Ein  Körper ,  auf  welchen  Kräfte  X  und  Y  in  dieser  Ebene,  so  ist  die  Axe 

nach  beliebigen  Richtungen   im  Raum  der  Z  auf  dieser  Ebene  normal  und  zu- 

wirken,  wird  von  einer  festen  un verrück-  gleich  die  Richtung  des  Widerstandes  W. 

baren  Ebene ,  die  von  dem  Körper  in  Denkt  man  sich  also  statt  der  Ebene  eine 

einem  oder  in  mehreren  Punkten  berührt  Kraft  W  nach  der  Richtung  der  Axe  AZ 

wird,  im  Gleichgewicht  erhalten;  die  Be-  auf  den  Körper  wirkend,  so  besteht  das 

dingungen  dieses  Gleichgewichts  anfzu-  Gleichgewicht  auch  ohne  Einwirkung  der 

stellen.  Ebene  und  folglich  nach  den  Bedingun- 

Wird  ein  Körper  durch  eine  Kraft  ge-  gen,  die  Satz  53  und  54  aufgestellt  sind, 

gen  eine  unverrückbare  Ebene  gedrückt  Man  hat  also  nach  dortiger  Bezeichnung, 

und  die  Bewegung  des  Körpers  durch  die  sofern  man  noch  die  Kraft  W  einführt, 

Ebene  verhindert,  so  mufs  die  Kraft  gegen  die  weil  sie  durch  den  Anfangspunkt  der 

die  Ebene  normal  gerichtet  sein,  weil  sie  Coordinaten  geführt  ist,  kein  Kräftepaar 

sich  sonst  in  zwei  Kräfte  zerlegen  läfst,  liefert;  W  +  Rcot  y' =  W  +  At=-Q. 

IVUJ^«  J^Lrl «/S?  +  F«ra«r  «nd        diesen  speciellen  Fall 

normal,  die  andere  mit  ihr  +  gerichtet  D  »  M.  ä>  _  n         „iu  u^™„„»„ 

ist.    Die  erste  Seitenkraft  bringt  keine  Re"  a  \  ?  ß  "  i        i\  ? 
£  ""«»V"""  ' ""e,"  =0;  d.  h.  die  eepebonen  Kräfte  dürfen 

wTS^  Ä^nftSh«h.?  J»TTr  ™'  *in«  *™W  Mittelkraft  liefern,  welche 

wird  durch  n.chts  aufgehoben,  sofern  der  d     fc  ,     Berührungspunkt  des  Körpers 

Korper  längs  der  Ebene  ohne  Hindernifs         .    Vh.nm  „aht  7,n,i        ,.   . 

gleiten  kaJn  und  die  Bewegung  wird  «it  der  Ebene  geht  und  auf  dieser  senk- 

i-       j     nL         •  u-  t.    _j-  i         n-  recht  steht, 
lanes  der  Ebene  wirklich  erfulgen.  Die 

Aufhebung  einer  Kraft  durch  eine  feste     i.  Berührt  der  Körper  die '/Ebene  in 

Ebene  ist  aber  dieselbe  Wirkung  mit  zwei  Punkten,  so  nehme  man  den  einen 

einer  der  Kraft  gerade  entgegengesetzt  dieser  Punkte  zum  Anfangspunkt  A  der 

wirkenden  gleichen  Kraft,  folglich  läfst  Coordinaten,  die  Axe  der  X  so,  dafs  sie 

sich  der  Widerstand  der  Ebene  immer  durch  den  zweiten  Punkt  geht  und  die 

als  eine  solche  Kraft  betrachten  und  dem-  Axe  der  Z  normal  auf  der  Ebene.  Die 
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Druckwirkungen  der  beiden  Berührung»-  oder 

punkte  gegen  die  Ebene,  welche  dem  Obi-  A  cot  y  —  (tc  +  »'  +  »"  +  ...)  =  0 

gen  nach  normal  auf  dieselbe  erfolgen,  Ferner  sind  die  drei  Momentensysteme, 

seien  auf  den  Anfangspunkt  A  =  v>,  auf  deren  Abstände  in  den  Axen  AX.  AYt 

den  «weiten  Punkt  B  =  w'.   Bringt  man  AZ  liegen,  einzeln  =0. 

den  Pressungen  gerade  entgegengesetzt  Nämlich  u  da8  8ystem  in  der  Coordi. 

wieder  das 

feste  Ebene ,  und  folglich  müssen  diese  "     '     ,  , 

beiden  Kräfte  und  die  gegebenen  den  Be-  ~  x  R  co$  Y  +  *  R  co*  «  +  M  =  0 

dingungen  des  Gleichgewichts  genügen.  2.  In  der  Coordinaten ebene  Y. 

Da  nnn  te  in  der  Axe  AT.  und  tc'  mit  Gleichung  12,  No.  54: 

ihr  +  in  den  Abstand  AB  =  a  gerichtet  _  %'r  cot  ß'  -f  y'R  cos  v  4-  Af.  —  0 

ist,  so  sind  diese  Bedingungen  Ä^«'=0;  Die  ^  Momentengleichnng  in  der 

Ä  cot  ß'  =  0 ;  Ä  co,  Y  +  »  + j  =  0;  ferner »  ^     ^  y  w  an  .  h  t  g  R  . 

die  drei  Momente  in  den  3  Coordinaten-  =ÄCM/S'  =  0  ist.    Ans  ürunde 


YAZ 


ebenen  =  0. 


vereinfachen  sich  auch  die  beiden  ersten 


Die  Kraft  te  in  der  Axe  AZ  hat  kein  Momentengleichungen  in  folgende: 


Moment,  mithin  hat  man  die  Momenten- 
gleichung für  die  Ebene  XAZ 
«'  •  Ä  cot  y'  +  o  •  te'  rs  0 
Nun  ist  Ä  =  -  (w  -f  te') 


ato 


folglich    *'  =  ^ 

Ferner  ist  das  Moment  der  anf  die  Co- 
ordinatenebene  YAZ  reducirte  Seitenkraft 
der  Mittelkraft  =  y'Ä  cot  ß'  =  0  weil  nach 
dem  Obigen  Rcotß*~0  sein  mufs,  mit- 
hin ist  y  =  0  und  die  Mittelkraft  liegt  in 
der  Ebene  XAZ  und  läuft  mit  der  Axe 
AZ  unter  dem  Abstand  x  parallel. 

3.  Berührt  endlich  der  Körper  die  Ebene 
in  drei  oder  mehreren  Punkten,  welche 
darauf  die_  normalen  Pressungen  tc,  tc', 
v" ...  ausüben,  so  wird  das  Gleichge- 
wicht eines  freien  Körpers  entstehen, 
wenn  man  anf  denselben  diesen  Pressun- 
gen gerade  entgegengesetzt  wirkende 
Kräfte  anbringt  Man  nehme  den  Punkt 
für  die  Kraft  w  zum  Anfangspunkt  A 
der  Coordinaten  und  die  Axe  der  X  so, 
dafs  sie  durch  einen  der  übrigen  Punkte 


y'Rcoty'  +  M%  =  0 

Hieraus  ist 

M        ,  . 
und  y  =  - 


X  = 


Af, 


Rcoty         '  Rcoty 

Nnn  ist  nach  Obigem,  der  dritten  auf 
Null  redncirten  Gleichung: 

Ä  cot  y'  =  tc  -f  tc  -|-  tc'  + 

M  =  der  Momentensnmme  der  in  der 
Ebene  XAZ  wirkenden  Kräftepaare 

Af,  =  der  Momentensumme  der  in  der 
Ebene  1MZ  wirkenden  Kräftepaare 

=  4  »  +*  tc   +  ... 

folglich 

ff.        ff      ff     .  II 

ja  to  -f« 

,       t  ,       ff  , 

tc  +  tc  +  tc  +  ... 


X  — 


y  =- 


,ft  f>  ,  itff  tft  , 
6  tc  +  6  tc   +  ... 


tr  f  ic  -f-  tc  +  . .. 

Dieses  Minusteichen  kann  nicht  auf- 
len,  wenn  man  Gleichung  IV.  and  VI. 
(die  Werthe  von  M  und  Mt)  mit  einan- 


(z.  B.  w")  geht,  während  alle  übrigen  der  vergleicht;  es  ergibt  sich  nämlich, 


Punkte  auf  einer  und  derselben  Seite 


vergie 

dafs  beide  der  Form  nach  einander  ent- 

dieser  Linie  liegen.    Der  Abstand  des  gerrengosetzt  sind. 

Punkts  für  tc'  yon  A  sei  a.  Nimmt  man  .    f     j          *  i.    j     rr  *  t 

M.  A_.  A         .„r       vi"  "  '    '  Aus  der  vorstehenden  Untersuchung 

nun  die  Axe  der  L  auf  der  hbene  nor-  ...    .  i,    j.*,  j   •  T.  ,(-  „liri„c° 

mal,  so  fällt  die  Axe  der  Y  in  die  Ebene  bJ  8ich»  jf?  n£[  nPun/s' 

und  es  seien  die  Coordinaten  der  übri-  *]e}?anBn  ^-rS  Gle\chk?e^5ht  aufge/ 
^  -u  v»«iuiu»wu  uoi  uuii  ^  j  t  werden  können  :  daher  können  auch 
gen  Berührungspunkte  des  Korpers  mit  Vi!  A?  >„.„...'  h««i.-m™t  «AniAn 
der  Ebene  für  die  Kraft  tc""...  nach  n"  ^  P"M«nKen  bestimmt  werden, 
der  Axe  der  X  =  a",  a'" ....  nach  der  Berührt  der  Korper  die  Ebene  in  mehr 
Axe  der  Y  =  b'\  b'" ...  dann  sind  die  Be-  ala  drei  Punkten,  so  sind  die  Druck wjr- 
dingungen  des  Gleichgewichts,  weil  die  kungen  tc,  tc',  tc'"...  nicht  zu  be- 
Kräfte tc,  tc',  mit  der  Axe  der  Z  stimmen,  üeberdies  dürfen  die  drei  Be- 
+  laufen:  rührungspunkte  auch  nicht  in  einer  und 

i>~..       p  —  -  j_     -a  derselben  geraden  Linie  liegen,  denn  als- 

Pco.«+P,co.cr,  +  ...-0  dann  würd»n  ft>  ^  b„      änjim^o.  es 

Fcot  ß  -\-  rt  cot  ßt  -\- . . .  —  0  blieben  zur  Bestimmung  der  Drnckwir- 

Pcoty+P,coty,  +  ...— (tc+io'  +  ie"+...)=0  kungen  nur  zwei  Gleichungen  übrig  und 
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es  wären  nur  2  Kräfte  te  und  to'  zn  fin- 
den möglich.  In  diesem  allgemeinen  Fall 
ist  nur  die  Summe  der  senkrecht  ab- 
wärts wirkenden  Kräfte  zu  bestimmen 
und  sie  ist  =  Ä  cot  y\ 

Krebs  (^>)  (s.  „Absteigendes  Zei- 
chen" mit  Fig.  19)  ist  das  vierte  llim- 
melszeicben  der  nördlichen  Halbkugel. 
Ks  erstreckt  sich,  wie  jedes  Zeichen  auf 
30  Grad  Länge  und  zwar  vom  Ende  des 
Zeichens  der  Zwillinge  im  Sommerwen- 
depunkt bis  zum  Anfang  des  Löwen. 

Kreis.  Der  Kreis  ist  Kreislinie  und 
Kreisfläche.  Eine  Kreislinie  ist  eine 
in  einer  Ebene  liegende,  in  sich  geschlos- 
sene Linie,  deren  jeder  einzelne  Punkt 
Ton  einem  innerhalb  der  Linie  in  der- 
selben Ebene  liegenden  Punkt  gleich  weit 
entfernt  ist. 

Eine  Kreislinie  entsteht  durch  den  be- 
schreibenden Endpunkt  einer  geraden 
Linie,  wenn  diese  um  ihren  zweiten 
festen  Endpunkt  innerhalb  einer  Ebene 
herumgedreht  wird. 

Der  feste  Endpunkt  heifst  der  Mit- 
telpunkt, das  Centrum  des  Kreises, 
die  beschreibende  Linie  der  Halbmes- 
ser, der  Radius  des  Kreises. 

Die  Kreisfläche  oder  Kreisebene 
ist  der  von  der  Kreislinie  eingeschlossene 
ebene  Raum. 

Nennt  man  Kreis  die  Kreisfläche,  so 
heifst  die  Kreislinie  auch  K  reisumfang, 
Peripherie. 

In  Fig.  771  ist  ABDE  eine  Kreislinie, 
C  ihr  Mittelpunkt,  AC,  BC,  EC  sind 


Fig.  771. 


Halbmesser.  Die  Linie  BE ',  welche  aus 
zwei  Halbmessern  besteht  ist  ein  Durch- 
messer des  Kreises.  Ein  Durchmes- 
ser oder  Diameter  eines  Kreises  ist 
die  Verbindungslinie  zweier  Peripherie- 


punkte, wenn  sie  zugleich  durch  den 
Mittelpunkt  geht.  Geht  die  gerade  Ver- 
bindungslinie zweier  Peripheriepunkte 
nicht  durch  den  Mittelpunkt  wie  BD, 
so  heifst  sie  Sehne  oder  Chorde.  Je- 
der Theil  einer  Kreislinie  wie  AB,  ABD, 
AD  heifst  Bogen,  Kreisbogen.  Jeder 
Theil  einer  Kreisobene,  der  von  einer 
Sehne  und  einem  Kreisbogen  eingeschlos- 
sen wird,  wie  BDF,  BDAE,  heifst  Kreis- 
abschnitt  oder  Segment.  Jede  Sehne 
theilt  die  Kreislinie  in  zwei  Bogen  und 
die  Kreisebene  in  zwei  Abschnitte;  der 
Durchmesser  theilt  den  Kreis  in  zwei 
Abschnitte  (Halbkreise)  mit  zwei  Bo- 
gen (Halbkreisbogen).  Der  Theil 
der  Kreislinie,  welcher  von  zwei  Halb- 
messern und  dem  zwischen  liegenden 
Bogen  eingeschlossen  wird,  wie  ACB, 
heifst  Kreisausschnitt,  Sector.  Jede 
zwei  Halbmesser  theilen  den  Kreis  in 
zwei  Kreisausschnitt«;  liegen  die  beiden 
Halbmesser  in  einerlei  geraden  Linie, 
machen  sie  einen  Durchmesser  aus,  dann 
werden  die  Ausschnitte  zu  zwei  gleichen 
Abschnitten,  zu  Halbkreisen.  Der  Win- 
kel, der  von  zwei  Radien  gebildet  wird, 
wie  ACB  heifst  Winkel  am  Mittel- 
punkt, Mittelpunktswinkel,  Cen- 
tn winkel;  der  Winkel,  den  zwei  Seh- 
nen bilden,  wie  Z.ADB  heifst  Unifan gs- 
winkel,  Peripheriewinkel. 

Euklid,  Buch  III.  bat  noch 

Erkl.  7.  DerWinkel  des  Abschnitts 
ist  der  von  der  Grundlinie  (der  Sehne) 
und  dem  Umkreise  eingeschlossene,  wie 
£  BDKF,  Z  DBMF.  (Es  sind  dies  ge- 
mischtlinige  einander  gleiche  Winkel) 

Erkl.  8.  Der  Winkel  im  Abschnitt 
ist  derjenige,  welchen  die  geraden  Linien 
(Sehnen)  einschliefsen ,  die  von  irgend 
einem  Punkt  auf  dem  Umkreise  des  Ab- 
schnitts nach  den  Endpunkten  der  Grund- 
linie gezogen  sind  (Peripheriewinkel  BFD 
im  Abschnitt  DBF). 

Erkl.  9.  Wenn  die  den  Winkel  ein- 
schliefsenden geraden  Linien  ein  Stuck 
des  Umkreises  (einen  Bogen)  abschneiden, 
so  sagt  man,  der  Winkel  stehe  auf 
dem  Bogen  (Z.BFD  steht  auf  dem  Bo- 
gen BAED). 

Erkl.  II.  Aehnliche  Kreisabschnitte 
sind,  welche  gleiche  Winkel  fassen  oder 
in  denen  die  Winkel  beiderseits  gleich 
sind. 

Ueber  die  Aehnlichkeit  der  Kreise  und 
deren  Theile  kann  man  folgende  Erklä- 
rungen aufstellen: 

Alle  Kreise  sind  einander  ähnlich. 

Kreisbogen,  die  zu  verschiedenen 
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Kreisen  gehören  sind  ähnlich,  wenn  sie  Ferner  ist  noch  zu  erklaren: 

gleiche  aliquote  Theile  der  ihnen  zuge-  Zwei  Kreise  in  einer  Ebene  ton  dem 

hörigen  Kreislinien  sind;  d.h.  also  wenn  8elben  Mittelpunkt  beifsen  concentri- 

sie  gleichen  Centriwinkeln  angeboren.  sehe  Kreise;  zwei  Kreise  von  verschie- 

Kreisabschnitte  sind  ähnlich,  wenn  denen    Hittelpunkten  excentrische 

sie  von  ähnlichen  Bogen  begrenzt  wer-  Kreise.    Die  gerade  Verbindungslinie 

den.  der   Mittelpunkte    zweier  excentriseber 

n  r\            n   \.  j    -e            i  t.  Kreise  heifst  die  Centrale. 
3.  Das  vierte  Buch  des  Euklid,  welches 

16  Constroctions-Aufgaben  in  Beziehung  Die  BoS«a  u".d  Ausschnitte  eines  Krei- 

auf  den  Kreis  begreift,  beginnt  mit  sie-  ses,  deren  Centnwinkel  gleich  einem  rech- 

ben  Erklärungen,  von  denen  die  letzten  ten  Winkel  (=90°)  sina,  hwfsen  Qua- 

fünf  den  Kreis  betreffen.   Nämlich:  dranten;  die  Sehnen  bilden  ein  Qua- 

Erkl.  3.  Eine  geradlinige  Figur  heifst  dr^;  _                     .  _ 

in  einen  Kreis  beschrieben,  wenn  Die  Bogen  und  Ausschnitte  eines  Krei- 

ieder  Winkel  (sollte  heifsen:  Ecke  oder  ses.  dere"  Centnwmkel  g leic h  §  eines 

Winkelspitze)   der    eingeschriebenen  achten  Winkels  (= ^60°)  sind,  heiisen 

Figur  des  Kreises  Umring  trifft.  Se1*tanton<«  d>e  S«nnen  b,lden  em  n' 

Erkl.4.  Eine  geradlinige  Figur  heifst '  Ke,Tmaf^es  8echseck- 

um  einen  Kreis  beschrieben,  wenn  Die  Bogen  und  Ausschnitte  eines  Krei- 

jede  Seite  der  umschriebenen  Figur  des  »«.  deren  Centnwinkel  gleich  einem  hal- 

Kreises  Umring  berührt.  ben  rechten  Winkel  (=  46°)  sind,  heifsen 

v  li  «.  v   v   •  u  -p*  i  •  v       r  Octanten;  die  Sehnen  bilden  ein  re- 

Lrkl.  6.  Ein  Kre,s  heilst  gleicbermafsen  gelmafsiges'Achteck. 

In  eine  geradlinige  Figur  beschrie-  6  a       8        ,    -  ..     „.       v»  j 

ben,  wenn  des  Kreises  Umring  jede  Seite  4-  Eme  merkwürdige  Eigenschaft  des 

der  Figur,  in  welche  er  beschrieben,  be-  K™fei  »*  noch  im  Voraus  zu  erwähnen, 

rührt.  namheh  die  mit  der  geraden  Linie  ge- 

w-n  e  v;„  v.ai*  K-;r=»              „«  meinschaftliche  Eigenschaft,  dais  die  glei- 

Erkl.  6.  Ein  Kreis  heifst  MB  eine  ge-  fc         einander  liegenden  Theile  einer- 

radhnige  Figur  beschrieben  wenn  {  .  j          b      .    *,    hab  wiewohl 

des  Kreises  Umnng  jeden  Winkel  (soll  dje     *d  ,  j  .  diese  Ki      cha'fl  in  noch 

helfen:  W i n kelsuitze)  der  Jigur,  um  all  Jmeitierem  Sinno  hftf  namlich  dars 

welche  er  beschneben  ist,  tnfft.  ^  diQ  VQQ  ej[iander  enlfernten,  abge. 

Er  kl.  7.  Eine  gerade  Linie  heifst  in  sonderten  Theile  einerlei  Lsg«  mit  ein- 
einen Kreis  eingetragen,  wenn  ihre  ander  haben. 

Endpunkte  in  des  Kreises  Umringe  sind.  Man  kann  demgemäfs  auch  sagen,  eine 
Die  siebente  Erklärung  hätte,  da  sie  gerade  Linie  und  eine  Kreislinie  sind 
den  einfachsten  Gegenstand  begreift,  die  durch  das  kleinste  Stück  ihrer  Länge  voll- 
erste  der  vorstehenden  Erklärung  sein  kommen  bestimmt  oder  gegeben, 
sollen«  Die  gemeinschaftliche  Eigenschaft  ron 
Für  die  übrigen  Erklärungen  gehörten  gerader  Linie  und  Kreis,  dafs  gleiche  ge- 
wohl  folgende  Vorerklärungen  :  rade  Linien  und  gleiche  Kreise  auch  con- 
in jedem  Kreisumfang  können  beliebig  f?ruent  sind,  kommt  auch  den  regelmä- 
viele  Punkte  gewählt  werden;  wenn  man  fsigen  Figuren  und  Korpern  zu. 
jede  zwei  nebeneinander  liegende  dieser  5.  Die  wichtigsten  Sätze  aus  den  Ele- 
Punkte  durch  eine  gerade  Linie  verbin-  menten  der  Lehre  vom  Kreise  hat  En- 
det, so  entsteht  eine  geradlinige  drei-  klid  in  seinem  Buch  III.  zusammenge- 
oder  mehrseitige  Figur  innerhalb  des  stellt,  welche  unter  Zufügung  seiner  Be- 
Kreises, deren  Ecken  in  dem  Umkreis  weise,  diese  möglichst  abgekürzt,  in  Fol- 
liegen  Man  sagt  von  solcher  Figur,  sie  gendem,  jedoch  mit  Minfortlassung  der 
liege  in  dem  Kreise,  oder  der  Kreis  Aufgaben,  nämlich  Satz  1,  17,  25,  30, 
liege  um  die  Figur.  33,  34,  wiedergegeben  werden. 

Wenn  man  durch  die  gewählten  Punkte  Euklid    Erklärung  1.  Gleiche 

an  den  Kreis  Berührungslinien  zieht  und  Kreise  sind,  in  denen  die  Durchmesser 

diese  verlängert  bis  sie  sich  schneiden,  oder  die  Halbmesser  gleich  sind.  Dieser 

so  entsteht  eine  drei-  oder  mehrseitige  Satz  wird  jetzt  als  Lehrsatz  aufgestellt 

Figur  außerhalb  des  Kreises,  deren  Sei-  und  durch  Deckung  bewiesen.  Dasselbe 

ten  sämmtlich  Tangenten  sind.     Man  gilt  von  den  Halbkreisen,  den  Bogen  und 

sagt  von  solcher  Figur,  sie  liege  um  den  Ebenen,  .und  beide  Lehrsätze  sind 

den  Kreis,  oder  der  Kreis  liege  in  in  der  Regel  die  ersten  des  Lebrsystems. 

der  Fignr.  Erkl.  2.  Von  einer  geraden  Linie  wird 
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gesagt,  sie  berühre  den  Kreis,  wenn 
sie  inn  trifft  and  verlängert  ihn  nicht 
schneidet. 

Diese  Erklärung  ist  nicht  zu  billigen, 
es  mufs  vielmehr  erst  die  Möglichkeit 
einer  solchen  geraden  Linie  nachgewie- 
sen werden,  wie  dies  in  seinem  16ten 
Satze  inconsequenterweise  wirklich  ge- 
schehen ist. 

Erkl.  3.  Von  Kreisen  sagt  man,  sie 
berühren  einander,  wenn  sie  einan- 
der treffen  ohne  einander  zu  schneiden. 
—  Ist  desgleichen  erst  zu  beweisen,  dafs 
dies  von  zwei  Kreisen  möglich  ist:  der 
Beweis  der  Möglichkeit  geschieht  jeden* 
falls  am  einfachsten  mit  Hülfe  der  bei- 
den Kreisen  gemeinschaftlichen  Tangente. 

6. Euklids  Lehrsätze.  Lehrsatz?. 
Eine  gerade  Linie,  welche  zwei  beliebige 
Punkte  fi,  D  in  dem  Umfang  eines  Krei- 
ses verbindet,  fällt  innerhalb  dieses  Krei- 
ses. 

Denn  es  sei  ADB  die  gerade  Linie, 
ziehe  die  beliebige  CD,  so  ist,  da  CA 
=  CB  auch  Z  CAD  =  Z  CBD  und  da 

Fig.  772. 


nicht  durch  den  Mittelpunkt  gehen,  ein- 
ander (in  H)  schneiden,  so  halbiren  sie 
einander  nicht. 

Denn  wäre  Ali  DH  und  zugleich  JH 
=  KH,  so  halbirt  auch  CH  beide  Linien 
und  es  wäre  nach  dem  vorigen  Satz 
Z  CIIA  =  Ä  =  Z  CHJ. 

Lehrsatz  5.  Zwei  Kreise  (Fig.  773), 
die  einander  schneiden,  haben  keinen  ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkt. 

Fig.  773. 


Denn  wäre  C  Mittelpunkt  beider  Kreise, 
so  ziehe  CD  und  die  beliebige  CF,  so 
ist  CD  =  CE  und  zugleich  CD  -  CF,  also 
CE  =  CF. 

Lehrsatz  6.  Zwei  Kreise,  Fig.  774, 
deren  einer  den  anderen  inwendig  be- 
rührt, haben  keinen  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt 

Denn  wäre  K  deren  gemeinschaftlicher 
Mittelpunkt,  so  hätte  man  im  äufseren 

Fig.  774. 


ZCDB  als  Aufsenwinkel  >  Z.CAD,  also 
auch  >  zCÄO,  so  ist  CB  ^  CD  oder 
CE  >  CÜt  welches  nicht  möglich  ist. 
Folglich  ist  ADB  keine  gerade  Linie. 

Lehrsatz  3.  Wenn  im  Kreise  (Fig. 
771)  eine  durch  den  Mittelpunkt  C  ge- 
hende gerade  Linie  CG  eine  andere  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  gehende  Linie  AD 
in  //  halbirt,  so  schneidet  sie  dieselbe 
unter  rechten  Winkeln,  und  wenn  sie 
dieselbe  unter  rechten  Winkeln  schnei- 
det, so  halbirt  sie  auch  dieselbe. 

Denn  ad  1 ,  zieht  man  die  Halbmesser 
CA,  CD,  so  entstehen  weil  drei  Seiten 
einzeln  gleich,  die  congruenten  Dreiecke 
ACH,  DCII,  woraus  z  AHC  =  Z  DUC 
=  ÄZ. 

Ad  2  entstehen  die  congruenten  Drei- 
ecke aus  zwei  gleichen  Seiten  und  dem 
rechten  Winke),  woher  AH=DH. 

Lehrsatz  4.  Wenn  im  Kreise  (Fig. 
771)  zwei  gerade  Linien  (AD,  JK),  die 


Kreise  KJ  =  KM  und  im  inneren  KJ  = 
KL,  mithin  KM  hl.. 

Lehrsatz  7.  Nimmt  man  auf  eines 
Kreises  Durchmesser  BE  (Fig.  771)  einen 
vom  Mittelpunkt  C  verschiedenen  Punkt 
.V,  und  zieht  von  diesem  nach  dem  Um- 
kreis mehrere  gerade  Linien  NF,  N.Y/, 
NL,  so  ist  die  durch  den  Mittelpunkt  NE 
die  gröfste,  das  übrige  Stück  Sil  die 
kleinste-,  unter  den  übrigen  Linien  aber 
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immer  die  der  gröfsten  NE  nähere  grö- 
ßer als  die  entferntere.  Auch  sind  von 
solchen  Linien  nur  je  zwei  auf  beiden 
Seiten  der  kleinsten  NB  (heifst  praeciser: 
des  Durchmessers  BF.)  einander  gleich. 

Denn  ad  1.  In  dem  A  NCF  ist  NC 
+  FC  >  NF,  d.  h.  NE  >  NF. 

ad  3.  In  den  Dreiecken  NCF  und  NCM 
sind  CF-  CM  und  NC -NC  aber  ^FCN 
>^MCN,  folglich  NF  >NM. 

ad  2.  Es  ist  C'JV  +  NN  >  CM,  also  auch 
>  CN  +  BN,  folglich  M N  >  BN. 

ad  4.  Macht  man  /_BCL-  S  BCM,  so 
ist  in  den  Dreiecken  CLN  und  CMN: 

NC  =  NC,  CL  =  CM 
folglich   A  CLN  H  &  CMN 
also  LN=MN 

Gesetzt  es  wäre  nun  noch  eine  Linie 
FN  =  LN,  so  wäre  auch  FN  =  MN  was 
gegen  No.  3  des  Satzes  ist. 

Lehrsatz  8.  Nimmt  man  aufserhalb 
eines  Kreises  (Fig.  775)  ABC  einen  Punkt 
D  und  zieht  von  ihm  an  den  Umkreis 
mehrere  gerade  Linien,  eine  DA  durch 
den  Mittelpunkt  M,  die  übrigen  beliebig, 
so  ist  unter  denen,  welche  den  hohlen 
Umkreis  treffen,  DA,  DE,  DF,  DJ,  die 
durch  den  Mittelpunkt  DA  die  gTÖfste; 
von  den  übrigen  aber  immer  die  der  gröbs- 
ten DA  nähere  gröfser  als  die  entfern» 
tere  Unter  denen  hingegen,  welche  den 
erhabenen  Umkreis  treffen,  DG,  DK,  DL, 
Dil  ist  die,  welche  verlängert  durch  den 
Mittelpunkt  geht,  DG  die  kleinste,  von 
den  übrigen  aber  immer  die  der  klein- 
sten DG  nähere  kleiner  als  die  entfern- 
tere Auch  sind  von  solchen  Linien  nur 
je  zwei  auf  beiden  Seiten  der  kleinsten 
DG  einander  gleich. 

Denn  ad  I  ist  DM +  EM  >  DE, 
also  auch  DM  -\-AM=AD>  DE 

Fig.  775. 


ad  2.  In  den  Dreiecken  DME  und 
DMF  ist  DM  =  DM,  ME  =  MF,  Z  DME 
>  Z  DMF,  folglich  DE  >  DF.  Die  kleinste 
unter  diesen  Linien  ist  die  berührende  DB. 

ad  3.    Es  ist  MK  +  DK>  MD 

oder        MG  +  DK  >  MG  -f  DG 

folglich  DK  >  DG 

Demnach  ist  DG  die  kleinste  der  den 
Umkreis  blofs  treffenden  Linien. 

ad  4.  Aus  den  Dreiecken  OLM  nnd 
DKM  ergibt  sich  DL  >  DK,  und  die  be- 
rührende DB  als  die  gröfste  der  den  Um- 
kreis blofs  treffenden  Linien. 

ad  5.  Macht  man  Z DMU  =  Z DML, 
so  erhält  man  aus  den  congruenten  Drei- 
ecken DMH,  DML,  DH  —  DL.  Wollte 
man  nun  annehmen,  es  sei  auf  der  lin-  * 
ken  Seite  noch  eine  Linie,  z.  B.  DK  eben- 
falls =  DH,  so  widerspricht  dem  der  vierte 
Theil  des  Satzes. 

Dasselbe  findet  statt  mit  den  Durch- 
schnittslinien DJ,  DF,  welche  einander 
gleich  sind,  und  dafs  noch  eine  zweite 
Linie,  etwa  DE  der  Linie  DJ  gleich  sein 
sollte  widerspricht  No.  4  dieses  Satzes. 

Lehrsatz  9.  Gehen  (Fig.  775)  von 
einem  Punkt  innerhalb  eines  Kreises  an 
dem  Umkreis  mehr  als  zwei  gleiche  ge- 
rade Linien,  so,  ist  solcher  Punkt  des 
Kreises  Mittelpunkt. 

Denn  ist  ME  —  MF=  ML,  und  es  wäre 
nun  ein  anderer  Punkt  als  M,  z.  B.  N 
der  Mittelpunkt,  so  ziehe  durch  MN  den 
Durchmesser  AG.  Dann  wäre  nach  Lehr- 
satz 7 :  MA  >  ME,  ME  >  MF,  MF>  ML. 

Lehrsatz  10.  Ein  Kreis  schneidet 
einen  anderen  in  nicht  mehr  als  zwei 
Punkten. 

Denn  gesetzt,  beide  Kreise,  Fig.  773, 
schnitten  sich  in  den  drei  Punkten  A,  B, 
D,  so  ziehe  AB  und  DB,  halbire  diese 
in  G,  H,  errichte  die  Normalen  GJ,  HK, 
so  liegt  in  diesen  beiden,  folglich  in  de- 
ren Durchschnittspunkt  der  Mittelpunkt 
der  beiden  Kreise,  welches  nach  Lehrsatz 
5  nicht  möglich  ist 

Lehrsatz  11.  Berühren  zwei  Kreise, 
Fig.  774,  einander  innerhalb,  so  trifft  die 
beide  Mittelpunkte  verbindende  gerade 
Linie  genugsam  verlängert,  den  Berüh- 
rungspunkt. 

Denn  ist  K  der  Mittelpunkt  des  grö- 
fseren  Kreises  und  der  des  kleineren  läge 
aufserhalb  der  Linie  KJ  etwa  in  G,  so 
ziehe  JG  nnd  durch  6'  nnd  A  die  Mit. 

Dann  ist  GJ  =  GD  nnd  KJ  —  KU 

Da  nun     KG  +  GJ  >  KJ 

so  ist  KG+GD  >  KU 
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oder  KD  >  KU 

welches  nicht  möglich  ist. 

Lehrsatz  12.  Berühren  zwei  Kreise 
ABD,  EFG  (Fig.  776)  außerhalb,  so  geht 
die  gerade  Linie,  welche  beides  Mittel- 
punkte C,  J  verbindet,  durch  den  Be- 
rührungspunkt T. 

Denn  wäre  ein  Punkt  außerhalb  CJ, 

Fig.  776. 


etwa  \  der  Hittelpunkt  des  zweiten  Krei- 
ses, so  ist  NT=NK,  und  da  CT=C11 

so  hat  man  CT  +  JN  =  CH  +  NK 

woraus  CJ+TN<CN 

D.  h.  In  einem  Dreieck  zwei  Seiten 
zusammengenommen  kleiner  als  die  dritte. 

Lehrsatz  13.  Kreise  berühren  ein- 
ander, sowohl  innerhalb  wie  außerhalb 
in  nicht  mehr  als  einem  Punkt. 

ad  1.  Sind  (Fig.  774)  K  und  C  die 
Hittelpunkte  der  sich  innerhalb  berüh- 
renden Kreise,  so  liegt  nach  Satz  11  der 
Berührungspunkt  in  der  verlängerten  ge- 
raden Linie  KC;  er  kann  also  nur  ent- 
weder in  J  oder  in  E  sein,  denn  wäre 
er  in  J  und  in  E  zugleich,  so  wäre 
CJ=CE 

Es  ist  aber  KJ  =  KE 
folglich  CJ  <  KE 

um  so  viel  mehr  CJ  <  CE 
welches  der  Annahme  CJ  =  CE  wider- 
spricht. 

ad  2.  wird  mit  Hülfe  von  Satz  12  eben 
so  bewiesen. 

Lehrsatz  14.  In  einem  Kreise  (Fig. 
771)  sind  gleiche  gerade  Linien  AD,  BD 
gleich  weit  vom  Mittelpunkt  C  entfernt, 


und  gleich  weit  vom  Hittelpunkt  ent- 
fernte Linien  sind  einander  gleich. 

adl.  Ist  CH  normal  AD,  CO  normal 
BD,  so  ist  nach  Lehrsatz  3 ,  DO  =  ±  BD, 
DH  =  \AD,  also  DO  =  DH;  hierzu  DC 
=  DC  also  &DCO&&DCH,  woraus  CO 
m  CH. 

ad  2.  Aus  CD  =CD,  CO  =  CH  und 
Z  COD  =  Z.CHD  =  R  folgt  &CDO  fS&CDH 
also  DO  =  DH  und  BD  —  AD. 

Lohrsatz  15.  In  einem  Kreise  (Fig. 
775)  ist  der  Durchmesser  0?  die  gröTste 
Linie,  unter  den  übrigen  aber  immer  die 
dem  Hittelpunkt  nähere  FJ  >  als  die 
entferntere  LH. 

ad  1.  Jede  Sehne  wie  FJ  bildet  mit 
den  Halbmessern  MF,  AtJ  ein  Dreieck 
MFJ,  in  welchem  also  die  Sehne  kleiner 
ist  als  die  Summe  beider  Halbmesser, 
mithin  immer  kleiner  als  der  Durchmes- 
ser. 

ad  2.  Hat  das  A  MbH  eine  gröfsere 
Höhe  als  das  &MFJ,  so  ist  auch  Z_bMH 

<  Z  FMJ,  folglich  bH  <  FJ. 

Lehrsatz  16.  Das  auf  eines  Kreises 
Durchmesser  BE  (Fig.  771)  im  Endpunkt 
E  errichtete  Perpendikel  EP  fällt  ausser- 
halb des  Kreises,  und  an  diesen  Punkt 
E  fällt  zwischen  dem  Umkreise  und  dem 
Perpendikel  keine  andere  gerade  Linie. 
Auch  ist  der  Winkel  des  Halbkreises 
JSEC  gTÖfser,  der  übrige  vom  Umkreise 
und  dem  Perpendikel  eingeschlossene 
Winkel,  SEP  aber  kleiner  als  jeder  spitze 
geradlinige  Winkel. 

ad  1.  Gesetzt  das  Perpendikel  fiele 
innerhalb  des  Kreises  etwa  wie  EJ,  so 
ist  j/CEJ=R.  Nun  ist  in  dem  &CJE, 
CJ-CE,  mithin  Z.CJE  =  zCEJ  =  /{, 
zwei  Hechte  in  einem  Dreieck;  daher  kann 
eine  in  E  auf  BE  errichtete  Normale 
keine  Sehne  sein. 

ad  2.  Gesetzt  es  fiele  zwischen  dem 
Bogen  ES  und  dem  Perpendikel  EP  eine 
gerade  Linie  EG,  die  also  ebenfalls  ganz 
außerhalb  des  Kreises  liegt,  so  ist  Z  CEG 

<  R  und  ein  auf  EG  gefälltes  Perpendi- 
kel CG  fällt  oberhalb  CE  und  CE  >  CG. 
Da  nun  CS  =  CE,  so  kann  G  nicht  außer- 
halb des  Kreises  fallen. 

ad.  3  und  4.  Es  ist  schon  No.  1,  Erkl. 
7  angegeben,  dafs  Euklid  gemischtlinige 
Winkel  betrachtet.  Diese  aber  mit  gerad- 
linigen Winkeln  zu  vergleichen,  ist  nicht 
angemessen,  denn  beiderlei  Winkel  sind 
ungleichartig.  Es  ist  das  Unangemessene 
daraus  ersieht  lieh,  dafs  zwischen  der  ge- 
raden Linie  EP  und  dem  Kreisbogen  EJ 
noch  unzählige  Kreisbogen  möglich  sind, 
die  einen  um  so  gröfseren  Winkel  mit 
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EC  bilden,  ie  weiter  man  von  E  über 
EC  hinaus  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
verlegt.  (Vergleiche  den  späteren  Art. 
„Kugeldreieck",  pag.  120) 

Lehrsatz  18.  Auf  eines  Kreises 
AB  DE  Berührungslinie  EG  (Fig.  771)  ist 
die  vom  Mittelpunkt  C  nach  dem  Berüh- 
rungspunkt E  gezogene  gerade  Linie  CE 
perpendiculär. 

Wäre  CE  nicht  perpendiculär,  so  müßte 
es  eine  andere  sein,  /..!'>.  CG.  Dann  ist 
Z.CGE  ein  rechter  Winkel,  also  im  &CEG 
die  Seite  CE>CG,  also  auch  CS  >  CG . 

Lehrsatz  19.  Ist,  Fig.  771,  auf  eines 
Kreises  AB  DE  Berührungslinie  EG  im 
Berührungspunkt  E  eine  gerade  Linie 
EB  perpendiculär,  so  liegt  in  solcher  des 
Kreises  Mittelpunkt 

Denn  wäre  in  EB  nicht  der  Mittelpunkt, 
sondern  aufser  ihr,  etwa  in  O,  so  ist, 
wenn  man  OE  zieht,  (nach  Satz  18) 
ZOEG-R,  folglich  /_OEG  =  £BEG. 

Lehrsatz  20.  In  jedem  Kreise  (Fig. 
777)  ist  der  Winkel  DCE  am  Mittelpunkt 
doppelt  so  grofs  als  der  Winkel  am  Um- 
fang, wenn  oeide  anf  einerlei  Bogen  DE 
stehen. 

Ist  1.  der  Peripheriewinkel  DAE,  so 
dafs  beide  Schenkel  desselben  den  Mit« 
telpunkt  C  einschließen,  so  ziehe  den 

Fig.  777. 


Durchmesser  AB.  Dann  ist  DC=AC, 
also  ZCDA  =  ^CAD,  also  Z  DCB  = 
2/  CAD. 

Eben  so  Z  ECB  =  2Z  CAE,  folglich 
Z0CÄ=2Z  DAR- 

Ist  2.  der  Peripheriewinkel  DFE,  so 
data  der  Mittelpunkt  außerhalb  beider 
Schenkel  fallt,  so  ziehe  den  Durchmesser 
FG  und  man  hat  aus  1 1 

Z  GCD  =  2z  GFD 
 Z  GCE  =  2Z  GFE  

hieraus 

Z  GCE  -  Z  GCD  =  2z  GFE  -  2Z  GFD 
oder       £DCE  =  2^DFE 


Lehrsatz21.  Die  Winkel  DAE,  DFE 
in  einem  Kreisabschnitte  DAFE  sind  ein- 
ander gleich  (heiTst  jetzt :  Peripheriewin- 
kel auf  demselben  Bogen  (DE)  sind  ein- 
ander gleich). 

Denn  zieht  man  den  Mittelpunktswin- 
kel DCE,  so  ist  nach  dem  vorigen  Satz 
£DCE  =  2/_DAE  =  2£DFE,  woher 
ZEAC-Z.DEE. 

Lehrsatz  22.  Die  gegenüberstehen- 
den Winkel  einer  vierseitigen  Figur  im 
Kreise  sind  zweien  rechten  Winkeln  gleich. 

Es  sei  (Fig.  777)  ADBE  das  Viereck, 
ziehe  die  Diagonalen  AB,  DE,  so  ist  nach 
dem  vorigen  Satz 

ZADE  =  ZABE 

 ZBDE  =  Z.BAE 

hieraus    £ADB  =  £ABE\  /_BAE 

hieran      /_AEB=  /_AEB  

folglich 

ZADB  +  ZAEB  =  2  rechten  Winkeln. 

Lehrsatz  23.  Auf  einer  geraden  Li- 
nie (AB,  Fig.  778)  können  nicht  zwei 
ähnliche  und  dabei  ungleiche  Kreisab- 
schnitte an  einerlei  Seite  errichtet  wer- 
den. 

Denn  zieht  man  die  beliebigen  Linien 
AE  und  BE  aus  den  Endpunkten  der 
Sehne,  ferner  die  Linie  BD,  so  hat  man 
immer  /_ADB~> /_AEB,  mithin  sind  die 
Abschnitte  immer  unähnlich. 

Lehrsatz  24.  Aehnliche  Kreisab- 
schnitte ADB,  FUG  auf  gleichen  geraden 
Linien  AB,  FG  sind  einander  gleich. 

Denn  legt  man  beide  so  aufeinander, 


Fig.  778. 


dafs  ihre  Sehnen  sich  decken,  so  müssen 
auch  die  Bogen  sich  decken,  weil  sonst 
nach  dem  vorigen  Satz  die  Abschnitte 
unähnlich  sein  würden. 

Lehrsatz  26.  In  gleichen  Kreisen 
stehen  gleiche  Winkel  am  Mittelpunkt 
sowohl  als  gleiche  Winkel  am  Umkreise 
auf  gleichen  Bogen. 

Ist  Z.BCG  =  Z.EHF  und  also  auch 
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y  BAG-  /  EDF,  so  ziehe  BG,  EF,  so 
i.-t  &BCG  v &EHF,  folglich  BG=EF, 
und  da  Z^  =  Z so  ist  auch  nach  Satz 
22,  ZÄ  =  z£,  als0  die  Abschnitte  BKG 


Fig.  779. 


und  ELF  ähnlich  (Erkl.  11),  und  wegen 
BG=  EFauch  Abschnitt  BKG  =  Abschnitt 
ELF.  (Euklid  spricht  im  Lehrsatz  nur 
von  gleichen  Bogen,  beweist  aber  auch 
gleiche  Sehnen,  Anschnitte  und  Ab- 
schnitte.) 

Lehrsatz  27.  In  gleichen  Kreisen 
sind  die  auf  gleichen  Bogen  BG,  EF  ste- 
henden Winkel  am  Mittelpunkt  BCG  und 
EHF  sowohl,  als  am  Umkreiso  BAG, 
EDF  einander  gleich. 

Wäre  ✓  BCG  >  Z  EHF,  so  sei  Z  BCM 
—  Z.EHF.  Dann  wäre  nach  dem  vorigen 
Satz  Bogen  BM  —  Bogen  EF;  es  ist  aber 
angenommen  Bogen  BG  —  Bogen  EF,  also 
wäre  Bogen  BM  =  Bogen  BG,  welches 
unmöglich  ist.  Demnach  ist  <sBCG  = 
/EHF  und  mit  diesen  nach  Satz  20, 
/BAG  =  /EDF. 

Lehrsatz  28.  In  gleichen  Kreisen 
schneiden  gleiche  gerade  Linien  BG,  EF 
gleiche  Bogen  ab,  so  dafs  die  gTÖfsercn 
Bogen  BAG,  EDF  wie  auch  die  kleine- 
ren BKG,  ELF  einander  gleich  sind. 

Denn  da  die  Halbmesser  einander  gleich 
sind,  so  ist  A  CBG  v  &  11  EF  also  z  BCG 
=  /EHF,  folglich  (nach  Satz  26)  die  grii- 
fseren  und  die  kleineren  Bogen  einander 
gleich. 

Lehrsatz  29.  In  gleichen  Kreisen 
sind  die  geraden  Linien  BG,  EF,  welche 
die  Endpunkte  gleicher  Bogen  mit  ein- 
ander verbinden,  einander  gleich. 

Die  Halbmesser  beider  Kreise  sind  ein- 
ander gleich,  die  Bogen  gleich,  folglich 
(Satz  27)  auch  /BCG  =  Z  EHF,  folglich 
in  den  congruenten  Dreiecken  BCG,  EHF 
BG  =  EF. 

Lehrsatz  31.  Der  Winkel  im  Halb- 
kreise ist  ein  rechter;  aber  der  Winkel 
im  gröTseren  Kreisabschnitt  ist  kleiner 


und  der  im  kleineren  gröfser  als  ein  rech- 
ter (heifst  jetzt  Umfangswinkel  auf  einem 
kleineren,  auf  einem  gröfseren  Bogen). 
Hingegen  ist  der  Winkel  des  gröfseren 
Kreisabschnitts  gröfser  und  des  kleineren 
kleiner  als  ein  rechter  (beide  letzten  Win- 
kel sind  die  gemischtlinigen  Winkel  (s. 
1.  Erkl.  7  und  Lehrsatz  16,  ad  3). 

ad  1.  Fig.  777.  Es  ist  AEB  der  Win- 
kel im  Halbkreise.  (Euklids  Beweis  ist 
etwas  weitläufig).  Nun  ist  (nach  Lehr- 
satz 20) 

/AEC=\/ACE 

/BEC  =  \/BCE 

d aher  /AEB  =  {{/  ACE -f  z  BCE) 

=  |-2  Rechten  =  Rz- 
ad  2.  Es  ist  /  HEB  der  Winkel  im 
gröfseren  Abschnitt  DGAFEB  oder  der 
auf  dem  kleineren  Bogen  BD  stehende 
Umfangswinkel  und  augenscheinlich  < 
{AEB=  R). 

ad.  3.  Es  ist  /  DBE  der  Winkel  im 
kleineren  Abschnitt  DBE  oder  der  auf 
dem  gröfseren  Bogen  DGAFE.  Mithin 
ist  nach  2  des  Satzes  Z  DAE  <  R;  aber 
nach  Lehrsatz  22  ist  Z DAE  \  /DBF. 
=  2Ä,  mithin  /.DBE  >  II. 

ad  4.  Dafs  der  gemischtlinige  Winkel 
ED  (GAFE)  >  R  und  der  ED  (BE)  <  R, 
wird  augenscheinlich,  wenn  man  durch 
D  eine  Normale  auf  DE  errichtet. 

Lehrsatz  32.  Wir<l  ein  Kreis,  Fig. 
780,  von  einer  geraden  Linie  EF  berührt 
und  von  einer  anderen  aus  dem  Berüh- 
rungspunkt B  gezogenen  BD  geschnitten, 


Fig. 

780. 

A 

( 

$ 

E 

b 

so  sind  die  Winkel  DBF,  D-BE,  welche 
die  schneidende  Linie  mit  der  berühren- 
den macht,  den  Winkeln  in  den  Neben- 
abschnitten des  Kreises  gleich. 

Denn  ad  1.  In  dem  auf  EF  in  B  er- 
richteten Perpendikel  BA  liegt  der  Mit- 
telpunkt des  Kreises,  also  ist  /BDA 
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=  R  =  //ABD+ZBAD  =  ZABF=ZABD 
+  £  DBF.    Folglich  /_BAD  =  /_DBF. 

ad  2.  Nach  Lehrsatz  22  ist  Z.A  +  Z  G 
=  2Ä  =  /_DBF  +  zDBE.  Nun  ist  Zi* 
=  /_DBF  (ad  1)  mithin  Z.G-/_DBF.. 

Lehrsatz  35.  Schneiden  einander  in 
einem  Kreise  zwei  gerade  Linien,  so  ist 
das  unter  den  Abschnitten  der  einen  ent- 
haltenen Rectangel  dem  unter  den  Ab- 
schnitten der  anderen  enthaltenen  gleich. 

Gehen  die  beiden  sich  schneidenden 
Linien  durch  den  Mittelpunkt,  so  ist  der 
Satz  an  sich  klar.  Ist  aber  C  der  Mit- 
telpunkt, und  der  Durchschnittspunkt  ein 
anderer,  E,  so  ziehe  CB,  CG,  CE,  falle 
die  Perpendikel  CF}  CH,  so  ist  AF=  GF, 
BH  DU. 

Fig.  781. 


Mithin  AEx  GE+  EF*  =  AF*  =  GF**) 
hierzu  CF*=CF* 

gibt  AExGE  +  EF*+  CF*  =  CF*  +  GF* 
oder        AExGE+CE*  =  CG*=CB* 
Eben  so  ist 

DExBE  +  CE*=CB* 
folglich  ist        AExGE=  DExBE 

Lehrsatz  36.  Gehen  von  einem  außer- 
halb eines  Kreises  (Fig.  775)  genomme- 
nen Punkt  D  zwei  gerade  Linien  nach 
dem  Umkreis,  von  denen  ihn  die  eine 
DA  oder  DF  in  AL  schneidet,  die  an- 
dere DB  berührt,  so  ist  das  unter  der 
ganzen  schneidenden  Linie  DA,  DF  und 
ihrem  außerhalb  des  Kreises  befindlichen 
Abschnitt  DG,  DL  enthaltene  Rectangel 
dem  Quadrat  der  Berührungslinie  DB 
gleich. 

ad  1.  Wenn  die  schneidende  Linie  DA 
den  Mittelpunkt  M  trifft. 

Fälle  das  Loth  MB  auf  BD,  so  ist 


DM*  =  DB*  +  BM* 

Ferner  ist 

A  D  x  BG  +  GM*  =  DM  *  **) 

oder 

ADx  DG+  BM*  =  DM*=DB*  +  BM* 
woraus      AD  x  DG  =  DB* 

ad  2.  Wenn  die  schneidende  Linie  DF 
nicht  den  Mittelpunkt  AI  trifft. 

Fälle  das  Perpendikel  MR  auf  DF, 
dann  ist  FL  in  Ä  halbirt,  und  man  hat 
DFx  DL  +  LB*=  DR* 

hierzu  MR*  =  MR*  

gibt 

DF x.  DL  +  LR*  +  MR*  =  DR*  +  MR* 

oder 

DFx.  DL  +  LM*=  DM*=BD*+BM* 

Nun  ist       LM*=  BM*  

folglich  ist  DF  x  DL  =  BD* 

Lehrsatz  37.  Gehen  von  einem  außer- 
halb eines  Kreises  (Fig  775)  genomme- 
nen Punkt  D  zwei  gerade  Linien  an  den 
Umkreis,  von  denen  die  eine  DF  ihn 
schneidet,  die  andere  DB  an  ihn  fällt, 
und  ist  das  unter  der  ganzen  schneiden- 
den Linie  DF  und  ihrem  außerhalb  des 
Kreises  befindlichen  Abschnitt  DL  ent- 
haltene Rectangel  dem  Quadrat  der  an 
den  Umkreis  fallenden  Linie  DB  gleich, 
so  ist  letztere  eine  Berührungslime  des 
Kreises. 

Denn  denkt  man  sich  (Fig.  775)  rechts 
von  AD  eine  berührende  DB,,  so  ist  nach 
dem  Torigen  Satz:  DFx  DL  -  DB* 

Nun  ist  zugleich  DFx  DL  =  DB* 
folglich  DB,  =  DB 

Nun  sind  in  den  beiden  Dreiecken  DMB 
und  DMB,:  DB  —  DB, ;  DM  =  DM  und 
MB  =  MB,]  folglich  ist  auch  S  DBM  = 
Z.DB,M  und  da  dieser  ein  rechter  Win- 
kel ist,  so  ist  auch  Z.DBM  ein  rechter 
Winkel,  und  folglich  DB  eine  Tangente 
(Satz  16). 

7.  Hier  schliefst  das  dritte  Buch  und 
mit  ihm  das  Lehrgebäude  über  die  wis- 
senswürdigsten Eigenschaften  des  Kreises 
mit  Ausnahme  der  Aufgaben,  welche  durch 
Construction  gelöst  werden,  von  welchen 
allein  16  Aufgaben  das  4te  Buch  aus- 
machen. 

Auffallend  könnte  es  erscheinen,  dafs 
ein  ganz  einfacher  Lehrsatz,  der  zn  den 
ersteren  der  Kreislehre  gehört,  erst  als 


•)  Anmerk.  AE-a,  GE  =  b  gesetzt:  ab  +  -  bj  =  {^^) 
••)  Anmerk.   AD  =  a,  DG  -  ö  gesetzt:  ab  +  (^^J  =  ("y*  + 
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33ter  Lehrsatz  im  6ten  Buch  aufgeführt 
ist. 

Nämlich :  «In  gleichen  Kreisen  verhal- 
ten sich  sowohl  die  Winkel  am  Mittel- 
punkt als  auch  die  Winkel  am  Umkreise, 
desgleichen  die  Kreisausschnitte  wie  die 
Kreisbogen,  woraur  sie  stehen."  Denn 
der  Satz  beruht  auf  dem  Satz,  dafs  in 
gleichen  Kreisen  zu  gleichen  Winkeln 
am  Mittelpunkt  auch  gleiche  Bogen  u. 
s.  w.  geboren. 

Man  mufs  aber  erwägen,  dafs  Euklid 
die  Lehre  von  den  Verhaltnissen  erst  im 
fünften  Buch  und  zwar  mit  Hülfe  von 
geraden  Linien  vorträgt. 

8  Die  geordnete  Zusammenstellung  der 
Lehrsätze  für  die  Elemente  der  Kreislehre 
ist  nach  meiner  Ansicht  mit  Zuziehung 
guter  Lehrbucher  folgende: 

1.  Kreise,  welche  gleiche  Halbmesser 
also  auch  gleiche  Durchmesser  haben, 
sind  gleich. 

2.  Gleiche  Kreise  haben  gleiche  Halb- 
messer und  also  auch  gleiche  Durch- 

3.  Der  Durchmesser  theilt  den  Kreis 
in  zwei  congruente  Theile. 

Diese  drei  Sätze  sind  durch  Deckung 
zu  erweisen. 

4.  In  einem  nnd  in  gleichen  Kreisen 
gehören  zn  gleichen  Winkeln  am  Mittel- 
punkt gleiche  Bogen,  gleiche  Sehnen, 
gleiche  Ausschnitte  und  gleiche  Abschnitte. 

Beweis  s.  vorstehend  Euklid  Satz  26. 

5.  In  einem  und  in  gleichen  Kreisen 
gehören  zu  ungleichen  Winkeln  am  Mit- 
telpunkt ungleiche  Bogen  u.  s.  w. 

Ist  mit  Hülfe  von  Satz  4  indirect  zu 
beweisen. 

6.  Die  acht  umgekehrten  Sätze  von 
Satz  4  und  5  (wie  Euklid  Satz  27). 

7.  In  einem  und  in  gleichen  Kreisen 
verhalten  sich  die  Bogen  und  die  Aus- 
schnitte (die  Sehnen  und  die  Abschnitte 
natürlich  nicht)  wie  die  zu  ihnen  ge- 
hörenden Winkel  am  Mittelpunkt. 

Beweis  aus  Satz  4.  Verhalten  sich 
nämlich  die  Winkel  wie  m :  n ,  ao  theile 
diese  Winkel  durch  Radien  in  m  und  in 
n  gleiche  Theile,  dann  besteht  der  erste 
Winkel  aus  m,  der  zweite  aus  n  gleichen 
Winkeln,  für  jeden  gilt  Satz  4,  folglich 
haben  n  und  m  gleiche  Winkel  n  und  m 
gleiche  Bogen  und  Ausschnitte. 

Sind  die  Winkel  {A  und  B)  incom- 
mensurabel,  so  nehme  den  einen  dersel- 
ben s.  B.  A,  rational  an  und  theile  den- 
selben in  n  gleiche  rationale  Theile;  der 


zweite  Winkel  B  sei  nun  gröber  als 
m  —  1  und  kleiner  als  m  solcher  Theile 
(«),  so  fällt  dessen  zweiter  Halbmesser 
zwischen  den  m  —  lten  und  den  mten 
Theilhalbmesser.  Nun  kann  man  n  be- 
liebig grofs  und  damit  den  einzelnen 
TheiTwinkel  «  beliebig  klein  nehmen,  und 
dadurch  beide  den  Endhalbmesser  des 
/_B  einschliefsenden  Halbmesser  dem- 
selben (d.  h.  Z("»  — 1)«  und  /m«  dem 
/_B)  beliebig  nahe  bringen.  Aber  der 
zu  mn  gehörende  Bogen  bleibt  immer 
grÖfser  und  der  zu  (m  —  1) «  gehörende 
Bogen  immer  kleiner  als  der  gegebene, 
mithin  ist  der  gegebene  Bogen  als  Grenz- 
werth zwischen  beiden  der  gesuchte  Bo- 
gen und  mit  diesem  der  zugehörige  Aus- 
schnitt der  gesuchte  Ausschnitt. 

8.  In  einem  oder  in  gleichen  Kreisen 
sind  gleiche  Sehnen  gleich  weit  vom  Mit- 
telpunkt entfernt;  und  Sehnen,  die  in 
einem  oder  in  gleichen  Kreisen  gleich 
weit  vom  Mittelpunkt  entfernt  sind,  sind 
gleich. 

Der  Satz  ist  mit  Hülfe  von  Satz  4  zu 
beweisen.  Siehe  vorstehend  Euklid  Satz 
14,  und  den  Aufsatz  Chorde  No.  2  mit 
Fig.  286. 

9.  In  einem  oder  in  gleichen  Kreisen 
ist  der  Mittelpunktswinkel  doppelt  so 
grofs  als  der  mit  ihm  auf  demselben  Bo- 
gen stehende  Umfangswinkel.  (Beweis 
vorstehend  Euklid  Satz  20.) 

Hieraus  gehen  unmittelbar  folgende 
Sätze  als  richtig  hervor: 

10.  Alle  Umfangswinkel  auf  demselben 
oder  auf  gleichen  Bogen  in  einem  Kreise, 
oder  auf  gleichen  Bogen  in  gleichen  Krei- 
sen sind  einander  gleich  (mit  Hülfe  8, 
Satz  4). 

Jeder  der  beiden  von  einer  Sehne  ab- 
geschnittenen Bogen  ist  der  geometrische 
Ort  für  Dreiecke  auf  einerlei  Grundlinie 
mit  gleichen  Winkeln  an  der  Spitze. 

11.  Zu  gleichen  Peripheriewinkeln  in 
einem  und  in  gleichen  Kreisen  gehören 
gleiche  Bogen  und  gleiche  Sehnen. 

12.  Der  Peripheriewinkel  im  Halbkreise 
ist  ein  rechter  Winkel,  denn  der  Centn- 
winkel  ist  =  2  rechten.  Der  Halbkreis 
ist  demnach  der  geometrische  Ort  für 
rechtwinklige  Dreiecke  auf  einerlei  Hy- 
potenuse.  (Euklid,  Satz  31.) 

13.  Der  Peripheriewinkel,  der  auf  einem 
Bogen  steht ,  der  kleiner  ist  als  der  Halb- 
kreis, ist  spitz,  auf  einem  der  gröfser  ist 
als  der  Halbkreis  stumpf.  (Euklid,  Satz 31 ) 

14.  Parallele  Sehnen  schneiden  zwischen 
sich  gleiche  Bogen  ab.  (S.  den  Art. 
.Chorde*,  No.  4) 
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15.  Der  Mittelpunkt  eines  Kreises  liegt  halb  des  Kreises ,  so  ist  der  von  ihnen 
in  der  auf  einer  Chorde  in  der  Mitte  er-  gebildete  Winkel  =  der  Summe ,  schnei- 
richteten Normalen,  und  die  Ton  dem  den  sie  sich  aufserhalb,  =  der  Differenz 
Mittelpunkt  auf  eine  Chorde  gefällte  Nor-  der  beiden  Umfangswinkel,  welche  anf 
male  halbirt  dieselbe.  (Vorstehend  Euklid,  den  zwischen  den  Sehnen  abgeschnittenen 
Satz  3.)  Bogen  stehen. 

16.  Eine  gerade  Linie  schneidet  einen  Beweis  wie  im  Art  »Chorde*,  No.  6 
Kreis  nur  in  zwei  Punkten.  Denn  schnitte  mit  Fig.  287  und  288. 

sie  den  Kreis  in  drei  Punkten  und  man  24.  Schneiden  sich  zwei  Sehnen  nor- 

zieht  die  drei  Radien,  so  entständen  mit  ma|t  un(j  man  zielit  die  vier  Halbmesser 

drei  8chenkeln,  derselben  Spitze  und  der-  nach  deren  Endpunkten,  so  ergänzen  sich 

selben  Höhe  drei  gleichschenklige  Drei-  die   gegenüberliegenden  Umfangswinkel 

ecke.  gegenseitig  zu  zwei  Rechten. 

17.  Drei  in  einer  Ebene  befindliche  Beweis  im  Art  .Chord e" ,  No.  7  mit 
Punkte,  die  nicht  in  einer  geraden  Linie  pjg  289. 

liegen,  bestimmen  einen  Kreis.    Denn  0-   Dje  ftuf  einem  Durchmesser  in  ie- 

verbindet  man  einen  Punkt  mit  den  bei-  ^ '  Endpnnkt  errichtete  Normale  hat 

den  anderen  Punkten  durch  gerade  Li-  nQr  di    £  eineR  Punkt    ft  dem 

nien,  so  kann  man  diese  beiden  Linien  umfani»  gemein    liejrt  mit  allen  übrigen 

als  Sehnen  eines  Kreises  betrachten ;  des-  »„„u.h,^       ^      u,         •   „  „„j 

.....  ,           ,.    .        loa.»-  runkten  a  i  serna R>  des  Kreises  und  ist 

sen  Mittelpunkt  liegt  nach  Satz  lo  in  m-t    •  Ä  Ta„  „__4j,  „„  j„m  v 

a  _  n       a-ui.„1l»  j     •    a     «•*  somit  eine  lange nte  an  dem  Kreis, 

dem  Durchschnittspunkt  der  in  den  Mit-  /puWijd  o.*.  je  \ 

ten  der  Sehnen  auf  denselben  errichteten  K  ™     '  .  f    *  '     %  , 

beiden  Normalen.  Denn  I8t  (Fl&-  771)  EG  normal  auf  BE 

18.  In  jedem  Viereck  im  Kreise  ist  die  undk  u,an  "eht  /°8  d«m  Mi»elP»nkt  C 
Summe  je  zwei  einander  gegenüberlie-  "aC tTnY^tl^  pS 
gender  Kinkel  =  2  rechten  Winkeln,  .eil  *r  £                        Äffrr  j£ 
deren  Centriwinkel  zusammen  4  Rechte  5  WT  ,  g       •  T  VÄJS 
ausmachen.   (Euklid,  Satz  22.)  dlMe  »l«  Hypotenuse  in  dem  recht wink 

v         »           '  Ilgen  t^CEG  immer  grofser  als  Cr;  der 

19.  Wenn  in  einem  Viereck  je  iwei  p,,^  g  liegt  also  aufserhalb  des  Kreises, 
einander  gegenüberliegende  Winkel  zu-  D      weit|iufi     Beweis  yoa  Euklid 
sammen  gleich  2Ä  sind,  so  kann  man  q0T,  ,«  ;Kt  n-„u  .X.i.riioi, 

einen  Kreis  darum  beschreiben.  Satz  "  wt  rDlcht  «rford"hch- 

Denn  geseUt  der  Kreis  (Fig.  777)  ginge  J^J?^ 

durch  A,  D  und  E  aber  nicht  durch  Ä,  J»n  Berührungspunkt  gezogenen  Durch- 

sondern  durch  einen  Punkt  ff  oberhalb  m*fer  normal-  _             x  . 

oder  unterhalb  B  in  ^Ä,  so  würde  nach  Dei»n  ^eUt  G£ ,  (Fig.  771)  wäre  nicht 

dem  vorigen  Satz  Z^+Z#=  zweien  nolm.*l  E£»  80  .fl,le         N2rm?,,e  5 f 

Rechten  sein.   Im  ersten  Fall  aber  wäre  ™f  ^6.   Dann  ist  zt6r£  =  Ä,  folglich 

Z«>Ä  und  im  zweiten  Fall  Z H <  z Ä  in  dem  rechtwinkligen  ACEO  die  CiS 

also  +  A  +  Z  «  entweder  >  oder  <  2Ä.  als  Hypotenuse  >  Cü ;  da  aber  der  Punkt 

.  .              .  „„  a  .    .„  ,  O  in  der  Tangente  aufserhalb  des  Krei- 

folgYndVr  Art  a^drüS:         ,8  ~  liegt,  so  Lfs  CG  >  CE  sein. 

b^Ä  Ä  d-h  den^Mittelpunkt  ^ 

20.  In  einem  oder  in  gleichen  Kreisen  D,enn         816  n*ht  d™h  C'        '  „* 

liegt  die  gröfsere  Sehne  dem  Mittelpunkt  f.0"?6"1  etwa  wie  ß?' und kman  «e".dBn 

«sei.  Ii.  j«*  lut.m                  F  Halbmesser  C/-,,  so  ist  nach  dem  Tongen 

naher  als  die  kleinere.  Satz  Z CEC  =  A,  also  kann  ^OEG  nicht 

21.  Wenn  in  einem  oder  in  gleichen  gein 

Sl5S*Ä!ü?  2!hie„ r^T^  T0?»IS^  28          »«cht  parallele  Tangenten  an 

Ä  kle  L  als  die  etz  e  '  einem  Kreis  bis  ™  ihrem  D«*1>achnitt.- 

erstere  kleiner  als  die  letzte.  -t  verlänf?ert  sind  gleifh.  die  vom 

Die  Beweise  dieser  beiden  Satze  sind  Durchschnittspunkt  durch  den  Mittelpunkt 

einfach  (s.  den  Art.  .Chorde*,  No.  3,  gexogene  gerade  Linie  ist  normal  auf  der 

pag.  22  mit  Fig.  286).  beide    Berührungspunkte  verbindenden 

22.  Zwei  sich  schneidende  Sehnen  hal-  Sehne  und  halbirt  sie. 

biren  einander  nicht   (Euklid,  SaU  4.)  0enn  denkt  man  sich  (Fig.  776)  rechts 

23.  Schneiden  sich  swei  Sehnen  inner-  von  AD  eine  zweite  Tangente  DB*  so 
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ist  &DBM  OB  AJWJT,  weil  Z)Jf= 
BM  -  B'M  und  Z  Ä  =  Z    =  Ä.  Folglich 
ist  DB'=  DB. 

Da  nun  auch  Z.DMB'  =  Z  DMB,  so  ist, 
wenn  man  BB'  zieht  und  den  Durch- 
schnittspunkt zwischen  DM  und  BB'  mit 
Ä  bezeichnet,  MR  =  MR,  mithin  &BMR 
es  ß'Affl   und  hieraus  ÄÄ  =  B' Ii  und 

29.  Treffen  sich  eine  Tangente  und 
Sehne  in  dem  Berührungspunkt,  so  ist 
der  von  ihnen  gebildete  Winkel  =  dem 
Peripheriewinkel  im  gegenüberliegenden 
Kreisabschnitt 

Beweis  vorstehend,  Euklid,  Satz  32. 

30.  Ist  von  den  beiden  geraden  Linien 
DB  und  DF,  Fig.  775,  erstere  eine  Tan- 
gente, letztere  eine  Durchschnittslinie, 
so  ist  das  Rectangel,  welches  von  dieser 
Durchschnittslinie  mit  dem  äufseren  Tbeil 
derselben  gebildet  wird,  gleich  dem  Qua- 
drat der  Tangente.  Also  Fig.  775: 
DB'=  DFx  DL  =  DA  x  DG  =  DJ  x  Dil 

Beweis:  Euklid,  Satz  36  mit  Fig.  775. 

31.  Der  umgekehrte  Satz  von  30  mit 
Beweis  s.  vorstehend  Euklid,  Satz  37. 

32.  Zwei  Kreise,  die  einander  schnei- 
den und  die  einander  berühren  haben 
keinen  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt. 

Euklid  hat  darüber  2  Lehrsätze:  Zwei 
Kreise,  die  einander  schneiden  haben  kei- 
nen gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  (Satz 
5  mit  Fig.  773)  und:  Zwei  Kreise,  deren 
einer  den  anderen  inwendig  berührt, 
haben  keinen  gemeinschaftlichen  Mittel- 

Eunkt  (Satz  6  mit  Fig.  774).  Dafs  dies 
ei  Kreisen,  die  sich  auswendig  be- 
rühren, der  Fall  ist,  scheint  ihm  unnö- 
thig  bewiesen  zu  werden. 

33.  Zwei  Kreise  schneiden  einander  in 
nicht  mehr  als  zwei  Punkten.  Beweis 
ist  vorstehend  in  Euklid,  Satz  10  mit 
Fig.  773. 

34.  Wenn  zwei  Kreise  sich  schneiden, 
so  steht  (Fig.  782)  die  Centrale  CC  auf 
der  gemeinschaftlichen  Sehne  AB  normal 
und  halbirt  dieselbe. 


Denn  ans  AC=BC,  AC  -  BC  und 
CC  =  CC  hat  man 


&ACC&&BCC 
Hieraus  /_ACC=/_BCC 
hierzu  AC=BC,  DC=  DC  gibt  ' 

&ACD&  &BCD 
woraus  AD-  BD  und  Z DC=  Z BDC  =  R 

35.  Kreise  berühren  einander,  sowohl 
innerhalb  als  ausserhalb  in  nicht  mehr 
als  einem  Punkt  und  haben  daselbst  eine 
gemeinschaftliche  Tangente.  (Beweis, 
Euklid,  Satz  13  mit  Fig.  774.) 

36.  Berühren  zwei  Kreise  einander  in- 
nerhalb oder  aulserhalb,  so  trifft  die  Cen- 
trale den  Berührungspunkt.  (Beweis  s. 
Euklid,  Satz  11  und  12.) 

37.  Zwei  in  einer  Ebene  liegende 
Kreise  schneiden  sich,  wenn  der  Abstand 
ihrer  Mittelpunkte  kleiner  ist  als  die  Sum- 
me ihrer  Halbmesser  oder  gröTser  als  die 
Differenz  derselben. 

Denn  im  ersten  Fall  liegt  jeder  Mittel- 
punkt außerhalb  des  zweiten  Kreises,  im 
zweiten  Fall  liegen  beide  Mittelpunkte 
in  dem  grösseren  Kreise;  in  beiden  Fäl- 
len steht  die  Verbindungslinie  der  Mit- 
telpunkte (die  Centrale)  auf  der  gemein- 
schaftlichen Sehne  normal  und  halbirt 
dieselbe. 

38.  Zwei  in  einer  Ebene  liegende 
Kreise  berühren  einander  in  einem  ein- 
zigen Punkt,  wenn  der  Abstand  ihrer 
Mittelpunkte  gleich  der  Summe  oder  der 
Differenz  ihrer  Halbmesser  ist.  Sie  ha- 
ben eine  gemeinschaftliche  Tangente,  die 
im  ersten  Fall  zwischen  beiden  Kreisen, 
im  zweiten  Fall  auf  einer  Seite  beider 
Kreise  liegt,  weil  die  Berührung  der 
Kreise  im  ersten  Fall  aufserhalb,  im  zwei- 
ten Fall  innerhalb  geschieht. 

39.  Zwei  in  einer  Ebene  liegende 
Kreise  liegen  g^anz  auseinander,  wenn 
die  Centrale  grofser  ist  als  die  Summe 
der  Halbmesser.  Ist  die  Centrale  kleiner 
als  die  Differenz  beider  Halbmesser,  so 
liegt  der  kleinere  Kreis  ganz  innerhalb 
des  gröfseren. 

40.  Wenn  (Fig.  783  und  784)  zwei 
Kreise  einander  berühren,  und  man  zieht 
durch  den  Berührungspunkt  zwei  gerade 
Linien,  welche  jeden  der  beiden  Umfange 
in  noch  einem  Punkt  schneiden,  so  sind 
die  beiden  Sehnen,  welche  diese  Durch» 
schnittspunkte  verbinden,  einander  pa- 
rallel. 

Denn  in  Fig.  783  sind  DG  und  FH, 
in  Fig.  784  AF  und  AD  die  beiden  durch 
den  Berührungspunkt  A  gezogenen  ge- 
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Fig.  782. 
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raden  Linien,  FD  and  GH  die  deren  E 
punkte  verbindenden  Sehnen. 


Fig.  783. 


Es  ist  also  in  Fig.  783 

Z_CAG-/_AHV* 
Aber  ^BAD^ZCAG 
also  auch  Z AFÜ  =  /_AHG 
folglich  GH  ±  DF 


Fig.  784. 


In  Fig.  784  ist 

ZBAG  =  ^AHG 
Z.BAF=  Z.ADF 
folglich  zAHG=>ZADF 
und  GH  +  DF 

41.  Schneiden  sich  zwei  Sehnen,  so 
ist  das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  der 
einen  Sehne  mit  dem  Rechteck  aus  den 
Abschnitten  der  auderen  gleich  grofs. 
Beweis  s.  Euklid,  Satz  35  mit  Fig.  781, 
pag.  94  nnd  Art.  Chorde,  No  11  mit  Fig. 
287,  Bd.  II.  pag.  24. 

42.  Schneidet  eine  Tangente  eine  ver- 
längerte Sehne,  so  ist  das  Quadrat  der 
Tangente  —  dem  Rechteck  aus  der  gan- 
zen verlängerten  Sehne  und  der  Verlän- 
gerung. 

Beweis  s.  Euklid,  Satz  36  mit  Fig.  775, 
pag.  94  und  Art.  .Chorde",  No.  11  mit 
Fig.  290,  Bd.  II.  pag.  24. 


43.  Schneiden  sich  zwei  Sehnen  außer- 
halb des  Kreises,  so  sind  die  Rectangel 
aus  jeder  ganzen  verlängerten  Sehne  und 
ihrer  Verlängerung  einander  gleich.  Be- 
weis im  Art.  , Chorde",  No.  11  mit  Fig 
288,  Bd.  II.  pag.  24. 

9.  Zu  den  Lehren  der  Geometrie  ge- 
hören die  Anweisungen  zu  Lösung  geo- 
metrischer Aufgaben  mittelst  Zeichnung, 
wie  dies  in  dem  Art.  „Constructio- 
nen",  pag.  49,  als  Einleitung  auseinan- 
dergesetzt ist.  Die  Constructionen  be- 
ginnen daselbst  mit  deneu  aus  der  Ele- 
mentargeometrie nnd  es  sind  für  dieselbe 
135  Aufgaben  gelöst.  Diejenigen  Auf- 
gaben, welche  speciell  auf  den  Kreis  sich 
beziehen,  fangen  mit  No.  29  an  und  zwar 
mit  der  einfachsten  Aufgabe:  In  einem 
gegebenen  Kreis  eine  Sehne  von  gege- 
bener Länge  einzutragen. 

Die  den  Kreis  speciell  betreffenden  Anf- 

Saben  sind  nun  No.  29  bis  incl.  No.  41, 
[o.  79  bis  No.  81  und  No.  135.  Die  Ver- 
zeichnung von  regelmäßigen  Dreiecken 
und  Vielecken  in  und  um  einen  Kreis 
zeigen  No.  89  bis  incl.  95.  Von  den 
übrigen  Aufgaben  sind  No.  62  bis  No.  64 
Construction  von  Vierecken  in  und  um 
den  Kreis,  No.  70  bis  No.  78  Construction 
von  Dreiecken  und  Quadraten  im  Halb- 
kreis and  im  Quadrant;  No  89  bis  No.  95 
Construction  regelmäfsiger  Vielecke  iii 
nnd  am  den  Kreis.  Auch  in  dem  Art. 
n  Chorde"  mit  8  Figuren  befinden  sich 
Constructionen,  welche  die  Chorde  an  sich 
und  dieselbe  in  Zusammenhang  mit  der 
Tangente  betreffen. 

10.  Der  algebraische  Theil  der  Elemen- 
tarlehre vom  Kreise  ist  in  dem  Wörter- 
buch schon  in  verschiedenen  Artikeln 
behandelt.  Der  erste  Artikel  darüber: 
Arcus,  Bogen,  Kreisbogen  enthält 
die  Auffindung  der  Verhältnifszahl  n  zwi- 
schen dem  irrationalen  Kreisumfang  und 
dem  rationalen  Durchmesser  und  die 
Werthe  von  n ,  log  br  n,  log*  n ,  jede  in 
15  Decimalstellen  angegeben.  Ferner  ent- 
hält er  die  Eintheilung  der  Kreislinie, 
die  Auffindung  der  Bogen  bei  gegebenen 
Centriwinkeln  mit  Hülfe  der  trigonome- 
trischen Tafeln;  Tabellen  für  Bogenlän- 
gen bei  Centriwinkeln  Secunde  für  Se- 
cunde  and  Minute  für  Minute  von  1  bis 
60  und  Grad  für  Grad  von  1°  bis  360°. 
Ferner  die  Entwickelung  von  Reihen  für 
die  Länge  eines  Bogens  bei  gegebenen 
Sinus,  Cosinus,  Tangente,  Cotangente, 
Secante,  Cosecante. 

In  dem  Art.  „Chorde",  No.  12  mit 
Fig.  293  sind  Formeln  gegeben  für  den 
Zusammenhang  des  Halbmessers  der  zu- 
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gehörigen  Sehne,  der  zu  dem  halben  Bo- 
gen gehörenden  Sehne,  der  Höhe  des  znr 
ganzen  Sehne  gehörenden  Abschnitts  und 
Anwendung  auf  die  genannten  Stücke 
als  Tbeile  regelmäfsiger  Figuren  im  Kreise. 
Der  Art.  „Halbkreis"  enthalt  diesel- 
ben Formeln  für  den  Haikreis. 

11.  Geordnete  Znsammenstellung 
der  zum  Kreise  gehörenden  Zah- 
len und  Elementarformeln. 
Die  Verhältnifezahl  zwischen  dem  Durch- 
messer zum  Umfang  des  Kreises  ist 

1.  1  :/i  =  1  :3, 14 159  26535  89793 

2.  logbrn  =  0,49714  93726  94 134 

3.  logn  n  =  1,14472  98858  49400 

4.  —=0,31830  98861  83791 


25.  Der  Kreisausschnitt: 

26.  Der  Kreisabschnitte 


360' 


^l^*"""  *)** 


27.  Der  concentrischo  Kreisring  = 

»(Ä'-r>) 

28.  Das  concentrische  Ringstück  = 


360 


71 


5.  logbr  —  =9,50285  01273...-  10 

3t 

6.  Vn  =  1,77245  38509  05516 

7.  log  br  Vn  =  0,24857  49364 

8.  V~=  0,06418  95835  47756 

9.  log  br  \/^  =  9,75142  50636  ...  -  10 

10.  7i>  =  9,86960  44010  89359 

11.  log  brn*  =  0,99429  97454 

12.  — ,  =  0,10132  11836  42338 

13.  log  br  — 3  =  9,00570  02546  ...  -  10 


Sind  die  in  einen  Kreis  eingetragenen 
Linien,  als  Sehnen,  Höhen,  Abschnitte 
statt  in  Zahlen  gegeben  zu  sein  mit  Buch- 
staben bezeichnet,  so  erhält  man  noch 
folgende  Formeln  (Bd.  IL  pag.  23): 

AF:  DF  =  EF:  BF  1  _,. 
™'  oder  AFxBF=DFxEFj*lg  288 

AF:BF=DF:AF\ 
30'oder       w4Fs  =  BFx  DF\ 
Für  den  Halbkreis  (Fig.  292) 
AE.DE-DE:BE\ 
oder       DE*  =  AExBE\ 
AE  :AD  =  AD :  AB  j 
'oder       AD>  =  ABxAEl 

Wird  Fig.  293  der  Halbmesser  AC  =  BC 
—  r,  die  Sehne  AB  —  a  für  den  Centri- 
winkel  ACB  =  « ,  die  Sehne  AD  =  BD  =  b 
für  den  Centriwinkel  ACD  =  \a,  die  Höhe 
DE  des  Abschnitts  ABD  =  *  gesetzt ,  so 
erhält  man 


14. 


80599  59770 


33.  «=-^4r>-A» 

34.  M-4iV  +  aV  =  0 

35.  *  =  Vir*  -  r  )/lr*  -  a« 


15.  log  br  J/|-  =  9,90633  28741 ...  -  10    36.  k  =  ytrh 

Der  Umfang  des  Kreises: 

16.  2nr  =  6,28318  53071  79586 xr 

17.  log  2nr  =  0,798 17  98734...  log  r 
Der  Umfang  des  Quadrant: 

18.  \nr-  1,57079 63268  ...xr 

19.  log  lnr  =  0,19611  98719. ..x/oor 
Der  Inhalt  des  Kreises: 

20.  »r>  =  3,14169...  Xr' 

21.  togjir'  =  0,99429  97454...  logr 
Bei  dem  Centriwiukel  =  « 


«■»-&-1Mt)" 

b* 

38.  r  = 

Setzt  man  «  für  \a,  also  Fig.  293, 
/_ACD=.  zBCD^a,  so  hat  man 

39.  AB  =  a  =  2r  sin  a  =  2&  cos  ~ 


2 


22.  Der  Kreisbogen  =  -  *~  .  rrr 

23.  Die  8ehne=2r«»4 

2 

24.  Die  Höhe  des  Bogens  =  (l-ro» 


40.  BD  =  AD  =  b  =  2rti»~  =  ^a ttc~ 

2     1  2 

12.  Die  in  dem  Art.  .Arcus*»  you 
No.  9  ab  entwickelten  Formeln  für  die 
Länge  der  Bogen  in  Reihen  nach  den 
fortlaufenden  Potenzen  der  trty 
sehen  Linien  der  Bogen  sind: 

r 
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41.  Arc(.in  =  *)  =  *  +  ~  *»  +         *>  +  +  **+.-. 

Das  allgemeine  («te)  Glied  ist 

3»5-7  ....(2w-  3)  9  u-l 

2.4.6. ...(«»-«) * 

42.  ^(~=ä)-i-[.  +  ^^+ii5^  +  iSr7«'  +  -»] 

43.  itrc(<«  =  *)  =  x-t*«+s**-T*7 +  **•  +  •••  =*= 

-  *  Fi  1 1  *  i2,i( *'  v  i2,46(  v+ 

~  l+x«L  ^'l+x^S.öVl+xV  T 3.6-7V1+**/  T 
2-4'6'8/  *«  \4  2.4-6....  2  (»-  1)/  *'  V»-1"! 
3.5.7.9  \l  +  xV  +  " *  3.5.7  ....  (2«  -  1)  U  +  **/  J 


44.   Are  (eol  =  x)  =  y  -  x  +  Jx»- |x8  + 1*7  -  . ... 

=  y-(x-,x>+sx*-TxT  +  ....) 

_*  *  ri4.j-^!-+?i4^y4-  1 

46.   ^(^ar)Bi-[l  +  r^  +  ri^  +  ] 

46.  Arc(co.ec=  x)  =  1  +  ^  +  + ..  . 

47.  ^ (.in.  =  x)  =  «  -  [(1  -  x)  +  +  5ft=£  +  . . . .] 

48.  ^rc(gW  =  x)  =  (l-x)-hV-g-^--f  g.4.5  +  — 

Mao  kann  ans  einigen  dieser  Formeln  setzt  den  Centriwinkel  für  x  =  SO°,  dann 
eine  Reihe  für  den  Werth  vou  n  ent-  ist  arc  sin  30°  =  und  «in  30°  =  },  mit- 
wickeln: Legt  man  Formel  41  zu  Grande,  hin 

Ä|\         2  2.3  2.3.5  "I  0 

49.  ^-H*+2T2HT«  +  2.4.5.8»  +  2:4.6.7.16»+--*J 

(s.  den  Art  „Areas",  No.  17,  A  am  Der  Art.  „Coordinaten",  nag.  132, 

Schlad).  gibt  mit  Fig.  513  die  rechtwinklige  Co- 

Legt  man  Formel  43,  2  in  Grunde,  ao  ordinatengleichung  des  Kreises  (des  Kreia- 

hat  man  für  den  Centriwinkel  Ton  x  nmfangs) 

=  45°:  .  =  tx,  *ex  =  l  und  y>=2rx-x«  j 

60  *  =  2fl  +  i+!^4-!^4-  0dOT        3f'  +  -r»-2rx=0*  i; 

V     '    3.5    3.6-7         /  Die  Gleichung  ist  aber  eingeschränkt, 

(s.  den  Art.  .Areas11,  No.  17).  and  zwar  deshalb,  weil  die  Abscissenlinie 

13.  Der  Art  „Brennpunkte  der  Ke-  d«r  Durchmesser,  ein  Endpunkt  desselben 
gelschnitte*,  pag.  420  mit  Fig  257  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  diese 
zeigt  den  Kreis  als  einen  Kegelschnitt,  rechtwinklig  sind, 
nämlich  als  den  mit  der  Grnndebene  +  Der  Art.  -Curven«,  pag.  161  ent- 
genommenen Durchschnitt  EF  eines  Ke-  wickelt  gleich  Anfangs  mit  Fig.  518  die 

Sels,  entwickelt  aber  für  denselben  keine  Coordinatengloichung  für  den  Kreis,  wo 

ormel,  weil  der  Kreis  keinen  Brenn-  die  Abscissenlinie  AX   außerhalb  des 

Sankt  hat.    Wie  aber  für  die  übrigen  Kreises  liegt,  die  Doppelordinaten  wie 

[egelschnitte,  so  gehört  auch  für  den  DE,  DF  schiefwinklig  und  der  Anfangs- 

Kreis  eine  allgemein  geltende  Gleichung,  punkt  A  der  Coordinaten  ein  willkührli- . 
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eher  Punkt  darin  ist.   Man  erhalt  dort  die  Oleichnng: 

y»  -  2yx  cot  a  +  x»  +  2y  (a  eo»  a  -  b)  -  2x(«  -  b  cot  «)  +  o«-2«6«w  a  +  i'-r«=  0  (2) 

Es  wird  aas  dieser  Gleichung  festge-  II.  Setzt  man  in  Gleichung  5  die  Con- 
s  teilt,  dato  die  einfachste  aller  krummen  stante  a-r  oder  in  Gleichung  6  die  Con- 
Linien,  der  Kreis,  schon  durch  eine  qua*  stante  £=0,  so  hat  man  die  Abscissen- 
dra tische  Gleichung  bestimmt  wird.  Es  linie  durch  den  Hittelpunkt  C,  den  An- 
ist also  der  Kreis  schon  eine  Linie  der  fangspunkt  im  Scheitel  J  nnd  die  Glei- 
sweiten Ordnung  oder  eine  Gurre  der  chung 
ersten  Klasse  ron  der  diesen  Curven  zu-  «>  .f  Ä«  _  2rx  =  0 

kommenden  allgemeinen  Form  1  (Bd.  II,  j  SeUt  man  in  Gleichung  6  die  Con- 

,    .          ,  stante  A  =  r,  dann  hat  man  die  Abscis- 

oy»  +  *yx  +  cx'  +  dy  +  ex  +  f  =  0  senlinie  in  dem  unteren  Berührungspunkt 

Oder  wenn  man  a—  1  setit,  oder  wenn  mit  dem  Kreise,  den  Anfangspunkt  in 

man  die  Gleichung  mit  a  diridirt  und  der  Projection  des  Scheitels  J  und  die 

die  übrigen  Coefüuenten  als  mit  a  diri-  Gleichung 

dirt  beibehält  y»  +  &  _  2ry  —  2rx  +  r*  =  0 

y'  +  *yx  +  cx1  +  dy  +  ex  +  f =  0  K.  Setit  man  in  Gleichung  5  die  Con- 

Man  erhält  ferner  zwei  rerschiedene  stante  a  =  0,  so  erhalt  man  die  Abscissen- 

Werthe  ron  y,  einen  für  DE  und  einen  linie  durch  den  Mittelpunkt  C,  den  An- 

für  DF,  fangspunkt  im  Mittelpunkt  C  und  die 

A.  Setit  man  «  =  90°,  dann  sind  die  Gleichung 
Ordinaten  normal   der  Abscisse  y'  +  x'-r'sO 

und  man  erhält  aus  Gleichung  2:  ^  ^  €inem  B(|WeU  ^  „enn  das 

y'  +  x*-  26y  -  2«x  +  a«  +  6>-r»  =  0  (3)  xu  beweisende,  mehr  oder  weniger  ver- 

B.  Setzt  man  nun  in  diese  Gleichung  steckt,  als  bewiesen  vorausgesetzt  wird, 
noch  b  =  r,  so  erhält  man  die  Abscissen-  _   ,      _     .  ,    .  „  . 
linie  in  den  unteren  Berührungspunkt  ,  Kr«»,  Bo.rdBa  scher,   a.  „Borda- 
mit  dem  Kreise  und  es  ist:  'scher  Kreis*. 

y*  +  x*  -  2ry  -  2«x  +  as  =  0              (4)  Kreisabschnitt  Erklärung,  s.  „Kreis «, 

C.  Setzt  man  in  Gleichung  3  die  Con-  go.  1.  Formel  für  den  Inhalt  No.  11, 
stante  6  =  0,  so  erhält  man  die  Abscissen-  Formel  24. 

linie  durch  den  Mittelpunkt  C  und  die  Kreisausschnitt.  Erklärung,s. „Kreis«, 

Gleichung  No.  !.    Bereichnet  man  den  Centriwinkel 

y»  +  x»-2ax  +  «»-r«  =  0               (5)  mit  «,  die  Länge  des  Hogens  mit  b,  die 

D.  Setzt  man  in  Gleichung  3  die  Con-  Sehne  mit  o,  so  hat  man  den  Inhalt  des 
stante  a  =r,  so  erhält  man  den  Anfangs-  Ausschnitts  J  = 
punkt  in  der  Projection  des  Scheitels  J  a           . .     .  _*_ 
und  die  Gleichung  360°  *r  '  360 
y3 +  **-2by-2rx  +  ö*  =  0               (6)  , 

JL8!"  nmalin  S'Il3  ft^!"  Für  a  =  108°  36'  13"  wird  der  Ans- 

punkta  und  die  Gleichung  Kreisbewegung,  s.  „Centralbewe- 

y»  +  x«- 2&y-f  A'-r^O                 (7)  gung«. 

F.  Setzt  man  in  Gleichung  4  die  Con-  Kreisbogen,  s.  „Kreis«,  No.  1  und 
stante  a  =  r,  so  hat  man  die  Abscissen-  die  Formel  No.  11,  20. 

linie  in   dem  unteren  Berührungspunkt 

mit  dem  Kreise  und  den  Anfangspunkt  Kreisebene,  s.  „Kreis«,  No.  1  und 

A  in  der  Projection  des  Scheitels  J  und  Formeln  No.  11,  18  und  19. 

die  Gleichung  Kreislinie,  s.  r.  w.  „Kreis*:  Formel 

y*  +  x«  -  2ry  -  2rx  +  r«  =  0               (8)  8.  Kreis ,  No.  11,  14  nnd  15. 

G.  Setzt  man  inGleichung4  die  Con-     »-Mjc_i„_  ,  D .  ♦  -  u.  tr.„t.« 

stante  «  =  0,  dann  hat  man^ie  Abscisse  Kreisring  und  Ringstuck, s.„Kreis  , 

in  den  unteren  Berührungspunkt  nnd  den  No*  "»  25  und  W' 

Anfangspunkt  in  der  Projection  des  Mit-  Krümmung  ist  die  Abweichung  ron 

telpunkts.   Die  Gleichung  ist  der  geraden  Richtung  und  die  Krümmung 

y*  +  x«  -  2ry  =  0                          (9)  ist  um  so  grö&er  und  um  so  kleiner,  je 
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gröfsor  und  je  kleiner  diese  Abweichung 
ist.  • 

Die  Krümmung  findet  bei  Linien  und 
Fliehen  statt;  eine  Linie,  die  gekrümmt 
ist,  heifst  eine  krumme  Linie,  eine 
Fliehe,  die  gekrümmt  ist,  heifst  eine 
krumme  Flache.  Die  Krümmung  darf 
sich  jedoch  nicht  auf  einzelne  TheiTe  der 
Linie  oder  der  Fläche  beschränken,  so 
dafs  andere  Theile  derselben  gerade  sind; 
der  noch  so  kleinste  Theil  der  Linie  und 
der  Fliehe  darf  nicht  gerade  sein. 

Linien,  die  nach  einem  Gesetz  ge- 
krümmt sind  heifsen  Curven  (s.  d); 
Fliehen,  die  gekrümmt  sind,  kommen  in 
der  Geometrie  nur  als  Oberflächen  vor. 

Das  Maafs  der  Krümmung  ist  die  Kreis- 
linie (der  Krümmungskreis)  von  grö- 
ßerem und  Ton  kleinerem  Halbmesser 
(Krümmungshalbmesser).  Denn  man 
kann  eine  sehr  kleine  krumme  Linie  mit 
einem  Kreisbogen  vergleichen,  wenn  sie 
diesem  so  nahe  kommt,  dafs  weder  eine 
anders  gekrümmte  Linie  noch  ein  Kreis- 
bogen von  kleinerem  Halbmesser  zwischen 
beide  fallen  kann,  ohne  dafs  er  die  eine 
oder  die  andere  schneidet. 

Je  kleiner  der  Halbmesser  des  Krüm- 
mungskreises ist,  desto  gröfser,  und  je 
gröfser  der  Halbmesser,  desto  kleiner  ist 
die  Krümmung. 

Der  Krümmungsgrad  einer  Fliehe  wird 
in  den  Krümmungen  von  Durchschnitts- 
linien gemessen,  die  durch  dieselben  in 
geraden  Richtungen  genommen  werden. 

Krümmungshalbmesser,  s.  d.  vorigen 
und  den  folgenden  Artikel. 

Krümmannkreis  ist  in  der  Curven- 
lehre  ein  sehr  wichtiges  Mittel  für  die 
Untersuchung  der  Curven  in  bestimmten 
Punkten  nach  verschiedenen  Eigenschaf- 
ten hin.  Wie  derselbe  dadurch  gefunden 
wird,  dafs  man  seinen  Halbmesser  be- 
stimmt s.  „ C  u  rvenleh  re "  II.,  pag.  186. 
Die  Curve,  in  welcher  die  Hittelpunkte 
der  Krümmungskreise  aller  auf  einander 
folgenden  Curvenpunkte  liegen,  heifst  die 
Curve  der  Mittelpunkte.   Wie  diese 

fefunden  wird,  zeigt  der  Art.  „Curven- 
ehre"  III.  pag.  188;  desgleichen  die 
nächste  Anwendung  davon  auf  die  Er- 
mittelung von  Wende-  und  Rückkehr- 
punkten dieselbe  pag.  No.  IV. 

Krumm  ist  nicht  gerade.  S.  d.  Art. 
„Krümmung". 

Krumme  Linien,  Flächen,  die  nach 
einem  Gesetz  gekrümmt  sind.  S.  die 
Art.  „Curven    und  „ Curvenlehre ". 

Krummzapfen  ist  eine  mechanische 


Vorrichtung,  durch  welche  man  vermöge 
einer  um  eine  feste  aber  um  ihre  Axe 
drehbare  Welle  in  Kreisbewegung  befind- 
lichen Kraft  eine  Last  mittelst  einer 
Lenkstange  in  hin  und  her  gehende  ge- 
radlinige Bewegung  versetzt. 

t.  Ist  (Fig.  785)  C  der  Mittelpunkt  der 
Welle  und  des  Krummzapfens,  CA  die 
augenblickliche  Lage  des  daran  befestig- 
ten Arms,  dessen  Endpunkt  A  die  Warze, 
an  dieser  die  Lenkstange  AB  und  an 
dieser  wieder  die  gerade  auf  den  Mittel- 
punkt C  gerichtete  Lastzugstange  ange- 
bracht Ferner  Q  die  Last,  welche  nach 
der  Richtung  BD,  und  Q'  die  Last,  welche 
nach  der  Richtung  DB  widersteht,  die 
Kraft,  welche  fortdauernd  auf  die  Warae 
wirkt,  und  zwar  in  jedem  Punkt  des  Krei- 
ses nach  der  Tangente  gerichtet  beim 


Fig.  785. 


Heruntergang,  wenn  die  Last  Q  zu  über- 
winden ist  =  P  und  beim  Hinaufgang 
su  Ueberwindung  der  Last  Q'  =  f.  Dann 
legen  P  nnd  F  jede  den  Umfang  des 
Halbkreises  als  Weg  zurück,  wenn  Q  und 
Q'  jede  den  Durchmesser  durchläuft. 

Berücksichtigt  man  keino  Nebenhinder- 
nisse, so  ist  nach  dem  Cartesischen  Prin- 
eip:  „Kräfte  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  zu  gleicher  Zeit  von  ihnen  zu- 
rückgelegten Wege". 

P :  Q  =  2AC in >AC 

woraus  P=  ~Q 


f  Google 
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P:  Q1  =  2AC :  n  •  AC  Bezeichnet  man  die  Spannung  im  Len- 

  „_  2    ,  ker  AB  mit  S,  so  wird  außer  dem  senk- 

woraus           r  -  —  {/  recht            ^kenden  Widerstand  noch 

So  dafs  die  für  die  Bewegung  der  La-  ein  waagerecht  wirkender  gebildet  und 

sten  Q+Q'  die  Kraft,  welche  fortdau-  mzn  Dat  die  senkrechte  Seitenwirknng 

ernd  thätig  sein  niufs                  .  Sco$t}>  =  Q  (1) 

~—  = v  woraus             S  =  (2) 

und  das  mechanische  Moment  dieser  per-  Von  der  in  A  wirkenden  Kraft  P  mute 
manent  erforderlichen  Kraft,  wenn  e  die  nun  ein  Theil  thätig  sein,  um  diese  Span- 
Geschwindigkeit  der  Lasten  Q  nnd  Q'  nung  hervorzubringen,  während  der  an- 
bedeutet: dere  Theil  derselben  zur  Bewegung  der 
n  fP-L.  p>\  in  i  /i*  trägen  Massen  wirksam  bleibt.  Nennt 
—  v    +  r)  =  t  w  +  V7  man  den  ersten  Theü  Ton  P=  p,  so  raüs- 

2.  Aufser  dieser  reinen  Kraft  und  der  sen  p  und  mit  einander  im  Gleich- 
reinen Last  sind  aber  noch  mehrere  Ne-  co$\}> 

benumstände  vorhanden,  welche  als  Wi-  gewicht  sein,  beide  müssen  also  gleiche 

derstand  Kraftzuschufs  erfordern.  Es  sind  «tatische  Momente  haben.    Der  Hebels- 

dies  die  Reibungen  der  Zapfen  in  den  m  von  JL  nach  der  Richtung  AB 

Lagern  der  Kurbelwelle,  die  ungleichfür-  cottU  ° 

mige  Geschwindigkeit  der  Kurbelwarze  thätig  ist  =  CK  —  r  sin  CAK=  rsin(rp  -f  y). 

und  der  Zugstange,  welche  vom  Mazimo  jfaQ  nat  a]M 

zum  Minimo  herab  einen  nachtheiligen  q 

Gang  veranlassen ,  so  dafs  zur  möglich-  pr  =  -      •  r  sin  (qp  -f  \p)  (3) 

sten  Ausgleichung  dieser  Unregelmäfsig-  eotxff 

keiten  ein  Schwungrad  erforderlich  ist,  _  n  ***  (<p  +  </0 

welches  nun  durch  seine  Last  wieder  die  wor*ös    P  -  v  •  col~y, 

Reibung  vermehrt.  MitniQ  ht  dw  iweite  ßf  ^  trigen 

Im  nun  die  geeignete  Untersuchung  Massen  thätige  Theil  von  P= 
und  eine  diese  Nebenhindernisse  mit  be- 

rücksichtigende  Formel  aufzufinden  sei  p=P~p  =  P-Q    Jff     '  (5) 
die  Länge  AC  des  Krummzapfens —  r  ^  Wenngleich  P  selbst  in  der  Rund- 
die  Lange  AB  der  Lenkstange  =  /.  bewegung  als  unveränderlich  festgestellt 
Die  Kraft  in  der  Krummzapfenwarze,  igt,  so  ist  aus  den  beiden  Formeln  zu 
nach  der  Richtung  der  Tangente  wirksam,  ersehen,  dafs  die  beiden  Theile  von  P, 
sei  unveränderlich  =  P.  jn  welche  die  Kraft  P  auf  naturgemäßem 
Die  oben  gedachten  nach  BD  und  DB  Wege  zertbeilt  wird,  jede  einzeln  für  sich, 
gerade  auf  C  gerichteten  Widerstände  veränderlich  sind,  indem  sie  von  den  ver- 
seien Q  und  Q*.  änderlichen  Winkeln  <p  und  abhängen 
Die  Masse  aller  in  Bewegung  befindli-  und  dafe  «ch.  be,ido  in  Wem  Augenblick 
eben  Maschinentheile  von  dem  Angriffs-  «■  der  unveränderlichen  Kraft  P  gegen- 
punkt  der  Kraft  in  der  Maschine  bis  in  8e,t,S  erganzen 

den  Krummzapfen  und  auf  diesen  in  A  Es  ist  daher  die  Bewegung  des  Krumm- 
reducirt  sei  =  Zapfens  eine  ungleichförmig  beschleunigte 
Die  Masse,  welche  von  der  Lenkstange  *}nd  verzögerte  Bewegung  und  es  finden 
AB  in  Bewegung  gesetzt  wird  und  auf  d»her  auch  die  Formeln  dafar  ihre  An- 
den Punkt  B  reducirt  sei  =  D.  Wendung. 

In  dem  Augenblick,  wo  der  Krumm-  Bd.L.pag.  368,  FormellOist  G=*C'?C 

zapfen  um  den  Winkel  <p  von  dem  senk-  r  BS 

rechten  Stande  CR  ab  sich  gedreht  hat  Bezeichnet  man  mit  P  die  Kraft,  mit 

und  in  CA  sich  befindet,  sei  die  Geschwin-  p 

digkeit  der  Warze  =  v  d»e  Masse,  so  ist  G  =  g  •       die  Ge- 

Die  Geschwindigkeit  des  Punkts  B  der  schwindigkeit  C  an  dem  Punkt  B  nach 

Lenkstange  in  demselben  Augenblick  sei  j)B  ist  hier  ic,  und  ♦  bleibe  der  Weg, 

=  »•  der  von  Anfang  der  Bewegung  an  zu- 

Der  Winkel,  den  hier  die  Lenkstange  rückgelegt  worden  ist,  so  hat  man  für 

AB  mit  der  senkrechten  Linie  BD  bu-  den  vorhegenden  Fall,  wenn  man  noch 

det,  sei  y.  ß  für  *          die  in  B  abwärt«  wir- 
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kende  Kraft,  wenn  der  Krummzapfen  in     Bezeichnet  man  den  Weg  der  Krumm- 

A  gekommen  ist  zapfen warze  während  derselben  Zeit,  also 

9«o                    %  den  Bogen  EA  mit  X,  so  hat  man  nach 

18  *  9«    ~  demselben  Gesetz  zn  Ueberwindung  der 

—  — g-—  *  O-  (6)  trägen  Masse  9) : 

and  diese  nach  der  Richtung  BA  der  , 

Lenkstange  reducirt  8*  _ 

JlL.jQ  Mithin  nach  Gl.  5,  8  und  9  die  für 


2gco$\p  Ueberwindung  der  Widerstände  $  und 

mithin  nach  der  Richtung  AP  der  Krumm-  O  in  A  erforderliche  Kraft 

zapfonbahn  normal  CA  gerichtet  9u>  9» 

2g         cos  \f> 

9»  9© 

oder         f_(tnJo^)        ^9.  .  ai,(y+»)  ^ 

welches  die  Fnndamentalgleichang  für  _.         9«        ,  .      9i>  ,     .  „_x 

die  Bewegung  des  Krummzapfens  ist.  Hieraus  ^  =  +  / 11»  1/'  ^  +  r  <«n  <p  (1 3) 

4.  Um  diese  Differenzialgleichung  inte-  Au8  dem  ^ABC  igt  aber  ZUgIeich : 

gnren  m  können  müssen  alle  einzelnen  tn            .        .  , 

Differenziale  auf  dieselbe  Unveränderliche  AB :  AC  =  '[»<P  -  "*  V 

bezogen  werden.   Der  trigonometrischen  ot*er            1 1  r  =  sin  (p  :  sin 

Functionen  wegen  ist  es  am  zweckmä-  r 


fairsten  den  Winkel  <p  als  solche  anzu-  woraus      «"«/'-  -j  9 
nehmen.  ~ 
Zuerst  ist  AE  =  x  =  rcp  nnd     cos  xfß  ^  =  -j  cos  <p 

hieraus  r  =  — und  9x  =  rögc  wie r^~=  r  8t// _  r  costp 

qr  öm        woraus         g-  =  —  •  -  (14) 

folglich  i-ü  =  —  •  |2  =  — .  ~       (11)     Diesen  Werth  in  Formel  13  substituirt 
9*    9<z>  9*     r   Ö<jp       v  '  gibt 

Der  Ton  der  Zugstange  BD  zurückge-  9*         sin  1/»  •  cos  w 

legte  Weg  s  ist  =  ilfl+ilC- ÄC.  Denn  ^=rr  ^7 —  +  '"*<P 

beim  Beginn  der  Bewegung  war  die  Warze  R  .  ,    .  ,* 

A  in  J5,  der  Punkt  Ä  also  in  dem  Ab-  oder    |^  =r.^^-— J 

stand  AC  +  AB  Ton  C  nnd  gegenwärtig  &y  *w  '/> 

in  der  Entfernung  BC.  «» (<p  +  ü»)  _  l    9^  MW 

Mitbin*  =  l  +  r-(*eM^+rco*o?)  (12)  WOraUS      ~cosljT~  ~  ~r  '  Q<p  W 

Ferner  ist         =      .  $2  =  1 .  ??.  -??L*_  a6) 

Substituirt  man  nun  ans  den  Formeln  11,  15,  16  die  Werthe  in  die  Gleichung 
10,  so  erhält  man 

r    9o3    2gr  9<z>     x  2$r  9©  y 

Diese  Gleichung  integrirt  gibt 

4?r  (P<jp  -     *)  =  »>D  +      +  Const.  (17) 
Um  die  Constante  bestimmen  zu  können,  setze  die  Geschwindigkeit  der  Warze 
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in  dem  obersten  Pankt  E  =  c,  so  ist  zu-  ist  es  erforderlich,  die  darin  Torkommen de 

gleich  y  =  0,  ie=0,  der  Weg  »,  den  die  Geschwindigkeit  to  der  Zugstange  durch 

Zugstange  schon  zurück  gelegt  hat,  *  =  0  v  auszudrücken.    Man  betrachte  daher 

and  man  hat  die  Gleichung  den  Bogen     als  eine  Function  der  Zeit 

0  =  c*$  +  C  '»  welche  wahrend  des  Weges  q>  von  A 


woraus         C  =  —  c'iß 


aus  verflossen  ist,  so  sind  eben  so  die 


......      ,  .  .  ,  „  A-  Geschwindigkeiten  t>  und  to  und  die  Wege 

daher  die  Integralgleichung  vollständig     x  und  ,  Functionen  von  l,  weil  sie  Func- 

*9rb<p- f  ,)  =  *»D-Ke»-d)<P  (18)  tio°eQ  ™* 

V  *     r    i  '     Da  aber  die  Bewegung  eine  nngleich- 

5.  Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeit  formig  beschleunigte  unä  verzögerte  ist, 

der  Warze ,  wenn  sie  von  E  über  A,  H  so  hat  man,  wie  für  die  Formeln  zu  No.  3 

nach  Q  gekommen  ist,  mit  c,.  so  ist  ™n  6  ab  nach  Bd.  I,  pag.  358,  Formell. 

? =  n,  t  =  2r,  to  =  0,  und  man  hat  aus  8a? 
ormel  18  *  ~  Öl 

^(ttP-Q^  +  ^-c»)*      (19)     Nanist  x(EA)  =  r<p 

Diese  Gleichung  ist  die  Gleichung  für  §x 

die  abwärts  gerichtete  Bewegung  allein,  mithin            97  =  r  8« 

Aus  der  für  beide  Bewegungsrichtun-  ft 

gen  geltenden  Gleichung  18  ist  anch  die  folglich             v  =  r  (23) 

Gleichung  für  die  aufwart«  von  Q  über  9  t 

/<"  nach  E  gehende  Bewegung  des  Krumm-  .          _  9* 

zapfens  zu  finden,  wenn  man  mit  <jp'  den  Eben  so  ist 

Bogen  bezeichnet,  der  von  Q  aus  be-  A.           m  •  v 

schrieben  wird,  statt  Q  den  Widerstand  Aber  ans  Gleichung  12 

P'  statt  s  den  Weg  *'  des  aufsteigenden  a=  l +  r-lco$  tp-reo$tp  (25) 

Gatters,  statt  v  die  Geschwindigkeit  mithin 

statt  c  in  £  die  Geschwindigkeit  c,  in  O  q8  $~ 

und  statt  »  die  Geschwindigkeit  w,  des  äi =  +       ^  »7  +  r  *•*  T  st 

Gatters  setzt.    Dann  erhält  man  „         .  .  ,       .  v          .  v 

^     ,  Ferner  ist  (s.  zwischen  Gleichung  13 

4gr  (Py'  -  ^-  •  t'J^.»^  (»,*-c,»)$  (20)  und  14) 
und  bezeichnet  man  mit  c,  die  Geschwin-  ***    =  y  *•»  y 


digkcit  der  Warze,  wenn  sie  wieder  in  ^  Gleichung  differenzirt 

E  gekommen  ist,  so  hat  man  uauKl  mü!SO  ««»tuuu8  uiuomiuiu 

4*r  (*/>  -  200  =  (c,a  -  O  f»      (21)  co*y  — =  — 

6.  Soll  nun  die  Maschine  im  Behar-  Öl      i  9* 


rungsstando  bleiben,  so  mufe  die  Ge-  9»/»_  r    cot y  dop 

schwindigkeit  c.  mit  welcher  die  Warze  woraaa         öT ~  T  *  cöiip  '  97 

begonnen  hat,  gleich  sein.    Denn  wäre  J.  gesetzt,  gibt  nach  Reduction 

c,  <  c,  so  würde  die  Maschine  immer  ö» 

langsamer  im  Gange  werden  nnd  zum  M  _  8*  _  f  w»  (y  +  Uv  t  oy  /2g\ 

Stillstände  kommen  und  würde  c,  >c,  dl         eo«V  9* 

so  würde  sie  immer  schneller  laufen.     Diese  Gleichung  durch  Gleichung  23 

Setzt  man  demnach  c,  =  c  so  hat  man,  dividirt  gibt 

Gleichung  19  nnd  21  mit  einander  ad-  w    «n(y  +  i/0 

8*r[*P- (0  +  0:1  =  0  r  " 

woraus      "^g  +  g  woraus  »  =     — + 

also           P  =                           am  1  ' 
7i                         ;  Setzt  man  nun  in  die  Bedingungsglei- 
7.  Um  das  Gesetz  der  Bewegung  für  chung  18  für  die  Bewegung  des  Krumm- 
alle Werthe  von  y  in  Beziehung  auf  r  zapfens  die  Werthe  von  $  und  w  aus  Giel- 
aus Gleichung  18  bestimmen  zu  können,  chung  25  und  27  so  erhält  man 

^[py-^a+r-Z^y-rc^y^^-O^+^^^^^D 
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Hieraas  «  entwickelt 

4«r  [  P<f  -  Q  (l  -  co.  <p  +  1  [  1  -  cos  <//])]  +  c*  $ 
,s  -  b  :  1  _   (28) 

Das  erste  Glied  des  Zählers  ist  ein  Pro-  Setzt  man  die  Differenz  29  =  *,  so  bat 

dnet,  die  Klammergröfse  desselben  eine  man  daraus 

Differenz  und  die  Bewegung  des  Krumm-  /           |   .  8iA 

zapfens  von  E  bis  G  kann  nur  dann  statt  g-  =         \sin  V  +  —  *»»  V»  *  ffi.) 

rinden,  wenn  die  Differenz  nämlich  ^  Ä 

r  /  t  8  ip      r    cot  (p 

P<p  -  Q  I  1  -  co*  <p  +  y  (1  -  cos  t/0  I  (29)     Nun  ist  Formel  14  :  ^  =  j  •  — ■ 

für  keinen  Werth  Ton  <jp  =  0  bis  Mithin 

selbst  einen  so  grofsen  negativen  Werth  Ös  _  p  n(timfr,tU  t,,.eot<f>\ 
erhält,  dafs  der  ganze  Zähler  negativ  oder       -  P~  *  \$in  *  ioT^J 


0  wird 

8.  Um  nun  die  Bedingungen  aufzu-  $s  «in (9+1/;) 

finden,  nach  welchen  der  Zähler  immer  ^  —  Q 
gröfser  als  Null  bleibt,  hat  man  den  Werth 
▼on  (p  zu  bestimmen,  bei  welchem  die 
Differenz  29,  der  allein  veränderliche  Theil  Hi 
des  Zählers  ein  Minimum  wird. 


oder 

öqp  _  *     V     co.  U* 
Für  s  Maximum  und  Minimum  hat 


(30) 


Den  oben  ermittelten  Werth  für  «im//  =  y  «tu  qp  gesetzt,  gibt 
p      •      T,  .  r  cosqp       1  f        yl-iin'y  1 


(32) 


Hieraus  entsteht  eine  unreine  enbische  Gleichung,  welche  zum  Probiren,  auch 
wenn  man  das  zweite  Glied  fortschafft,  wenig  geeignet  ist.  Nämlich 

rt    Q%  —  t*  p  pp 

tiH  9<f  +  2PQ  V  ~  "S      9  +        =  0  <H> 


Zweckmäfsiger  ist  es,  die  aus  Formel  Q  +  Q'  also  in  8nmma  14,658  Pferde- 

30  entwickelte  Gleichung  kraft. 

P  _  $i*{<p  +  tp)  .  12,914  X  500 

Q  -     eotxp  Demnach  betragt  Q  =  -1— j  

dazu  zu  benutzen.  =  1614,25  Pfund. 

9.  In  dem  von  mir  verfafsten  Aufsatz  Und  nach  Formel  22 

„die  vortheilhafteste Einrichtung  von  Säge-  n  4.  n»    ia  fij>«  v  finn 

mühlen«  in  Försters  allgemeiner  Bau-  j>=  v"t*  v  =    '   °     —=583,2223 Pfd. 

zeitung,  1846,  pag.  141  ist  durch  Berech-  71  ** 

nung  ermittelt  worden,  dafs  ohne  Be-  jo.  Setzt  man  nun  vorläufig  den 

rücksichtigung  der  ad  2  dieses  Artikels  ^xp  der  Lenkstange  mit  der  Schubstange, 

gedachten  Nebenhindernisse  das  mecha-  solcher  bei  möglichst  langer  Lenkstange 

nische  Moment  der  Last  Q  beim  Nieder«  nur  gehr  klein  ut,  =  0,  so  hat  man  für  s 

gang  des  Krummzapfens  und  bei  mittle-  Maximum  und  Minimum  aus  Gleichung  31 

rer  Geschwindigkeit  von  4  Fufs  beträgt  « 

12,914  Pferdekraft  zu  500  (Pfund  x  Fufs).  9in<p-jL  (34) 

Der  Widerstand  (>'  beim  Aufgang  dos  Q 

Kmrnmzapfeus  bei  4  Fufs  Geschwindig-  und  es  entsprechen  zwei  Bogen  a>  iwi- 

keit  =  1,744  Pferdekraft.  sehen  <p  =  0  und  <p  =  n  belegen,  der  Be- 
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Jija^Ä  ä  -  *—«  -  *  »>t  ein  Mini- 

?--ß  gesetzt  wird,  der  andere  =  £  +  /J  mum  *  Werth  der  obigen  Mereiu. 

2                                        2  11.  Ans  No.  9  nnd  Formel  34  bat  man 

wird.  näherungsweise 

Geht  man  nun  zurück  auf  das  Diffe-  _  583,22 

renzial,  Formel  30  nnq>-  lflUjW 

®L-P-0  (tin  w  +  «in  * COt7)  woraas      H*  *  =  9»5578616  ~  10 

8?            V     *           «»•*•'  Für s  Minimum  ist  hiernach 

so  wird  dies  für  i/»  =  0  9>  =  180°  -  21°  10'  47"  =  168°  49'  13" 

8*  Nach  Formel  ist  aber  auch 

b-  =  P-Qnn<p  P  ^»n(<p  +  tp) 

00    (9??  "  ~  ^     9  „ittin  ^  anch 

Für  <r  =  ~  -  ß  kat  man  dies  »weite  /    *»"  (9  +  w  _  9  557  8616  -  10  (36) 

*  *     cot  tff 

DiflFerenrial  Nnn  ^  3^  um        richtige  Mini- 

*  *  —  Q  cot  i—  —  p\  =  _  Q  $  in  ß  mum  zu  erhalten,  auch  das  au  dem  Win- 

(87)*            V2      /  kel  <p  gehörige      mit  in  Rechnung  zu 

v          n  -l  a  v.t  man  *•  bringen  und  dies  ist  nicht  anders  mög- 

ITur  (f---+p  nai  man  es  Mch  ^  durch  Probiwn    Nan  hat  man 

8>»              / »  ,  fl\     .  n  .   .  No.  4  gefunden 

Ans  diesen  beiden  zweiten  Differenzia-  * 

.             .  „         7i     a   .  und  wenn  man  annimmt,  da&  der  Kur- 
ien geht  hervor,  dafo  für  (jr  =  y  -  /?  ein  Marm  r  ,a  der  Unfatange  *  wie  1  : 6 

n  sich  Terhält:  im  tp  -  }tin  <p ,  so  hat  man 

Maximum  und  für  «p  =  — -f/f  «n  Mini-  die  logarithmische  Gleichung 

mum  entsteht,  und  folglich  hat  man  auch  %  «•«  *  =  ^9  *•»  <JP  -  '<V  6  (37) 

.42-      ^.  n  Nun  schreibe  man  für  den  Versuch  die 

bei  Berücksichtigung  von  *  für  <p<-  Logarithmengleichung 


log  tin  (tp  —  1/»)  =  9,557  8616  —  10  +  log  cot  \f>  (38) 

Setze  für  den  ersten  Versuch  \f>  =  0,  mithin  coi  tft  =  1  nnd  log  cot  tfi  =  0,  so  hat 
aus  der  letzten  Gleichung 

loStin<f  =  9,557  8616-10 

Hiervon  (wegen  Gleichung  37)  <ay  6  =  0,7781513  

Gibt  /<*  iim  8,779  7103  - 10 

ms  ^  =  3°  27' 10" 

Hieran  den  folgenden  Näherungsversuch  angeknüpft  in  Folge  Ton  Gleichung  38: 
log  cot  *p  —  log  cot  3°  27'  10"   9,999  2 109  -  10 

Hierzu  den  ersten  Summand  (Gl.  38)      9,557  8616  -  10  

Gibt  log  tin  (<p  +  t/0  0,557  0725  - 10 

woraus  <p  +  \p  =  21°  8'  22"  nnd  168°  51'  38" 
hiervon  ab  V  3°  27'  10" 

bleibt  <p  156°  24'  28" 

Für  den  zweiten  Annäherungsversuch     Von  dem  tin  24°  35'  32"  den  log  ge- 
hat  man   nun  den  Supplementswinkel  nommen,  /096  abgezogen  gibt 
<p  =  24°  35*  32". 

log  tin  \)>  und  hieraus  u»  -    3°  58'  38"  n.  s.  w. 
Endlich  erhält  man  für  <jP  =  154°  48'  28f 

das  zugehörige  V=    *°  *'  **" 
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Hieraus  op  -f  tp  =  158°  62'  33" 

»-(<P+V)=  21°  7'  27" 

log  «in  (<p  +  i/0  =  9,566  7730  -  10 
log  com  \p         =  9,998  9045  -  10 
Differenz        =9,557  8685-10 
welches  gegen  den  Gleichung  30  gegebe- 
nen Logarithmus  nur  in  den  beiden  letz- 
ten Decimalstellen  differirt    Das  Mini- 
mum des  veränderlichen  Zählers  in  der 
Bedingungsgleichung  28  findet  also  statt 
bei 

y  =  154048'  28f 
xp  =    4°  4'  4|" 
In  der  veränderlichen  Klammergrölse, 
Ol.  28  ist  nun 

P=  583,2223  Pfd. 

154°  48' 284"  a_Aia 

<P  =  — TsöT     x=  8,7018 


13.  Ea  ist  also  der  Winkel  o;  für  das 
Maximum  des  Zählers  zu  bestimmen. 

Aus  den  zweiten  Differentialen  von  s, 
No.  10  ist  für's  Maximum  der  Differeni 
im  Zähler  erkannt,  dals  tp  <  als  \n  sein 
mute.  Nimmt  man  zum  ersten  Versuch 
denselben  für's  Minimum, 

Nämlich  <p  +  tp  =  2l°  8'  22" 

hiervon  tp  =  3°  27'  10" 

=  17°  41'  12" 


=  9,482  6040-10 
=  0,778  1513 
=  8,7044527-10 
=  2°  54'  9" 
=  17°  41'  12" 


Pcp=  1576,7500  Pfd. 

cos  tp  =  com  4°  4'  41",  =  0,99748 

l-cotip  =  0,00252 
l_  = 
r 


6 


hieraus  —  (1  -  cot  tp) 


—  cot  op  — 

1  = 


=  0,01512 

+  0,90488 

_1  

Summa  1,92000 
1614,25 


bleibt  tp 

Hiernach  log  sin  cp 
hiervon  log  6 
bleibt  log  sin  tp 
hieraus  ist  tp 

Hierzu  <p 
gibt  op  +  tp         =  20°  36'  21" 

Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  fürs 
Maximum  der  Differeni  des  Zählen  For- 
mel 28 

\p=  2°  68' 45,3" 
op  =  18°  10'  13,75" 
Nun  ist  P  =  683,2223  Pfd. 

18°  10' 13,75" 
*=  180" 
also       Pop  = 


•*=0,3173 


<?  = 

mithin 

l,92xö=  3099,36 
folglich  die  Klammergröfso 

P<p  _  Q  [\  _  co,  ap  +  L  (i  _  eo, 

=  1576,75  -  3099,36  =  -  1522,61 
12.  Die  Bewegung  der  Maschine  ist 
demnach  für  die  ersten  beiden  Quadran- 
ten aulser  allem  Zweifel  gesetit,  wenn 
4orXl522,61<c>$. 

Die  mittlere  Geschwindigkeit  in  BD 
ist  =  4  Fula  festgesetzt  (s.  No.  9);  die  Ge- 
schwindigkeit der  Warte  im  Mittel  A*\n 
=  2h.  Nimmt  man  demnach  die  Ge- 
schwindigkeit c  nur  =  dieser  mittleren 
Geschwindigkeit  2*  =  6,2832  Fufs,  r  =  7 
Zoll  =  tV  Fuüs  ,  und  da  g  =  15*  Fufs ,  so 
hat  man  die  Bedingung:  P  >  1406  Pfund. 

Diese  Bedingung  aber  genügt  nicht 
für  die  Praxis,  der  Unterschied  zwischen 
dem  natürlichen  Maximum  und  dem  na- 
türlichen Minimum  während  der  Bewe- 
gung des  Krummzapfens  darf  höchstens 
der  mittleren  Geschwindigkeit  sein. 


cot  <p  = 

daher 
1  -  co*  op  = 

/ 


daher 

-£■(!-«»  <r)= 


185,05643 
0,99865 

0,00135 
6 

0,00810 

<p  =  _  0,95013 

daher 

1  —  cot  (f  =  0,06797 
Q  m  1614,26 
also  0,05797  X  1614,26  =  93,67807 
Mithin 

P<p  -  Q  [l  -  cos  op  +  ±  (1  -  cot  tp)] 

=  +  278,6345 
14.  In  der  Bedingungsformel  28  ist 
der  Nenner  ebenfalls  eine  veränderliche 
Gröfse  und  demnach  wären  mit  dem  Ma- 
ximuin  und  Minimum  des  Zählen  nicht 
auch  für  v  diese  der  Fall.  Dagegen  ist 
nach  Formel  31  gerade  für's  Maximum 

+  P_ 
cot  \p  Q 
stant,  und  man  kann  den  Zähler  schrei- 
ben: 


und  Minimum 


also  con- 
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Demnach  hat  man  Formel  28  zu  schreiben 

Nnn  ist  die  Klammergröfse  des  Zählers  (s.  No.  U  nnd  13) 

für's  Minimum  =—1552,61 

für's  Maximum  =  +  278,6345 
e  ist  nach  No.  12     =  2/i  =  6,2832  % 

(  PY  •  i       k  vt    .«     /583,2223\»  rt,Q/VCJ 

JQ  kann  bei  der  Sagemühle  200  Pfund  betragen. 
Demnach  ist  für's  Minimum 

,    -  4  •  15|  -  T'r  «  1552,61  +  6,2832» -  $  _  -55511,82  +  39,4786-$ 
*"  ~*  $+0,13064  x  200  ~  $  +  26,108 

für's  Maximum 

s  -  *  *  *H  '  tV  *  278,6345  +  6,2832'  *  $  _  10158,55+  39,4786-$ 
*•*  ~  V  +  0, 13054  X  200  $  +  26,108 

15.  Man  ersieht,  dafs  bei  den  übrigen  Bei  $  =  1406  erhält  man  also 

durch  Zahlen  festgestellten  Gröben  die  „  rv  \  \m  Minimo  =  0 

Geschwindigkeiten  nur   noch  Ton   der  ^ 

Orörse  $  der  Masse  abhangen,  welche  »m  Mawmo  =  6,7  Fuls. 
von  der  Krummzapfenwarze  ab  durch  die  es  sjn(j  non  diese  Geschwindigkeiten 
Maschine  bis  tum  Angriffspunkt  der  be-  in  der  Praxj8  nicüt  anwendbar;  man  er- 
regenden Kraft  hin  vorhanden  und  Ter-  sieht  aber  aus  den  Formeln  für 
theilt  sind.  Bei  der  oben  gedachten  Sä-  j  •  -  i„  i  \Taw.~rt\roarn„„  vnn  m 
gemühle  ist  *  auf  1406  Pfund  im  Minimo  Und  dafs  ^  Verf°&eranS  J00  * 
berechnet,  nämlich  in  der  Art,  dafs  *  im  •»  annimmt  und  t>,  abnimmt.  Augen- 
Minimo  gerade  =0  wird.  Bei  jeder  Er-  scheinlich  hat  min  dies,  wenn  man  den 
höhung  von  $  erhält  t>  einen  positiven  gegen  $  sehr  geringen  Summand  26,108 
Werth.  im  Nenner  fortlä&t.   Dann  entsteht 


65511,82  ,  nnMmal>  ,  ,  10158,55  .  OQ..oß 
=  — +  39,4786  und  e,  =+  — ^—  +  39,4786 


Es  ist  daher  möglich,  für  jeden  belie- 
bigen Unterschied  vr  —  vn  (nur  für  ex  =  vm 

nicht)  die  Grobe  von  $  zu  finden.  Bei 
Maschinen  soll  nach  No.  12  der  Unter- 
schied nur  der  mittleren  Geschwin- 
digkeit betragen;  d.  h.  in  diesem  Falle 

•x—«  =  -'22o"=  0,31416  Fufs. 

Nun  ist  zugleich 

,       ,      65670,37   .     .  I#  . 
•x,-V=^;26;i0-8Quadratfurs 

Die  zweite  Gleichung  durch  die  erste 
dividirt  gibt 

212217,88  „  , 
v-i-«=  — ' —  Fufs. 

*+  -    $  +  26,108 
Es  ist  aber 

»r-ft,  =  2x  6,2832  =  12,6664  Fufs. 
Hieraus   $=  16861,6  Pfund 


16.  Hiermit  ist  gezeigt,  wie  man 
die  Gröfse  der  Schwangmasse  für 
eine  auszuführende  Maschine  fin- 
det, wenn  diese  durch  einen 
Krummzapfen  betrieben  werden 
soll. 

Hat  man  in  dem  vorliegenden  speciel- 
len  Fall  die  sehon  vorhandene  Masse  $ 
berechnet,  so  ist  des  erforderlich!  Ge- 
wicht der  auf  die  Warze  A,  den  Angriffs- 

Sunkt  der  Kraft,  noch  einzubringenden 
chwungmasse  =  16861,6  -  $  Pfund. 

Die  einer  Maschine  noch  erforderliche 
Masse  wird  in  den  bei  Weitem  meisten 
Fällen  als  Schwungring  an  Armen, 
Sc h  wu  ngrad  genannt,  eingerichtet  und 
zwar  dem  Angriffspunkt  A  der  Kraft  mög- 
lichst nahe,  also  auf  der  Kurbelwelle  C. 
Die  Keduction  in  Betreff  der  yerscliiede- 
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nen  Halbmesser  geschiebt  nach  dem  Ver-  Die  Umfassungswinkel  der  Fliehen 
hältnifs  deren  Quadrate.  Iat  $  die  als  (Flachen wink el)  und  die  Kanten  je 
Schwungring  anzubringende  Masse,  der  zweier  susammenstofsenden  Flächen  sind 
Halbmesser  des  Ringes  =  Ä,  der  Ilalb-  scharf  ausgebildet,  die  Flächen  selbst  meist 
messer  AC  des  Kurbelarms  —  r,  so  ist  glatt,  oft  glänzend  und  der  Krystall  nach 
die  in  A  erforderliche  Masse  $  als  den  Richtungen  der  Flachen  in  ebenen 
D  .         .  .  r»    ox  Flächen  spaltbar,  was  in  der  oben  ge- 

Schwungnng  angebracht  =  dachten  Bildungsweise  seinen  Grund  hat. 

In  der  vorstehend  tu  Grunde  gelegten  Fossilien,  welche  die  Gestalt  eines  Kry- 

Sägemüble  ist  die  überhaupt  in  A  erfor-  stalls  angenommen  haben  ,  heifsen  kry- 

derliche  Masse  16861,6  Pfund,  die  in  den  stallinisch,  krystallmrt;  sie  be- 

Maschinentheilen  vom  Wasserrade  ab  bis  «t"n  die  Eigenschaft  der  Spaltbarkeit 

sum  Punkt  A  befindliche  Masse  ist  er-  geraden  glatten  Flachen,  es  fehlt  ihnen 

mittelt  5194,6  Pfund,  also  ist  die  in  A  «^rd*  »ufeere  Krystallgestallt,  was  je- 

noch  hinzuzufügende  Masse  11667  Pfund,  denfalla  in  mechanischen  Natur-Einwir- 

Der  Kurbelarm  beträgt  7  Zoll,  der  äufeere  kun gen  liegt,  denen  der  ursprunglich  als 

Halbmesser  des  Schwungringes  ist  30Zoll,  Krystall  bestandene  Korper  ron  Anisen 

der  innere  25  Zoll,  folglich  ist  die  erfor-  nach  Innen  unterworfen  gewesen  ist.  Un- 

derlicho  Masse  im  Schwungringe  kr y stallin  isch  heifsen  Fossilien,  die 

weder  eine  aufsere  Krystall gestalt  noch 

'         •  11667  =  749  Pfund.  Spaltbarkeit  in  geraden  Flächen  besitzen. 


-i(30»  +  «5») 

Beim  Aufgange  der  Warze  aus  dem  ^f^^  S^SmS 
untersten  Punkt  über  F  nach  E  ist  ziem-  *M       vrv«»!n.  *„f  «;««r  „Qr„Q,„  '  llo(> 
lieh  Leergang;  die  Kraft  P  wirkt  gleich- 

formig,  mUhin  mufs  die  Geschwindigkeit  l«*enünterlage  zusammengewachsen  sind, 
ron  G  über  F  nach  E  immer  schneller  Krystallgrnppe  bildet  eine  Anzahl  Ton 
gehen  und  es  kann  in  diesen  beiden  Qna-  frei  ausgewachsenen  Krystallen,  wenn  sie 
dranten,  dem  dritten  und  dem  vierten,  neben  einander  liegen,  so  dafs  sie  sich 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  gegenseitig  unterstützen. 

fTt  urs?t7  Sj«1:  Tbeo"  ' s"»  *£r*:& 

ne  des  Krummzapfens  geschlossen.  *T  .       ,         n        4-  , 

r       6  Natur  deren  Gegenstaude  angemessene 

Krystalle  sind  regelmäßig  gebildete  Eintheilung  und  Zusammenstellung  der 
Fossilien,  die  immer  von  geradlinig  be-  Lehren  darüber  zu  deren  möglichst  ge- 
grenzten Ebenen  umschlossen  sind.  De-  nauer  und  umfassender  Kenntnifsnahme. 
ren  Kenntnifs  bildet  eine  eigene  Wissen-  dj6  Krystallographie  hat  die  gröfste 
schaft:  die  Krystallographie.  Verwandtschaft  mit  der  Stereometrie,  der 

Man  hat  sich  die  Krystalle,  wie  das  Eis  Lehre  von  den  begrenzten  körperlichen 
beim  Gefrieren  ans  Walser,  aus  fossilen  Räumen  und  deren  Theile  in  Lage  und 
Flüssigkeiten  durch  'W  arme- Entziehung  GröTse.  Bei  der  Krystallographie  kommt 
entstanden  zu  denken ,  so  wie  noch  heut  noch  der  Stoff  mit  seinen  physikalischen 
Krystalle  aus  künstlich  concentrirten  Lau-  Eigenschafton  hinzu,  Ton  dem  die  Ste- 
gen durch  Abkühlung  herrorgebracht  wer-  reometrie  ganz  absieht.  In  Betreff  der 
den.  Körperformen  ist  zwischen  beiden  Wis- 

Je  nach  der  chemischen  Beschaffenheit  senschaften  der  Unterschied,  dafs  die  Ste- 

des  Fossils  geschieht  die  geradlinige  Bil-  reometrie  die  Formen  aus  der  Vernunft 

dung  des  Krystalls,  wie  man  diese  bei  selbstständig  conatruirt,  während  die  Kry- 

der  Eisbildung  beobachten  kann,  nach  stallographie  nur  die  Körper  tou  denje- 

versctiieden   gelegenen  Axenrichtungen,  nigen  Formen  betrachtet,  die  in  den  you 

um  die  sich  Flächen  gruppiren  und  an  der  Natur  uns  gegebenen  Krystallen  wirk- 

Zahl,  Form  und  Dimensionen  ▼erschiede-  lieh  dargeboten  werden, 

nen  Begrenzungsebenen  (Flächen).  Diese  Die  Krystalle  sind  nur  solche  Fossilien, 

Flächen  sind  entweder  alle  congruent  die  ton  ebenen  geradlinig  begrenzten 

(gleich)  oder  paarweise  gleich  und  so  ge-  Flächen  symmetrisch   begrenzt  werden 

f'en  einander  gruppirt,  dafs  durch  Ebenen,  und  deren  Massentheile  durch  und  durch 

n  gewissen  Richtungen  genommen,  der  gerade  nnd  eben  fläch  ig  angeordnet  sind. 

Krystall  in  zwei  eongruente  oder  sym-  Die  Krystallographie  schliefst  also  alle 

metrisch  gleiche  Körper  getheilt  werden  runden  Körper,  die  Kugel,  das  Ellipsoid, 

kann.  ebene  Körper  mit  Wölbungen  u.  s.  w. 
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ans.  Ferner  lassen  sich  offenbar  unzäh- 
lige solcher  Körper  mit  unzähligen  in- 
neren Hassen -Anordnungen  denken;  da- 
gegen ist  die  Krystallograpbie  eine  Na- 
turwissenschaft und  nimmt  nur,  wie  ebeu 
erwähnt,  diejenigen  Formen  in  ihre  Wis- 
senschaft auf,  welche  in  den  Krystallen 
von  der  Natur  gegeben  sind. 

Zu  diesen  gehören  die  in  der  Stereo- 
metrie bekannten  regelmäßigen  Polyeder; 
aber  auch  Polyeder  mit  symmetrisch  an- 
geordneten Oberflächen,  welche  die  Ste- 
reometrie nicht  betrachtet. 

Der  allgemein  durchgreifende  Character 
der  Krystallformen  ist  der  des  denkba- 
ren Vorhandenseins  Ton  Axen,  symme- 
trisch zu  einander  liegenden  Körperdia- 

E onalen;  und  wie  die  Stereometrie  ihr 
ehrsystem  nach  den  in  der  Planimetrie 
vorkommenden  Ebenen  als  Körperbegren- 
zungen aufstellt  und  Prismen,  Pyramiden, 
ferner  die  Umdrehungskörper,  den  Cylin- 
der,  den  Kegel  und  endlich  die  Kugel 
betrachtet,  so  hat  die  Krystallograpbie 
Axensysteme.  (S.  die  Art.:  „Axen- 
systerae  der  Krystalle,  Basis  der 
Krystalle,  Flächen  eines  Kry- 
stalls,  Kanten"  u.  s.  w.,  in  welchen 
das  hierher  gehörige  Wissenswürdigste 
angegeben  ist. 

Kogel  ist  ein  Körper,  dessen  Oberfläche 
die  Eigenschaft  hat,  dafs  alle  Punkte  der- 
selben von  einem  innerhalb  des  Körpers 
befindlichen  Punkt  einerlei  Abstand  ha- 
ben. Die  Begrenzungsfläche  heilst  Ku- 
gelfläche, jener  innere  Punkt  der  M  i  t- 
telpunkt  der  Kugel.  Jede  gerade  Ver- 
bindungslinie des  Mittelpunkts  mit  ir- 
gend einem  Punkt  der  Oberfläche  heifst 
der  Halbmesser,  Radius  der  Kugel. 
Jede  durch  den  Mittelpunkt  geführte  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  der^  Ober- 
fläche ist  ein  Durchmesser,  Diame- 
ter der  Kugel. 

I.  Oberflächenbestimmung. 

2.  Der  Durchschnitt  der  Kugelfläche 
mit  einer  Ebene  ist  ein  Kreis. 

Es  sei  ABGF  die  Kugeloberfläche,  de- 
ren Mittelpunkt  C,  ABE  eine  Durch- 
achnittsebene.  Fälle  das  Loth  CD  auf 
die  Ebene,  ziehe  von  zwei  beliebigen 
Punkten  A,  E  des  Umfangs  nach  C  und 
D  gerade  Linien,  so  ist  AC  =  EC,  weil 
beiue  Halbmesser  sind. 

Nun  ist  Z  CDA  =  Z  CDE  =  Ä 

CD  =  CD  

daher        A  CDA  &  A  CDE 
woher  AD=  ED 

Dasselbe  gilt  von  allen  übrigen  in  dem 


Umfang  ABE  liegenden  Punkten,  sie  lie- 
gen also  sämmtlich  in  gleichen  Abstän- 
den =  AD  =  ED  von  D,  mithin  ist  ABE 

786. 


eine  Kreislinie  und  D  deren  Mittelpunkt. 

3.  Ebene  Durchschnitte  einer  Kugel, 
die  einen  gleichen  Abstand  vom  Mittel- 
punkt der  Kugel  haben,  sind  gleich. 

Denn  sind  die  Abstände  CD  und  CH 
der  beiden  Durchschnitte  ABE  und  FGJ 
einander  gleich,  so  hat  mau  noch  /_CHF 
=  Z  CDA = B,  CF=  CA  also  A  CFH  &CAD 
und  hieraus  FH  =  AD,  mithin  sind  die 
beiden  Kreislinien  einander  gleich. 

4.  Durchschnittsebenen  in  einem  Kreise, 
die  ungleiche  Abstände  vom  Mittelpunkt 
der  Kugel  haben,  sind  ungleich,  und  zwar 
ist  derjenige  Durchschnitt  der  gröfsere, 
dessen  Ebene  dem  Mittelpunkt  näher 
liegt.  Durchschnitte  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  genommen  sind  einan- 
der gleich  und  gröfser  als  jeder  andere 
durch  die  Kugel  gelegte  Kreisdurchschnitt. 

Denn  ist  CH  <  CD ,  so  ist  noch  CF  = 
CA,  Z CHF^  Z CDA  =  Ä ,  mithin  ist  in 
den  Dreiecken  CFH  und  CAD  die  Seite 
FH>AD. 

In  jedem  der  bis  hierher  betrachteten 
aufserhalb  des  Mittelpunkts  C  liegenden 
Durchschnittskreise  ist  der  Halbmesser 
kleiner  als  der  Kugelhalbmesser.  Mithin 
mufs  der  durch  den  Mittelpunkt  gelegte 
Kreis  von  dem  Halbmesser  der  Kugel 
der  gröfste  sein. 

5.  Erklärungen.  A.  Jeder  durch 
den  Mittelpunkt  einer  Kugel  liegende 
Kreis  heifst  ein  grölster  Kreis,  jeder 
andere  Durchschnittskreis  heifst  ein  klei- 
nerer Kreis;  Durchschnittskreise  einer 
Kugel,  die  t  mit  einander  laufen,  heifsen 
Parallelkreise.  Derjenige  Durchmes- 
ser, der  auf  einem  System  von  Parallel- 
kreisen normal  steht,  der  also  sämmtliche 
Mittelpunkte  der  Parallelkreise  trifft,  heifst 
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eineAxe  der  Engel,  die  Endpunkte  die- 
ser Aze  heiisen  Polo  des  Kreises. 

B.  Der  Theil  der  Kugeloberfläche,  der 
von  zwei  halben  gröfeten  Kreisen  be- 
grenzt wird,  heilst  ein  sphärisches 
Zw  ei  eck. 

Der  Theil  der  Kugelobernache,  der  ron 
drei,  vier  u.  s.  fort  mehreren  Bogen  gröfs- 
ter  Kreise  begrenzt  wird,  heifst  ein  sphä- 
risches Dreieck,  Viereck  u.  s.  f. 
sphärisches  Vieleck. 

Die  Bogen ,  welche  die  Zweiecke,  Drei- 
ecke, ....  Vielecke  begrenzen,  heiisen  .die 
Seiten  der  Zweiecke,  Dreiecke  n.  s.  w., 
und  die  Winkel,  welche  die  Tangenten 
dieser  ßeiten  in  deren  gemeinschaftlichem 
Durchschnittspunkt  mit  einander  bilden, 
heifsen  ihre  Winkel. 

C.  Eine  die  Kugel  fläche  schneidende 
Ebene  theilt  dieselbe  in  zwei  Theile,  de- 
ren jede  eine  Calotte  oder  Zone  mit 
einem  Endkreise  heifst.  Der  gröfste 
Abstand  der  Punkte  einer  Calotte  Ton 
der  Ebene  ihres  Endkreises  heilst  die 
Hohe  der  Calotte. 

D.  Der  zwischen  zwei  Parallelkreisen 
begriffene  Theil  einer  Kugelobernache 
heilst  eine  Zone  mit  zwei  Endflächen 
oder  Zone  schlechthin;  der  Abstand  bei- 
der Endebenen  ist  die  Hohe  der  Zone. 

E.  Jede  durch  den  Mittelpunkt  der  Ku- 
gel gelegte  Ebene  theilt  die  Kugelfläche 
in  zwei  congruente  Hälften;  jede  dersel- 
ben heifst  daher  die  Halbkugelfläche. 

F.  Eine  Ebene,  welche  mit  der  Kugel- 
fläche nur  einen  Punkt  gemein  hat,  heilst 
eine  Berührungsebene  der  Kugel. 

6.  Zwei  sphärische  Zweiecke  auf  der- 
selben Kugelfläche  sind  gleich,  wenn  ihre 
Winkel  gleich  sind,  und  überhaupt  ver- 
halten sich  die  Ebenen  Ton  Zweiecken 
auf  derselben  Kugel  wie  die  ihnen  zu- 
gehörigen Winkel. 

Denn  der  Winkel  eines  Zweiecks  ist 
der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen, 
in  welchen  die  dasselbe  einschliefsenden 
Halbkreise  liegen.  Bei  gleichen  Neigungs- 
winkeln lassen  sich  also  die  beiden  Ebe- 
nen des  einen  Zweiecks  so  auf  die  des 
anderen  legen,  dafs  sie  sich  decken,  wo 
dann  auch  alle  Punkte  der  Zweiecke  auf 
einander  fallen  müssen,  weil  sie  alle  von 
dem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  der 
Halbkreise  gleichen  Abstand  haben.  Hier- 
aus folgt  denn  auch  die  zweite  Behaup- 
tung aus  dem  Art.  „ Ebene",  Satz  21, 
und  dem  Art.  »Flächenwinkel*. 

7.  Stehen  die  Ebenen  zweier  grölsten 
Kreise  einer  Kugel  auf  einander  normal, 
so  bilden  sie  ner  congruente  Zweiecke 


auf  derKugelfiache,  die  zusammen  dieae 
Kugelfläche  ausmachen,  so  dafs  jedes 
dieser  Zweiecke  der  vierte  Theil  der  Ku- 
gelfläche ist.  Nun  ist  der  Winkel  eines 
jeden  Zweiecks  =  Ä  =  90°,  jedes  sphäri- 
sche Zweieck  ist  aber  derselbe  aliquote 
Theil  der  ganzen  Kugel  Oberfläche,  der 
sein  Winkel  von  360  ist.  Bezeichnet 
man  also  mit  F  den  Inhalt  des  vierten 
Theils  der  Kugeloberfläche,  mit  f  den 
Inhalt  eines  Zweiecks  vom  z«»  so  ist 


8.  Wenn  man  auf  die  Ebenen  von  4 
gleichen  Zweiecken,  Fig.  791,  normal  durch 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  eine  Ebene 
BGDE  leet,  so  werden  sämmtliche  vier 
Zweiecke  nalbirt,  und  es  entstehen  acht 
gleiche  sphärische  Dreiecke,  von  welchen 
jedes  drei  Quadranten  zu  Seiten  und  drei 
rechte  Winkel  hat,  und  jedes  hat  snr 
Oberfläche  \  der  ganzen  Kugeloberfläche. 

Läfst  man  zwei  Ebenen  BODE  und 
AG  FE  dieser  acht  Dreiecke  in  ihrer  recht- 
winkligen Lage  und  dreht  die  dritte  Ebene 
ABFE  um  den  einen  ihr  zugehörigen 
Durchmesser  AF  auf  der  diesem  Durch- 
messer normalen  festen  Ebene  BGDE 
herum,  so  entstehen  durch  diese  Drehung 
Dreiecke,  in  welchen  je  zwei  Winkel  bei 
B,  (7,  D,  E  rechte  bleiben  und  deren 
dritte  bei  A  und  F  mit  der  Drehung  ver- 
ändert werden;  ferner  bleiben  zwei  Sei- 
ten in  jedem  der  acht  Dreiecke  Quadran- 
ten, die  dritten  Seiten  in  BGDE  werden 
mit  den  ihnen  gegenüberliegenden  Win- 
keln geändert,  und  diese  Winkel  und 
Seiten  und  die  Flächenräume  der  Drei- 
ecke bleiben  unter  einander  in  gleich  ein 
Verhältnis. 

9.  In  einem  sphärischen  Dreieck  be- 
tragen zwei  Seiten  zusammen  genommen 
mehr\ls  die  dritte  Seite,  wenn  nicht  der 
dieser  dritten  Seite  gegenüberliegende 
Winkel  gröfser  ist  als  2  Rechte. 

Denn  es  sei  ABD,  Fig.  787,  ein  sphä- 
risches Dreieck,  C  der  Mittelpunkt  der 
Kugel,  ziehe  die  drei  Halbmesser  CA, 
CB,  CD,  so  bilden  diese  ein  Korperdrei- 
eck, deren  Seiten  die  zu  den  Bogen  AB, 
AD,  BD  gehörenden  Mittelpunktswinkel 
sind.  Bei  gleichem  Halbmesser  verhal- 
ten sich  aber  die  Bogen  wie  die  zugehö- 
rigen Centriwinkel.    Man  hat  demnach 

AB.AD:BD=  /_ACB'.^ACD:^BCD 

folglich  ist  auch 
Aß:AD+BD=/:ACB:sACD  +  zBCD 

In  jedem  Körperdreieck  ist  aber  die 
Summe  zweier  Seiten  gröfser  als  die 
dritte  Seite  (No.  15,  pag.  44) 
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folglich  ist  ^ACD  +  zBCD  >  ZACB 

daher  auch  AD  +  BD  >  AB 

Dafs  dies  nicht  statt  rindet,  wenn 
Z.BDA  >2Ä,  s.  No.  8. 

10.  Die  kürzeste  Linie,  die  sich  zwi- 
schen zwei  Punkten  der  Kugeloberfläche 


auf  dieser  ziehen  läfst,  ist  der  Bogen 
eines  grüfsten  Kreises,  der  dnreh  diese 
Punkte  geht. 

Denn  es  sei  ADR  der  Bogen  eines 
gröfsten  Kreises  zwischen  den  auf  der 
Kugelfläche  vom  Mittelpunkt  C  befindli- 
chen Punkten  A  und  B.  Wäre  nun  ein 
anderer  Bogen  auf  derselben  z.  B.  ARB 
die  kürzeste  Linie  zwischen  A  uud  B, 
so  führe  man  durch  irgend  eineu  Punkt 
E  dieser  Linie  und  A  und  B  zwei  gröfete 
Kreisbogen  AHE  und  BJE,  so  ist  nach 
dem  vorigen  Satz  Bogen  AHE  -f  Bogen 
BJE  >  Bogen  ADB. 

Macht  man  also  AD  —  Bogen  AHE 
und  man  dreht  den  zwischen  den  Bogen 
AHE  und  AFE  befindlichen  Ausschnitt 


Fig.  788. 
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den  Halbmesser  CB  bis  Bogen  BJE  in 
die  Richtung  BDA  fällt,  so  deckt  aus 
gleichem  Grunde  der  Bogen  BJE  ton  B 
aus  einen  Theil  des  ßogens  BDA. 

Da  aber  Bogen  AHE  +  Bogen  BJE 
>  als  Bogen  ADB,  so  fällt  der  Paukt  E 
über  D  hinaus  nach  A  bin,  und  wenn 
mau  die  Drehung  weiter  fortsetzt  bis  ein 
Punkt  G  des  ßogens  BGE  in  D  fällt, 
so  würde  ein  kleinerer  Bogen  (AE+BG) 
als  AEB  die  kürzeste  Linie  zwischen  A 
und  B  sein,  welches  der  Voraussetzung, 
dafs  Bogen  AEB  die  kürzeste  Linie  ist, 
widerspricht. 

Ks  ist  demnach  der  Bogen  eines  gröfs- 
teu  Kreises  die  kürzeste  Verbindungslinie 
zwischen  zwei  auf  der  Kugeloberfläehe 
befindlichen  Punkten. 

11.  Durch  jede  zwei  auf  einer  Kugel- 
oberfläehe befindliche  Punkte  läfst  sich 
ein  gröTster  Kreis  legen,  zwischen  beiden 
Punkten  liegen  also  zwei  Bogen  eines 
gröfsten  Kreises.  Sind  diese  ungleich, 
so  ist  der  kleinere  die  auf  der  Kugel- 
oberfläche zu  verzeichnende  kürzeste  Li« 
nie  zwischen  den  beiden  Punkten  und 
heifst de  r  Abstand  derbeiden  Punkte 
auf  der  Kugeloberfläche  ge n om- 
ni e  n. 

12.  Jeder  der  beiden  Pole  eines  Krei- 
ses auf  der  Kugel  hat,  auf  der  Kugel 
fläche  gemessen,  von  allen  Umfangspunk 
ten  dieses  Kreises  einen  gleichen  Ab- 
stand. Und  umgekehrt,  ist  der  Punkt 
auf  der  Kugelfläche,  der  von  drei  üm- 
fangspunkten  eines  Kreises  auf  derselben 
••inen  gleichen  Abstand  hat,  einer  der 
beiden  Pole  dieses  Kreises. 

Denn  sind  E,  F  die  Pole  dca  Kreises 
ADBH.  so  geht  die  gerade  Linie  EF 
(Imvti  den  Mittelpunkt  C  desselben  und 
durch  den   Mittelpunkt  C  der  Kugel. 


um  len  Halb:  IC  so  lange  herum, 

bis  der  Bogen  AHE  in  die  Richtung  ADB 
fällt,  so  deckt  der  Bogen  AHE  den  Bo- 
gen AD,  weil  beide  gleiche  Halbmesser 
haben. 

Dreht  man  eben  so  den  Ausschnitt  Legt  man  nun  durch  die  Pole  und  durch 
zwischen  den  Bogen  ECB  und  EJB  um  zwei  Punkte  A  und  D  des  Kreises  zwei 

IV.  8 
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grölste  Kreise  AEBF  und  EDFH,  zieht 
die  geraden  Linien  AE  nnd  DE,  so  sind 
die  dadurch  entstehenden  rechtwinkligen 
Dreiecke  AEG  und  DEG  congruent,  folg- 
lich ist  auch  AE  -  DE.  Da  nun  die  Bo- 
gen AE  und  DE  zu  gleichen  Kreisen 
gehören,  so  sind  sie  einander  gleich ,  «eil 
sie  zu  gleichen  Sehnen  gehören. 

Da  dies  nun  von  allen  übrigen  in  dem 
Kreisumfang  ADBH  liegenden  Punkten 
gilt,  so  hat  der  Pol  £  von  allen  diesen 
Punkten  einen  gleichen  Abstand. 

Ist  umgekehrt  £  ein  Punkt  anf  der 
Kugelfläche,  der  auf  dieser  gemessen  von 
drei  Punkten  des  Kreisumfangs  ADBH 
gleich  weit  absteht,  so  steht  er  auch  von 
allen  übrigen  Punkten  desselben  Uinfangs 
gleich  weit  ab  und  ist  ein  Pol  des  Krei- 
ses. 

Denn  alsdann  folgt  aus  der  Gleichheit 
der  Bogen  die  Gleichheit  der  Sehnen, 
eine  Normale  EG  auf  die  Kreisebene 
ADBH  gefallt,  ist  allen  Dreiecken  wie 
EAG  gemeinschaftlich,  hierzu  die  gleichen 
rechten  Winkel,  gibt  die  congruenten 
Dreiecke,  mithin  auch  G  als  den  Mittel- 
punkt des  Kreises. 

13.  Zwei  symmetrische  Dreiecke  auf 
derselben  Kugelfläche  sind  gleich  grofs. 

Denn  es  seien  ABD  und  abd  die  bei- 
den symmetrischen  Dreiecke,  in  welchen 
die  gleich  bezeichneten  Seiten  einander 
gleich  sind.    P  sei  der  Pol  des  durch  die 

Fig.  790. 


Punkte  A,  B,  D  gelegten  kleineren  Krei- 
ses, ziehe  die  Bogen  gröfster  Kreise  PA, 
PB,  PD,  so  bilden  sich  drei  gleichschenk- 
lige Dreiecke  PAB,  PÄD  und  PBD. 


Nun  führe  man  durch  den  Punkt  6  des 
anderen  Dreiecks  einen  gröfsten  Kreis- 
bogen bp,  so  dafs  Z_dhp-  Z.DBP,  nimm 
Bogen  bp=  BP  und  ziehe  von  p  die  gröfs- 
ten Kreisbogen  pa,  pd. 

Nun  sind  in  den  Dreiecken  dbv  und 
DBP  zwei  Seiten  und  die  eingeschlosse- 
nen Winkel  einander  gleich,  also  nach 
Satz  12  auch  die  übrigen  homologen 
Stücke  derselben,  mithin  auch  dp -DP. 
Da  nun  DP=  BP,  also  auch  dp  =  hp  BP. 
so  ist  &bdp  SS  BDP  und  haben  congru- 
ente  Flächen. 

Aus  der  Gleichheit  dieser  Dreiecke  folgt 
/_bdp-^_BDP 
nach  Voraussetzung  ist 

£adb  -  /_ADB 

folglich  ist    Z«4>  =  ÄADP 

Ilierzu  dp  -  DP 

und  ad- ad 

mithin  die  Dreiecke  adp  und  ADP  iu  al- 
len Bestimmungsstücken  gleich, 
also  auch      ^_apd- ^_APD 

Seite  op-AP 
aber  Seite        AP  =  DP  -  dp 
mithin  auch       ap  =  dp. 

Folglich  ist  p  der  Pol  des  kleineren 
Kreises,  der  durch  die  Winkelspitxen  a, 
b,  d  geht,  und  überdies  sind  die  Dreiecke 
adp  und  ADP  als  gleichschenklig  ein- 
ander ^.  Auch  Z.apb=  Z^PB,  weil 
beide  Differenzen  gleicher  Winkel  sind 
und  da  die  diese  Winkel  einschliefsenden 
gleichen  Schenkel  in  beideu  Dreiecken 
abp  und  ABP  gleich  sind,  so  sind  auch 
diese  Dreiecke  congruent. 

14.  Wenn  zwei  gröfste  Kreise  ABFD 
und  AG  FE  von  einem  dritten  BGDR 
geschnitten  werden,  so  sind  die  beideu 

Fig.  791. 

am 


Theile  der  Zweiecke,  welche  die  beideu 
ersten  Kreise  bilden,  und  die  auf  dersel- 
ben Seite  des  schneidenden  Kreises  BGDE 
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liegen,  zusammengenommen  so  grofs,  als 
eins  dieser  Zweiecke. 

Sind  ABFGA,  AKFDA  diese  Zweiecke, 
so  ist  zu  beweisen, 

dafs  &  ABG  +  &ADR  =  Z*e\ecV  ABFGA 
=  Zweieck  AEFDA. 

Es  findet  dies  statt,  wenn  &AED  = 
AFBG. 

Es  ist  aber  Halbkreis  ABF  -  Halbkreis 
BAD,  von  beiden  Bogen  AB  abgezogen 
bleibt  Bogen  FB  =  Bogeu  AD;  eben  so 
ist  Bogen  FG  —  Bogen  AE,  da  nun  zu- 
gleich wegen  der  gleirheu  Winkel  BCG 
und  ECD  Bogen  BG  -  Bogen  DE,  so  ist 
A  FBG  -  A  FDE  folglich 

&ABG  +  &FBG-&ABG+  &ADE 
oder  Zweieck  ABFGA  =  &.ABG  +  &ADF. 

Ist  /_BAG-n,  so  hat  man  nach  No.  7 : 

&ABG  +  &ADE=^F 

Ib.  Sibirische  Dreiecke  auf  derselben 
Kugelflache  sind  unter  denselben  Bedin- 
gungen in  ihren  Seiten  und  Winkeln  ein- 
ander gleich,  unter  welchen  dies  von  des 
Körperdreiecken  gilt. 

Denn  zieht  man  von  den  Winkelspitzen 
eines  sphärischen  Dreiecks  nach  dem  Mit- 
telpunkt der  Kugel  die  Halbmesser,  so 
sind  diese  die  Halbmesser  der  gröbsten 
Kreise,  zu  welchen  die  Seiten  des  sphä- 
rischen Dreiecks  als  Bogen  gehören  und 
bilden  die  Kanten  einer  dreiseitigen  KÖr- 
perecke ,  deren  Spitze  der  Mittelpunkt  der 
Kogel  ist.  Ferner  stehen  die  in  den 
Spitzen  des  sphärischen  Dreiecks  an  den 
Bogen  gezogenen  Tangenten  auf  den 
Halbmessern  winkelrerht  und  mithin  sind 
die  Winkel  des  sphärischen  Drei- 
ecks zugleich  die  Winkel  des  Kör- 
perdreieck s.  Die  Seiten  des  Körper- 
dreiecks sind  aber  Mitteluunktswinkel 
gleicher  Kreise,  deren  zugehörige  Bogen 
die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  sind, 
folglich  verhalten  sich  die  Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  wie  die  Sei- 
ten jener  Körperecke.  Folglich  sind 
in  sphärischen  Dreiecken  die  Bestim- 
mungsstücke für  deren  Gleichheit  diesel- 
ben mit  den  ihnen  zugehörigen  Körper- 
dreiecken. 

Die  Gleichungen  der  Körpertrigonome- 
trie finden  also  eine  unmittelbare  An- 
wendung auf  die  sphärischen  Dreiecke, 
in  sofern  ihre  Seiten  durch  ihr  Verhältnifs 
zum  Viertelkreise  eben  so  bestimmt  wer- 
den, wie  die  Ebenenwinkel  durch  ihr  Ver- 
hältnifs zum  rechten  und  wegen  dieser 
Anwendung  heifst  die  Körpertrigonometrie 
auch  die  s phärische  Trigonometrie. 


16.  Für  die  Beziehung  «wische«  Kör- 
perdreieck oder  dreiseitiger  Körperecke 
und  sphärischem  Dreieck  ist  nothwendig 
zu  erwähnen ,  dafs  um  jede  Spitze  einer 
Ecke  eigentlich  zwei  Ecken  liegen,  wie 
dies  auch  im  Art.  „Ecke",  pag.  6,  zu 
Anfang  erörtert  ist,  und  dafs  dort  die  er- 
habene Ecke  und  nicht  die  hohle 
Ecke  betrachtet  worden  ist.  Wie  mit 
der  Ecke  ist  es  nun  auch  mit  den  sphä- 
rischeu  Dreiecken: 

Um  die  drei  Punkte  A,  B,  C,  Fig.  791, 
liegen  vier  Kugeldreiecke,  nämlich  das 
von  den  Seiten  AB,  AG  und  BG  und 
das  von  zweieu  dieser  drei  Seiten  und 
der  Ergänzung  der  dritten  Seite  zum 
ganzen  Kreis  wie  das  von  ABt  AG  und 
BEDG  begrenzte  Dreieck.  In  ersterem 
ist  Z_A<.  2Ä,  im  zweiten  ist  ^_A  >  2  h£\ 
beide  Dreiecke  ergänzen  sich  zur  Halb- 
kugelfläche, das  erste  wird  verstanden, 
und  für  das  erste  gelten  die  der  Körper- 
ecke zugehörigen  Gesetze. 

Ein  Dreieck  mit  zwei  Winkeln,  die  grö- 
fser  sind  als  zwei  Rechte,  gibt  es  nicht, 
ein  zweiter  Kreis,  wie  s.  B.  AEFG  würde 
den  Bogen  BEDG  schon  in  E  schneiden. 
Dafs  jede  von  drei  oder  von  zwei  Seiten 
nicht  gröfser  sein  kann  als  ein  Halbkreis, 
dafs  überhaupt  jedes  mögliche  sphärische 
Dreieck  innerhalb  einer  Halbkugelfläche 
liegen  mufs,  zeigt  anschaulich  Fig.  792, 
wo  der  Kreis  ABDE  der  grüfste  Kreis 
der  Dreieckseiten  AB  und  AB  DA  für 
die  Dreiecke  CAE  und  CABDE  ist. 

17.  Man  hat  demnach  in  Beziehung 
auf  die  dem  sphärischen  Dreieck  zuge- 
hörige Körperecke  folgende  Sätze  für  das- 
selbe (s.  Art  ,Ecke"). 

1.  Der  Winkel  einer  dreiseitigen  Ecke 
ist  zugleich  der  Winkel  des  der  Ecke  zu- 
gehörigen sphärischen  Dreiecks. 

2.  Jede  Seite  einer  dreiseitigen  Ecke 
ist  zugleich  die  Seite  des  dazu  gehörigen 
sphärischen  Dreiecks. 

3.  Sind  dreiseitige  Ecken  einander  gleich, 
so  sind  auch  die  zugehörigen  sphänscheu 
Dreiecke  einander  gleich. 

4.  In  jeder  drei-  oder  mehrseitigen  sphä- 
rischen Figur  ist  die  Hümme  der  Seiten 
immer  kleiner  als  ein  gröfoter  Kreis 
(.Ecke'  No.  4). 

ö.  Jedes  snhärischo  Dreieck  hat  ein 
Supplementardreieck;  es  wird  auf 
der  Kugelüberfläche  eben  so  constroirt, 
wie  die  Supplementarecke  zu  einer  ge- 
gebenen dreiseitigen  Ecke  (s.  „Ecke* 
No.  6)  indem  man  auf  den  durch  jede 
Dreieckseite  und  den  Kugelmittelpunkt 
gelegte  Ebene  in  dem  Mittelpunkt  einen 
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normalen  Halbmesser  errichtet  and  die 
drei  neuen  Punkte  auf  der  Kugclfläche 
durch  größte  Kreisbogen  verbindet.  In 
beiden  sphärischen  Dreiecken  ergänzen 
sich  Seiten  und  gegenüberliegende  Win- 
kel gegenseitig  zu  zwei  Rechten. 

6.  Die  Summe  der  drei  Winkel  eines 
spärischen  Dreiecks  sind  immer  gröfser 
als  zwei  Rechte  und  kleiner  als  sechs 
Rechte. 

7.  Die  Bestimmungsstücke  für  ein  und 
dasselbe  sphärische  Dreieck  erhält  mau 
in  allen  vorkommenden  Fällen  aus  Art. 
„Ecke-,  No.  14,  15,  16,  17  und  18. 

18.  Die  Fläche  eines  sphärischen  Drei- 
ecks verhält  sich  zum  vierten  Theil  der 
zugehörigen  Kugelfläche  (F,  No.  7),  wie 
der  Ueberschufs  seiner  drei  Winkel  über 
zwei  Rechte  zu  zwei  Rechten. 

Denn  ist  Fig.  792  &ABC  in  seinem 
Flächeninhalt  zu  bestimmen,  so  verlän- 
gere die  Seiten  BC  und  AC  bis  E  und 
I)  in  den  grö  Esten  Kreis  der  dritten  Seite 


AB.  Dann  sind  die  vier  entstandenen 
Dreiecke  zusammen  a  der  Ualbkreisfläche 
=  2 F.   Nach  No.  7  ist  das  Zweieck  von 

den  Seiten  DCA  und  DBA  -  y  F,  das 

Zweieck  von  den  Seiten  BCE  und  BAE 

=  -^F  uud  nach  No.  14  ist  &ABC  + 

A  DEC  =  einem  Zweieck  von  dem  ^  ;* 

also  =  1  F,    Demnach  hat  mau 


Fig.  792. 


Zweieck  ACDB  =  A  ACB  -f  A  DCB  -  V 

R 

Zweieck  BAEC-  &ACB  +  &ACE  =  F 

n 

&ACB  +  &CDE  =  F 


hieraus         3&ACB  +  &DCB  +  &ACE  +  &CDE  =  '^L~  '"  F 
Hierzu     A  ACB  +  A  DCB  -f  A  ACE  -f  A  CDE  =  2/' 


gibt  snbtrahirt  2A^CÄ  =  «±*±1  F  -  2F  =  li±l±p2/l .  p 
oder  A^C/?:F=(a  +  /9  +  y)-  2Ä:2Ä 


19.  Die  Fläche  eines  sphärischen  Viel- 
ecks (necks)  verhält  sich  zum  vierten 
Theil  der  Kugeloberflächo  wie  der  Ueber- 
schufs der  Summe  seiner  Winkel  über  so 
viel  mal  zwei  Rechten  als  das  Vieleck 
Seiten  weniger  zwei  hat  zu  zwei  Rechten ; 
d.  h.  Ist  o+  ß  -f  y  +  *  +  ..-.  =  <p  die 
Summe  seiner  Umfangswinkel ,  J  der  In- 
halt des  Vielecks  (necks),  so  ist 
J  :  F=<r-2(n-  2)K:2Ä 

Denn  durch  Bogen  gröfster  Kreise  durch 
gegenüberliegende  Winkelspitzen  kann 
man  das  »eck  in  (n  —  2)  Dreiecke  t hei- 
len Jedes  dieser  Dreiecke  verhält  sich  tu 
F,  wie  der  vorige  Satz  sagt.  Die  Summe 
sämmtlicher  Dreieckswinkel  ist  =  der 
Summe  der  Umfangswinkel  des  Vielecks, 
von  denen  also  für  jedes  Dreieck  2/t, 


mithin  in  Summa  (n  —  2)  2ß  abgezogen 
werden  müssen.  Der  Satz  ist  also  richtig. 

20.  Die  Fläche  einer  Kngelzone  ist  so 
grofs  als  der  Mantel  eines  geraden  Cy- 
linders  von  einerlei  Höhe  mit  der  Zone, 
dessen  Grundfläche  ein  gröfster  Kreis  der 
Kugel  ist. 

Es  sei  die  Zone  zuerst  eine  Calotte 
mit  dem  Grundkreis  von  dem  Durchmes 
ser  AB.  C  der  Mittelpunkt  der  Kugel, 
D  der  Pol  des  Grundkreises,  ADB  ein 
durch  den  Mittelpunkt  C  und  den  Pol  /', 
also  auf  der  Grundebene  normal  genom- 
mener Durchschnitt  der  Calotte.  In  dem 
Kreisausschnitt  ACD  beschreibe  man  ein 
reguläres  Vielecksstück,  EF  sei  eine  Seite 
desselben ;  durch  die  Winkelpunkte  des- 
selben führe  man  Parallelkreise  zu  dem 
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drundkrei.se,  und  stelle  sich  Kegel  vor, 
welche  diese  Parallelkreise  zu  Endflächen 
und  die  Seiten  des  Vielecksstücks  zu 
Seiten  haben,  so  bildet  sich  innerhalb  der 
Calotte  eine  Reihe  von  Kegelmänteln,  die 
zusammengenommen  kleiner  sind  als  die 
Calotte.  Zieht  man  nun  durch  die  Win- 
kelpnnkte  des  Vielecks  mit  AB  Parallelen 
bis  an  die  Axe  CD,  so  sind  die  zwischen 
zwei  nächsten  Parallelen  begriffene  Theile 
der  Axe  die  Höhen  dieser  Kegel,  so  HJ 
die  Hohe  des  Kegels  von  der  Seite  EF. 
Fällt  man  auf  EF  das  Loth  CG  (Apo- 
thema)  so  ist  G  die  Mitte  von  EF,  datier 
der  Kegelmantel  EF=  dem  Mantel  eines 
Gylinders,  der  HJ  zur  Höhe  und  CO  zum 
Halbmesser  seines  Orundkreises  hat  (s. 
Kegel,  Nu.  12).  Da  dies  nun  von  jedem 
der  Kegelmäntel  gilt  und  das  Apothema 
für  jede  Vielecksseite  dasselbe  ist,  so  ist 
die  Summe  aller  Kegelmäntel  =  dem 
Mantel  eines  Cylinders,  der  die  Summe 
der  Kegelhöhen,  d  h.  die  Höhe  DO  der 
Calotte  zur  Höhe  und  das  Apothema  CG 
zum  Halbmesser  hat  (=  2.i  •  CG 'DO). 

Beschreibt  mau  eben  so  um  denselben 
Ausschnitt  ein  dem  inneren  ähnliches 
Vieleckstück  und  betrachtet  diese  als 
Seiten  von  Kegelmänteln,  deren  Axen 
mit  OM  zusammenfallen,  so  sind  diese 
Kegelmäntel  zusammen  gröfser  als  die 


Fig.  793. 


Calotte  ist,  und  die  Summe  derselben  ist 
—  dem  Mantel  eines  Cylinders  von  der 
Höhe  NM  des  Vielecksstücks  und  von 
dem  Apothema  CL  —  dem  Halbmesser 
der  Kugel  als  Halbmesser  des  Grund- 
kreises (=  2.t  '  CL  •  NM).  Zwischen  bei- 
den Cylindermänteln  ist  nun  immer  ein 
Cylindermantel  begriffen,  der  die  Höhe 
DO  der  Calotte  zur  Höhe  und  einen  gröfs- 
ten  Kreis  der  Kugel  zur  Grundebene  hat 
(=  2.-1  •  AC  •  DO).  Denn  dieser  letzte  Cy- 
linder  hat  einerlei  Höhe  DO  mit  dem 
ersten  Cylinder,  sein  Grundkreis  nAC* 
aber  ist  gröfser,  weil  der  Halbmesser  AC 
gröfser  ist  als  das  Apothema  CG. 


Nun  ist  DO  :  MN  =  AO :  KN 

Aber     AO  :  KN=  AC :  CK  =  CO :  CL 

folglich  ist      MN>  DO 

Der  dritte  und  der  zweite  Cylinder 
haben  aber  einerlei  Grundfläche,  der 
zweite  eine  gröfsere  Höhe,  also  ist  der 
Mantel  des  zweiten  Cylinders  gröfser  als 
der  dritte  Cylindermantel.  Wenn  man 
nun  die  Seitenzahl  des  beliebigen  Viel- 
ecksstücks beliebig  vermehrt,  so  kann 
das  Apothema  CG  dem  Kugelhalbmesser 
beliebig  nahe  gebracht  werden;  d.  h.  der 
Grundkreis  des  ersten  Cylindermantels 
beliebig  nahe  dem  Grundkreis  des  zwei- 
ten und  die  Höhe  des  zweiten  der  Höhe 
des  ersten.  Folglich  können  auch  die 
Cylindermäntel  selbst  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden.  Da  nun  zwischen  beiden 
Cylindermänteln  immer  die  Calotte  und 
der  im  Satz  ausgedrückte,  der  dritte  Cy- 
lindermantel liegt,  so  ist  der  Satz  er- 
wiesen. 

Ist  statt  der  Calotte  eine  Zone  mit 
zwei  Endkreisen  gegeben,  so  ergänze  man 
dieselbe  zur  Calotte  und  es  gilt  also  der 
Satz  von  der  ganzen  und  von  der  Er- 
gänzungscalotte ;  zieht  man  auf  einer 
Seite  die  Ergänzungscalotte  ab,  auf  der 
andern  den  zu  ihr  gehörenden  Cylinder- 
mantel, so  hat  man  die  Richtigkeit  des 
Satzes  für  die  Zone. 

21.  Ist  r  der  Halbmesser  der  Kugel, 
A  die  llüho  einer  Calotto  oder  Zone,  so 
ist  die  Fläche  ./  =  dem  Cylindermantel 
vom  Halbmesser  r  und  der  Höhe  h;  mit- 
hin 

J  der  Calotto  oder  Zone  =  2/rAr  (1) 

Die  Halbkugelfläche  ist  eine  Calotte 
von  der  Höhe  r,  mithin 

J  der  Halbkugelfliche  =2^r»  (2) 
J  der  ganzen  Kugeloberfläche  = 
4-Tr*,  =  dem  vierfachen  Inhalt  des  gröfs- 
ten  Kreises  der  Kugel. 

II.  Körperbestimmung. 

22.  A.  Denkt  man  sich  den  ebenen 
Durchschnitt  einer  Kugel  als  Grundebene 
eines  Kegels,  dessen  Spitze  der  Mittel- 
punkt der  Kugel  ist,  so  heifst  der  von 
dem  Kegelmantel  und  der  vorliegenden 
Calotte  begrenzte  Körper  ein  kegelför- 
miger Kugelausschnitt  oder  Ku- 
gelausschnitt. 

B.  Verbindet  man  die  Seiten  eines 
sphärischen  Vielecks  dnreh  Ebenen  mit 
dem  Mittelpunkt  der  Kugel,  so  heilst  der 
von  diesen  Ebenen  und  dem  vorliegen- 
den sphärischen  Vieleck  begrenzte  Kör- 
per ein  pyramidenförmiger  Kugel- 
aus schnitt. 


Kugel.  118  Kugel. 


C.  Der  von  einer  Calotte  and  deren 
Grundkxeis  begrenzte  Korper  heifst  ein 
Kugelabschnitt. 

D.  Der  von  einer  Zone  und  ihren  bei- 
den Endkreisen  begrenzte  Körper  heifst 
eine  Körperzone  oder  körperliehe 
Zone  auch  Kugelabschnitt  mit  zwei 
En  dkreise  n. 

E.  Der  ton  einem  sphärischen  Zweieck 
und  den  zu  ihm  gehörigen  Halbkreisen 
begrenzte  Körper  heilst  ein  keilförmi- 
ger Kugelausschnitt  oder  ein  sphä- 
rischer Keil. 

23.  Ein  kegelförmiger  Kugelausschnitt 
ist  =  einem  Kegel,  dessen  Grundkreis 
gleich  ist  der  den  Ausschnitt  begrenzen- 
den Calotte  und  welcher  den  Halbmesser 
der  Kugel  zur  Höhe  hat. 

Verfährt  man  mit  der  Construction 
ähnlich  wie  Satz  20  mit  Fig.  793,  indem 
man  die  Calotte  innerhalb  und  außerhalb 
mit  Kreisebenen  belegt,  von  denen  je 
zwei  über  einander  befindliche  parallel 
sind,  und  deren  Umfange  mit  dem  Ku- 
gelmittelpunkt zu  Kegeln  verbindet,  so  ist 
jede  innere  Kegel-Grundebene  kleiner,  jede 
ändere  gröfser  als  das  von  ihnen  einge- 
schlossene Calottenstück,  die  Höhen  der 
ersten  Kegel  alle  kleiner  als  der  Kugel- 
halbmesser,  die  der  zweiten  Kegel  gleich 
dem  Kugelhalbmesser. 

Durah  Vermehrung  und  Verkleinerung 
der  einzelnen  Grundflächen  kommt  jede 
äufsere  und  jede  innere  Grundfläche  der 
Calotte,  die  inneren  Höhen  dem  Kugol- 
halbmesser  an  Gröfse  beliebig  nahe.  Beide 
Kegelsummen  kommen  also  beliebig  nahe 
einem  Kegel,  der  die  Calotte  zur  Grund- 
fläche und  den  Kugelhalbmesser  zur  Höhe 
hat  und  zugleich  beliebig  nahe  dem  Ku- 
gelausschnitt-, beide  letztgenannten  Kör- 


per werden  aber  von  den  beiden  vorge- 
nannten Kegelsummen  eingeschlossen, 
mithin  ist  der  Satz  erwiesen. 

Es  ist  demnach  jeder  kegelförmige  Ku- 
gelausschnitt =  J  x  Calotte  x  Kugelhalb- 
messer. Wird  die  Calotte  nach  No.  21 
bezeichnet,  so  ist 

der  kegelförmige  Kugelausschnitt  J 

—  }  x  r*  A  (1) 
Setzt  man  AO  —  a ,  BD  —  b ,  so  ist  a' 
=  2rA  -  A'J  mithin  2rA  =         =  &3.  Diese 
Werthe  in  Formel  1  gesetzt  gibt  den  Ku- 
gclausschnitt 

J=A.Tr.2rA=a/rr(«*  +  A«)  (2) 

24.  Verwandelt  sich  der  Kegelmantel 
in  einen  gröfsten  Kreis ,  so  ist  der  Aus- 
schnitt die  Halbkugel;  es  ist  A  =  r,  und 
der  körperliche  Inhalt  der  Halbkugel 

=  (3) 

der  Inhalt  der  ganzen  Kugel  =  %nr*  (4) 

25.  Der  Inhalt  eines  Kugelabschnitts 
ist  gleich  dem  Inhalt  eines  Cylinders,  der 
den  Grundkreis  des  Abschnitts  zur  Grund- 
fläche und  die  Hälfte  der  Höhe  desselben 
zur  Höhe  hat,  sammt  einer  Kugel,  deren 
Durchmesser  gleich  der  Höhe  des  Ab- 
schnitts ist. 

Denn  es  ist  (Fig.  793)  ADB  der  Durch- 
schnitt eines  Kugelabschnitts,  C  der  Mit- 
telpunkt der  Kugel,  CD  deren  Halbmes- 
ser =  r,  DO  =  k  die  Höhe  des  Abschnitts, 
BO  der  Halbmesser  dos  Grundkreises  vom 
Abschnitt.  Nun  ist  der  Kugelabschnitt 
ABD  der  Unterschied  zwischen  dem  Ku- 
gelausschnitt ADBC  und  dem  Kegel 
CAB. 

Der  Kugelausschnitt  ist  nach  No.  23, 
Formel  1  =  |/rr»A 

Der  Kegel  CAB-  ^  •  CO  x  BO1 
aber  CO  -  r  -  A 


BO  =  a-  VCBP-CO*  -  \fr*  -  (r  -  »)»  =  \r2rk-  As 
Also  der  Kegel  =  ±n  (r  —  A)  a9 
also  der  Kugelabschnitt  =  \n  r'A  -  A  *  (r  -  k)  «a  (5) 
Nun  ist  =  2r-A 

■woraus  r  =  —  .  (e; 

Diesen  Werth  eingesetzt  gibt  den  Kugelabschnitt 

Nun  ist  naß  (TA)  der  Inhalt  des  im  8atx  8etzt  man  ferner  aus  der  Formel  für  BO 
erwähnten  Cylinders  und  IttA3  der  In-  =«t  den  Werth  von  «  in  Formel  5,  »o 
halt  der  daselbst  erwähnten  Kugel.         erhält  man  den  Kugelabschnitt 
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•/  =  A/iA«(3r  -  A)  (8) 

Setzt  man  die  Sehne  BD  des  Ab- 
schnitts =  A.  so  hat  man  b*  s  2rA 

also     r  =  — . 

2A 

Diesen  Werth  in  Formel  8  gesetzt  gibt 
den  Kugelabschnitt 

J  =  \nk  (36«  -  2A«)  =  t*k  (3a'  +  A*)  (9) 

26.  Der  Inhalt  einer  körperlichen  Zone 
(mit  zwei  Endflächen)  ist  gleich  dem  In- 
halt zweier  Cylinder,  welche  die  halbe 
Höhe  der  Zone  zur  Höhe  haben  und  de- 
ren Grundkreise  die  Endkreise  der  Zone 
sind,  plus  dem  Inhalt  einer  Kugel,  welche 
die  Hohe  der  Zone  zum  Durchmesser  hat. 

Also  wenn  die  Höhe  der  Zone  =  A,  die 
Halbmesser  deren  Endkreise  AO  und  HE 
—  a  und  k  sind 

i»a'A  +  1*4»*+  lnk\ 

Ergänzt  man  die  Zone  zu  einem  Ab- 
schnitt, und  man  bezeichnet  die  Höhe 
HD  des  Ergänzungs-  Abschnittes  mit  x, 
so  ist  nach  Formel  7  des  vorigen  Satzes 
der  Inhalt  des  grölseren  Abschnittes 

=  fW(A  +  x)  +  |*(A  +  x)« 
der  Ergänzungs-Abschnitt 

=  knb9x         +  i*x" 

Der  letzte  Inhalt  von  dem  ersten  ab- 
gezogen gibt  den  Inhalt  der  Körperzone 
J=  | n  [a'A  +  ,A«  +  (a»  +  Al  -  &»)  x  +  Ax*] 
Ist  nun  wieder  r  der  Halbmesser  der 
Kugel,  so  hat  man 

x:  A  =  A  :2r-  x 
6« 

woraus     2r  —  x  =  — 
x 

Es  ist  eben  so 

A  +  x  :  a  =  a  :  2r  —  A-x 
a* 
A  +  x 

a*  h- 

Mithin     2r  -  x  =  r— -  +  A  =  — 
A+x  x 

oder  a'x  +  A'x  -  A'x  =  4'A  +  ft'x 

woraus 

(«»  +  A>-4»)x  +  Ax'=6>A 

Diesen  Werth  in  den  Ausdruck  für  J 
gesetzt,  gibt  den  Inhalt  der  körperlichen 
Zone 

J=l7r(a'A+$A»  +  4»A)  (10) 
■4j«M+i*A*l+.t*A* 

Man  schreibt  in  der  Regel  die  Formel 
J  =  i  7iA(3a'  +  36»  +  A»)        •  (11) 

27.  Wird  über  einem  gröfsten  Kreise 
einer  Kugel  als  Grundfläche  ein  gerader 
Cylinder  verzeichnet,  dessen  Höhe  dem 


woraus  2r  —  A  —  x  = 


Halbmesser  der  Kugel  gleich  ist,  und 
überdies  zu  dem  oberen  Endkreise  des 
Cylinders  als  Grundfläche  ein  Kegel,  der 
seine  Spitze  im  Mittelpunkt  der  Kugel 
hat,  und  schneidet  man  dann  den  Cy- 
linder durch  zwei  mit  seinen  Endflächen 
4  laufenden  Ebenen,  so  ist  der  zwischen 
diesen  beiden  Durchschnittsebenen  be- 
griffene Theil  des  Cylinders  gleich  der 
zwischen  denselben  Ebenen  begriffenen 
körperlichen  Kugelzone  +  dem  dazwischen 
begriffenen  Theil  des  Kegels. 

Es  sei  Fig.  794  das  Quadrat  ACBD 
der  halbe  Durchschnitt  des  Cylinders  mit 
einer  Ebene  durch  seine  Axe  BC  gelegt, 
so  sind  AC,  BC  Halbmesser  der  Kugel, 

Fig.  794. 


V 

1 

D 

3 

der  Quadrant  ABC  der  halbe  Durchschnitt 
der  Halbkugel  und  das  A  BCD  der  halbe 
Durchschnitt  des  Kegels,  C  dessen  Spitze. 
Eh,  HG  seien  die  Durchschnittslinien 
der  Ebene  ACBD  mit  den  parallelen 
Durchschnitten  des  Cylinders,  so  sind  FK 
und  GJ  die  Halbmesser  der  beiden  End- 
kreise des  Kugelabschnitts,  FM  und  GL 
die  Halbmesser  der  beiden  Endkreise  des 
abgekürzten  Kegels. 

Führt  man  nun  einen  beliebigen  Durch- 
schnitt 4  den  Endkreisen  des  Cylinders, 
so  schneide  dieser  die  Ebene  ABCD  in 
NO,  dann  wird  NO  der  Halbmesser  des 
Durchschnitte  im  Cylinder,  OP  der  Halb- 
messer des  Durchschnitts  in  der  Zone 
und  00  der  Halbmesser  des  Durchschnitts 
im  abgekürzten  Kegel. 

Zieht  man  CP  so  ist 
CP=  AC=NO 
0Q=  CO  

folglich 

NO*  -  CP*  =  OP3  +  C0'=  OP»  +  OQ* 

Nun  sind  NO,  OP,  OQ  die  Halbmes- 
ser der  Kreisdurchschnitte  des  Cylinders, 
der  Kugelzone  und  des  Kegels,  folglich 
ist  der  erat  genannte  Durchschmttskrtis 


Kugel. 
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den  anderen  beiden  zusammengenommen 
gleich.  Da  nun  diese  Durchschnittsflächen 
in  beliebiger  Lage  sind,  so  haben  sie 
überall  dasselbe  Verhältnils  und  es  sind 
also  nach  Cavalleris  Grundsatz,  s.  Art. 
„Körperberechnung",  die  in  dem 
Satz  aufgeführten  Körper  einander  gleich. 

28.  Fällt  GH  auf  AC  und  EF  auf  BD, 
so  folgt,  dafs  der  ganze  Cylinder  über 
dem  gröfsten  Kreise  der  Kugel  =  ist  der 
Halbkugel  sammt  dem  ganzen  Kegel.  Es 
ist  also  die  Halbkugel  der  Unterschied 
zwischen  dem  Cylinder  und  dem  Kegel. 
Nun  ist  der  Kegel  -  1  des  Cylinders, 
mithin  die  Halbkugel  =  §  des  Cylinders, 
der  den  gröfsten  Kreis  zur  Grundfläche 
und  den  Durchmesser  zur  Höhe  hat,  wie 
dies  schon  aus  der  Formel  4,  No.  24  her- 
vor geht 

Ist  H  der  Kugelhalbmesser,  so  ist 
der  Inhalt  der  Kugel    =  |/iä* 
der  Inhalt  des  Cylinders  =  2/iR* 
der  Inhalt  des  Kegels    =  J/tA1 

Die  Kugel  also  =  §  des  Cylinders  und 


das  Doppelte  des  Kegels  von  der  Grund- 
fläche des  gröfsten  Kreises  und  der  Höhe 
=  dem  Durchmesser. 

29.  Der  Inhalt  eines  keilförmigen  Ku- 
gelausschnitts verhält  sich  zum  Inhalt 
der  Kugel,  wie  der  Winkel  seines  Zwei- 
ecks zu  4  Rechten.  Hat  das  Zweieck 
den  Winkel  n,  so  ist  der  Ausschnitt  also  = 


«4  .  « 
4ft*y'7r  =  i*90° 


(12) 


30.  Kiu  pyramidenförmiger  Kugelaus- 
schnitt ist  einer  Pyramide  gleich,  die  den 
Halbmesser  der  Kugel  zur  Höhe  hat,  und 
deren  Grundebene  =  ist  dem  zu  dem  Aus- 
schnitt gehörenden  sphärischen  Vieleck. 

So  wie  nach  Satz  19  die  Fläche  eines 
sphärischen  Vielecks- sich  zur  Kugelfläche 
oder  deren  vierten  Theil  verhält,  so  ver- 
hält sich  auch  der  zu  dem  Vieleck  ge- 
hörende Pyramidal- Ausschnitt  zur  Kugel 
oder  deren  vierten  Theil.  Bei  derselben 
Bezeichnung  mit  No.  19  ist  demnach  der 
nseitige  Pyramidalausscbnitt 


K=±-2  (n  -  2)Ä  =  ?J-2(»  -2)R 

2Ä  Gft 


(13) 


Rogelabschnitt,  s.  u.  „Kuge  1 -  No.  22, 
C,  D.  Bestimmung  dessen  körperlichen 
Inhalts,  No.  25. 

Kugelausschnitt,  s.  u.  .Kugel",  No. 
22.  Inhalt  des  kegelförmigen  Ausschnitts 
No.  23,  des  keilförmigen  No.  29,  des  py- 
ramidenförmigen Ansschnitts  No.  30. 

Kogelaxe,  s.  u.  „Kugel*  No.  5,  A. 

Kogoldreieck,  sphärisches  Drei- 
eck Ist  ein  Dreieck,  welches  auf  einer 
Kugeloberfläcbe  mit  gröfsten  Kreisbogen 
verzeichnet  wird,  oder  welches  entsteht, 
wenn  drei  gröfsto  Kreise  auf  einer  Ku- 
geloberfläche sich  schneiden.    Die  gröfs- 


Fig.  795. 


teu  Kreisbogen  heifsen  die  Seiten  des 
Dreiecks,  die  Winkel,  welche  die  Tan- 
genten dieser  Seiten  in  ihrem  gemein- 
schaftlichen Dnrchschnittspunkt,  dem 
Scheitelpunkt  mit  einander  bilden, 
heifsen  die  Winkel  des  Dreiecks. 

Es  seien  Fig.  795,  AB,  AC,  BC  gröfste 
Kreisbogen  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt 
S  ist,  so  sind  die  von  S  nach  den  Spitzen 
des  Dreiecks  gezogenen  geraden  Linien 
SA,  SB,  SC  als  Halbmesser  einander 
gleich.  Legt  man  durch  die  drei  Bogen 
und  den  Mittelpunkt  5  drei  Ebenen  AUS, 
ACS,  BCS,  so  sind  die  oben  gedachten 
Winkel  des  Kugeldreiecks  dieselben  mit 
den  Neigungswinkeln  ^e  zweier  Ebenen, 
zu  welchen  die  den  Winkel  einschliefseu- 
den  Kreisbogen  gehören;  so  wie,  wenn 
man  den  Halbmesser  der  Kugel  =  1  setzt, 
die  Dreiecksseiten  mit  den  sie  umschlie- 
fsenden  um  8  liegenden  Centriwinkeln 
einerlei  Maafs  halten.  Wie  die  Bezeich- 
nung dies  angibt,  wo  nun  diese  Figur 
mit  Fig.  740  (pag.  36)  des  Art  „Kor- 

fiertrigonometrio"  bis  auf  die  Kreis- 
inien  und  die  Hülfslioien  dieselbe  ist. 

Es  ist  aus  dieser  Figur  augenscheinlich, 
dafs  die  ganze  Theorie  der  Körpcrdrei- 
ecke  auf  Hie  der  Kugeldreiecke  unmittel- 
bar zu  übertragen  ist,  und  auch  der  Art. 
„Kugel*  hat  in  No.  15,  16  und  17  dies 
auseinandergesetzt,  damit  in  jenem  Art. 


Google 


Kugeldreieck. 


121 


Kugeldreieck. 


der  analytisch  trigonometrische  Theil  über 
die  sphärischen  Dreiecke  nicht  rermilst 
werde. 

Es  mufs  daher  in  diesem  Art.  dasselbe 
gelten;  dagegen  habe  ich  mich  oft  über- 
zeugt, dato  es  Jüngern  der  Wissenschaft 
leitraubend  ist,  die  Formeln  der  Körper- 
dreiecke anf  die  der  Kugeldreiecke  ohne 
dafs  die  Figur  umgeändert  wird,  anzu- 
wenden, und  deshalb  will  ich  hier  die 
dort  erwiesenen  Auflösungen  der  Kugel- 
dreiecke in  ihren  Resultaten  und  in  Be- 
ziehung auf  Fig.  795  geordnet  zusammen- 
stellen. 

Auflösung  rechtwinkliger  Kugeldreiecke. 

(8.  „Körpertrigonometrie"tNo.  6. 
Formel  I.  bis  XIII.) 

Es  sei  Fig.  793:  Z.ACB  =  =  90°,  also 
AB  =  c  die  Hypotenuse. 

A.  Wenn  zwei  Catheten  BC  =  a, 
AC=b  gegeben  sind. 

cot  c  =  cos  w  cot  b 

tga 

s»m  a 

B.  Wenn  die  Hypotenuse  AB  ~  c 
und  eine  Cathete  AC  =  b  gegeben 
sind. 

cot  c 
cos  a-  - 

cot  b 

cot  u  =  ig  b  •  r  ol  c 

.    .  *inb 

stnß  =  -  

sin  c 

Wenn  die  Hypotenuse  AB  =  c 
ein  ihr  anliegender  Winkel 
CBA-ß  gegeben  sind. 

sin  b  =  sin  c  •  sin  ß 

tg  a  —  tg  c  •  cos  ß 

cot  ß 

Ig  n- 

.....  c 


C 
und 


D.  Wenn  eine  Cathete  BC  =  a  und 
der  ihr  gegenüberliegende  Win- 
kel BAC -  a  gegeben  sind, 

sin  a 

sin  c  =  - — 
stn  h 

sine  =  ^ 
tg  a 

.  cos« 
r    cot  a 

E.  Wenn  eine  Cathete  fiC=sund 
der  ihr  anliegende  Winkel  ABC- ß 
gegeben  sind. 

lg* 


tg  b  =  sin  a  •  tg  ß 
cot  n  =  cot  a  •  #in  ß 
F.  Wenn  zwei  Winkel  BAC  =  n  und 
ABC-ß  gegeben  sind. 

cot  c  =  cota*  cot  ß 
cot  a 
sin  ß 
cos  ß 


COtb- 


tin  a 


Auflösung  schiefwinkliger  Kogeldreiecke. 

A.  Wenn  die  drei  Seiten  gegebe n 
sind. 


cot  n  = 


cot  a  —  cot  b  •  cot  e 


sin  6  '  sin  e 
_  j/sin ±(q+6-c).  stnj(«  +  c-6) 
sin  b  -  sine 


stn     =  1/  — 

cot  *«  =  l/""l(«  +  *  +  c).»inH*-rC-«) 
'  sin  6  •  sin  c 

B.  Wenn  zwei  8eiten  BC=o,  AC 
=  b  und  der  Ton  ihnen  eingeschlos- 
sene Winkel  jtCß  =  y  gegeben  sind. 
cot  c  =  cot  a  •  cot  b  -f  «in  u  •  «in  b  •  cos  y 
cot  c  =  1  cot  a  •  sin  (A  +  <jr) 
j         sin  <jp 

*wenn  cottp  =  tga*  cos  y 
a-b 

*    2  a+A 


—  •  cot 


»in 


•— -  •  co/ 


«Iii 


y4C 


2 
2 

n-f"  A 

2  ~ 

C.  Wenn  zwei  Seiten  BC 
=  A   und  ein  gegenüberliegender 
Winkel  CAB-u  gegeben  sind, 
cos  a  ■  «in  /4 
v      '  '|  cosA 

)  cor  & 

iwenn  tg  u-  - 

cos  « 

•   „    'inb  . 
t%nß=. —  iwo 


«in  (y  -j- 1}>)  j  =  cot  tt  •  fo  /3  •  «in  i/* 

(  wenn  fo  i/>  —  cosb  -  tg  n 

D.  Wenn  eine  Seite  BC  =  u,  ein 
dieser  Seite  gegenüberliegender 
Winkel  CAB  =  a  und  ein  derselben 
anliegender  Winkel  ABC  =  ß  gege- 
ben sind. 


«in 


*in  « 
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«in  (c  -  V)  (  =  cot «  •  tg  ß  •  «in  \l>  cos  a  =  cos  b  •  cot  c"+  sinb-  sin  e  •  cot « 


I 


wenn  t§  \\>  =  tg  a .  com  ß  cot  a  =— cot ß- cot y+tinß- siny 


.   ,        .       cos  et  •  sin  tt  ilierans 

stn(y-H)l=      cotß  cot.-cosb.cmc 

)                   cotß  sin  b  •  sin  c 

(  wenn  **  =  ~  ^^1°*"  +  co.ß.cosy 

E.  Wenn  eine  Seite  BC=a  und  sin ß  •  sin y 
die  beiden  daran  liegenden  Win-  Aas  diesen 

kel  ABC  =  ß  nnd  ACB  =  y  gegeben  -  eo«  a  +  co# (* -  c) 

•       1  1  —  CO«  O  —   ;  "  ;  

sind.  stnb'Stnc 

Für  die  Bestimmung  der  beiden  ande-  cos  a  -  cos  (4  +  c) 

ren  Seiten  b  und  c  hat  man  (s.  No.  14,  1  +  «m«= —  — 

Formel  XIV,  pag.  43)  _  ~  *  1™%  +  y) 

2              2           2          2   1  co««  +  eo«GJ-y) 

*j.v         v— 5        a       c  —  b\  l+cosa  —  — - — .  — 

-.«^.-V^T'*— I  NunUi 

und  für  den  dritten  Winkel  «  (s.  For-  1  -  cos  x  =  2  «in»  *x 

1XV)  1  +  co,  ,  =  2  cos*  \x 

co»n  =  iC<M/>"m()/"y)  co,x  =  l-2»in«±x  =  2co.«  ix-1 

****  ^  «in  x  =  2  »in  4x  •  ct>*  ±x 

cot<f  =«>•«  •  fc/«  DieM  Werthe  jn  die  ,eUt0n  ^  GW. 

F.  Wenn  die  drei  Winkel  gege-  changen  eingeführt,  redneirt  und  ent- 
ben  sind.  wickelt  entstehen  folgend©  4  Formeln: 

£9ta_cos*+  cosß-coiy  s_a      .  ,6-c 

«in0.«iny  .  fj«           2  2 

«+f_-y .  — «-/'._+ y  "*2*:~    «inö- «ine  (,) 


ICOS  — -  •  cos   -  

«  _ ,/    2   2  a         .  *  +  c 

"Y-K  «in^THnT  a     ~        T +  "*  ~2~ 


 — —         •  Cv«  - 

2  2  -«  ^J+y 


«»n  -  =  1/  r—r — :   -  .  _  Mi) 

0      1  «in  0  •  «in  y  .  ,  a     '  "  2 


^   1-     - —  /  .  y  w                  m                     tt  .n\ 

Bd. III.  pag.  137  sind  die  Gaufs'schen  '**  ~j~        «in ß-  siny 

Gleichu n gen  angegeben,  deren  Nutzen  g—y 

für  die  Auflösung  ron  Kogeldreiecken  ©»«*  —  — »in*  ^-5-^ 

nachgewiesen  und  der  Beweis  ihrer  Rieh-    cwt  a  _        2  (4) 

tigkeit  auf  diesen  Artikel  angewiesen.  2  «in/?*«iny 

Im  Art.:  »Körpertrigonometrie"  Um  die  erste  Gaufs'sche  Glei- 

sind  No.  2,  Formel  l  und  No.  5,  For-  chung  iu  finden,  verbinde  man  Glei- 

mel  1 :  chung  2  mit  4,  so  ist 

2             2  2       «in  *  •  sin  c 


Nun  ist 


Hieraus 


co,' -,  in»  ±  +  «in«  ™/*"i«y 

2  2» 

l  2  «»n  —  •  co«  — 
tin  o  _  sin  c  _  «in  a  _  2  2_ 

r        '  2  «in  —  •  cos  — 

2  2 

sinb-sinc  '^T'^T 
sin  ß- sin }  ~,if|,JL  -ei|f  «. 
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diesen  Werth  eingesetzt  und  reducirt  gibt  ,«  .  „A  +  c         »  +  c 


cot*  -~-     1  -  »in3  — —  co*s 


..Ä  +  c.„«  2  2  2 

-  «in»  —  +  nn1    -  -  «in 


co,^-,in^-y     ffin'^-  wn        2  2  2 

2  2  2  voraus 

Um  die  vierte  Gaufs'sche  ülei 


2  2 

woraus  =—      --  chung  zu  finden,  verbinde  man  Glei- 

sinJL       sin—  chung  I  mit  3,  nämlich 

2             2  •  a_5L      •  2     _  a^±y 

oder  diese  Gleichung  in  Producte  ver-  2  2  2     »in  b  •  tin  c 

wandelt:  ~     „  ~       ä      .    b-'c  '  sinß'tiny 

*inf(*  +  c)  .«in  |«  =  co« \(ß~  y)tin\a  stn  ^     slH  2  ~nn  ~ 

Um  die  zweite  Gaufs'sche  Glei-  Bei  demselben  Verfahren  wie  ad  1  bis 

chung  zu  finden,  verbinde  man  Glei-  3  erhält  man 

chung  1  mit  4,  so  ist  cot  i(b  -  e)  cot  \n  -  tin  (ß  —  y)  •  cot  ±a 

3  A    co,3  "  _  ,iHi  t~X  Kugelgewölbe  wird  bisweilen  das  Kup- 

2  2  2_   »i»  *  •  s/n  c  pelgewölbe  genannt. 

t .«  ..i-iL".6 Ilgelhaafeo.   Die  (in  Haufen)  gesetz- 


»•n*  —-    *•«•*  _  —  *tn 


2           2            2  "  ten  Kugeln  haben  die  Form 

hieraus  erhält  man  bei  der  Verwandlung     A.  von  dreiseitigen  Pyramiden. 

wje  a()  1  Die  Anzahl  S  der  Kugeln  wird  ausge- 

.  drückt  durch  die  Reihe  der  Trigonal- 

»ii»'  —  —  »i«'    ~  -    »in»--  zahlen.    Die  Anzahl  der  Lagen  über 

 2  2^  _  2  einander  gibt  die  Anzahl  der  Glieder;  die 

,  a      ■  .ß—y        ,  «  oberste  Lage  ist  eine  einzige  Kugel,  dem- 

«u>--ff»n*—    cot*~  nach  ist  &e  Formel  ffir  die  geihe  d„ 


Glieder 


*»(n+l) 


2  2 
oder 


2       '"»-"ä-  1  +3  +  6+  10....+  -^—^--  Stück 

worans.   —  =   1*2 

die  Summen  von  1,  2,  3  ....  n  Lagen  sind 

1 ;  4;  10;  20;  -         -  -—  Stuck 

*in±(b -c)  •  cotia  =  ti*\(ß-y)- »in  \a     B.  von  vierseitigen  Pyramiden. 

Um  die  dritte  Gaufs'sche  Glei-     Die  Lagen  sind: 
chung  zu  finden,  verbinde  man  Glei-  1+4  +  9+ 16  +  25  .....»» 
chune  2  mit  3,  so  ist  die  Summen  von  1,  2,  3...  n  Lagen 


C.  von  dreiseitigen  Prismen  mit  schräg 


c„»JL    -riatJL+^^+f  «•»/»•«•>'  ansteigenden    dreiseitigen  Endflächen. 

9  2  2  Wenn  in  der  obersten  einfachen  Reihe 

Bei  demselben  Verfahren  wie  ad  1  und  m  Kugeln  liegen ,  dann  enthalten  die 

2  erhalt  man  Reihen: 


m+2(«+l)  +  3(m  +  2)  +  4(m+3)  +  n(»  +  n-  1) 

Die  Summen  der  Kugeln  in  1,  2,  3, ....  n  Lagen  ist 

m;  3m  +  2;  6»  +  8;  10«  +  20;   ±n(n  +  l)(3»+2n-2) 

Rageloberfläche,  s.  u.  „Kugel",  2.  sers  entsteht,  also  Fig.  793  der  Körper, 
Ragelschale  ist  der  Körper,  welcher  welcher  durch  die  Umdrehung  des  Ab- 

zuräckbleibt,  wenn  man  von  einer  kör-  Schnitts  EFL  um  HJ  hervorgeht. 

perlichen  Zone  den  Kegel  fortnimmt,  der     Nach  dem  Art.  .Kugel-,  No.  26  ist 

durch  die  Umdrehung  der  Sehne  um  den  die  körperliche  Zone  von  der  Höhe  JHt 

die  Röhe  bildenden  Theil  des  Durchmes- 


Digitized  by  Google 


Kugelschale.  124  Kurbel. 

=  a,  FJ=b,  HJ  =  k  gesetzt  wird  =  *  nh  (3a»  +  36»  4  *•) 
der  innere  abgekürzte  Kegel  =  \nh  {a*  +  6'  +  ab) 

Letzteren  -von  Ersterem  abgesogen  gibt 
die  Kugelschale  =        [(a  -  6)'  +  A»] 
d.  h.  =  J*.  JU.[{EJ-FJ)i  +  HJt]  =  {ji  -JHxEF*. 

Kagelxone,  s.  u.  .Kugel",  No.  5,  C,     Kuppelgewölbe,  SUtik  derselben,  s.  u. 
D.   Inhalt  der  Oberfläche  No.  20  und  21 ;  , Gewölbe*  No.  30,  pag.  193. 
Inhalt  der  körperlichen  Zone  No.  26.  Kwbel  jgt  der  Am  und  ^  u 

Kugeliweieck,  s.v.w.  .Sphärisches  des  llebebanns  am  Krummzanfon. 

Zweieck",  s.  .Kugel*  No.  ö,  B.  No.  6  r 
bis  8  und  No.  14. 
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Länge  ist  die  Abmessung  einer  Raum- 
gröfse  nach  einer  geradlinigen  Richtung; 
auch  die  Gröfse  dieser  Abmessung  in 
einer  Anzahl  von  Einheiten  ausgedrückt. 
Eine  Linie  hat  nur  eine  Ausdehnung 
und  diese  ist  die  Länge. 

Da  unter  Länge  in  der  Regel  eine  ge- 
rade Linie  verstanden  wird,  so  nennt  man 
bei  krummen  Linien  die  in  dieser  Linie 
selbst  gemessene  Länge:  absolute 
Länge,  um  keinen  Zweifel  zu  erregen, 
dafs  der  (geradlinige)  Abstand  deren  End- 
punkte verstanden  sei.  Die  Ermittelung 
und  Angabe  solcher  Länge  in  der  Lange 
einer  geraden  Linie  ausgedrückt  nennt 
man  die  Rectificatio n  der  krummen 
Linien. 

Länge,  astronomische,  s.  „astro- 
nomische Länge*. 

Läng6,  geoce ntrische  und  helio- 
centrisrhe,  s.  eben  daselbst  und  „geo- 
centrisch". 

Länge,  geographische,  s.  „geo- 
graphische Länge." 

Länge  eines  Gestirnt  ist  der  östliche 
Abstand  des  Durchschnitts  zwischen  des- 
sen Breitenkreis  und  der  Ekliptik  von 
dem  Frühlingspunkt. 

Länge  eines  Planeten  in  seiner  Bahn 

ist  die  Länge  des  Bogens  von  dem  Pla- 
neten bis  zu  seinem  aufsteigenden  Kno- 
ten +  dem  östlichen  Abstand  dieses  Kno- 
teos von  dem  Frühlingspunkt,  dieser  Ab- 
stand von  dem  Knoten  in  der  Planeten- 
bahn gemessen  (s.  „Knoten*). 

Länge  eines  Knotens  ist  die  im  vori- 
gen Art.  hinzuaddirte  Länge,  dieselbe 
rückwärts  in  der  Planetenbahn  gemessen. 


Der  Anfangspunkt  dieser  Länge  ist  der 
Anfangs-  oder  Nullpunkt  für  die  anzu- 
gebeude  Länge  jedes  Planeten. 

Länge  der  Sonne  ist  die  Länge  des 
Orts,  wo  die  Sonne  in  der  Ekliptik,  von 
der  Erde  ans  gesehen,  sich  zn  befinden 
scheint,  (d.  h.  des  Punktes,  in  welchem 
die  gerade  Verbindungslinie  von  Erde  zu 
Sonne  verlängert  die  Ekliptik  schneidet). 
Also  der  Abstand  dieses  Punktes  von  dem 
rechts  von  ihm  belegenen  Frühlingspunkt 
in  Bogen  gemessen.  Man  unterscheidet 
wahre  oder  scheinbare  Länge  der 
Sonne,  die  Länge  des  wirklich  beobach- 
teten Orts,  und  mittlere  Länge  der- 
selben. Die  Länge  des  Orts,  in  dem  die 
Sonne  sich  befinden  würde,  wenn  sie 
von  Anfang  ab  bis  zu  Ende  die  Ekliptik 
mit  gleichlormigerGeschwindigkeit  schein- 
bar durchlaufen  hätte.  Die  wahre  Länge 
ist  bald  gröfser  bald  kleiner  als  die  mitt- 
lere 

Länge  (geocentrische)  der  Sonne  und 

des  Mondes.  Fig.  796  stellt  dar  mög- 
lichst zusammengedrängt  die  Sonne,  die 
umliegende  Ekliptik  FSHW,  von  welchen 
F  den  Frühlingspunkt,  Ä  den  Sommer- 
punkt, H  den  Herbstpunkt  und  W  den 
Winterpunkt  angibt. 

In  jedem  dieser  vier  Punkte  die  Erde 
mit  dem  sie  umkreisenden  Mond,  diesen 
in  den  vier  Punkten  seiner  Hauptphasen. 
1  bedeutet  den  Neumond,  2  das  erste 
Viertel,  3  den  Vollmond  und  4  das  letzte 
Viertel.  Nach  den  Richtungen  der  Pfeile 
geschehen  die  Umdrehungen. 

Befindet  sich  die  Erde  in  H,  so  ist 
die  Länge  der  Sonne  =  0,  des  Neumonds 
1=0,  des  ersten  Viertels  2  =  90°,  des 
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Vollmonds  3=180°,  des  letzten  Viertels 
4  =  270°. 

Tritt  die  Erde  in  Wt  so  ist  die  Länge 
der  8onne  =  90°,  des  Neumouds  =  90°, 
des  ersten  Viertels  =  180°,  des  Vollmonds 
=  270°,  des  letzten  Viertels  =  0. 

Tritt  die  Erde  in  Pt  so  ist  die  Länge 
der  Sonne  =  180°,  des  Neumonds  =  180°, 
de«  ersten  Viertels  =  270°,  des  Vollmonds 
=  0°,  des  letzten  Viertels  =  90°. 

Tritt  die  Erdo  in  S,  so  ist  die  Länge 
de?  3onne  =  270°,  des  Neumonds  =  270°, 
des  ersten  Viertels  =  o,  des  Vollmonds 
=  90°,  des  letzten  Viertels  =  180°. 

Lingenaasdehnnng  ist  die  Ausdehnung 
einer  Raumgröfse  nach  einer  Richtung 
(s.  „  Ausdehn u  ng"). 

Längengrade  sind  wie  die  Breiten- 
grade entweder  geographisch  oder 
astronomisch  (s.  „Breitengrade, 
Grad  und  geographische  Länge"). 
Eine  interessante  Vergleichung  zwischen 
Längen-  nnd  Breitengraden  der  Erde  un- 
ter verschiedenen  geographischen  Breiten 
s.  „Gradlängen". 

Die  astronomischen  Längengrade  wer- 
den in  der  Ekliptik  von  dem  Frühlings- 
punkt als  Nullpunkt  ab  gezählt.  Des- 
gleichen in  den  Planetenbahnen  (s. 
„Länge  eines  Planeten  und  Länge 
eines  Knotens  "). 

Längenkreis«  für  Orte  auf  der  Erd- 
oberflache sind  der  Aequator  und  die  Pa- 
rallelkreise. 

Längenmaafs  ist  eine  als  Einheit  ge- 
wählte Länge  um  andere  Längen  mit 


derselben  zu  vergleichen,  um  also 
die  Gröfsen  anderer  Längen -Aus- 
dehnungen als  Vielfache  jener  Ein- 
heit anzugeben. 

Der  Längenmaafse  gibt   es  je 
nach  der  Ausdehnung  und  der  Na- 
tur der  zu  messenden  Längen  ver- 
schiedene.   Für  kleine  Längen  hat 
man  die  bekannten  Maafse:  den 
Fufs,  die  Elle,  das  Meter  u.  s. 
w.,  mit  deren  gleichen  Untertheilen : 
für  Feldmaafse  und  andere  städti- 
sche   und    ländliche  Längen  die 
Ruthe  n.  s.  w. ;  für  Wege  die 
Ruthe  mit  ihren  Vielfachen:  die 
Meile,   das  Meter  bis  zu  dem 
Myriameter  u.  s.  w.    Für  astro- 
nomische Längen  bat  man  allge- 
mein das  Längenmaafs:  die  geo- 
graphische Meile  (s  d),  welche 
übrigens  in  ihrer  wirklichen  Länge 
noch  nicht  genau  bekannt  ist. 
Nicht  überall  können  mitbin  Län- 
genmaafse unmittelbar  zum  Abmessen 
angelegt  werden.    Anch  bei  Vermessung 
von  Langen  auf  dem  Felde  nicht,  man 
mufs  mit  Hülfe  von  Winkelmessungen 
die  meisten  berechnen. 

Es  ist  sehr  zu  beklagen,  dafs  für  den 
jetzt  so  allgemeinen  und  über  den  gan- 
zen Erdball  verbreiteten  Verkehr  so  sehr 
viele  verschiedene  Längenmaafse  existi- 
ren,  um  so  mehr,  da  deren  Quadrate 
und  Kuben  auch  die  Verschiedenheit  in 
den  Flächen-  und  Körpermaafsen  hervor- 
bringen und  mit  letzteren  zugleich  die 
Verschiedenheit  der  Gewichtsmaafse.  So 
z.  B.  war  das  gesetzliche  preufsische  Pfund 
der  66te  TheU  des  Gewichts  eines  preu- 
fsischen  Kubikfnfses  destillirten  Wassers 
bei  15°  R.  In  England  ist  noch  jetzt  das 
Gewicht  eines  englischen  Kubikzolles  de- 
stillirten Wassers  von  62°  F.  bei  30  Zoll 
Barometerstand  =  252,458  Troy-Grän. 

Es  liegt  dies  in  dem  früheren  Zustand 
der  Abgeschlossenheit  von  Nachbarstaaten, 
nnd  selbst  benachbarter  Städte  eines 
Landes,  und  es  hatte  fast  jede  Stadt  iu 
jedem  Lande  ihre  eigenen  Maafse  und 
Gewichte  und  somit  aOch  ihr  eigenes 
Längenmaafs.  Namentlich  sollen  die  üb- 
lichen Fufsmaafse  in  unzähliger  Anzahl 
aus  dem  Alterthum  herrühren:  Griechen 
uud  Römer  maafsen  mit  Fufsen,  der  Fufs 
wurde  eingetheilt  in  vier  flache  Uände 
( p  a  1  m  i )  zu  vier  Finger  oder  drei  Daumen, 
also  zu  12  Daumen  oder  16  Finger,  wei- 
ches bei  den  späteren  Völkern  die  Ein- 
theilung  in  Zolle  veranlafst  bat.  Die 
Anzahl  der  verschiedenen  Fufsmaafse  au 
Anfang  dieses  Jahrhunderts  ging  ins  Un- 
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glaubliche.  Wenn  jedes  Land  von  den 
Mannsfüfsen  die  mittlere  Länge  als  Fufs- 
maafs  genommen  hat,  so  haben  die  Por- 
tugiesen nnd  die  Franzosen  die  längsten, 
die  Engländer  die  kürtesten  Füfse.  Es 
scheint  jedoch,  als  wenn  man  zugäng- 
liche Längen,  t.  B.  den  Umfang  der  Ring- 
mauer einer  Landeshauptstadt  ru  Grunde 
gelegt,  und  dafo  Provinzialstädte  eben  so 
verfahren  und  mit  einer  bestimmten  run- 
den Zahl  die  Länge  xu  Füfsen  einge- 
teilt haben,  woher  die  Fufse  swar  sämmt- 
lich  die  ungefähre  Länge  eines  Manns- 
fufses,  aber  alle  dennoch  verschiedene 
Länge  erhielten. 

Wenn  dieser  Uebelstand  nun  in  neue- 
ster Zeit  wenigstens  darin  vermindert 
worden,  dafs  jedes  civil isirte  Land  zu  all- 
gemeinem Gebrauch  gesetxlich  einge- 
führte Maafse  und  Gewichte  hat,  so  bleibt 
immer  noch  die  Unannehmlichkeit,  dafs 
ein  Maafs  auf  das  andere  reducirt  werden 
mufs  und  es  ist  solche  Reduction  um  so 
unbequemer,  als  die  verschiedenen  Län- 
derniaaf.se  in  der  Kegel  mit  einander  in- 
commensurabel  sind. 

Für  das  einflußreichste  Maafs:  für  das 
Längen  maafs  ist  dies  ein  Beweis,  dafs 
die  Begierungs- Intelligenten  bei  Wahl 
ihrer  Langen -Einheiten  keine  allen  Erd- 
bewohnern ohne  Ausnahme  zugängliche, 
also  in  der  Natur  aufzufindende  Länge 
genommen  haben ,  wie  das  destillirte  Was- 
ser es  für  den  Stoff  ist,  wobei  aber  für 
den  gegenseitigen  Verkehr  auch  einerlei 
Temperatur,  am  geeignetsten  3,5°  R, 
die  nahe  dessen  größte  Dichtigkeit  gibt, 
allgemein  festgestellt  sein  sollte. 

Unter  den  älteren  Längenmaafsen  war 
am  bekanntesten  der  Pied  de  roi  nnd 
dessen  sechsfache  Länge  die  Toise,  wel- 
che beide  fast  allen  wissenschaftlichen 
Untersuchungen  als  Maafs  zu  Gruude  la- 
gen. Woher  der  pied  de  roi  stammt, 
weifs  man  nicht,  die  Maafse  aller  Länder 
sind  aber  mit  dem  pied  de  roi  verglichen ; 
so  auch  unser  preufsischer  Fufs,  der 
eigentlich  gleich  bedeutend  mit  dem  ur- 
alten rbeinländischen  Fufs  und  auch 

Sleich  grofs  mit  diesem  festgestellt  wor- 
en  ist.  Dieser  rheinländische  Fufs  ist 
aber  wieder  an  vielen  Orten  verschieden 
gefunden  und  von  Autoritäten  als  Schrift- 
steller von  137,5  bis  139,2  pariser  Linien, 
entere  Zahl  von  Whitehurst,  letatere  von 
Picard  angegeben  worden. 

Ilm  die  Länge  des  rbeinländischen  Fu- 
fses für  Preufsen  ganz  bestimmt  festzu- 
stellen, hatte  das  Königliche  Ober- Bau- 
Departement  im  J.  1771  diejenige  Länge 
von  139,13  pariser  Linien  vorgeschlagen, 


welche  Eisenschmid  aus  eigenen  Un- 
tersuchungen als  Länge  des  rheinländi- 
schen  Fufses  gefunden  hat.  Dieser  rhein- 
ländische Fufs  ist  durch  einen  Directo- 
rialbefehl  vom  28ten  October  1773  in 
Preufsen  eingeführt  worden.  Von  der 
pariser  Academie  wnrde  ein  genauer  fran- 
zösischer Fufsstock  erbeten,  und  danach 
sind  unter  Aufsicht  des  Oberbauraths  und 
Professors  Lambert  zwei  Normalma  afs- 
stäbe,  einer  für  die  Academie  der  Wis- 
senschatten, der  andere  für  das  Oberbau 
departement  angefertigt  worden  und  nach 
diesen  wieder  Maafsstabe  für  Provinzial- 
behörden  und  Magistrate. 

Durch  die  Maafs-  und  Gewichtsordnung 
für  die  preußischen  8taaten  vom  16ten 
Mai  1816  wurde  nun  dieselbe  Länge  von 
139,l3pariser  Linien  preufsischer  Fufs 
genannt,  und  der  Würfel  dieser  Länge 
ist  der  preufsische  Kubikfnfs,  und  das 
Gewicht  desselben,  aus  destillirtem  Was- 
ser Ton  16°  R.  bestehend,  wiegt  66  ehe- 
malige prenfsische  Pfund. 

Zur  gesetzlichen  Bestimmung  des  eng- 
lischen Längenmaafses,  des  Normal - 
Yards  gingen  die  Engländer  selbststän- 
dig und  ohne  Beziehung  zu  dem  pied  de 
rot  tu  Werke.  Es  befand  sich  dort  ein 
ron  Bird  im  Jahr  1760  aus  Messing  ge- 
fertigter in  36  Zoll  eingeteilter  Yard- 
maalsstab  und  es  wurde  festgestellt,  dafs 
dieser  Stab  bei  einer  Temperatur  ron 
62°  F.  die  Länge  des  Imperial-Yards 
sein  sollte.  Um  ferner  dieses  Yard  für 
den  Fall,  dafs  der  Normalmaafsstock  ver- 
loren ginge,  tu  ftxiren,  wurde  durch  eine 
Reihe  ron  Versuchen  die  Länge  des  Se- 
cundenpendels  in  der  Höhe  des  Meeres- 
spiegels in  der  geographischen  Breite  ron 
London  im  luftleeren  Raum  ermittelt, 
und  es  ergab  sich  dieselbe  mit  Hülfe  des 
Normal -Yards  zu  39,1393  Zoll,  so  dafs 
das  Yard  zum  Secundenpendel  wie 
36  :  39,1393  sich  verhält  und  dies  Ver- 
hältnifs  ist  ebenfalls  in  der  Parlaments- 
acte  mit  ausgesprochen  worden. 

Das  wichtigste  Länge nmaafs,  weil 
es  allgemein  zu  werden  verspricht, 
ist  das  französische  Meter.  Das 
Meter  ist  der  Zehnmillionste  Theil  des 
nördlichen  Erdmeridianquadranten.  Dem- 
nach scheint  es,  man  könne  voraussetzen, 
dafs  ein  Erdquadrant  wirklich  genau  tu 
vermessen  sei.  Es  ist  dies  aber  eine 
rnifslichc  Sache,  denn  eine  directe  Mes- 
sung ist  deshalb  gant  unmöglich,  wail 
man  den  Nordpol  oder  den  8udpol  nicht 
persönlich  erreichen  kann,  abgesehen  Ton 
den  vielen  anderen  technischen  Schwie- 
rigkeiten ,  die  sich  einer  directen  Messung 
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über  Meere  entgegenstellen  würden,  und 
wieder  abgesehen  niervon,  weil  circa  1350 
Meilen  Länge  Vermessung  kein  gut  mög- 
liches Unternehmen  ist.  Noch  kommt 
hinzu,  dafs  höchst  wahrscheinlich  die  Erde 
kein  vollkommenes  Sphäroid  ist,  dafs  also 
die  Meridiane  allesammt  von  verschiede- 
ner Länge  sind,  und  es  resultirt  hieraus, 
dafs  das  Meter  keine  in  der  Natur  wirk- 
lich gegebene  Länge  sein  kann,  also  von 
Rechtswegen  keine  Normallänge  ist, 
und  dafs  das  Meter  nicht  in  das  hohe 
Ansehen  der  Alleinseligmachung  hätte 
kommen  sollen. 

Die  Ungenauigkeit  des  Meters  hat  aber 
das  Gute,  dafs  man  in  seiner  Bestim- 
mung das  Wort:  „ nördlich*  wegstrei- 
chen, dafs  man  das  Meter  als  den  zehn- 
millionsten Theil  eines  Erdiueridianqua- 
dranten  festsetzen  kann,  so  dafs  die  Be- 
wohner der  südlichen  Halbkugel  einerlei 
Anrecht  mit  uns  an  ihm  haben. 

Man  darf  jedoch  zur  Entschuldigung 
des  Meters  nicht  übersehen,  dafs  es  aus 
der  französischen  Revolution  hervorge- 
gangen ist,  indem  redliche  Männer  zu- 
gleich geistreich  genug  waren,  der  Na- 
tionalversammlung in  verhüllenden  Aus- 
drücken ein  allgemeines  Revolutionsinaais 
in  Anregung  zu  bringen,  blofs  in  der  Ab- 
sicht, damit  bei  den  Unruhen  die  Wis- 
senschaft nicht  zu  sehr  leide.  Dafs  ein 
solches  Maaia  nur  französischen  Boden 
zu  Grunde  haben  konnte  ist  natürlich: 
De  Bonnai  schlug  vor  die  Länge  des  So- 
cundenpendels  unter  dem  45ten  Grad 
nördlicher  Breite,  der  sich  durch  Frank- 
reich von  West  nördlich  über  Bordeaux 
nach  Ost  südlich  unter  Grenoble  hin- 
zieht. 

Die  Academie,  der  die  Begutachtung 
übertragen  wurde,  zog  es  vor,  dafs  etwas 
Ausgezeichneteres  geschehe  und  es  ent- 
standen die  berühmten  französischen  Grad- 
messungen von  Dünkirchen  bis  Barcelona, 
beide  Städte  ziemlich  nahe  dem  durch 
Paris  gehenden  20ten  Meridiangrad  lie- 
gend; Dünkirchen  am  Pas  de  Calais,  Bar- 
celona am  mittelländischen  Meere,*)  und 
es  wurde  in  Folge  der  Messungen  und 
Berechnungen ,  nach  welchen  das  Me- 
ter 443,22487  bis  443,328  französische 


Linien  schwankte,  mittelst  Decret 
vom  19ten  Frimaire  im  Jahre  der  Repu- 
blik 8  das  Meter  auf  443,296  französische 
Linien  festgesetzt. 

Das  Meter  ist  also  eben  so  ein  Maafs 
par  ordre  wie  der  preußische  Fufs  und 
anderer  Länder  Fufse,  allein  es  sind  doch 
Meridianmessungen  ihm  vorangegangen. 

Gehen  die  Gradmessungen  verloren, 
aus  welchen  das  Meter  als  eine  nähe 
rungsweise  Länge  berechnet  worden  ist, 
wie  die  englische  Regierang  von  ihrem 
Yardiuaafs  gefürchtet  hat,  nnd  die  Be- 
rechnungen selbst,  so  ist  auch  das  Meter 
verloren;  die  vorhandenen  Normalmaafo- 
stäbe  sind  schwer  zu  revidiren  nnd  es 
können  Zeitereignbse  eintreten,  durch 
welche  unsere  Nachkommen  über  die 
Länge  des  Meters  eben  so  nngewtfs  sind, 
wie  wir  heut  über  die  Längen  der  alten 
griechischen  und  römischen  Maafse. 

Ein  Kormallängenmaafs,  welches 
allen  Erdbewohnern  gleichgeltend  ist,  zu 
welchem  alle  Erdbewohner  ein  gleiches 
Anrecht  haben  ist  von  grober  Wichtig- 
keit. Es  ist  hierzu  das  geeignetste  Maats 
offenbar  die  Länge  des  Secundenpendels 
am  Meeresspiegel  iu  der  Aequatorebeoe. 
Es  ist  diese  Länge  eine  constante  Länge, 
nnd  wenngleich  mit  Anstrengung  von 
Fleife  und  Aufmerksamkeit,  aber  jeden- 
falls zu  allen  Seiten  aufzufinden.  Zu 
Mittag  ist  die  gröfste  Hitze ;  hier  wird  die 
Pendelstange  am  längsten;  die  Schwin- 
gungen geschehen  langsamer;  die  müh- 
samen Tnermometorcorrecturen  bei  gro- 
fsen  Temperaturunterschieden  werden 
vermieden,  wenn  man  nur  bei  Nacht  ar- 
beitet, wo  die  Temperatur  constanter  ist. 

Schwingt  das  Pendel  in  einer  Minute 
61  mal,  so  wird  es  durch  die  Mikrometer- 
schraube länger  gemacht,  schwingt  es 
nun  in  zwei  Minuten  119 mal,  so  wird 
es  wieder  kürzer  gemacht,  und  so  geben 
Versuche  und  Correcturen  fort  bis  das 
Pendel  in  12  Stunden  von  Sonnenunter- 
gang bis  Sonuenaufpang  seine  richtige 
Anzahl  Schwingungen  macht,  and  die 
kürzeste  Länge  des  Secundenpendels  der 
Erdoberfläche,  das  Normallängen- 
maafs  Ltt  mit  Hülfe  thermometrischer 
Correcturen  factisch  gefunden. 


♦)  Anmerk.      Dünkirchen  hat  51°   2'   9"  nördliche  Breite. 

Barcelona  hat  41°  21'  44"   . 

Länge  des  vermessenen  Bogens      9°  40r25"~nördlicbe  BreiteT 

Dünkirchen  hat  0°   2'  23"  östliche  Länge. 

Barcelona  hat  O3  10'  18"  westliche  Länge. 

Länge  des  vermessenen  Bogens      0°  12'  41"  Länge. 
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Es  beträgt  diese  Pendellänge  etwa  39 
engliche  Zoll  =  0,99058  Meter;  sie  ist 
also  mit  der  Meterlänge  sehr  nahe  über- 
einstimmend. Es  hat  nämlich  Sabine 
das  Secundenpeudel  auf  St.  Thomas  in 
dem  Meerbusen  von  Guinea  unter  0°24'42" 
nördlicher  Breite  durch  Beobachtungen 
xu  39,02074  englische  Zoll  bestimmt. 
Dies  sind,  da  der  englische  Fufs  =  0,3047945 
Meter  hat,  0,99148  Meter.  Unter  dem 
Aeauator  mub  das  Pendel  nun  eine  Klei- 
nigkeit kürzer  sein. 

Lingenanterschiede  zweier  auf  der 
Erdoberfläche  befindlichen  Orte  mil-t  man 
mittelst  einer  genau  richtig  gehenden 
Taschenuhr.  Ist  in  dem  Ort  B  der  wahre 
Mittag  um  n  Minuten  früher  oder  später 
als  in  dem  Ort  A,  für  welchen  die  Uhr 
richtig  geht,  oder  auch  nur  als  in  dem 
Ort  A  nach  derselben  Uhr  der  wahre 
Mittag  angezeigt  wird,  so  liegt  im  ersten 
Fall  der  Ort  Ii  um  \n  Grade  östlicher, 
im  zweiten  Fall  um  {n  Grad  westlicher 
als  der  Ort  A. 

Last  ist  zunächst  eine  Masse,  welche 
vermöge  ihres  Gewichts  auf  eine  Unter- 
lage drückt;  hiernächst  eine  Masse,  deren 
Ort  geändert  werden  soll.  Im  ersten 
Fall  ist  die  Last  als  eine  Kraft  zu  be- 
trachten, und  die  gedrückte  Unterlage 
setzt  ihr  durch  ihre  Festigkeit  einen  de- 
ren Druckkraft  gleichen  Widerstand  ent- 
gegen, so  dafs  statisches  Gleichgewicht 
statt  rindet.  Im  zweiten  Fall  ist  eine 
Kraft  anzuwenden  um  die  Last  fortzu- 
schaffen. Soll  die  Ortsänderung  (Bewe- 
gung) senkrecht  aufwärts  geschehen,  dann 
mufs  für'»  Gleichgewicht  die  Kraft,  in 
Gewichten  ausgedrückt,  der  Last  gleich 
sein.  Bei  der  geringsten  Vermehrung 
der  Kraft  geschient  Bewegung.  Ist  die 
Richtung  eine  andere,  so  ist  eine  nur 
geringere  Kraft  zu  Gewältigung  der  Last 
erforderlich  (s.  „Kraft,  Kräfte  im 
Gleichgewicht"). 

Lehrsatz,  (Theorem)  ist  ein  Satz,  des- 
sen Wahrheit  nicht  unmittelbar  erkannt 
wird,  sondern  erst  aus  der  Verbindung 
anderer  schon  als  wahr  erkannter  Sätze 
hergeleitet  werden  mufs.  Diese  ITerlei- 
tung  heifst  der  Beweis  (s.  d.) 

Leucitoeder  ist  das  erste  Ikositetrae- 
der.   8.  d  mit  Fig.  722. 

Leacitoid  ist  das  zweite  Ikositetraeder; 
es  kommt  fast  nur  in  Combinationen  vor. 

Libelle,  Wasserwaage,  dient  zur  Ho- 
rizontalstellung von  Mefsinstrumcnten, 
besonders  von  Mefstischen;  dann  aber  für 
alle  Winkelmesser  und  die  mit  Fernröh- 


ren versehenen  Nivellirinstrumente.  Die 
Libelle  besteht  aus  einem  Gefäfs,  welches 
man  voll  Alkohol  giefst,  bis  auf  einen 
kleinen  Raum  für  eine  Luftblase,  die  darin 
verbleibt. 

Hat  nun  das  Gefäfs  einen  genau  ebe- 
nen Boden,  der  Glasdeckel  eine  flach  ge- 
krümmte Form,  dereu  höchste  Stelle  ge- 
nau lothrecht  über  dem  Mittelpunkt  des 
Gefäfsbodens  sich  befindet,  so  liegt  die- 
ser Boden  und  mit  diesem  zugleich  die 
mit  ihm  vereinigte  Plattenobernäche  des 
Mefsinstruments  in  einer  genau  horizon- 
talen Ebene;  weshalb  auch  jener  der 
Luftblase  zukommende  Normalpunkt  mar- 
kirt  ist. 

Die  für  Mefstische  gefertigte  Libellen 
haben  die  Form  (Fig.  797)  einer  Dose,  sie 
heifsen  Dosenlibellen,  und  sie  sind 


Fig.  797. 


in  dieser  Form  deshalb  geeignet,  weil 
eine  Ebene,  die  Ebene  des  Meßtisches 
horizontal  sein  soll.  Für  Winkelmesser 
und  Nivellirinstrumente  mit  Fernrohren 
ist  die  Form  (Fig.  798)  einer  Röhre  zweck- 
mäßiger, weil  eine  Linie,  nämlich  die 


Fig.  798. 


Visirlinie  oder  deren  llorizontalprojection 
waagerecht  liegen  soll.  Eine  solche  Röh- 
renlibelle hat  eine  zwischen  Theilstri- 
chen  markirte  Stelle  für  die  Normallage 
der  länglichen  Luftblase,  und  deren  Axe 
ist  und  verbleibt  in  der  durch  jede  be- 
liebige Visirlinie  befindlichen  lothrechten 
Ebene. 

Libration.  Hiermit  bezeichnet  man 
die  verschiedenen  schwankenden  Bewe- 
gungen des  Mondes. 

Limbus  ist  der  bei  Winkelmefsinstra- 
menten  eingetheilte  feste  äufsere  Rand. 

Linearisch  ist  was  sich  auf  Linien  be- 
zieht, wird  von  Zahlen  und  Zahlengröfsen 
gesagt,  weil  man  dieselben  auch  geome- 
trisch construirt.   Die  bekanntesten  Zah- 
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lengrö&en,  welch«  allgemein  gezeichnet 
werden,  sind  die  goniometrischen ,  woher 
man  dieselben  auch  noch  immer  trigono- 
metrische Linien  nennt.  Man  nennt  einen 
als  Linie  aufgetragenen  Sinus,  Cosinus 
u.  s.  w.  einen  linearischon  Sinus, 
Cosinus  u.  s.  w. 

In  der  analytischen  Geometrie  werden 
geometrische  Constructionen  durch  Al- 
gebra erst  zu  Formeln  entwickelt  und 
nach  diesen  geometrisch  construirt.  Man 
nennt  daher  eine  Aufgabe ,  welche  durch 
Scbneidung  und  Zusammensetzung  von 
geraden  Linien  gelöst  wird,  eine  linea- 
rische  Aufgabe.  Zahlen  (Buchstaben- 
gröfsen),  die  geometrisch  dargestellt  eine 
gerade  Linie  geben,  sind  linearische 
Zahlen;  es  sind  dies  also  alle  Buchsta- 
bengröfsen  in  der  ersten  Potenz.  Aus 
diesem  Grunde  heifsen  auch  Gleichun- 
gen zwischen  Veränderlichen,  in  welchen 
die  eine  nur  in  der  ersten  Potenz  vor- 
kommt, linearische  Gleichungen. 
Desgleichen  sind  linearische  Diffe- 
renzialgleichu  ngen,  in  welchen  eine 
Veränderliche  und  deren  Differenziale  nur 
in  der  ersten  Potenz  erscheinen. 

Uftie.  Deren  Begriff  ist,  wenn  er  da- 
für gelten  soll ,  schon  in  dem  Art. :  ,  G  e  - 
rade  Linie"  gegeben.  Sie  ist  eine 
Raumgröfse  von  nur  einer  Abmessung, 
ihre  Theile  liegen  daher  hinter,  nicht 
neben  einander;  sie  entsteht  durch  die 
Bewegung  eines  Punkts. 

So  wie  der  Punkt,  ein  im  Verschwin- 
den begriffener  begrenzter  Raum,  die 
Grenze  eines  Raumes  von  nur  einer  Ab- 
messung, von  der  Linie  ist,  so  ist  die 
Linie  als  im  Raum  von  nur  einer  Ab- 
messung, die  Grenze  des  Raumes  von 
zwei  Abmessungen,  die  Grenze  der 
Fläche  (s.  d). 

Aus  dem  Grunde,  dafs  der  Punkt  die 
Grenze  der  Linie  ist,  schneiden  sich  zwei 
Linien  nur  in  einem  Punkt,  der  nun 
als  der  gemeinschaftliche  Grenzpunkt  von 
vier  Linien  betrachtet  werden  kann. 

Linien  sind  entweder  gerade  oder 
krumm. 

Gerade  Linien  decken  sich;  zwischen 
zwei  Punkten  ist  nur  eine  gerade  Linie 
möglich ;  eine  gerade  Linie  ist  durch  zwei 
in  derselben  hegenden  Punkte  der  Lage 
nach  bestimmt.' 

Die  Beziehung  zwischen  gerader  Linie 
und  Ebene,  s  den  Art.  „Ebene".  Die 
geometrischen  Constructionen,  die  gera- 
den Linien  unter  sich  und  mit  Kreisli- 
nien betreffend,  siehe  den  Art.  „Con- 
struction"  1.  Constructionen  aus 


der  Elementargeometrie.  Derana- 
ly tische  Theil  der  geraden  Linie,  die  Be- 
stimmung derselben  durch  Coordinaten- 
und  Polargleichungen ,  s.  Art.  «Cur- 
ven"  II.,  Bd.  IL,  pag.  170  bis  172  mit 
Fig.  526  bis  531.  Der  analytische  Theil 
der  krummen  Linien  ist  der  Gegenstand 
der  Art.  „Curven  und  CurvenlehreV 

Linien,  goniometrisehe,  sind  die  durch 
gerade  Liuien  dargestellten  goniometri- 
schen Functionen  :  Sinus,  Tangente  u.s.w. 

Llnsea,  Linsengläser  sind  zunächst 
Gläser  in  der  Form  einer  Linse,  deren 
beide  Oberflächen  die  Form  von  Calotten 
haben,  die  zu  gleich  und  ungleich  gro- 
ßen Kugeln  gehören  können,  aber  von 

f Reichen  Grundflächen,  so  dafs  beide  Ca- 
otten  von  einem  scharfen  Kreisrand  be- 
grenzt werden,  durch  dessen  Mittelpunkt 
und  normal  auf  dem  Rand  die  zu  den 
Calotten  gehörenden  Kugelmittelpunkte 
liegen. 

Die  Gläser  werden  angewendet,  um 
mittelst  der  Brechuug  hindurch  gehender 
Lichtstrahlen  (s.  die  Art.  .Ablenkung 
des  Lichtstrahls,  Brechung  der 
Lichtstrahlen")  von  Gegenständen 
vergrößerte  oder  verkleinerte  Bilder  her- 
vorzubringen oder  durch  Vereinigung  deT 
Sonnenstrahlen  auf  einen  sehr  kleinen 
Raum  Brandhitze  zu  erzeugen. 

Aufser  der  Linsenform  werden  den 
Gläsern  davon  abweichende  Formen  ge- 
geben, je  nachdem  der  Zweck  ihrer  An- 
wendung ist.  Es  erhalten  beide  Ober- 
flächen auch  hohle  Calottenflächen ,  an- 
dere eine  erhabene  und  eine  hohle,  noch 
andere  eine  ebene  Fläche  und  eine  hohle 
oder  erhabene  Calottenfläche.  Dennoch 
haben  auch  diese  von  der  Linsenforiu 
ganz  abweichende  Gläser  den  Namen  Lin- 
sen und  heifsen  je  nach  ihrer  Form: 
convex  -  convexe  oder  biconvexe 
Gläser,  concav-concaveoder  bicon- 
cave  Gläser,  plan-convexe,  plan-concave 
Gläser;  die  convex -concaven  Gläser  wer- 
den Menisken  genannt. 

In  dem  Art.  „Brennglas*  ist  theo- 
retisch die  Wirkung  eines  biconvexeu 
Glases  auf  die  Erzeugung  der  Ilitze  nach 
gewiesen  und  am  Schlufs  mit  Beziehung 
auf  No.  4  die  Theorie  auf  ein  plankon- 
vexes und  auf  ein  concav-convexes  01« 
ausgedehnt  worden. 

In  dem  Art.  .Brille"  ist  theoretisch 
die  Wirkung  der  biconvexen  Brille  nach 
gewiesen  für  Personen,  welche  nahe  w- 
Endliche  Gegenstände  erkennen  wollen 
und  die  der  biconeaven  Brille  zu  Erken- 
nung ferner  Gegenstände. 
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Der  Art.  „ Astronomisches  Fern- 
rohr** zeigt  die  Wirkung  zweier  bicon- 
vexen  Gläser,  das  eine  als  Objocliv- 
las,  das  andere  als  Ocul arglas,  beide 
läser  so  mit  einander  fest  verbanden, 
dafs  deren  Axen  in  einerlei  geraden  Li- 
nie liegen  und  beider  Brennpunkte  in 
einem  Punkt  zusammenfallen. 

In  dem  Art.  „Fernrohr*  ist  zunächst 
die  Wirkung  zweier  Gläser,  eines  bicon- 
vexen  Objectivglases  und  eines  biconca- 
ven  Ocularglases  nachgewiesen,  die  eben 
so  wie  bei  dem  astronomischen  Fernrohr 
zusammengestellt  sind.  Der  gemeinschaft- 
liche Brennpunkt  beider  Gläser  fällt  vor 
das  Ocular,  aufserhalb  des  Rohrs. 

Hierauf  erfolgt  die  Znsammenstellung 
der  terrestrischen  Fernröhre  mit  drei  und 
vier  unter  einander  vereinigten  bicon- 
vexen  Gläsern. 

Es  ist  bei  den  so  eben  gedachten  In- 
strumenten zu  beachten,  dafs  bei  den  bei- 
den Fernröhren,  dem  Keplerschen  und 
dem  Galileischen ,  die  zu  beobachtenden 
Körper  Gestirne  sind,  also  Körper,  die 
äufserst  weit  entfernt  sich  befinden  und 
eine  unermefsliche  Menge  von  Lichtstrah- 
len dem  Objectiv  zufuhren.  Dasselbe 
findet  beim  Brennglase  statt,  für  welches 
die  Sonne  der  leuchtende  Körper  ist.  Bei 
den  terrestrischen  Werkzeugen  befinden 
sich  die  zu  beobachtenden  Gegenstände, 
mit  Gestirnen  verglichen,  äufserst  nahe, 
und  es  sind  nur  Gegenstände  von  ge- 
ringer Ausdehnung,  oft  nur  einzelne  sehr 
kleine  Flächen. 

Uteralalgebra  begreift  die  in  Buch- 
stabenausdrucken gegebenen  algebrai- 
schen Aufgaben. 

Uteralcleichangen  sind  die  in  Buch- 
stabengrölsen  gegebenen  Gleichungen. 

Localhorizontal-ParaUaxe,  s.u.  0Aequa- 
toreal-Parallaxe 

Locomotiven.  Diese  üben  ihre  Zug- 
kraft nur  dadurch,  dafs  sie  mit  ihrem 
bedeutenden  eigenen  Gewicht  ihre  beiden 
Treibräder  belasten,  und  dafs  diese  ge- 
gen die  Schienen  in  der  gleitenden  Rei- 
bung eine  feste  Stütze  finden,  während 
die  Lastwagen  nur  die  viel  geringere 
gleitende  Reibung  als  Widerstand  ent- 
gegensetzen. 

Die  überhaupt  zu  überwindenden  Wi- 
derstände eines  Eisenbahnzuges  werden 
den  Versuchen  und  Beobachtungen  zu- 
folge angegeben : 

1.  Die  Reibung  der'  Radachsen 
sämmtlicher  Wagen  des  Zuges. 


wo  ii  der  Reibungscoefficient  0,05;  d  der 
Durchmesser  des  Zapfens,  D  der  der  Rä- 
der, Q  das  Gewicht  der  Wagen  mit  Aus- 
schluß der  Räder  bedeutet. 

2.  Die  Reibung  der  Räder  auf  den 
Schienen. 

/\ -".«?  +  ?) 
wo  ji,  den  Reibungscoefficient  =0,001; 
9  das  Gewicht  der  Räder  und  Achsen  be- 
deutet. 

3.  Die  Schwerkraft  bei  Ueber- 
windung  von  Steigungen. 

P%  =  (Q  +  9)  «»  « 
wo  a  der  Elevationswinkel  der  Steigung 
ist. 

4.  Der  Luftwiderstand. 

Pt  =  0,0625  m  .  e>  .  F 

wo  v  die  Geschwindigkeit  des  Wagenzu- 
ges, F  die  dem  Winde  entgegenstehende 
Fläche  des  Zuges  und  in  ein  von  dem 
Verhältuifs  der  Wagenlänge  zu  deren 
Querschnitt  und  den  gegenseitigen  Ent- 
fernungen der  Wagen  abhängiger  Coef- 
ficient  1,10  bis  1,43.  Paiubour  bestimmt 
F  aus  der  Summe  .S  sämmtlicher  Wa- 
gen incl.  Locomotive  und  Tender;  für 
den  ersten  70QFufs  und  für  jeden  fol- 
genden lOQFufo,  mithin  /-'=  10  (S  +  6) 
□  Fnfs. 

Die  Summe  der  Widerstände  ist 

P,  +  i*t  +  P%  +  *v 

Ilarding  gibt  folgende  mit  der  Erfah- 
rung stimmende  Formel  für  die  erforder- 
liche Zugkraft  der  Locomotiven  in  eng- 
lischen Pfunden  für  jedes  Ton 

P  =  5,9964  +  0,3335  •  V  +  0,002567  F 

wo  P  die  Zugkraft,  V  die  Geschwindig- 
keit des  Zuges  per  Stunde  in  englischen 
Heilen,  Q  das  Gewicht  des  Zuges  in  Tons 
und  F  die  Widerstandsfläche  in  QFub 
bedeuten.  Z.  B.  ein  Zug  hat  die  Ge- 
schwindigkeit V  =  6  preufs.  Fufs,  per 
Stunde  =  28,0833  engl.  Heilen,  dessen 
Gewicht  sei  4000  Zoll -Centner  =  196,84 
engl.  Tons,  die  Widerstandsfläche  =250 
preufs.  QFufs  =  265  engl.  DFufs,  so  ist 
die  Zugkraft  pro  Ton  in  englischen  Pfun- 
den 

5,9964 + 9,3658 + 2,7255= 1 8,0877  engl.  Pfd. 

Die  gesammte  Zugkraft  für  den  Zug 

=  18,0877  x  196,84  =  3560,4  engl.  Pfund 
=  3230  Zollpfund. 

Löwe.  Astr.  (D).  Das  fünfte  Him- 
melszeicben  der  nördlichen  Halbkugel, 

9» 
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fängt  30  Grad  vom  Sommerwendepunkt,  Nämlich  1  ist  der  Logarithmus  von  A\ 

am  Ende  des  Krebses  an  und  endet  am  2  der  Log.  ton        «  der  Log.  Ton  A". 

Anfang  der  Jungfrau,  60  Grad  vom  Som-  Dje  L     rilhmen  sind  alg0  zuf?leich  die 

merwenoepunkt.  Exponenten  einer  Zahl,  diese  als  Potent 

Logarithmen   sind   die  Stellenzahlen  einer  gegebenen  Zahl  A  betrachtet 

einer  geometrischen  Reihe,  die  nach  den  Wie  die  Glieder  der  Reihe  eine  geo- 

PotenzeneinerbeliebipenZabl.derGrund-  metrische,  so  bilden  deren  Logarithmen 

zahl  fortschreitet.    Ist  z.  B.  die  Reihe:  eine  arithmetische  Reihe. 

A,  A9,  A*t  A*....A"  Man  kann  die  Reihe  rückwärt*  fort- 

so  ist  A  die  Grundzahl,  Basis  und  setzen;  dann  erhält  man 
die  Zahlen  1,  2,  3 ...  n  sind  Logarithmen. 

♦ 

A 1  A  ^     \  ••••  A      A  y  A^t  A*9  A^f  •  •••  A" 

Deren  Logarithmen  sind  der  Reihe  nach  und  unabhängig  von  der  Gröfse  der 
Basis 

-1,  -(«-1)....  -  2,  -1,  0,  1,  2,  3  ...... 

Um  aus  einem  Gliede  ein  nächst  vor-  hat  schon  den  Nutzen  und  die  Anwen- 
hergehendea  zu  finden  hat  man  es  durch  dung  der  Logarithmen  dargethao,  und 
A.    r.      ...         ,.  ...         A*  es  kann  demnach  zum  Bedürfnis  des 

die  Grundzahl  zu  dmdiren.  ^=A*;  practi8Chen  Rechnens  kein  anderes  Sy- 
A '  stem  geben,  als  das  unserem  dekadischen 

eben  so  . ,  -  A°  —  1.  System  zugehörige  dekadische  Logarith- 

Bei  jeder  beliebigen  Grundzahl  also  ist  ™^system,  das  System  dessen  Basis 
der  Log.  der  Basis  =  1 ,  der  Log.  Ton  1  ~  10  l8t* 

=  0.  Ist  die  Basis  >1,  so  haben  alle  Der  Art-  »Basis  eines  Logaritb- 
Zahlen  gröfser  als  1  positive,  alle  Zahlen  mensystems"  zeigt  noch  die  Begrün- 
kleiner  als  1  negative  Logarithmen.  Ist  dung  eines  zweiten  Systems,  welches  aus 
die  Basis  <1,  so  haben  alle  Zahlen  <  1  wissenschaftlichen  Gründen,  nämlich  weil 
positive,  alle  Zahlen  >  l  negative  Lo-  der  Modul  =  1,  das  einfachste  System  ist 
garithmen  Der  Log.  von  0  ist  =±00,  und  daher  auch  das  natürliche  Lo- 
d.  h.  Null  hat  keinen  Log.  Die  Zusam-  garithme nsystem  genannt  wird, 
nienstellung  der  Logarithmen  mit  ihren  2.  In  dem  Art.  Basis  eines  Logarith- 
\\  VI- ■  1  "g  au.f*,ne  ^stimmte  mensystems  sind  nun  folgende  Formeln 
Basis  heilst  ein  Logarithmensystem  entwickelt, 
und  man  erhält  so  viele  Systeme  als  Ba-      n     t       -ii  »  , . 

sen  man  annimmt.  *  ..^  ^^nthmus  e.ner  Zahl  „,  wenn 

Der  Art.  Briggsche  Logarithmen  dle  Ba81s  des  S*stem8  6  ,st' 

loa  a  -         1  >  "  *  <a  -  1 )'  +       -  1 )' •  • L.  m 
°*    "(4-i)-i(*-l)>+  ,(*-!)*-.. 

Der  Modul  des  Systems  also  Umformungen  aber  gelangt  man  zu  brauch- 

1  bareren  Formeln. 

M  ~  71     r»  "777 — ,\  .  ltL    \\i  ~      (2)      Setzt  man  zuerst  a  —  1  =       so  ist 

3.  Beide  Formeln  sind  zu  numerischen  Gleichung  1  eingeführt,  und  für  1  divi- 
Berechnungeu  nicht  anzuwenden.    Durch  dirt  durch  den  Nenner  =  M  gesetzt: 

f*(l  +  ,)  =  +  +  ....]  (1) 

Nimmt  man  den  negativen  Werth  von  1,  so  hat  man 
hg(l-x)  =  -M[x  +       +  .]  (2) 

Die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  abgezogen  gibt 

/<*(l  +  .r)-/o«(l        =  %  j^  =  2Jf(*+UHj*Hr*7...)  (3) 
Diese  Gleichung  ist  schon  deshalb  geeigneter  zu  Berechnungen,  weil  in  der 
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Reihe  nur  positive  Vorzeichen  sind,  allein  1 

sie  convergirt  nicht,  und  es  kann  dies                  1+x    *     ~y  y+1 

nnr  gesehenen,  wenn  *  in  einen  ächten  Dann  ist  =   - — - 

Bruch  umgestaltet  wird.    Man  gelangt  1_*  l-JL 

dazu,  wenn  man  unmittelbar  x  =  —  setzt.  nQ(j  man  nat 

*f5±Y-WO+»-*f»-D-i*[j-  +  ^  +  ^+...] 


(4) 


4.  Hat  man  also  den  log  von  einer  sehen,  oder  denselben  =  1  gesetzt,  so  dafs 

Zahl  y-1  gefunden,  so  kann  man  aus  die  Logarithmen  natürliche  sind,  hat 

dieser  Formel  4  den  log  (y  +  1)  finden,  aus  GL  4: 
Denn  vorläufig  Ton  dem  Modul  M  abge- 


/o,.  (,  +  „  =  ;„»  öf-i)+2(l  +  3-iJ+Ji+J-T  +  ...) 

Nun  ist  log  1  =  0;  für  y  =  2  ist  y  -  1  =  1  und  y  +  1  =  3.   Demnach  ist 
'^3  =  2(2+3^»  +  6^+^+ ) 


(1) 


Dm  dies  Beispiel  practisch  auszufüh-  Transport  0,54930  35312 

ren  ist  \ 

1  =  0,60000  ooooo  n-  P»  =  °>00000  20345 

'    =0,04.66  66667  ^  =  0,00000  04466 

o  •  2*  I 

1   =  0,00000  0100-4 

-i-=  0,00625  00000  19  •  2"  ' 

5*2  I 

1                    m  — — -57  =  0,00000  00227 

=  0,001 1 1  60714  21  •  2>l 

7  •  2T  t 

1  *      =  0,00000  00052 

— —t  =  0,00021  70139  23  • 2 

9  ■  29  1 

i  =  0,00000  00003 


0,00004  43892  25-2» 


ll*  2n      '  Summa  0,54930  61431 

r<r      =  0,00000  93900  Mithin 

13  ' 2    logn  3  =  1,09861  22862 

Latus  0,54930  35312  Nun  findet  man  logn  2,  denn  man  hat 

/.(3  +  l)  =  «»(3-1)  +  «({  +  3Vi  +  ^i+...) 
oder  ft,4=„2  +  8(l+3-i-  +  5±s  +  ...) 

Es  ist  aber  /n  4  =  2  /n  2 ;  mithin  ent-      .  2pa 
steht  «0       man  1+*  = 

5.  Man  kann,  wie  Vega  angiebt,  die     Nun  hat  man 
Reihe  noch  convergirender  erhalten :  fa  1  +  j  _  j     2p*  p»—  1 
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woraus  reducirt     2 /np -/w(pJ-  1)=  2  (7  +  jj^s+  5~i  +  •  •  ) 
Mithin  wenn  man  (p*  -  1)  =  (p +  1)  (p  -  1)  setzt : 

*FM[«<P+1)4W*<P-I>]+(^  +  0> 
8etzt  man  in  dieso  Gleichung  zuerst  p  =  2  und  dann  p  =  3,  so  erhält  man 
toasito3  +  *fal  +  (y  +  ^|  +  ~7i  +  ...) 

oder  reducirt  und  geordnet 

to9  =  „.3-»(i  +  _\7l  +  -Li+...) 

woran s,  die  erste  Ton  der  zweiten  abgezogen 

"3=4(n+8^»+-')+6(T+37r.+5^+- ••)  <" 

Diesen  Werth  in  eine  der  beiden  letzten  Gleichungen  gesetzt 

'"2=2(^  +  3n7«+-)  +  4(y  +  3.'7.  +  5T7^-)  ^ 

Hat  man  log  2,  foj  3  und  hierzu  log  5  Man  erhält  zugleich  diese  Basis  e,  wenn 

gefunden,  so  erhält  man  man  den  zum  Logarithmus  0,43429  . .  ■ 

/n  10  =  Zoen  2 +  /<w»  5  =  2,30258  50929  (4)  gehörenden  Numerus  findet. 

<!   d     •  k    •         j-              ut-  In  dein  Art.  wDifferenzial«,  No.  18, 

6.  Bezeichnet  man  die  von  •  abhan-  pag.265,  ist  für  diese  Basis  die  Formel 

gige  Grofee,  welche  mit  dem  Modul  M  *  Ljrkait. 

niultiplicirt  den  log  br  von  <r  ergibt,  mit  enlwlCKeu-   x      x      x  x 

<JP*,  so  ist  e  -  2+  rr:  +    .  +  jr-  + . . (4) 

logbrx=M*ax  W    C3)    (4)      #  (») 

Zoe»  *  =  qx  Dio  Ausrechnung  ist  sehr  einfach :  man 

 — — — i --£   erhält 

Hierausfolgt    Jf  =  W*5            (i)  2  =  2,00000  00000 

D.  h.  Der  Modul  des  Brigg'schon  --0,50000  00000 

Systems  ist  gleich  demBrigg 'sehen  . 

Logarithmus  irgend  einer  Zahl  di-  ^.-  =  0,16666  66667 

vidirt  durch  den  natürlichen  Lo-  w 

garithmus  derselben  Zahl  1  =  0,04166  66667 

Setzt  man  in  Formel  1  für  x  die  Zahl  (4) 

^"tat»"  1  =  0,00833  33333 

Ä=^0=2-^5-8-=°^29448l9-"W  ?           ,  ftflftRR 

8etzt  man  in  Formel  1  für  x  die  Ba-  (ej  ~  °'00138  88888 

sis  e  der  natürlichen  Logarithmen  j 

so  hat  man  M  =  logbre  =  0,43429  ...  (3)  ^  =  0,00019  84127 

Es  ist  also  der  Modul  des  Brigg-  j 

sehen  Systems  =  dem  Brig.  Lo-  *  =0,00002  48016 

garithmus  der  Basis  des  natürli- 


chen Systems.  Latus  2,71827  87698 

Digitized  by  Google: 
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Transport  2,71827  87698  %  (1  +  *)  diesen  Logarithmus  =  y,  so  hat 

.  man  die  Reihe 

-  =  0,00000  27557  y  =  x-       +  ... 

nnd  wenn  man  diese  mit  Hälfe  der  un- 
— -  =  0,00000  02766  bekannten  Coefficienten  umkehrt,  nämlich 

(10)  ' 

wenn  man  schreibt 

,—  =0,00000  00251  *  =  ^y+Äy,+  ^y'  +  ... 

CO  und  die  Coefficienten  A,  fl,  C  ...  ent- 

1   -nnnnnnnrtnoi  wickelt  Cs   »Arcus«,  No.9,  pag.  110), 

-u,uuuwuwüi  a0  ernjm  man  die  Formel,  aus  welcher 

.  man  den  Numerus  *  bei  gegebenem  log  x 

~  =  0,00000  00002  =  y  findet. 

(13^   jlan  erhält  nämlich  bei  Anwendung 

Summa  «  =  2,71828  18285  des  binomischen  Satzes 

7.  Setrt  man  in  No.  3 ,  Formel  1 ,  für 

x  =  Ax  -  ±Ax>  +  >nAx*  -iilx* 

+  A*5»     -Bx*    +a  +  i)Äx*  -(i  +  i)Äx'  +  -.- 
+  Cx*    -  |C*«         +  (J  +  1)  Cx*  - ... . 
+  0*«  -20** 
+  Ex* 


Hieraus  0  =  (A  -  1)  x  +  (Ä    H)  **  +  (M  -  *  +  C)  .r 3 + (- 1  il + Hfl  -  *C + 0)  ** 

+  (iA-|fl  +  iC-20  +  £)** 


Jeden  einielnen  der  Coefficienten  =0        0- JL- 


gesetzt  giebt  24    1  •  2  •  3  •  4 

^  e=-L=  1 


B  _    _     1  '  '  "  1 20     1  ■  -2  -  3  •  4  •  5 


c=*  = 


1*2  u.  s.  w. 

1  Mithin  ist 

1  .2-3 


«9  y*  y* 

X  =  J,  +  n+rF3  +  l.!.3.4+1.24.4.6  + 
oder       ,  =  ,*,+_  +  _+—+....— 

8.  Ist  von  einer  Zahl  x  der  naturliche  lauter  gleiche  aufeinander  folgende  Ab- 
Logarithmus gegeben,  so  erhält  man  aus  scissenstücke  AB  =  BD  =  DE...—  a ,  so 
No.  6,  Formel  1  den  Brigg'schen  Loga-  date  die  Abscissen  tou  A  aus  :  a,  2«, 
rithmus  3a,...  na  sind;  errichtet  in  A  auf  AX 
log  br  x  -  M  In  x  =  0,43429  . . .  x  In  x  eine  Normale  Ton  der  beliebigen  Länge 
und  ist  der  Brigg'sche  Logarithmus  Ton  b>  ferner  in  den  anderen  Abscissenpunk- 
x  gegeben,  ten  ebenfalls  Nonnalen  Ton  den  Langen 

1  .             ~                    .  e,  d.  e  ...  so  dafs  b  :  c  =  e  i  &  —  d :«  ... ., 

iognx  =  Ji  logbrx  =  2,30258... xlogbrx  *            c      d  e 

"  dafs  also  —  =  —  =  -j . . .  ein  constantes 

Logarithmische  Linie »oder  Logis  ti-  Verhältnifs*ist,  so  liegen  sämmtliche  End- 

sebe  Linie  ist  eme  kro mme  Lime,  de-  fc     def  0;dinate8n  in  einer  x  rith. 

ren  Ordinalen  in  Abscissen  welche  nach  u  ,      „,     t         w  diesem 

einer  anthmetischen  Reihe  fortschreiten,  constanten  VerhältniJs  b  als  die  erste  und 

61  w^SE i  5™    Ah  t ?:„«„!.    4  •  *1»  <«•  «weite  Ordinate,  so  sind  die 

Ist  Fig.  799  ,4*  die  Abscissenlime ,  A  L-  d     Ordinaten  der  Reihenfolge 

der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  und      hK  8 
man  nimmt  Ton  A  ans  auf  derselben 
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Fig.  799. 
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/  r,  Ii  Hl)  £ 


Logarithmische  Linie, 
die  rechtwinklige  Coordinatenglei- 

drang 

and  wenn  man  6=1  setat 

■r 

oder  y"  =  c* 
■  oder  alny-x  Ine 

und     /»  y  =  —  In  e 


woraus 


8 i/    /n  c 


wo 


— — s  die  Ordinate  y  für  die  Abscisse  /« r      /„  r  — 

b"  1  also  ä=  —  y~  c" 

na  =  x  ist,  indem  6  die  Ordinate  ist  für  öx      a  a 

die  Abscisse  =  0.  Dieser  Ausdruck  bezeichnet  zugleich  die 

_  .    .                x         ,  Tangente  des  Winkels  GHF=a,  den  die 

2.  Schreibt  man  n  =  — ,  so  hat  man  Tangente  GH  in  H  mit  der  Abscisse  bildet 


y  y  a 

Hierans  ist  die  Subtangente  FH  =  -afjr  =  — | —  =  j — 

(si)  '  — 

welche  mithin  für  jeden  Punkt  der  Linie  constant  ist 

»v.  „  .  .  n.  9«  /»  c  _ 
Die  Subnormale  FJ  =  y  •  ^  =  —  y1 

*   ox  a 

Die  Tangente    GH  =  ^  -  y  i  +  (^f  y)* 
Die  Normale      CJ  =  y  j/ 1  +       y  j' 


Für  den  Mittelpunkt  der  Krümmungskreise 


Die  Abscisse 


Die  Ordinate 


a'-hy»(/»c)'__ 

x  ,  —  «r  — 

am« 


y  (fa  c)' 


lue 
■ 


("•?» 

_  c.« +»•('»  »i*  Cr)'] 


Der  Halbmesser  = 


ay  (In  c)f 


3.  Zur  Rectification  der  Curre  hat  man  die  allgemeine  Formel  Bd.  II ,  pag.  191 
Mithin  für  diesen  Fall  die  Länge  von  A  bis  G: 


Google 
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Das  Integral  wird  gelöst  nach  Bd.  III.,  pag.  342,  Formel  234,  wenn  man  a  —  1 ; 
(In  c\* 

6  =  0  und  c  =  \—-)  «etat,  nnd  man  hat 

Dieses  letzte  Integral  ist  nach  pag.  342,  Formel  231 


Man  hat  demnach,  wenn  man  den  Factor  2  im  Logarithmus  mit  zu  der  Con- 
stante  rechnet 


fr) 

y  =  1  wird  1  =  0,  mithin  hat  man 


Mithin  vollständig 


4.  Die  Fläche  zwischen  6  und  FC  erhält  man  mit  Hülfe  der  allgemeinen 
Qnadraturformel,  Bd.  II.,  pag.  192:  F=/yÖx  +  C 
Für  diesen  Fall  ist 

(*=-•) 


Für  y  =  J=l  wird  F  =  0,  daher  roll-  bei  seiner  Umdrehung  um  die  Abscisse 

ständig  AX  beschreibt  erhält  man  mit  Hülfe  der 

F_  y-1  allgemeinen  Formel  Bd.  II.,  pag.  194: 

5.  Die  Oberfläche,  welche  der  Bogen  Für  den  vorliegenden  Fall  also 


Also  das  letzte  Integral  nach  Bd.  III.,  pag.  341,  Formel  219 
Das  letzte  Integral  nach  Bd.  IU.,  pag.  341,  Formel  227 
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Hieraus    

Die  Constante  wie  in  den  Torigen  Formeln;  mithin  vollständig  nnd  reducirt: 

6.  Den  Körper,  den  die  zwischen  4,  FG  mit  Hülfe  Bd.  II.,  pag.  195: 

und  AF  befindliche  Ebene  bei  der  Um-  K  =  nfy*bz 

drehnng  um  AX  beschreibt,  erhält  man  Für  diesen  Fall  ist 

Mithin  vollständig  K  =        x(y'+  1) 

2  — 
a 

Log&rithmischer  Maafs-  oder  Rechnen-  /opl  =  o  ist  ;  log  1000  ist  =  3.  Nimmt 

Sttb  ist  ein  Maastab,  der  mit  den  natür-  man  non  irgend  eine  Länge  znm  8tabe 

lieh  auf  einander  folgenden  Zahlen  be-  für  die  Zahlen  von  1  bis  1000,  theilt  diese 

schrieben  ist,  deren  zugehörige  Längen  in  3000  gleiche  Theile,  so  erhalten  hier- 

aber  die  Logarithmen  der  Zahlen  sind,  von  die  Länge  von  Anfang  bis 
Der  Anfangspunkt  hat  die  Zahl  1  weil 

zur  Zahl  100  =  2000  Theile,  also 

„    200  =  2301     „      von  100  bis  200  =  301  Theile 

B    300  =  2477     „        »  200  .  300  =  176  » 

.      „    400  =  2602     ,        „  300  „  400=  125  , 

,    500  =  2699     „        „  400  ,  600=  97  . 

U.  8.  W. 

Marht  man  nun  in  jedem  Zwischen-  welche  die  Zahl  47  des  zweiten  Maafs- 

raum  10  Abtheilungen,  so  erhält  man  stabes  trifft.    Beim  Dividiren  hat  man 

die  Längen  der  Logarithmen  für  die  Zeh-  zwei  Maafse  abzuziehen.    Der  Gebrauch 

ner,  und  theilt  man  diese  wieder  in  10  solcher  Stäbe  ist  jedenfalls  von  keinem 

Theile,  die  der  Einer.    Das  Intervall  zwi-  Vortheil;  sie  sollen  früher  von  Lehrern 

sehen  den  Zahlen  1  und  2  würde  301  angewendet  worden  sein,  um  den  Schü- 

der  gleichen  Theile,  das  zwischen  999  lern  die  Eigenschaften  der  Logarithmen 

und  1000  nur  */u>  der  3000  gleichen  augenscheinlich  zu  macheu. 

Theile  lang  sein.  Logarithmotechnle  ist  die  Anweisung, 

Hat  man  nun  zwei  solche  ßtäbe,  so  Formeln  zur  Auffindung  der  Logaritb- 

kann  man  mit  denselben  multipliciren  men  ■»»  gegebenen  Zahlen  und  Zahlen 

und  dividiren.    Denn  um  47  x  53  zu  fin-  gegebeuen  Logarithmen  möglichst 

den  braucht  mau  nur  an  den  Theilstrich  schnell  auch  möglichst  viele  Decimalen 

der  Zahl  63  des  einen  Stabes  den  Null-  daxzustellen. 

punkt  des  zweiten  Stabes  anzulegen  und  Ltglstische  Linie,  s.  v.  w.  , Loga- 

auf  dem  ersten  die  Zahl  abzulesen,  auf  rithmische  Linie-. 
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Logometer,  s.  v.  w.  „Logarithmi- 
scher Maafsstab". 

Longimetrie  hiefs  früher  der  erste  Theil 
der  Geometrie,  welcher  sich  nur  mit  den 
Linien  und  deren  Lagen  untereinander 
beschäftigt;  ihr  folgte  die  PI animetric. 
Den  Systemen  zufolge,  nach  welchen  die 
Geometrie  vorgetragen  wird,  sind  aber 
Longimetrie  und  Planimetrie  nicht  von 
einander  zu  trennen.  Euklids  erster  Lehr- 
satz ist  schon  ein  Satz  über  die  Con- 
gruenz  der  Dreiecke. 

Wenn  man  dagegen  ein  Lehrsystem 
begründet,  wie  ich  es  in  dem  Art.  Axiom 
am  Schlufs  angeregt  habe,  dann  ergibt 
sich  eine  vollständige  Longimetrie,  onne 
dafs  die  Congruenz  der  Dreiecke  oder  an- 
dere planimetrische  Gesetze  zu  Beweisen 
hinzugezogen  werden  müssen. 

Longitadinalschwingangen  kommen 
nur  beim  Schall  vor. 

Loth  ist  die  geradlinige  Richtung  nach 
dem  Mittelpunkt  der  Erde.  Sämmtliche 
nahe  an  einander  stehende  Lothe  auf 
der  Erde  sichtbar  gemacht,  bilden  ver- 
längerte Halbmesser  einer  Kugel  und 
durch  Nivellements  um  die  Erde  be- 
stimmte Horizontalen  würden  eine  Ku- 
geloborfläche  erzeugen. 

Die  Richtung  eines  Loths  heifst  loth- 
recht.  Es  geschieht  nicht  selten,  dafs 
Linien  und  Ebenen,  die  rechte  Winkel 
mit  einander  bilden,  lothrecht  auf  ein- 
ander genannt  werden.    Besser  und  an- 

fomessener  ist  es,  diese  Lagen  mit  win- 
elrecht  oder  normal  zu  bezeichnen. 

Lndolphsche  Zahl  ist  die  Zahl  n  - 
3,1415926  . . .  welche  das  Vielfache  des 
Durchmessers  als  Länge  des  Kreisum- 
fangs  angibt.  Ludolph  von  Ceulen  hat 
diese  Zahl  zuerst  auf  32  Decimalen  be- 
rechnet, woher  man  sie  nach  seinem  Na- 
men benannt  hat. 

Luft,  atmosphärische,  deren  phy- 
sikalische Eigenschaften  s.  in  dem  Art. 
„  Aerostatik *,  Bd.  I.,  pag.  39.  Menge 
und  Geschwindigkeit  der  Luft  bei  Aus- 
strömungen in  einen  absolut  leeren  Raum, 
von  dichterer  Luft  in  einen  mit  dünne- 
rer Luft  angefüllten  Raum,  Füllung  lee- 
rer und  mit  dünner  Luft  angefüllter  Ge- 
fifse  durch  dichtere  Luft  und  bei  ver- 
schiedenen Temperaturen  nebst  Zeitbe- 
stimmung, s.  don  Art  „Ausflufs  der 
Luft*  Bd.  I,  pag.  230.  Siehe  ferner  den 
Art.  „Atmosphäre." 

Lnftbild  ist  das  Bild  eines  Gegenstan- 
des, dessen  Strahlen  von  einem  Linsen- 
glaso  aufgefangen,  durchgelassen,  dabei 


reflectirt  und  auf  die  durch  dessen  Brenn- 

fiunkt  normal  auf  der  Axe  befindliche 
Ebene  geworfen  werden,  welche  in  dieser 
Ebene  das  Bild  ausmachen. 

Ist  diese  Ebene  mit  einer  lichten  ma- 
teriellen Fläche  z.  B.  mit  einem  Blatt 
Papier  versehen,  so  ist  das  Bild  sicht- 
bar; ist  die  Ebene  unbelogt,  also  eine 
freie  Luftebene,  so  ist  das  Bild  unsicht- 
bar und  ein  Luftbild. 

Fig.  91,  Bd.  1. ,  pag.  143  ist  ein  Kep- 
ler'sches  Fernrohr;  iV/V°  ein  sehr  weiter 
Gegenstand,  z.  B.  die  halbe  Vollmond- 
scheibe im  Durchschnitt.  Von  dieser 
Scheibe  werden  sämmtliche  auf  das  Ob- 
jectivglas  DE  fallende  Strahlen  in  die 
Ebene  des  Brennpunkts  geworfen  und 
dort  zu  einem  verkehrten  Luftbildo  en 
vereinigt.  Da  nun  e  zugleich  der  Brenn- 
punkt des  Glases  AB  ist,  so  werden  die 
Strahlen  des  Luftbildes  von  AB  aufge- 
fangen und  dem  vor  AB  befindlichen 
Auge  vergröfsert  sichtbar  gemacht,  (s. 
„Auge"  mit  Fig.  116  und  117)  indem 
das  Luftbild  auf  der  Netzhaut  sich  ab- 
spiegelt. 

Fig.  621  ist  das  Galileische  Fernrohr 
mit  demselben  Objectivglase  DE,  das 
Ocularglas  OH  ist  biconcav,  und  wenn 
dasselbe  nicht  vorhanden  wäre,  so  würde 
in  der  Ebene  C'C  des  zum  Glase  DE 
gehörenden  Brennpunkts  das  Luftbild 
von  NM  wie  in  dem  vorigen  Fernrohr 
entstehen.  Das  Ocularglas  aber  empfängt 
die  Strahlen  vorher  und  reflectirt  sie  di- 
vergirend  für  das  vor  GH  befindliche 
Auge. 

In  den  Erdfernröhren,  Fig.  622  und 
623  sind  nm  und  nW  desgleichen  die 
von  dem  Auge  wahrgenommenen  Luft- 
bilder des  beobachtenden  Gegenstandes. 

Luftdruck,  s.  die  Art.:  „Aerodyna- 
mische Gesetze,  Aerostatik  und 
Atmosphäre". 

Lnnation,  s.  v.  w.  Mondwechsel,  und 
zwar  entweder  die  Summe  der  aufeinan- 
der folgenden  Mondphasen  oder  die  Zeit 
von  dem  Anfang  einer  bestimmten  Mond- 
phase bis  zum  Anfang  derselben  zunächst 
folgenden  Phase:  z.  B.  von  Neumond  bis 
zum  nächst  folgenden  Neumond. 

Lupe  Ist  ein  aus  nur  ei nem  Glase  be- 
stehendes also  das  einfachste  Mikroskop, 
mit  dessen  Hülfe  man  kleine  Gegenstände 
in  vergrößertem  Maafsstabe  sieht.  Die 
Wirkung  der  Lupe  wird  durch  den  Art. 
-Brille«,  No  2,  pag.  431  mit  Fig.  262 
erklärt:  Es  ist  dort  nachgewiesen,  dafs 
ein  biconvexes  Glas  AB  einen  kleinen 
Gegenstand  ab,  wenn  er  zwischen  das 
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Glas  und  dessen  Brennpunkt  N  gebracht         V  -  —  .  «A  -  —  <  M 

wird,  dadurch  vergröfsert,  dafs  er  die  tob  ~  Cc  '  a 

dem  Gegenstände  aufgefangenen  Licht-  d.  h.   die  Vergröfserung    ab'  beträgt 

strahlen  divergirt,  und  dafs  das  Auge        *  -  .  j ' 

nun  diese  Strahlen  geradlinig  su  einem  das  —  fache  =  das  fache. 

trröfseren  Bilde  verfolgt.  ,             ,         {_     .  .  » 

—    ,  ,  j,   t>               ~„  .     -,1  Je  naher  demnach  a  bei  constantem  f, 

W  die  Brennwerte  CN  de»  Glases  ,      b  .     .       bestimmten  Lupe  dem 

mit  /  die  Entfernung  Cc  des  Gegenstan-  Bre     nnkt  N     rtckt  ^    de>to  5. 

des  ab  von  der  Axe  des  Glases  mit  a  ßer  erscheint  er 

und  die  Entfernung  Cc'  des  entstehenden  r 

Bildes  a'b'  mit  b  beseichnet,  und  Formel  Es  ist         =  1  + 

3  entwickelt  Hieraug  ^            Jafe  die  YeT^ 

4  =  °'    un(j  _  -    '  .  fserung  um  so  bedeutender  wird ,  je  klei- 

f— «         «     f—*  ner  man  die  Brennweite  f  nimmt,  also 

Nun  ist  aus  ab  :  a'6'  =  Cc :  Cc'  je  convexer  die  Lupe  ist, 
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Maafs  ist  die  Einheit  zu  Bestimmung 
der  Gröben  mefsbarer  Gegenstände.  Ein- 
heit und  Vielheit  können  nur  gleichartig 
sein,  daher  gibt  es  so  vielerlei  Maafse  als 
Mefsbares.  Die  zu  messenden  materiellen 
Gegenstände  sind  in  drei  Dimensionen 
vorhanden,  daher  gibt  es  für  diese  Län- 
genmaalse,  Flächenmaafse,  Kör  - 
permaafse  (s.  diese  3  Art). 

In  dem  Art.  „  Län  gen  maafs"  ist 
auch  eines  zu  wünschenden  allgemeinen 
Längentnaafees  gedacht;  d  h.  eines  für 
sämmtlichc  Bewohner  der  Erde  geltenden 
Normallängenmaafses,  und  mit  die- 
sem würde  auch  offenbar  ein  allgemeines 
Norraalflächenmaafs  und  ein  allge- 
meines Normalkörpermaafs  gegeben 
sein. 

Wie  das  Haafs  für  Laugen,  so  sollten 
auch  die  Maafse  für  messungsbedürftige 
Gegenstände  anderen  Characters  Nor- 
malmaalse  sein.  Zunächst  das  Maafs 
für  Druckkräfto,  das  Gewichts- 
ina afs,  welches  besonders  hierher  gehört. 
In  dem  Art.  „  Gewicht"  ist  die  Be- 
gründung eines  Gewichtsmaafses 
möglichst  auseinandergesetzt,  und  dafs 
die  Wissenschaft  schon  lange  ein  auf  dem 
Erdboden  durchweg  gleichgeltendes  Nor- 
malgewicht, nämlich  das  specifische 
Gewicht  eingeführt  hat.  Dasselbe  Recht 
hat  aber  auch  die  Verkehrswelt  in  Be- 
ziehung auf  die  von  derselben  verlangte 
Kenntnifs  des  absoluten  Gewichts  einer 
Waare  oder  Sache.  In  demselben  Art. 
ist  nachgewiesen,  wie  in  den  Ländern 
Preufsen,  Frankreich,  England,  Neapel 
und  Rnfsland  die  Normal-Landesge- 
wichte bestimmt  worden  sind. 

Die  Bestimmung  eines  Normalgewichts 


ist  abhängig  von  zwei  Elementen,  näm- 
lich von  dem  Stoff  der  abgewägt  wird 
und  von  dem  Kubikmaafs,  welches  der 
Stoff  ausfüllt.  Alle  Regierungen  der  ge- 
nannten Länder  haben  zum  Stoff  das 
destillirte  Wasser  genommen,  welches  auf 
der  ganzen  Erde  einerlei  Gewicht  hat. 
Warum  aber  in  verschiedenen  Tempera- 
turen ? 

Preußen  15°  R.,  Frankreich  3,5°  R., 
Eugland  und  Rufsland  62°  F.  =  13*°  R., 
Neapel  12,95°  R.  Vielleicht  sind  diese 
Grade  die  mittleren  Temperaturen  der 
Länder,  die  der  Hauptstädte  sind  es 
nicht.  Denn  die  mittlere  Temperatur 
in  Berlin  ist  9,1  C.  =  7,28°  R. ,  in  Lon- 
don 10,8  C.  =  8,64°  R.  Neapel  hat  eine 
viel  grölsore  mittlere  Temperatur  und 
nimmt  die  des  Quecksilbers  am  gering- 
sten. Für  die  Temperatur  des  Wassers 
sollte  3,5°  R.  wie  in  Frankreich  zu  Grunde 
liegen,  wobei  es  die  gröfste  Dichtigkeit 
hat. 

Ferner  hat  jede  der  Regierungen  den 
Würfel  eines  ihrer  Landes-Längenmaafse 
zu  Grunde  gelegt,  und  es  darf  nur  ein 
und  dasselbe  Kubikmaafs  sein,  wozu  der 
Würfel  eines  allgemeinen  Normal -Län- 
genmaafses  zu  nehmen  sein  würde. 

Das  Maafs  für  die  Zeit,  s.  den  Art. 
«Kalender*. 

Maafse,  französische,  s.  u.  .  Decimal 

maafs". 

Maafsstabe  sind  Stäbe,  deren  Längen 
eine  bestimmte  Menge  von  gesetzlichen 
Längeneinheiten  enthalten  Auch  der 
Feldmesser  gebraucht  dieselben.  Gradmes- 
sungen verlangen  ankerst  genaue  me- 
tallene Stäbe.    Längen  von  Flächen,  die 
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bebaut  werden  sollen  und  überall  wo  es 
auf  Genauigkeit  ankommt ,  werden  statt 
mit  der  Kette  mit  Maafsstäben  gemessen. 
Man  nimmt  zu  denselben  am  besten 
harziges  Kiefernholz,  weil  dieses  am  we- 
nigsten durch  Temperaturwecbsel  Dimen- 
sionsveränderungen erleidet;  sie  werden 
um  Abnutzung  zu  verhindern,  an  den 
Enden  mit  winkelrecht  auf  die  Länge 
gerichteten  metallenen  Ringen  vorsehen. 
Beim  Messen  legt  mau  die  Stäbe  auf 
feste  Stützen,  am  besten  auf  Schemel, 
deren  Platten  zur  Herstellung  der  Hori- 
zontale leicht  und  schnell  auf-  und  ab- 
wärts geschoben  werden  können.  Zweek- 
mäfsig,  besonders  sicherer  ist  es,  wenn 
man  zwei  Maafsstäbe  anwendet,  so  dafs 
immer  der  eine  an  den  anderen  liegen- 
bleibenden zu  Fortsetzung  der  Vermes- 
sung angelegt  werden  kann.  Die  Beob- 
achtung der  Horizontale  während  des 
Messens  geschiebt  mit  Hülfe  einer  kleinen 
Setzwaage;  auch  kann  man  die  Maafs- 
stäbe mit  etwa  einen  Fufs  hohen  eiser- 
nen Visirstiften  an  einem  Ende  versehen, 
die  bei  beiden  an  einanderliegenden  Stä- 
ben in  den  äufsersten  Punkton  sich  be- 
finden. 

Mac-Laurinsche  Reihe.  Deren  Ent- 
wickelung  s.  den  Art.  „Differenzial  - 
rechnung",  pag.  289,  Bedingungen  un- 
ter welchen  sie  convergirt,  pag.  292 ;  deren 
Ergänzungsglied,  pag.  293  Anwendung 
derselben,  Bd.  I.  pag.  110,  113  und  an 
vielen  anderen  Orten. 

Magister  matheseos  ist  der  Ehrenname, 
mit  welchem  der  47te  Satz  des  Euklid, 
Buch  I.  bezeichnet  wird  (s.  Art.  „Drei- 
ecke, ebene",  No.  21,  pag.  327  mit 
Fig.  574). 

Magnete  waren  zuerst  ausschliefslich 
Erze,  welche  Eisen  anziehen;  der  Name 
rührt  daher,  dafs  diese  Erze  nahe  der 
Stadt  Magnesia  gefunden  worden  waren. 
Da  man  später  lernte,  auch  dem  Eisen 
selbst  die  magnetische  Kraft  mitzutei- 
len, erfand  man  künstliche  Magnete, 
die  in  der  Form  der  Magnetnadeln 
so  gmfscn  Nutzen  gewähren,  indem  man 
entdeckt  hatte,  dafs  der  ganze  Erdkörper 
die  magnetische  Kraft  besitzt. 

Eine  frei  horizontal  hangende  Magnet- 
nadel nämlich  nimmt  immer  eine  be- 
stimmte Richtung  nach  Norden  zu  an 
und  weicht  in  den  verschiedeneu  Orten 
mehr  und  weniger  von  dem  astronomi- 
schen Meridian  ab,  trifft  auch  in  einigen 
Punkten  genau  mit  demselben  zusammen. 
Die  durch  die  Richtung  der  Nadel  ge- 
dachte lothrechte  Ebene  ist  der  magne- 


tische Meridian  des  Orts;  der  Win- 
kel zwischen  diesem  und  dem  astrono- 
mischen Meridian  heifst  die  Declina- 
tion  oder  Abweichung  der  Nadel,  sie 
ist  östlich,  westlich  und  Null.  Das 
Instrument  für  die  Messung  der  Abwei- 
chung heifst  Docliuationsboussolc, 
beim  Seefahrer  ist  sie  der  Compafs. 

Hängt  man  die  Magnetnadel  in  ihrem 
Schwerpunkt  frei  auf,  so  bleibt  sie  nicht 
mehr  horizontal,  sie  senkt  sich  in  näher 
dem  Nordpol  liegenden  Orten  mit  ihrer 
Nordseite  immer  tiefer  und  stellt  sich 
endlich  lothiecbt.  Kapitain  Hofs  hat  die- 
sen nördlichen  magnetischen  Pol  der 
Erde  unter  70°  5'  nördlicher  Breite  263°  14' 
östlicher  Länge  (Greenwich  =  0)  gefunden. 
Diese  lothrechte  Abneigung,  die  Incli- 
nation  nimmt  bis  in  die  Gegend  des 
Aequators  immer  mehr  ab  und  wird  dort 
an  einzelnen  Punkten  =  0,  die  Nadel  liegt 
dort  vollkommen  horizontal.  Sämmtliche 
Punkte  der  Erdoberfläche  daselbst  zu  einer 
Curve  verbunden  geben  den  magneti- 
schen Aeciuator.  Weiter  südlich  wird 
die  Inclination  entgegengesetzt,  die  Süd- 
seite der  Nadel  senkt  sich  immer  mehr 
und  so  gibt  es  daselbst  einen  magne- 
tischen Südpol.  Jo  stärker  die  Incli- 
nationen  werden,  desto  unzuverlässiger 
wird  der  Compafs. 

Magnetnadel,  astatische,  s.  „  A sta- 
tische Magnetnadel*. 

Manometer,  s.  „  Ausflufs  der  Luft" 
No.  3,  pag.  230  mit  Fig.  133. 

Mantisse  ist  der  Decimalbrnch  in  den 
Logarithmen,  s.  Bd.  I.,  pag.  429,  rechts 
oben,  und  „ Characteristi k* ,  Bd.  II. 
pag.  20. 

Mariottesches  Gesetz:  Das  Volumen 
der  Gase  verhält  sich  umgekehrt  wie  der 
auf  sie  wirkende  Druck.  Oder  die  Elasti- 
cität  der  abgesperrten  trockenen  Luft 
ist  ihrer  jedesmaligen  Dichtigkeit  propor- 
tional, wobei  also  vorausgesetzt  wird,  dafs 
die  Luft  keine  Feuchtigkeit  oder  Dünste 
enthält  (s.  den  Art.  „  Aerodynamische 
Gesetze",  No.  5,  pag.  39). 

Mars  (cf )  ist  der  nächste  Planet  über 
der  Erde,  der  erste  der  oberen  Planeteu, 
erscheint  in  einem  auffallend  röthlichen 
Lichte.  Seine  mittlere  Entfernung  von 
der  Sonne  ist  31500000  Meilen  =  der 
1 ,523691  fachen  der  Erde  von  der  Sonne. 
Seine  siderische  Umlaufszeit  (Rückkehr 
zu  demselben  Fixstern)  =  686,98  Tage, 
seine  tropische  Umlaufszeit  (Rückkehr  zur 
Nacbtgleiche)= 686,93  Tage.  Seine  mittlere 

tägliche  Bewegung  (^-8)  =  31'  26,7». 
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8eine  Excentricität  =  0,0932168,  fast  Vio  q  erforderlichen  Ucberwucht,  so  ist  nach 

der  halben  groteen  Axe.    Neigung  der  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 

Bahn  gegen  die  Ekliptik  1°  51'  6*,  welche  keiten  die  auf  den  Punkt  A  auf  q  redu- 

sich  jährlich  um  0,013  Secunde  Termin-  .  c 

dert.    Länge  des  aufsteigenden  Knotens  c,rte  Ueberwucht  =  —  p  als  bewegende 

=  47°  59'  68".    Orofste  Entfernung  von  Kraft,  die  in  A  auf,  wirkende  beschleu- 

der  Sonne  -  34436200  Meilen,  kleinste  c  *p 

=  28563800  Meilen.     Der  Durchmesser  nigende  Kraft  =  —  •-?-  und  deren  Be- 

des  Mars  ist  890  bis  930  Meilen,  also  etwa  v  ' 

halb  so  grofs  als  der  Durchmesser  der  schleunigung  =  o  •  —  •  — . 

Erde.   Seine  scheinbare  Grüfte  ist  in  der  9  9 

Erdnähe  4",  in  der  Erdferne  2,7".  Seine      Denkt  man  sich  nun  statt  der  Masse 

grufste  Entfernung  von  der  Erde  ist  ge-  q  iu  A  eine  andere  Masse  q,  in  A,,  de- 

gen  55  Milionen,  seine  kleinste  71  Mil-  ren  Geschwindigkeit  =  v,,  so  ist  die  für 

Honen  Meilen.    Volum  =  0,14  und  Dich-    .    .     .      .    .  t       ,         ,  e 

tigkeit  =  0,948,  Schwerkraft  =  *  der  Erde.  9,6  1D  A'  red«cirte  Ueberwucht  =  —  p, 

Seine  Axendrehung  24  Stunden  37  Min.  c  ' 

20  See.  Die  beschleunigende  Kraft  =  —  •  und 

t>,  q, 

Maschine   ist   ein  stabiles  Bauwerk,  .        0     ,  c  0 

welches  dadurch,  dafs  Kräfte  auf  dasselbe  deren  Beschleunigung  =  g  •  —  .  -r 
wirken  und  durch  dasselbe  in  Gröfse  und      n.   Ä  «     . ,  , '. ,  *'  .  . 

Richtung  verlegt  werden,  selbst  thätig  wird  •  *™J$£ h? UAW- ^ 

iu  dem  Zweck,  Körper  mechanisch  zu  ia  1011  der  Dreh- 

kndern  oder  deren  Ort  L  3X6        zwar  80 »  d  8  deren  Gescnwin- 

wirken.  Die  Maschine  unterscheidet  sich  JjjM«  ™  •  m  *.  »ich  verhalten,  dafs 
also  von  Instrumentdadurch,  dafs  die-  so 

ses  kein  stabiles  Bauwerk  sondern  eine  g.JL.JL.g.S-.JL-vr 
transportable  Handhabe  ist,  wenngleich  r     q        v,    q,  ' 

es  auch  thätig  wird;  und  es  unterschei-      Da  beide  aber  dieselbe  Ueberwucht  p 

det  sich  von  dem  Bauwerk  Apparat  mjt  derselben  Geschwindigkeit  c  erfor- 

genannt,  auf  welches  Kräfte  wirken,  das  d6ni|  s0  müssen  auch  deren  mechanische 

aber  nicht  selbst  zur  Thätigkeit  kommt.  Widerstände  einander  gleich  sein.    D.  h. 

Ein   winkelmefs- Instrument,   wenn   es  ^  jst 
stabil  ist,  ist  ein  Apparat,  Nonius  und 

Mikrometerschraube  sind  Instrumente  am  0  •  — -  •  —      =     —  •  —  •» 

Apparat.    Eine  Taschenuhr  ist  ein  Ap-  r     9  "»  9» 

parat,  das  Gehwerk  und  das  Hemmwerk  oder  reducirt  v^q  —  t^q,. 
sind  Maschinen  am  Apparat  (vergl.  „In-     igt  dje  Bewegung  drehend,  so  verhal- 

strument").  ten  8jcn  Jie  Geschwindigkeiten  t>  und  », 

M ....   .      v.        .  .  j.  „         ,  der  Massen  q  und  q,  wie  deren  Abstände 

Masse  eines  Körpers  »st  die  Menge  der  ,     d         »  d     j)rehaxe  und  man  hat 
in  dem  Korper  befindlichen  materiellen  '  " 

Theile  (vergl.    .Gewicht,   Dichtig-  n  = 

keif).  *       A      .  #  •«  J* 

und  es  ist    0,  =  — s  •  0  =  -r  •  q. 

MassenredactiOn,  Eine  Masse  liegt  da,  »«  '» 

wo  sie  liegt,  fest;  sie  hat  keine  Ursach  Massen   von   einem   Punkt  auf 

von  selbst  sich  zu  bewegen,  eine  Eigen-  ein en  and eren,  wobei  derEinflufs 

sebaft,  welche  man  Beharrungsver-  auf  das  System  dasselbe  bleibt, 

mögen   oder  Trägheit  nennt.     Soll  werden  also  dadurch  reducirt, dafs 

nun  diese  Masse  bewegt  werden,  so  mufs  man  das  Quadrat  ihrer  Geschwin- 

nothwendig  eine  Kraft  auf  sie  einwirken,  digkeit  durch  das  Quadrat  derGe- 

Man  stelle  sich  ein  festes  System  von  sch  windigkeit  des  neuen  Punkts, 

materiellen  Linien  und  Flächen  vor,  wel-  oder  das  Quadrat  ihres  Abstands 

ches  djirch  eine  Ueberwucht  P  in  eine  yon  der  Drehaxe  durch  das  Qua- 

fortschreitende  oder  in  eine  drehende  Be-  d™t  des  neuen  Punkts  von  der- 

wegung  gebracht  werden  soll,  und  es  selben  dividirt  und  den  Quotient 

komme  eine  Masse  vom  Gewicht  q  hinzu  m,t  der  ™asse  multiplicirt. 

und  zwar  auf  einen  Punkt  A  des  Systems,  2.  Beim  Gleichgewicht  der  Kräfte  nennt 

dafs  wenn  P  die  Geschwindigkeit  c  hat,  man  bekanntlich  die  Producte  der  Kräfte 

q  die  Geschwindigkeit  v  erhält.    Ist  nun  mit  den  Abständen  von  der  Prebaxe  die 

p  der  Theil  der  zu  Bewegung  der  Masse  Momente  der  Kräfte;  hier  nun  der 
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Aebnlichkeit  wegen  die  Producta  der  Mas- 
sen mit  den  Quadraten  jener  Abstände 
die  Momente  der  Massen  und  um  zu- 
gleich auszudrücken,  dafs  hierbei  die 
Kräfte,  welche  etwa  dnrch  die  Massen 
noch  wirken  könnten,  aufser  Betracht 
bleiben,  werden  jene  Producte  auch  Uu> 
mente  der  Trägheit  oder  Trägheits- 
momente  genannt. 

Materi6  ist  der  Stoff,  sind  die  mate- 
riellen Theile  eines  und  mehrerer  Kör- 
per in  ihren  wesentlichen  von  einander 
unterschiedenen  Eigenschaften  betrachtet, 
von  denen  die  Mathematik  absieht.  Man 
sagt  auch  Stoff  sei  das  Ranm  erfüllende, 
dasjenige ,  was  in  einerlei  Zeit  in  einerlei 
Raum  sich  befindet. 

Materieller  Hebel,  dessen  Unterschied 
von  mathematischem  Hebel,  s.  den  Art. 
„ Hebel"  zu  Anfang. 

Mathematik  ist  Gröfsenlehre,  die 
Wissenschaft  ton  den  Gröfsen  (s.  den  Art 
,Gröfsen")  deren  es  Zahleng rö fs en 
und  Ranmgröfsen  gibt.  Sind  diese 
Gröfsen  blofs  Gedankengröfsen ,  so  heifst 
der  Theil  der  Wissenschaft,  welcher  mit 
diesen  sich  beschäftigt,  reine  Mathe- 
matik; sind  die  Gröfsen  aber  mit  unse- 
ren Organen  wahrzunehmen,  sind  sie  Ge- 
genstände oder  Erzengnisse  der  Natur 
oder  der  Kunst,  angewandte  Mathe- 
matik. 

Zahlengröfsen  werden  nie  wahrgenom- 
men, bei  einer  Mehrzahl  oder  einem  Theil 
von  Gegenständen  nimmt  man  nur  diese 
wahr.  Die  Rechenexempel  2x3  =  6  und 
2x3  Thaler  sind  6  Thaler  sind  ohne  al- 
len Unterschied,  das  benannte  Einmaleins 
gehört  nicht  zur  angewandten  Mathema- 
tik und  die  höhere  Analysis  desgleichen 
nicht:  Die  ganze  Arithmetik  von  der  nie- 
drigsten bis  zur  höchsten  Stufe  gehört 
der  reinen  Mathematik  zu. 

Die  reine  Mathematik  hat  also  einen 
arithmetischen  und  einen  geome- 
trischen Theil. 

Die  Arithmetik  beschäftigt  sich  in  allen 
Stufen  ihrer  Lehren  und  Erkenntnisse 
mit  bestimmten  und  unbestimmten 
Zahlen. 

Die  Gesetze  des  Verfahrens  mit  den 
erstoren  werden  aber  allein  aus  den  Lehren 
über  das  Verfahren  mit  den  letzteren 
hergeleitet;  dio  in  den  Elementarschulen 
gelehrte  Rechnenkunst  ist  schon  eine  An- 
wendung davon  und  wird  für  den  tag- 
täglichen nothwendigen  Verkehr  eingeübt. 

Die  eigentliche  Arithmetik  (s.  d.)  ist 
die  Lehre  für  Auffindung  von  allgemein 


geltenden  Gesetzen  über  die  verschiede- 
nen Verbindungen  von  Zahlen,  wie  sie 
nur  immer  verlangt  werden  können,  und 
diese  Gesetze  werden  ermittelt  mit  Hülfe 
symbolischer  Zeichen,  der  Buchstaben, 
von  welchen  jeder  einzelne  jede  beliebige 
bestimmte  Zahl  bedeutet. 

Die  G  e  o  m  e  t  r  i  e  (s.  d.)  beschäftigt  sieb 
mit  den  Raum  gröfsen,  und  da  der 
Raum  drei  Dimensionen  hat,  mit  den 
Linien,  Flächen  und  Körpern. 

Die  angewandte  Mathematik  ist  die 
Lehre  von  den  Aenderungen  der  Natur- 
körper in  Folge  äufserer  Einwirkung  auf 
dieselben  durch  Kräfte.  Die  Bedingu Il- 
gen ,  unter  welchen  sie  entweder  in  Ruhe 
oder  in  gleichförmiger  Bewegung,  d.  h. 
im  Gleichgewicht  verbleiben,  lehrt 
die  Statik. 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  sie 
entweder  aus  der  Ruhe  iu  Bewegung 
kommen  oder  ihre  Bewegung  theils  nach 
Richtung  theils  nach  Geschwindigkeit 
ändern,  die  Mechanik. 

Die  Statik  fester  Körper  heifst  die  Geo- 
statik,  die  Statik  tropfbar  flüssiger  Kör- 
per die  Hydrostatik,  die  der  luftför- 
migen  Körper  die  Aerostatik. 

Die  Mechanik  fester  Körper  heifst  die 
Geomechanik,  die  Mechanik  tropfbar 
flüssiger  Körper  die  Hydrodynamik 
oder  Hydraulik,  die  Mechanik  luftför- 
miger  Körper  die  Aerodynamik  oder  . 
Pneumatik. 

Mathematische  Geographie  ist  der  erste 

Theil  der  G.,  der  Erdbeschreibung,  wel- 
cher mit  der  Lage  der  Erde  im  Welt- 
raumo  oder  vielmehr  gegen  die  Sonne 
und  das  ganze  Sonnensystem,  mit  der 
Gestalt  und  Gröfse  der  Erde  sich  be- 
schäftigt. Die  mathematische  G.  hitigt 
unraittelhar  mit  der  Astronomie  zusam- 
men. 

Mathematischer  Paukt  ist  ein  geome- 
trischer Gedanke,  die  Grenze  einer  Linie, 
eine  im  Verschwinden  begriffene  Linie. 

Mauerquadraat,  s.  u.  «astronomi- 
scher Quadrant." 

Maurerwaage,  s.  v.  w.  „Bleiwaage." 

Maximum  und  Minimum.  Der  Art. 
„Grüfstes"  löst  die  Aufgabe:  die  gröfs- 
ten  und  kleinsten  Werthe  einer  gegebe- 
nen Function  zu  finden,  aufserdem  meh- 
rere geometrische  Maxima  und  Miuüna 
an  Figuren  und  Körpern  auf  elementa- 
rem Wege. 

Der  Art.  „Differenzialrecbnung" 
III.  pag.  298  enthält  die  Auffindung  der 
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Maxima  und  Minima  allgemein  durch 
Differenzialrechnung  mit  Beispielen  und 
pag.  309  die  Auffindung  der  gröfsten  und 
kleinsten  Werthe  implicirter  Functionen. 

Es  sollen  hier  noch  folgende  Beispiele 
hinzugefügt  werden. 

1.  Eine  gerade  Linie  so  zu  theilen, 
dafs  das  aus  den  Theilen  zusammenge- 
setzte Rechteck  ein  Maximum  werde. 

Nennt  man  den  einen  Thoil  x,  so  ist 
der  andere  a  —  x,  und  damit  x(a  —  x)  = 
ax  —  x1  ein  Maximnm  werde,  hat  man 
das  Differenzial  a  —  2x  =  0  woraus  x  —  \a 
und  es  ist  also  die  Linie  zu  halbiren. 

Geometrisch  kommt  man  zu  dem  Re- 
tultat,  wenn  man  AB  =  a  in  C  halbirt 
und  von  C  aus  nach  einem  Endpunkt  B 
hiu  ein  Stück  x  abtragt.    Daun  ist  das 

Rechteck  =(,-  +  *)(  J" -*)=  J 
Offenbar  wird  das  Rechteck  für  x  =  0  ein 
Maximum  nnd  =  — ,  so  da IV  a  halbirt 

werden  mufs. 

2.  Es  sind  zwei  Seiten  a ,  b  eines  Drei- 
ecks gegeben,  so  ist  der  von  ihnen  ein- 
geschlossene Winkel,  damit  das  Dreieck 
ein  Maximum  werde  offenbar  der  grüfste, 
wenn  er  ein  Rechter  ist. 

3.  Alle  Seiten  eines  Winkels  weniger 
eiue  sind  gegeben,  so  erhält  mau  das 
gröfste  Vieleck,  wenn  die  gegebenen  Sei- 
ten zusammen  die  Sehnen  eines  Halbkreis- 
bogens  sind  und  die  letzte  nicht  gege- 
bene Seite  zum  Durchmesser  genommen 
wird. 

Fig.  800. 


Wenn  also  die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DE 
gegeben  sind,  so  soll  das  Vieleck  ABC  DE  A 
ein  Maximum  sein,  wenn  die  genannten 
Seiten  als  Sehnen  einen  Halbkreisbogen 
einnehmen  und  wenn  der  Durchmesser 
AE  als  unbekannte  letzte  Seite  genom- 
men wird. 

Diesen  8atz  hat  Meier  Hirsch  §  115 
seiner  Sammlung  geometrischer  Aufga- 
ben aufgestellt  ;  sein  Beweis  für  die  Rich- 
tigkeit ist  als  solcher  nicht  anzuerkennen. 

IV. 


4.  Aus  diesem  Satz  folgt  denn  unmit- 
telbar : 

Unter  allen  Vielecken,  welche  sich  aus 
einer  bestimmten  Anzahl  gegebener  Sei- 
ten construiren  lassen,  ist  dasjenige,  um 
welches  sich  ein  Kreis  beschreiben  läfst, 
das  gröfste. 

5.  Der  Inhalt  eines  Kreises  ist  gröfser 
als  der  Inhalt  jeder  geradlinigen  Figur, 
welche  mit  demselben  einen  gleichen  Um- 
fang hat. 

Nach  Bd.  III.,  pag.  228,  No.  10  hat  un- 
ter allen  gleich  vielseitigen  Vielecken 
von  gleichem  Umfang  das  gleichseitige 
den  gröfsten  Inhalt.  Wenn  man  also 
statt  des  vorausgesetzten  ungleichseitigen 
Vielecks  ein  gleichseitiges  von  gleichem 
Umfang  mit  jenem  nimmt,  so  erhält  man 
ein  Vieleck  von  gröfserem  Inhalt  und 
kann  demnach  gezeigt  werden,  dafs  der 
Kreis  gröfser  ist,  als  das  gleichseitige, 
dann  ist  es  ganz  bestimmt  auch  gröfser 
als  das  ungleichseitige  Vieleck. 

Denkt  man  sich  'nun  den  Kreis  und 
um  denselben  Mittelpunkt  das  Vieleck 
beschrieben,  so  können  dessen  Seiten  we- 
der Sehnen  noch  Tangenten  sein;  denn 
im  ersten  Fall  wäre  dessen  Umfang  klei- 
ner, im  zweiten  Fall  gröfser  als  der  Um- 
fang des  Kreises ,  die  Seiten  müssen  also 
die  Kreislinie  schneiden. 

Denkt  man  sich  nun  von  dem  Mittel- 
punkt nach  sämmtlichen  Vielecksspitzen 
gerade  Linien  gezogen ,  so  entstehen  so 
viele  Dreiecke  als  das  Vieleck  Seiten  hat. 

Die  von  dem  Mittelpunkt  auf  diese 
Seiten  gefällte  Normalen  mit  A,  die  Um- 
fange des  Kreises  und  des  Vielecks  mit 
p,  den  Halbmesser  des  Kreises  mit  r  be- 
zeichnet ist' 

der  Inhalt  P  des  Kreises  =  \rp 
der  Inhalt  Q  des  Vielecks  =  \hp. 

Construirt  man  nun  um  den  Kreis  ein 
dem  Vieleck  ähnliches  Vieleck,  bezeich- 
net dessen  Umfang  mit  p, ,  so  ist  der  In- 
halt Q,  dieses  Vielecks  =  |rp,. 

Nun  ist  wegen  Aehnlichkeit  der  Viel- 
ecke 

p.p,  =  h:r 


woraus 


r.  =  jr 


folglich  ist 

hierzu  Q  =  $hp 

gibt  QQ,  =  ir*p'  =  P» 

woraus  Q:P=PQ' 

Da  nun  die  Kreisfläche  P  immer  klei- 
ner ist  als  die  um  denselben  liegende 
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Vielecksfläche  (>',  so  ist  auch  die  Viel- 
ecksfläche (>  kleiner  als  der  Kreis. 

6.  Aufserhalb  eines  Kreises  vom  Hit- 
telpunkt C  sind  zwei  Punkte  A,  B  ge- 
geben, man  soll  auf  der  Peripherie  einen 
Punkt  von  solcher  Beschaffenheit  angeben, 
dafs  wenn  man  aus  demselben  nach  den 
gegebenen  Punkten  gerade  Linien  zieht, 
die  Summe  dieser  beiden  Linien  ein  Mi- 
nimum sei.  (Meier  Hirsch  geometrische 
Aufgaben  I,  pag.  223.) 

Fig.  801. 


und  man  denkt  sich  aus  dem  Eckpunkt 

A  mit  AC  einen  Kreis  beschrieben,  so 
sind  CB  +  CD  ein  Minimum  für  alle  an- 
deren zwei  Linien,  die  von  B  und  D  nach 

Fig.  802. 


-  fM 


Es  wird  bewiesen,  dafs  die  Linien 
AM  -\  BM  ein  Minimum  sind,  wenn 
Z.  AMC  =  Z.  BMC.  Eine  geometrische 
C'onstruction  des  Punkts  M  dieser  an  sich 
einfachen  Bedingung  gemäfs  ist  aber  noch 
nicht  aufgefunden  worden. 

Ist  Z.AMC  =  /_BMC  und  man  zieht 
durch  M  die  Tangente  DE,  so  ist  auch 
Z.AMD  =  Z  BME.  Wählt  man  nun  einen 
beliebigen  anderen  Punkt  /'  in  der  Peri- 
pherie, zieht  die  geraden  Linien  AP,  BP 
und  BQ,  von  welchen  AP  die  Tangente 
in  Q  schneidet,  so  hat  mau  wegen  der 
gleichen  Winkel  AMD  und  BME  die  Li- 
nien AM  +  BM  kleiner  als  alle  übrigen 
von  A  und  B  nach  irgend  einem  anderen 
Punkt  der  Linie  DE  gezogeneu  Linien 
(s.  Bd.  II,  pag.  30G  mit  Fig.  560). 

Folglich  ist  auch  AM  +  BM  <  AQ  +  BQ 
also  um  so  mehr  AM  +  BM  <  AP+BQ 
und  noch  mehr      AM  +  BM  <  AP+  BP 

7.  Die  von  einem  innerhalb  eines  Drei- 
ecks gelegenen  Punkt  nach  den  Spitzen 
gezogenen  geraden  Linien  sind  zusam- 
men genommen  ein  Minimum,  wenn  sie 
um  den  Punkt  gleiche  Winkel  mit  ein- 
ander bilden. 

Denn  ist  nebenstehend  die  gedachte  Con- 
struction,  also  Z.ACB  =  Z.  ACD  =  z  BCD, 


anderen  in  der  Kreislinie  liegenden  Punk- 
ten gezogen  werden  könnten,  hierzu  AC 
gibt  IC  BC  \  DE  ein  Minimum  der 
drei  Linien  die  von  A,  B,  D  nach  dem 
Kreisbogen  gezogen  werden  können.  Das- 
selbe beweist  man  durch  Kreisbogen  aus 
B  mit  BC  und  aus  D  mit  CD. 

8.  Unter  allen  Parallelenipeden  von 
einerlei  Grundebene  und  Hohe  hat  das 
gerade  die  kleinste  Oberfläche. 

Hieraus  folgt: 

Wenn  ein  gerades  und  ein  schiefes 
Parallelepipedum  einerlei  Grundfläche  und 
gleiche  Oberflächen  halten^  so  ist  das  ge- 
rade höher  als  das  schiefe. 

Unter  allen  Parallelepipedeu  von  glei- 
cher Oberfläche  hat  das  rechtwinklige  den 
gröfsten  eubischen  Inhalt. 

Unter  allen  Parallelepipedeu  von  glei- 
chem eubischen  Inhalt  hat  das  rechtwink- 
lige die  kleinste  Oberfläche. 

9.  Unter  allen  rechtwinkligen  Paralle- 
lepipeden  von  gegebenem  eubischen  In- 
halt und  gegebener  Höhe  hat  dasjenige, 
dessen  Grundebene  ein  Quadrat  ist,  den 
kleinston  Umfang. 

Denn  unter  den  ausgesprochenen  Be- 
dingungen haben  sämmtliche  Körper 
gleiche  Grundebenen,  von  diesen  hat  nun 
das  Quadrat  den  kleinsten  Umfang,  folg- 
lich auch  der  Körper  mit  quadratischer 
Grundebene  die  kleinsten  Seitenflächen, 
und  da  die  beiden  Grundflächen  in  allen 
gleich  grofs  sind,  überhaupt  die  kleinste 
Oberfläche. 

Hieraus  folgt: 

10.  Unter  allen  rechtwinkligen  Paral- 
lelepipeden  von  gleicher  Höhe  und  glei- 
chem eubischen  Inhalt  (also  auch  von 
gleicher  Grundfläche)  hat  das  mit  einer 
quadratischen  Grundfläche  die  kleinste 
Oberfläche. 

11.  Das  rechtwinklige  Pirallelepiped 
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mit  einer  quadratischen  Grundfläche  hat 
unter  allen  rechtwinkligen  Parallelepipe- 
den  von  gleicher  Uühe  und  gleicher  Ober- 
fläche den  grüfsten  Inhalt. 

12.  Unter  allen  rechtwinkligen  Paral- 
lelepipeden  von  gleichem  Inhalt  hat  der 
Würfel  die  kleinste  Oberfläche. 

13.  Unter  allen  rechtwinkligen  Paral- 
lelepipeden  von  gleicher  Oberfläche  hat 
der  YVürfel  den  grüfsten  Inhalt. 

14.  Unter  allen  geraden  und  schiefen 
Parallelepineden  von  gleichem  Inhalt  hat 
der  Würfel  die  kleinste  Oberfläche. 

15.  Unter  allen  geraden  und  schiefen 
Paral  lelepipeden  vou  gleicher  Oberfläche 
hat  der  Würfel  den  grüfsten  Inhalt. 

IG.  Von  einem  Paral lelepiped  ist  die 
Grundfläche  an  Gestalt  und  Größe  ge- 
geben, die  Seitenflächen  sind  es  blofs  der 
Grüfse  nach;  man  soll  dasjenige  finden, 
welches  den  grüfsten  körperlichen  Inhalt 
hat. 

Mit  den  bleibenden  Grundflächen  blei- 
ben auch  deren  Seiten  dieselben  und  da 
die  vier  Seitenflächen  in  ihrer  summari- 
schen Grüfse  verbleiben ,  so  müssen  bei 
der  Verwandlung  dieser  Flächen  auch 
deren  Höhen,  d  h.  die  normalen  Abstände 
der  an  den  Grundebenen  des  Körpers  be- 
findlichen Seiten  verbleiben.  Sind  diese 
Hüben  alle  einander  gleich,  so  darf  man 
auf  eine  der  Grundflächen  nur  ein  ge- 
rades Parallelepipedum  von  der  eben  ge- 
dachten Hübe  errichten  und  man  hat  das- 
selbe nach  No.  8  im  Maxhno  des  Inhalts; 
sind  die  Hüben  nicht  gleich,  so  mufs  man 
die  kleinste  der  beiden  Hühen  zur  Hübe 
des  neuen  Parallelepipedums 
nehmen.  Die  zu  dieser  Hübe 

Schürenden  beiden  Seiten- 
ächen  werden  normal  der 
Grundfläche,  die  anderen 
beiden  Seitenflächen  werden 
ihnen  angeschmiegt. 

Zur  Erläuterung  des  Ge- 
sagten sollen  Fig.  803,  I. 
und  II.  und  Fig.  804  dem 
Vortrag  zu  Hülfe  kommen. 

Fig.  803,  I.  und  II.  sind 
die  Oberansichten  zweier 
schiefer  Paral  lelepipeden;  in 
beiden  ist  cd  die  Grundebene, 
ab  die  ihr  parallele  obere 
Kbene,  ae  und  fd,  cf  und 
be  die  beiden  einander  ge- 
genüberstehenden Seitenflä- 
chen. 

In  I.  haben  sämmtliche  4 
Seitenflächen  einerlei  Uühe, 
d.    h.    die   Abstände  von 


Fig.  803. 


af  und  <•</ .  von  bh  und  de,  von  ah  und 
er  und  von  Afund  dg  sind  einander  gleich. 
Man  hat  also  nur  nüthig,  die  genannten 
Seitenflächen  normal  über  die  Grund- 
flächen zu  bringen,  dann  werden  die  län- 

feren  Seiten  ek,  bd,  gf,  ac  gleich  den 
leineren  Hühen,  normal  auf  der  Grund- 
fläche und  der  Kürper,  der  zuerst  die 
lothrechte  kleinere  Projection  der  Seiten  - 
flächenhühen  zur  Hübe  hatte,  erhält  die 
grüfsere  Hühe  selbst  zur  Höhe  und  sein 
Inhalt  ist  nach  No.  8  ein  Maximum. 

In  II.  haben,  wie  mau  sofort  ersieht, 
die  Seitenflächen  argf  und  hedb  eine 
steilere  Lage  gegen  die  Grundfläche  cedg 
als  die  Seitenflächen  aceh  und  fgdb,  und 
bei  gleichem  Abstände  der  Flächen  cedg 
und  ahbf  ist  der  Abstand  zwischen  cg 
und  af  kleiner  als  der  Abstand  zwischen 
den  schrägereu  dg  und  f>f.  Dieser  Fall 
ist  nun  Fig.  803  im  Aufrifs  vorgestellt. 

Es  ist  nämlich  Fig.  804  ahbfedgc  das 
gegebene  Parallelepipedum,  die  beiden 
Seiten  bh,  de  haben  in  der  schrägen  Fläche, 
aber  senkrecht  auf  der  Linie  de,  also  in 

Fig.  804. 
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der  schrägen  Verkürzung  betrachtet  die 
Lauge  ek,  und  wenn  diese  Hohe  zugleich 
normal  auf  die  Ebene  cedg  errichtet  wird, 
die  Länge  el.  Wollte  man  nun  wie  ad  1 
diese  Lange  ei  zugleich  zur  Seite  des 
Körpers  machen,  so  würde  sie  zugleich 
die  Seite  eh  sein  müssen,  mit  der  sie 
dieselbe  ist.  eh  ist  aber  zu  lang,  sie 
würde  über  /  hinaus  bis  m  reichen,  und 
es  konnte  kein  Parallelepipedum  entste- 
hen. 

Da  aber  um  ein  Maximum  zu  erhalten 
wenigstens  ein  Paar  Seitenflächen  den 
Grundebenen  normal  sein  raufe,  so  zieht 
man  durch  den  Punkt  l  eine  Parallele 
on  mit  de,  beschreibt  aus  e  innerhalb  der 
senkrechten  Seitenebene  einen  Bogen  mit 
dem  Abstand  zwischen  ce  und  ah  als  Halb- 
messer^ und  in  dem  Punkt  A',  wo  er  die 
Parallele  on  trifft ,  ist  der  entsprechende 
Punkt  für  h.  Zieht  man  demnach  die 
Linie  h'e  und  construirt  die  der  (»rund- 
ebene  edgc  parallele  und  congruente  Fi- 

§ur  h'b'fa',  vollendet  das  Parallelepipe- 
um  a'h'b'f'edpc,  so  befinden  sich  in  die- 
sem die  Seitenflächen  dek'b'  und  cgfa' 
normal  den  Grundebenen  edgc  und  h'b'f'a' 
und  es  ist  das  verlangte  Maximum. 

17.  Von  einem  Parallelepiped  sind  die 
Grundflächo  und  die  Seitenflächen  der 
Gröfse  nach  gegeben,  desgleichen  die 
Winkel  der  Grundfläche,  so  erfährt  man 
die  Bedingung  für  das  Maximum  des  In- 
halts folgender  Art: 

Es  sei  9  der  Inhalt  der  Grundflächo, 
q'  der  Inhalt  der  einen,  g"  der  Inhalt  der 
daran  grenzenden  Seitenfläche,  der  gege- 
bene Winkel  sei  a,  x  und  y  seien  die 
unbekannten  ihn  einschliefsenden  Seiten. 

Dann  ist  der  Inhalt  der  Grundfläche  q 
=  xy  sin  u 

woraus    xy  =    9  . 

jtn  « 

Die  Inhalte  der  beiden  Seitenflächen- 
paare sind  q'  =  h'x  und  q"  =  h"y 

hieraus  die  Höhen  A'  =  iL  und  A"  =  ^', 

woraus  A' .  A"  =  *''"  =  ^- ,i 
xy  q 

Demnach  ist  die  gröfste  Höhe  eines  Pa- 
rallelepipedums  von  den  gegebenen  Stük- 

keu  =  J, '  y  q  -  **»  «)»  und  zwar  rauf»  die- 
selbe auf  den  Grundebcnen  normal  ste- 
heu.  Das  Parallelepiped  ist  also  ein  ge- 
rade!», dessen  Grundebene  =  y  u"d  dessen 

Höhe  =  y\^-  «).  Sein  Inhalt  be- 
trägt |  qq'q"  ein  u. 


18.  Was  von  den  Parallelepipeden  gilt, 
gilt  auch  von  den  dreiseitigen  Prismen. 
Also: 

Unter  allen  dreiseitigen  Prismen  von 
derselben  Höhe  und  derselben  Grundfläche 
hat  das  gerade  Prisma  die  kleinste  Ober- 
fläche. 

19.  Unter  allen  geraden  dreiseitigen 
Prismen  von  gegebener  Höhe,  gegebener 
Grundfläche  und  einer  gegebenen  Seiten- 
fläche fandet  man  das  von  der  kleinsten 
Oberfläche,  wenn  die  beiden  nicht  gege- 
benen Seitenflächen  einander  gleich  sind. 

Denn  ist  A  die  gegebene  Grundfläche, 
A  die  Höhe  des  Prisraa,  so  ist  A  anch  die 
Höhe  jeder  Seitenfläche.  Ist  die  gegebene 
Seitenfläche  =  Ii,  so  ist  dessen  zur  Grund- 
fläche gehörige  Soite  ebenfalls  gegeben  = 


Ii 


Diese  als  Grundlinie  der  Dreiecks- 


n;i  ff. 


grundflächo  A  betrachtet,  gibt  deren  Höbe 

=  2h~.     Unter  allen  Dreiecken  von 
o 

einerlei  Grundlinie  und  gleicher  Höhe  hat 
aber  das  gleichschenklige  den  geringsten 
Umfang,  mithin  auch  das  gerade  dreisei- 
tige Prisma,  welches  dieses  Dreieck  zur 
Grundfläche  hat. 

Hieraus  folgt  : 

20.  Unter  allen  geraden  dreiseitigen 
Prismen  von  gleicher  Grundfläche  und 
gleicher  Höhe  hat  dasjenige  die  kleinste 
Oberfläche,  in  welchem  alle  Seitenflächen 
gleich  grol's  sind.  Desgleichen 

21.  Unter  allen  Prismen  von  einer  ge- 
gebenen Anzahl  und  summarischem  In- 
halt der  Seitenflächen  von  derselben 
Grundfläche  und  derselben  nöhe  hat  das 
gerade  Prisraa  die  kleinste  Oberfläche. 

22.  Unter  allen  geraden  Prismen  von 
gegebener  Anzahl  der  Seitenflächen,  ge- 
gebener Höhe  hat  dasjenige,  dessen  Grund- 
fläche ein  reguläres  Vieleck  ist,  den  größ- 
ten körperlichen  Inhalt. 

Denn  unter  allen  Vielecken  von  gege- 
bener Seitenanzahl  und  gegebenem  Um- 
fang ist  (No.  4)  das  regelmäßige  von  dem 
gröfsten  Inhalt,  mithin  auch  das  darauf 
gestellte  gerade  Prisma. 

23.  Unter  allen  geraden  Prismen  von 
einer  gleichen  Anzahl  der  Seitenflächen, 
gleicher  Höhe  und  gleichem  körperlichen 
Inhalt  hat  da«  mit  regelmäfciger  Grund- 
ebene  den  kleinsten  Umfang  der  Seiten- 
flächen; und  da  mit  dem  körperlichen 
Inhalt  und  der  gegebenen  Höhe  auch  die 
Gröfse  der  Grundfläche  gegeben  ist ,  auch 
den  kleinsten  Urafang(inclusive  der  Grund- 
flächen). 
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24.  Unter  allen  geraden  Prismen  von 
einer  gleichen  Anzahl  der  Seitenflächen, 
gleicher  Höhe  und  Oberfläche  hat  das 
von  regelmäßiger  Grundfläche  den  größ- 
ten körperlichen  Inhalt. 

25.  Der  Kreis  hat  einen  kleineren  Um- 
fang als  jedes  regelmäßige  Vieleck  von 
gleichem  Inhalte  mit  demselben. 

Denn  ist  n  die  Seite  des  Vielecks,  so 
ist  dessen  Umfang  =  na  und  wenn  man 
die  von  dem  Mittelpunkt  auf  die  Seite 
gefällte  Normale  =  A  setzt ,  so  ist  A  >  r, 
weil  die  Seite  nicht  Tangente  aber  auch 
nicht  Sehne  sein  kann  und  folglich  den 
Kreisumfang  schneiden  muß.  Nun  ist 
der  Inhalt  des  Vielecks  =  \nah 

der  Inhalt  des  Kreises  =  rJ* 

also  1  nah  =  ir>  2n r 

A  <  r 

gibt  dividirt  »a>2/rr 

26.  Die  Oherflächo  eines  Cylinders  ist 
immer  kleiner  aß  die  Oberfläche  eines 
Prisma  von  gleicher  Höhe  und  gleichem 
körperlichen  Inhalt. 

frolgt  unmittelbar  aus  No.  19. 

27.  Der  Inhalt  eines  Cylinders  ist  im- 
mer größer  als  der  Inhalt  eines  Prisma 
auf  regulärer  Grundfläche  von  gleicher 
Oberfläche  und  von  gleicher  Höhe  mit 
dem  Cylinder. 

28.  Uuter  allen  geraden  Cylindern  von 
gleichem  körperlichen  Inhalt  ist  dasjenige 
von  der  kleinsten  Oberfläche,  welches  in 
einem  Würfel  eingeschrieben  ist. 

Denn  beschreibt  man  nun  sämmtlicbe 
Cylinder -Parallelepipeden  mit  quadrati- 
schen Grundflächen,  so  verhalten  sich  diese 
untereinander  wie  die  inliegenden  Cylin- 
der, sie  sind  also  einander  gleich.  Nach 
Satz  12  hat  aber  von  allen  der  Würfel 
die  kleinste  Oberfläche,  mithin  hat  auch 
der  in  einem  Würfel  beschriebene  Cylin- 
der die  kleinste  Oberfläche. 

Dieser  Satz  ist  Bd.  II,  pag.  304,  No.  2 
analytisch  erwiesen  mit  dem  Schluß, 
daß  der  Durchmesser  der  Grundfläche 
so  groß  als  die  Höhe  sein  müsse. 

An  merk.  Das  gleiche  Verhältniß  zwi- 
schen den  Cylindern  unter  sich  mit  den 
umschriebenen  Prismen  unter  sich  hat 
seinen  Grund  darin,  daß  Kroße  und  die 
um  denselben  beschriebenen  Polygone 
sowohl  in  Betreff  der  Umfangs  als  auch 
des  Inhalts  einerlei  Verhältniß  haben, 
wenn  die  Polymelie  mit  einander  ähnlich 
sind,  und  folglich  um  so  mehr  bei  gleich- 
seitigen regelmäßigen  Polygonen. 

29.  Unter  allen  geraden  Cylindern  von 
gleicher  Oberfläche  hat  der  in  dem  Wür- 


fel eingeschriebene  Cylinder  den  größten 
körperlichen  Inhalt. 

30.  Aus  beiden  vorigen  Sätzen  folgt 
der  Satz: 

Der  Cylinder,  der  in  einem  Würfel  ein- 
beschrieben werden  kann,  d.  h.  dessen 
Höhe  dem  Durchmesser  seiner  Grund- 
fläche gleich  ist,  hat  unter  allen  Cylin- 
dern von  gleichem  Inhalte  die  kleinste 
Oberfläche  und  unter  allen  Cylindern 
von  gleicher  Oberfläche  den  größten  In- 

31.  Unter  allen  Pyramiden  von  gleicher 
Höhe  und  auf  derselben  regulären  Grund- 
fläche hat  die  gerade  Pyramide  die  Sei- 
tenflächen von  dem  geringsten  Inhalt. 

32.  Unter  allen  Kegeln  von  gleicher 
Höhe  und  gleicher  Grundfläche  hat  der 
gerade  Kegel  den  kleinsten  Mantel. 

33.  Unter  allen  Kegeln  von  gleicher 
Höhe  und  gleicher  Grundfläche,  wenn 
diese  zwei  auf  einander  normale  Axen 
hat,  ist  bei  dem  geraden  Kegel  der  Man- 
tel am  kleinsten. 

Mayer-Bordascher  Kreis,  s.  „Borda- 
'scher  Kreis". 

Mechanik  ist  derjenige  Theil  der  an- 
gewandten Mathematik,  welcher  sich  mit 
der  durch  Einwirkung  von  Kräften  her- 
vorgebrachten Bewegung  von  Körpern 
beschäftigt  (s.  Mathematik).  Man  nennt 
die  Phoronomie  auch  die  reine  Me- 
chanik, dann  ist  die  Anwendung  der- 
selben auf  die  Bewegung  der  Naturkör- 
per die  angewandte  M.  Die  Mechanik 
der  Himmelskörper  heißt  die  Himmels- 
mechanik. 

Mechanische  Kräfte  oder  mecha- 
nische Potenzen  hießen  früher  die 
einfachen  Maschinen:  der  Hebel,  die  schiefe 
Ebene,  die  Schraube,  das  Rad  an  der 
Welle,  der  Keil. 

Mechanisches  Moment  oder  auch  m e - 
cha ni sc h erEffect  und  Effect  schlecht- 
hin, ist  das  Maaß  für  die  Wirkung  von 
Kräften  auf  Bewegung ,  nämlich  das  Pro- 
duet  aus  der  Große  der  Kraft  multipli- 
cirt  mit  der  durch  sie  erzeugten  Ge- 
schwindigkeit, oder  anch  mit  dem  Wege 
in  einer  bestimmten  Zeit.  Wegen  der 
Nebenhindernisse,  durch  Reibungen  u.  s. 
w.  unterscheidet  man  den  Nutzeffect, 
den  Nobeneffect  und  deren  Summe 
den  Totaleffcct. 

Mediale,  eine  der  von  Euklid  aufge- 
stellten Irrationallinien,  s.  den  Art.  .Ir- 
rationalen des  Euklid". 

Mehrheit  ist  jede  Anzahl  von  Ein- 
heiten. 
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Meile,  geographische  ist  eins  der 
ersten  allgemein  geltenden  Längenmaafee 
(Norniallängenmaafs),  hat  aber  die  Eigen- 
tümlichkeit als  solches,  dafs  Niemand 
deren  wirkliche  Länge  genau  kennt.  Die 
geographische  Heile  bat  zur  Einheit  den 
Umfang  des  Erdaequators  und  ist  dessen 
54O0ter  Theil.  Es  geht  daher  bei  der 
Ermittelung  dieser  Heile  eben  so,  wio  es 
bei  Ermittelung  des  Meters,  dem  10 Mil- 
lionsten Theil  des  nördlichen  Erdmeri 
dianquadranten  gegangen  ist,  die  Ver- 
messungen haben  zu  verschiedenen  Re- 
sultaten geführt  und  die  geographische 
Meile  schwankt  innerhalb  der  Grenzen 
3807,09  Toisen  =  23642  preufs.  Fufs  und 
3811,5  Toisen  =  23661  preufs.  Fufs.  Er- 
wägt man,  dafs  dieses  Maafs  ein  astro- 
nomisches ist  und  dafs  die  Angaben  der 
enorm  grofsen  Längen  auf  Beobachtun- 
gen und  Berechnungen  sich  gründen,  so 
hat  man  jede  einzelne  Länge,  durch  geo- 
graphische Meilen  ausgedruckt,  innerhalb 
ziemlich  genau  ermittelter  Grenzen. 

Menisken  sind  Linsen  Ton  concav-con- 
voxer  Form,  sie  sind  in  der  Hitte  stär- 
ker als  am  Rand  nnd  gehören  also  zu 
den  Vergrö&erungsgläsorn.  In  dem  Art. 
„Brennglas"  ist  die  Wirkung  der  con- 
vex-convexen  Gläser  entwickelt,  in  No.  4 
mit  Fig.  249  für  solche  Linsen,  deren 
beide  Oberflächen  verschiedene  Halbmes- 
ser haben,  die  also  verschiedenen  Kugeln 
angehören.  Man  hat  deren  Brennweite 
1      r  •  p 

tf  —  •   5 

n— 1  r-\-Q 

wo  i»  den  Coefficient  (=1,5  etwa)  für 
Glas;  r,  p  die  gedachten  Halbmesser  be- 
deuten. 

Setzt  man  nun  —  p  für  p,  so  hat  man 
einen  Meniskus,  es  ist  die  innere  Fläche, 
die  Höhlung  flacher  als  die  äulsere  Fläche, 
also  p>r,  mithin  für  den  Meniscus 

ic  =  •  — —  =  2  •  — — 

i»  —  1   p  —  r        p  —  r 

Setzt  man  die  Entfernung  des  zu  ver- 
gröbernden Gegenstandes  =  a,  so  hat 

— .  Diese  ist 
«J  —  a 

grüfser,  je  näher  der  Gegcn- 
Brennpunkt  gebracht  wird. 


man  die  Vergrößerung  = 


also  um  so 
stand  dem 

Unter  gleichen  Umständen  verhalten  sich 
die  Brennweiten  eines  convex-convexeu 
Glases  zu  dem  eines  Meniskus  wie 

— ?-  :   r  P-  =  q  -  r  :  p  +  r 
r  +  p   p-  r 

Bei  einem  convex-convexen  Glas  ist 
wenn  p  =  r  ist  die  Brennweite  ir=r;  ist 
p  =  2r,  so  ist  »  =  §r.    Beim  Meniskus 


ist  für  p  =  2 r  die  Brennweite  tc  -  Ar 

=  2o. 

Merkur  (^)  ist  der  der  Sonne  zunächst 
stehende  Planet,  also  der  erste  der  un- 
teren Planeten.  Seine  mittlere  Entfer- 
nung von  der  Sonne  ist  cc.  8  Millionen 
Meilen  =  0,3870938  der  unserer  Erde  von 
der  Sonne.  Seine  siderische  Umlaufszeit 
=  87,696928  Tage  =  87  Tg.  23  St.  15  Min. 
46  See.  Seine  tropische  Umlaufszeit  ist 
nur  um  1  Min.  11  See.  kürzer.  Seine 
Excentricität  =  0,2056175  mal  der  halben 
grofsen  Axe  =  1645000  Ml.  Hieraus  seine 
gröfste  Entfernung  von  der  Sonne  9645000 
Ml.,  seine  kleinste  6355000  Ml.  Neigung 
der  Bahn  gegen  die  Ekliptik  =  7°  0'  6  . 
Axenumdrenung  in  24  Stunden  5  Min. 
Die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 
45°  47'  9'?;  die  Länge  des  Perihels  74° 
20'  5".  Die  letzten  drei  Bestimmungen 
erleiden  innerhalb  langer  Jahre  einige 
kleine  Abänderungen.  Die  Masse  des 
Merkurs  ist  etwas  mehr  als  der  fünfmil- 
lionste Theil  der  Sonnenmasse,  nämlich 

■  „I  -  derselben.  Der  Durchmesser  des 

4860701 

Merkur  etwa  670  Meilen,  also  etwas  über 
4  des  Erddurchmessers  und  mithin  seine 
Oberfläche  etwa  l  der  Erdoberfläche ;  seine 
scheinbare  Gröfse  in  der  Erdnähe  12", 
in  der  Erdferne  4";  sein  Volumen  0,6, 
Dichtigkeit  =  2,94,  das  der  Erde 

Meridian,  Mittagskreis  ist  jeder 
durch  beide  Weltpole  gelegte  gröfste  Kreis 
der  hohlen  Himmelskugcl;,  und  der  durch 
den  Scheitelpunkt  eines  Orts  gelegte  Kreis 
der  Meridian  des  Orts.  In  diesem 
Kreise  erreichen  alle  Gestirne  für  den 
Ort  ihren  höchsten  Stand,  sie  c ulmin i- 
ren  in  demselben,  und  der  Augenblick, 
in  welchem  die  Sonne  in  ihn  tritt,  ist 
Mittag. 

Legt  man  durch  den  Meridian  eines 
Orts  eine  Ebene,  so  ist  diese  dessen  Mit- 
tagsebene,  Mittagsfläche,  diese 
theilt  die  sichtbare  Himmelshalbkugel  in 
zwei  Hälften,  in  die  östliche  und  in 
die  westliche  Halbkugel.  Die  bei- 
den Durchschnittspunkte  des  Meridians 
mit  dem  Horizont  sind  der  Mittags- 
oder Südpunkt  und  der  Mitternachts- 
oder Norapunkt.  Letzterer  ist  der  End- 
punkt  der  MeridianbälAe  in  welcher  der 
Nordpol  liegt,  ersterer  der  ihm  entgegen- 
gesetzt liegende.  Die  von  diesen  gleich 
weit  also  90°  abstehenden  Pnnkte  des 
Horizonts  sind  der  Ost-  oder  Morgen- 
pnnkt  und  der  West-  oder  Abend- 
punk t.  Ersterer,  wenn  man  den  Süd- 
punkt ansieht,  links,  letzterer  rechts  lie- 
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gend.  (Vergleiche  den  Art.  .Astrono- 
mischer Horizont"  mit  Fig.  92.) 

Die  Erdmeridiane  sind  dieselben 
gröTsten  Halbkreisbogen ,  wenn  man  sie 
statt  auf  der  Himmelskugel  auf  der  Erd- 
oberfläche beschreibt,  und  sie  entstehen 
auch  als  die  Durchnittslinien  der  Mittags- 
llächen  mit  der  Erdoberfläche. 

Man  rechnet  die  Meridiane  nur  in  der 
siebtbaren  Halbkugel  von  Pol  tu  Pol  auf 
180°  Länge,  der  zweite  in  derselben  Ebene 
befindliche  uns  unsichtbare  Halbkreis  ist 
der  entgegen  gesetzte  Meridian  oder 
auch  der  untere  Meridian. 

In  den  Meridianen  werden  die  geogra- 

Shischen  Breiten  gemessen.  Der  Punkt 
es  Aequators  ist  der  Nullpunkt,  die  Pole 
liegen  unter  90°  nördlicher  und  südlicher 
Breite. 

Meridian,  erster,  ist  derjenige,  wel- 
cher für  die  Messung  und  Angabe  der 
geographischen  Längen  von  Orten  den 
Anfangsmeridian  ausmacht,  der  also  mit 
den  unter  ihm  belegenen  Orten  die  geo- 
graphische Länge  =  Null  hat  (s.  geogra- 
phische Länge).  Die  Auffindung  des  Me- 
ridians eines  Orts,  s.  den  Art.  „Corres- 
pondirende  Höhen". 

Meridian,  magnetischer, s.  u.  »Mag- 
nete*. Vergleiche:  „  Abweichung  der 
Magnetnadel". 

Mefsinstrumente  sind  Längen-  und 
Winkelmefeinstrumente,  ferner  die  Nivel- 
lirinstrumente.  lieber  die  ersten,  Kette, 
Stäbe,  Stangen,  s.  den  Art  „Baculo- 
metrie",  ferner  die  Art.  „Gradmes- 
sung* und  „ Maafs stäbe".  Die  Win- 
keimers- und  Nivellirinstrumente  erhalten 
ihre  einzelnen  Artikel.  Bereits  sind  be- 
schrieben und  abgebildet  das  Astrola- 
bium, die  Boussole  mit  Diopterli- 
neal, der  Bord  a*  sehe  Kreis,  die  Berg- 
waage oder  das  Clitometer,  die  Blei- 
oder Maurerwaage  und  die  Libelle. 

Mefstisch  ist  auf  nicht  zu  coupirtem 
Terrain  und  für  Flächen  von  nicht  zu 
grofsem  Umfang  ein  recht  brauchbares 
Mefsinstrument.  Es  besteht  in  einer  auf 
einem  Stativ  ruhenden  quadratischen  Reiis- 
brettplatte  von  12  bis  18  Zoll  im  Qua- 
drat, die  zugleich  um  eine  kugelförmige 
Nufs  oder  mit  einem  hohlen  Cylinder  um 
einen  vollen  beliebig  horizontal  gedreht 
werden  kann.  Die  Platte  mnfs,  damit 
sie  sich  nicht  wirft,  aus  zusammengeleim- 
ten Lindenhölzern  gefertigt  sein.  Die 
Horizontalstellung  geschient  mit  Hülfe 
einer  Dosenlibelle,  entweder  blos  durch 
Eindrücken  der  Stativfüfse  in  den  Erd- 


boden, oder  mittelst  complicirterer  Ein- 
richtungen, durch  Mikrometerscbrauben 
in  Schienen  und  dergleichen.  Für  den 
praktischen  Gebrauch  kann  der  Mefstisch 
nicht  einfach  genug  eingerichtet  sein.  Bei 
Fortsetzung  einer  Vermessung,  wobei  das 
Instrument  über  einen  zweiten  Terrain- 
punkt aufzustellen  ist,  und  zwar  mit  dem 
auf  der  Platte  ihn  vorstellenden  schon 
verzeichneten  Punkt,  wird  gelothet.  Bei 
der  geringen  Oberfläche  der  Platte  thut 
ein  gutes  Augenmaafs  genug,  sonst  steckt 
man  auch  eine  Gabel,  deren  unterer  Stab 
mit  einem  Häkchen  versehen  ist,  bis  zu 
dem  verzeichneten  Punkt  und  lothet  von 
dem  senkrecht  darunter  befindlichen  Häk- 
chen aus. 

Um  einen  Winkel  zu  finden,  den  zwei 
entfernte  Gegenstände  mit  dem  Stand- 
punkt bilden,  visirt  man  mit  dem  Diop- 
terlineal nach  beiden  und  zeichnet  längs 
dem  Lineal  beide  visirte  Richtungen  mit 
Bleistift  nach.  Man  steckt  hierbei  wohl 
auch  eine  feine  Nadel  in  den  Visirpunkt 
gegen  welche  das  Lineal  gelegt  wird. 

Soll  ein  Dreieck  des  Feldes  in  verjüng- 
tem Maafsstabe  aufgetragen  werden,  so 
mufs  eine  Linie  desselben  vermessen  und 
in  verjüngtem  Maafsstabe  auf  der  Mefs- 
tischplatte  gezeichnet  sein;  alsdann  er- 
hält man  die  anderen  beiden  Seiten  durch 
die  eben  gedachte  Winkel messnng.  Man 
nennt  dies  Verfahren  das  Einschnei- 
den mit  dem  Mefstisch,  und  man 
hat  ein  Vorwärts-Einschneiden  und 
ein  Rückwärts-Einschneiden.  Er- 
ste res  ist,  wenn  man  dieselbe  Linie  zeich- 
net, welche  man  visirt  und  letzteres,  wenn 
man  die  Visirlinie  rückwärts  verlängert 
zeichnet.  Folgendes  Beispiel  zeigt  die 
Aufnahme  einiger  Punkte  durch  beider- 
seitiges Einschneiden: 

Die  Punkte  A,  Ä,  C,  Öauf  dem  Felde 
sollen  mit  dem  Mefstisch  in  verjüngtem 
Maaisstab  aufgetragen  werden.  AB  ist 
gemessen  und  als  Linie  ab  verjüngt  auf- 
getragen. Richte  den  Meistisch  mit  ak 
in  die  Richtung  AB,  visire  und  zeichne 
die  Richtungen  ac,  ad  von  AC,  AD.  Um 
einschneiden  zu  können  wähle  eine  Di- 
stanz XY,  entweder  zwischen  bemerkba- 
ren natürlichen  Punkten  oder  durch  Sig- 
nalstangen. Visire  A  F,  zeichne  die  Rich- 
tung ay.  Bringe  nun  den  Mefstisch  in 
irgend  einen  Punkt  Z  der  Distanz  A'F, 
indem  man  die  durch  a  gezeichnete  Rich- 
tung ya  mit  den  Punkten  A,  X  visirt, 
dann  sind  alle  auf  dem  Mefstisch  gezeich- 
neten Linien  mit  den  ihnen  entsprechen 
den  auf  dem  Foldo  parallel,  also  auch 
ab^AB.  Visirt  man  nun  von  e  nach 
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B  und  zieht  rückwärts  die  Linie  6  bis 
zur  Linie  ay,  so  erhält  man  durch 
Rückwärts-Einschneiden  denDnrch- 

Fig.  805. 


schnittepunkt  e.  Von  diesem  Punkt  e 
aus  visirt  man  nun  die  Punkto  D,  C, 
zeichnet  und  erhält  durch  Vorwärts- 
Einschneiden  die  Durchschnittspunkte 
c,  b  und  die  Figur  edcba,  in  welcher  e 
ein  Hülfspunkt  und  zugleich  ae  die  in 
gleich  verjüngtem  Haafsstab  gezeichnete 
wirkliche  Länge  Ae  ist 

loter,  s.  u.  „Decitnalmaafs"  und 
„  Längen  maafse". 

Methode  der  kleinsten  Quadrate  ist 

das  rechnende  Verfahren,  den  wirklichen 
Werthen  von  Gröben,  die  durch  zu  viel 
gegebene  Gleichungen  überbestimmt  sind, 
mit  Hülfe  der  Quadrate  ihrer  aus  den 
Gleichungen  hervorgehenden  Werthsdiffe- 
renzen möglichst  nahe  zu  kommen. 

Diese  Fälle  ereignen  sich  in  der  Astro- 
nomie. Es  lehrt  nämlich  die  Erfahrung, 
dafs  astronomische  Beobachtungen  über 
Abstände  von  Gestirnen  oder  von  aus- 
gezeichneten astronomischen  Punkten,  sie 
mögen  von  einem  oder  von  mehreren  Be- 
obachtern wiederholentlich  geschehen,  mit 
einander  niemals  genau  übereinstimmen. 
Ist  nur  eine  einzige  Länge  mit  solchen 
Beobachtungen  gegeben,  so  ist  unter  al- 
len beobachteten  Längen  der  natürliche 


Näherungswerth  das  arithmetische  Mittel 
derselben.  Ist  die  wissenswürdige  Länge 
m  mit  einer  Beobachtung  =  a,  mit  einer 
zweiten  =  b  gegeben,  so  Ist  der  natürliche 
Näheru ngs wertn  von  x  =  \  (a  +  b);  unter 
drei  Beobachtungen  von  a,  />,  c  der  Mit- 
telwerth von  x  =  i  >  -f  b  -f  c).  Von  n  Be- 
obachtungen =  — — "^C^  "' 

Wird  dagegen  mit  jeder  Beobachtung 
die  Verbindung  zweier  unbekannten  Grö- 
fsen  x,  y  gefunden,  so  ist  das  natürliche 
Mittel  auf  so  unmittelbare  Weise  nicht 
zu  finden.  Denn  es  sei  durch  gleich  zu- 
verlässige Beobachtungen  gefunden  x  +  y 
=  a ,  x  +  y  =  bt  x  +  y  =  c,  so  kann  man 
nur  das  Mittel  von  x  -f  y,  nicht  aber  das 
von  x  allein  und  von  //  allein  finden. 
Eine  Entwickelung  ist  aber  deshalb  nicht 
möglich,  weil  für  die  beiden  unbekannten 
Grofsen  x  und  y  nicht  zwei,  sondern 
mehrere  Gleichungen  gegeben,  die  Un- 
bekannten also  überbestimmt  sind. 

Nun  findet  sich  aber,  dafs  die  Summe 
der  Quadrate  der  aus  den  Beobachtungen 
hervorgehenden  Differenzen  (oder  Beob- 
achtu  ngsfehlern,  wie  man  sie  in  der 
Regel  mit  Unrecht  nennt)  zum  Minimum 
gesetzt,  einen  Werth  für  jede  einzelne 
der  Gröfsen  gibt,  der  für  jede  unbekannte 
eingesetzt,  den  Bedingungsgleichungen 
näher  kommt,  als  irgend  ein  anderer 
Werth.    Erwägt  man  nun,  dafs  es  nicht 
einen  einzigen  Worth  der  vorlangten  einen 
oder  jeder  der  verlangten  mehreren  Un- 
bekannten gibt,  welcher  sämratlichen  Be- 
dingungsgloichungen    genau  entspricht, 
weil  dieso  aus  Beobachtungen  herrühren, 
von  denen  keine  einzige  genau  rich- 
tig ist,  so  ist  mit  solchem,  den  Gleichun- 
gen entsprechenden  N  äheru  ngs  werthe  auch 
der  nächste  Näheruugswerth  für  die  ge- 
suchte wirkliche  Größe  gegeben. 

Um  das  Gesagte  klarer  zu  machen  diene 
folgendes  Beispiel.  Es  seien  gegeben  die 
beiden  Gleichungen: 

3y  +  2.r  =  75 
2y  -  x  =  4 

Durch  die  beiden  Gleichungen  sind  x 
und  y  bestimmt;  durch  Entwickelung 
findet  man  x  -  19$  und  y=llf. 

Zu  diesem  Resultat  gelangt  man  nun 
auch,  wenn  man  jede  Gleichung  auf  Null 
reducirt,  quadrirt  und  nach  den  Regeln 
der  Analysis  das  Minimum  sucht.  Man 
hat  demnach 

(3y  +  2x  -  75)3  +  (2y  -  *  -  4)3 
Nach  dem  Art.  „  Differe  nzialrech- 
n  u  n  g " ,  No.  10,  pag.  309  hat  man  nun 
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8(3y+2x-  75)'    8(2y-x-4)a  Dafs  mit  dem  Minimum  der  Differen- 

f)y         "i"        9y  zenquadrate  das  natürlichste  Mittel 

c>  (3y  +  2x  -  75)3    8  (2y-x-4P  _  der  Beobacbtu  ngswerthe  entsteht ,  ist  fol- 

l%           fix-  "r     '   ~ 0  gender  Art  zu  beweisen. 

Diese  Differenzirung  ausgeführt  gibt        f 3  8ei  beobachtet  *  =  «,;x  =  a>; 

6  (3y  +  2.r  -  75)  +  4  (2y  -  x  -  4)  =  0    x~  "»  "  " 

4  (3y  +  2x  -  75)  -  2  (2y  -  x  -  4)  =  0    80  ist  der  natürlichste  wahre  (der  mittlere) 

Diese  Gleichungen  reducirt  ergeben  Werth  T>  -a  +  a>  +  a»  +»••• 

26y  +  8.r  -  466 -0  » 

8y+10x-  292  =  0  Nach  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 

woraus   x  =  19}  und  y=  llf.  drate  hat  man 

(x -«)»  +  (*- ö|)«  +  (x -«,)«+ (ar -«,)'  +  ...  =  0 

differenzirt  gehen  folgende  drei  Gleichungen  hervor: 

2  (x  -  a)  +  2  (x  -  a,)  +  2  (x  -  a,)  +  . . .  =  0  x  +  y  =  7 

a  +  a, +a  +  ...  2x  +  y  =  9,4 

woraus   x  =   1  *  ' 

n  y  -  -r  -  3,15 

Beispiel.    Aus  drei  Beobachtungen     Man  erhält  die  Gleichung  der  Quadrate 

(*  +  V  -  T?  +  (2x  +  y  -  9,4)3  +  (y  -  x  -  3,15)«  =  0 
Auf  x  differenzirt 

2Cr  +  y-7)  +  4(2x  +  y-9,4)-2(y-x-3,15)  =  0 
Auf  y  differenzirt 

2(*  +  y-7)  +  2(2x  +  y-9,4)+2(y-  x-3,15)  =  0 

Die  beiden  Gleichungen  ergeben  fol-     Hieraus  entwickelt  entsteht 
gende  zwei  Bestimmungsgleichungen :  y  _  5j .  x  _  2jyo 

4x+6y-J9,l=0  benen  drei  Gleichungen,  so  erhält  man: 

x  +  y  =  7jVa  =  7,20328  Unterschied  =  +  0,20328 
2x  +  y  =  9AT0  =  9,26428  Unterschied  =  -  0,13572 
y  -  x  =  3jV„  =  3,08214  Unterschied  =  -  0,06786 
Unterschied  in  Summa  =  -  0,00030 

Nimmt  man  zur  Prüfung  beide  Werthe  Die  Anwendung  der  kleinsten  Quadrate 
kleiner,  x  =  2,05  und  y  =  5,1,  so  hat  man  gibt  also  die  summarisch  genommene 
x  +  y  =  7,15 ;  2x  +  y  =  9,2 ;  y  -  x  =  3,0      kleinste  Differenz. 

Unterschied  in  Summa  -0,15  MikrometmcärÄllbe  ist  eine  äufserst 

Nimmt  man  beide  Werthe  gröTser:  genau  gearbeitete  Schraube  mit  schwacher 

x  =  2,l  und  y  =  5,2  so  erhält  man  Steigung  in  dreikantigen  Gängen,  mit 

,i,,-7q.  o-  4.  M  -  q  4.  0_-_oi  welcher  man  ein  sehr  geringes,  direkt 

Tt  f    t  1-    2          ! « «     '  nicht  mefsbares  Fortschreiten  eines  mit 

Unterschied  in  Summa  +0,25  der  Schraube  verbundenen  Gegenstandes 
Nimmt  man  x  gröfser,  y  kleiner,  t.  B.  hervorbringen  kann.    Es  ist  jedes  Win- 

x  =  2,l  und  y  =  5,l,  so  erhält  man  kelinstrument  mit  solcher  Schraube  ver- 

r  +  y  =  7,2;  2x  +  y  =  9,3 ;  y  —  x  =  3  sehen,  und  man  erzielt  dadurch  äufserst 

Unterschied  in  Summa  =  -  0,05  !lleine  und          Berechnung  in  Bruch- 


v.  ...  '  langen    auszudruckende  \  or>chiultunL'on, 

Nimmt  man  x  kleiner  y  grofser,  z.  B.  weif  maiI  ^  Linge  der  Schraube  durch 

-  2,05  ;  y-  5,2  ;  so  erhalt  man  die  Aniahl  der  Windungen  diridirt,  die 

+  y=  7,25;  2x  +  y  =  9,3;  y-  x  =  3,15  Länge  einer  ganzen  Steigung  erfährt,  und 

Unterschied  in  Summa  =  +  0,15  weil  man  vermittelst  eines  mit  der  Dreh- 
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axe  befestigten  in  beliebig  viele  gleiche 
Bogen  eingetheilten  Kreises  einen  belie- 
bigen aliquoten  Theil  einer  ganzen  Win- 
dung unizudrehen  vermag. 

Mikroskop  ist  ein  dioptrisches  Werk- 
zeug um  äufserst  kleine  Gegenstände  dem 
Auge  in  seinen  Details  in  grofsem  Maafs- 
stabe  deutlich.darzustellen.  Das  einfachste 
M.  ist  die  Lupe  (s.  d.),  die  aus  nur  einem 
Glase  besteht. 

Fig.  806  zeigt  ein  aus  zwei  Gläsern 
zusammengesetztes  M  ,  welches  man  mit 
einer  Röhre  eingefafst  sich  vorzustellen 
hat. 

Fig.  806. 


Es  ist  de  das  biconvexe  Objectiv,  ab 
der  kleine  Gegenstand,  welcher  möglichst 
nahe  dem  Brennpunkt  von  de  sich  be- 
finden mufs  ,  damit  ein  möglichst  grofses 
Luftbild  A'B'  entsteht.  Die  Lichtstrah- 
len bc  und  ac  gehen  geradlinig  durch 
bis  D  und  E,  der  Strahl  bd  bricht  nach 
dB' ,  der  Strahl  ae  nach  e.Y  in  A'  und 
Ii',  wo  sich  die  beiden  genannten  Paar 
Strahlen  schneiden ,  entsteht  das  vergrö- 
fserte  Luftbild  A'B'. 

Das  Tor  dem  Ocularglas  DE  befind- 
liche Auge  sieht  die  von  dem  Luftbilde 
A'B'  herrührenden  Strahlen  A'C,  B'C  in 
den  Punkten  /•'  und  G  geradlinig  nach 
FA  und  GB\  der  Strahl  A'E  bricht  nach 
EJ,  der  Strahl  B'D  nach  DU;  das  Auge 
wirft  die  ans  DU  und  EJ  empfangenen 
Strahlen  geradlinig  fort  nach  HB  und 
JA  und  zwischen  den  Durchnittspnnkten 
A,  B  beider  genannten  Strahlenpaare  ent- 
steht das  zweite  vergrößerte  Luftbild  AB. 


Ist  A'B'  h  mal  gröfeer  als  ab  und  .Iß 

w  mal  gröfser  als  A'B',  so  wird  in  dem 

Bilde  AB  der  Gegenstand  ab  am  das 
n  •  m  fache  vergröfsert. 

Million  ist  die  Zahl  =  1 000  x  1000. 

Minuendos,  das  zu  Vermindernde  ist 
die  Zahl,  von  der  eine  andere  abgezogen 
werden  soll ;  die  abzuziehende  Zahl  heifst 
der  Subtrahendus,  die  durch  die  Ab- 
ziehung  dos  Subtrahendus  vom  Minuen- 
dus  entstandene  Zahl  die  Differenz  oder 
der  Rest. 

Minus  ist  die  Bezeichnung  der  Eigen- 
schaft einer  Gröfse ,  dafs  sie  die  entge- 
gengesetzte Richtung  von  Gröben  der- 
selben Art  hat,  deren  Richtungen  für 
normal  gelten  (s.  „Entgegengesetzte 
Gröfsen").  Da  diese  uegirende  Eigen- 
schaft gegen  die  normale  immer  subtrac- 
tiv  auftritt,  so  bat  man  eine  Minusgrö&e 
immer  als  Subtrahend  zu  betrachten,  and 
es  ist  das  Minuszeichen  sowohl  Zei- 
chen der  Negativität  als  auch  der  Sa b- 
tractivität. 

Minute  ist  ein  Zeitmaafs  und  ein  Bo- 
genmaafs;  als  Zeitmaafs  der  60te  Tbeil 
der  Stunde  und  als  Bogenmaafs  der  60t« 
Theil  des  Grades. 

Mittle  ist  dio  allgemein  bekannte  und 
gebräuchliche  Bezeichnung  zweier  mit 
einander  zusammenhangenden  Begriffe, 
nämlich  eines  Zeitaugenblicks  und  eines 
Himmelpunkts ;  beides  für  jeden  Ort  der 
Erdoberfläche.  Der  Bimmelspunkt  ist  der 
am  südlichen  Horizont  des  Meridians  (s. 
<!.),  der  Zeitpunkt  derjenige,  in  welchem 
die  Sonne  für  den  Wohnort  täglich  den 
höchsten  Stand  erreicht  (s.  „Cu  Imita- 
tion"). 

In  mehreren  Art.  dieses  Wörterbachs, 
als  in  „Chronologie"  ist  der  Unter- 
schied zwischen  wahrer  (der  astronomi- 
schen) Sonnenzeit  und  mittlerer  (der 
bürgerlichen,  der  Kalender-)  Sonnenzeit 
auseinandergesetzt.  So  wie  mit  der  Son- 
nenzeit ist  es  auch  mit  dem  Uauptzeit- 
unkt  derselben,  dem  Mittag,  und  man 
at  einen  wahren  (den  astronomischen) 
Mittag  nnd  einen  mittleren  Mittag. 
Ersterer  ist  der  Zeitpunkt,  in  welchem 
die  Sonne  für  den  Wohnort  wirklich  col- 
minirt,  letzterer  der  Zeitpunkt,  in  wel- 
chem die  Sonne  culminiren  würde,  wenn 
sie  statt  in  der  Ekliptik  im  Aeo^uator  und 
hier  das  ganze  Jahr  hindurch  sich  gleich- 
förmig bewegte  (s.  den  Art.  „Chrono- 
logie* mit  Fig.  295). 

Alle  Orte  der  Erde,  die  unter  demsel- 
ben Meridian  liegen,  haben  in  gleichem 


l 


Mittag.                   155  Mittelgeschwindigkeit. 

Zeitaugenblick  Mittag,  die  in  dem  ent-  2.  dafs  das  arithmetische  Mittel  zweier 

gegengesetzten,   dem  unteren  Meridian  Zahlen  immer  gröber  ist  als  das  geome- 

lie^enden  Orte  in  demselben  Augenblick  trische  und  dieses  wieder  gröfser  ist  als 

Mitternacht.  das  harmonische  Mittel.    Denn  in  der 

Die  Erdpole  haben  keinen  Meridian,  stetigen  Proportion  a  -  b  =  *  -  d  ist  das 

also  nicht  Morgen,  nicht  Mittag,  nicht  Mittel 

Abend  und  nicht  Mitternacht  (s.  den  Art.  A_a+C' 

»Astronomischer  Horizont*,  No.  7,  2~~  ^ 

m'  U7)-  und  in  der  Proportion  a.b,-b,.d  ist 

Mittagsfernrohr  ist  ein  Fernrohr,  wel-  das  Mittel 

cbes  mit  seiner  visirenden  Axe  innerhalb  5  —  yaj  /2\ 

der  Mittagsebene  verbleibt,  in  derselben  '     2  ,  «  ,  „  , 

aber  auf  und  nieder  gedreht  wird,  um  Nun  ist     A'  =  a— — — — ~ 

nicht  nur  die  Zeit  des  Durchgangs  eines  * 

Gestirns,  die  Zeit  der  Culmination,  son-  bf^ad 

dern  auch  dessen  Höhe  in  diesem  Augen-  also- 4 (6*  —  **V=  (a  —  d)* 

blick,  dessen  Mittagshöhe  zu  bestim-     n„  ,  '       ,  „.      ...    .  . 

h  üa  nun  («  -  dy  immer  positiv  ist,  so 

ist  auch  b  immer  >  6,.   Das  harmonische 

Mittagsfläche  ist  die  durch  den  Meri-  Mittel  hat  man  ans  dem  oben  citirten 

dian  des  Orts  gedachte  Ebene;  sie  ent-  Artikel 

hält  beide  Pole  und  das  Zenith  des  Orts.  2a4j 

Mittagsgegend,  Süden  bilden  die  in  bt=W+d  <3) 

der  Nähe  um  den  Südpunkt  des  Meri-  2ad 

dians  im  Horizont  belegenen  Punkte.  Da&  das  harmonische  Mittel b.  -——,<b 

°  a  +  d 

Mittagshöhe  ist  diejenige  Höhe,  im  ersieht  man  aus  dem  eben  citirten  Artikel. 

Bogen  Tom  Horizont  aufwarte  gemessen,  ßs  gibt  noch  eine  zweite  harmonische 

in  welcher  ein  Gestirn  durch  den  Men-  Proportion:  die  contrabarmonische  Pro- 

dian  geht  (s.  „Mittagsfer n  ro  h r  ;  geo-  portion . 

metrische  Construction  der  Hohen,  s  Bd.  .     ,       .  . 

I,  pag.  176 — 178  mit  Fig.  109  bis  III.  «-*,:»,-*-*:« 

Hieraus  entsteht 

Mittagskreise,  s.  v.  w.  „Meridiane".  d*  +  d*  =  ab.+ b.d 

Erster  Mittagskreis,  s.  „ Meridian,  er-  ,  ,  - 

ster".  und  das  Mittel  *,  =  W 

<•  -|-  d 

Mittagslinie  die  Durchschnitblinio  der  ■*?     i  •  i»  , 

MiltagXh™ mit  dem  Horizont.  .Vtrgle'u-A  ma.°  *T?  m,tvdfm  ge0m6' 

»uui^iiauw  iuii.  uoiu  A1UIU.WHI.  tnschen  Mittel  b,  =  \ad,  so  hat  man 

Mittagspunkt  ist  der  südliche  End-  /       a*  4- d*  +  2a*  d*\ 

punkt  der  Mittagslinie.  (*,'  =  «<0  £       =  (a  +  j)i  J 

Mittagsohr  wird  eine  Sonnenahr  ge-  woraas  geordnet  und  reducirt 

nannt,  wenn  deren  Zeiger  genau  in  der  3  .  ,    »  >  4  .  « 

ilittapsfläche  liegt,  wenn  also  deren  loth-  A    +      ^"  + 

rechte  Platte  in  der  Ost -Westebene  sich  und  hieraus  rf  ^  « 

befindet.  Da  aber  bt<o;  d<bty  so  ist  d<at 

Mittel  ist  in  einer  stetigen  Proportion  un^            b'<br        .  t   „     ,  , 

Jas  gleiche  Mittelglied.  Es  gibt  dreierlei  D-      da»  contraharmonische  Mittel  ist 

Proportionen,  die  arithmetische,  die  grofser  als  das  geometrische  Mittel, 

geometrische  und  die  harmonische  Durch  Umformung  des  contraharnioni- 

(s.  den  Art.  «Harmonische  Propor-  .      „.A4  ,    i'+rf*.         .  2ad 

}:_n«\  r        sehen  Mittels   r  in  a  4-  d  — ,  er- 

1  lQU  h  a  +  d  a-\-d 

Es  ist  noch  hinzuzufügen :  sieht  man  dessen  Gröfse  =  dem  doppelten 

1.  dafs  für  die  algebraische  Summe  arithmetischen  Mittel  (1)  weniger  dem 

mehrerer  Zahlen  das  Mittel  der  Zahlen  harmonischen  Mittel. 

=  ist  dieser  arithmetischen  Summe  dm-  Mittelgeschwindigkeit  ist  nicht  zu  ver- 

dirt  durch  die  Anzahl  der  Zahlen:  ™i!"kT  ™;7  .7  ;i  *  r  ..,k«,s« 

.  wechseln  mit  mittlerer  Uescnwin- 

Von  +«,  -  6,  +  c,  +</,  -e  ist  das  digkeit.   Diese  letztere  ist  diejenige  Ge- 

arithmetische  Mittel  =  a~b  +  c+  d~e  schwindigkeit,  welche  ein  materieller  Punkt 

6  haben  wurde,  wenn  er  statt  einer  fort- 
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dauernd  ungleichförmigen  Bewegung  wäh- 
rend einer  bestimmten  Zeit  und  auf  eine 
bestimmte  Länge  innerhalb  derselben  Zeit 
und  auf  dieselbe  Länge  von  Anfang  bis 
Ende  gloichförmig  sich  bewegte,  wie  diese 
Bezeichnung  bei  den  Gestirnen,  als  der 
Sonne  und  dem  Monde  gebräuchlich  ist. 
Die  crstere,  die  Mittelgeschwindigkeit  da- 
gegen ist  die  wirkliche  Geschwin- 
digkeit eines  materiellen  Punkts,  wenn 
dieser  von  zweien  nach  verschiedenen 
Richtungen  wirkenden  Kräften  zugleich 
angegriffen  wird,  so  dafs  er  weder  die 
eine  noch  die  andere  annohmen  kann, 
sondern  dafs  er  in  einer  zwischen  beiden 
liegenden  Richtung  sich  bewegen  mufs, 
und  zwar  mit  einer  aus  den  Gröfsen 
und  Richtungen  der  Kräfte  hervorgehen- 
den Geschwindigkeit  (s.  den  Art  „Bahn", 
No  2  mit  Kig.  163  pag.  270).  Es  verhal- 
ten sich  hier  in  der  Mechanik  die  Seiten- 
geschwindigkeiten zur  Mittelgeschwindig- 
keit wie  in  der  Statik  die  ScitenkTäfte 
zur  Mittelkraft.  Jene  drei  Geschwindig- 
keiten bilden  das  Parallelogramm 
der  Geschwindigkeiten,  wie  die  drei 
Kräfte  das  Parallelogramm  der 
K  räfte. 

Mittelkraft,  s.  u.  „ Kräfte  im  Gleich- 
gewicht" ,  No.  5,  pag.  57,  ist  gleichfalls 
nicht  zu  vorwechseln  mit  mittlerer 
Kraft  (s.  d.). 

Mittellinie  ist  jede  Linie,  die  inner- 
halb eines  begrenzten  Raumes  in  der  Mitte 
liegt,  die  eine  Figur  in  zwei  gleiche  Theile 
theilt,  die  in  Prismen  und  Cylindern 
die  Mittelpunkte  der  Endflächen,  die  in 
Pyramiden  und  Kegeln  die  Spitze  mit 
dem  Mittelpunkt  der  Grundebene  verbin- 
det. In  zweiastigen  Curven  heifsen  die 
Mittellinien  Axen  und  Durchmesser. 

Mittellinie  eines  Magnets  ist  die  ge- 
rade Verbindungslinie  seiner  Pole. 

Mittelpunkt  ist  in  oiner  Linie,  einer 
Fläche  und  einem  Körper  der  mittelste 
Punkt:  die  Mitte  oiner  geraden  Linie  ist 
deren  Mittelpunkt.  Stellt  man  sich  diese 
Linien,  Flächen  und  Körper  gleichförmig 
materiell  oder  auch  ohne  Masse  vor,  so 
ist  Mittelpunkt  mit  Schworpuukt 
gleichbedeutend. 

Der  Mittelpunkt  des  Gleichge- 
wichts von  Kräften  ist  dor  Punkt  des 
Systems,  welcher  nach  der  Richtung  der 
entgegengesetzt  mittleren  Kraft  unter- 
stützt das  System  in  Ruhe  erhält. 

Mittelpunkte  derMomente  s.  den 
Art.  „Kräfte  im  Gleichgewicht", 
No.  16,  pag.  62. 


Der  Mittelpunkt  des  Schwungs 
bei  einem  zusammen  gesetzten  (einem 
physischen)  Pendel  ist  derjenige  Punkt 
desselben,  welchor  selsst  ohne  Masse  an 
einer  massenlosen  Pendclstange  in  der- 
selben Entfernung  vom  Aufhängepunkt 
mit  dem  zusammengesetzten  Pendel  die- 
selben Schwingungen  machen  würde. 

Der  Mittelpunkt  einer  Central- 
bowegung  ist  der  Sitz  der  dieselbe  er- 
haltenden attractoriseben  Kraft. 

Mittolpunkt  der  Entfernung,  s. 
später:  „Punkt  der  mittleren  Ent- 
fernung44. 

Der  Mittelpunkt  eines  Slofses 
ist  der  Punkt  des  gestofsenen  Körpers, 
der  von  der  stofsenden  Kraft  allein  ge- 
troffen dem  Körper  dieselbe  Wirkung 
mittheilen  würde. 

Mittelpanktsgleichung,  s  v.  w.  „Glei- 
chung der  Bahn"  (s  d.). 

Mitternacht  ist  wie  Mittag  eine  Zeit 
und  ein  Punkt  an  der  bohlen  Himmels- 
kugel,  beides  für  jeden  Ort  der  Erdober- 
fläche. Der  üimmelspunkt  ist  der  am 
nördlichen  Horizont  des  Meridians,  der 
Zeitpunkt  derjenige,  in  welchem  die  Orte 
des  unteren  Meridians  Mittag  haben.  Eben 
so  sind  die  Begriffo  wahre  und  mitt- 
lero  Mitternachtszeit.  Die  beiden 
Erdpole  haben  keine  Mitternacht. 

Mitternachtsfläche,  Hitler- 
nachtsgegend,  Mitternachtspunkt 
wie  bei  Mittag;  Mitternachtskreise 
sind  die  unteren  Meridiane. 

Anstatt  Mittagshöhe  hat  man  Mit- 
ter naebtstiofe  der  Gestirne.  Eine  ge- 
nauere Betrachtung  und  geometrische 
Constructionen  derselben  befindet  sich 
wie  für  Mittagshöhe  Bd.  I,  pag.  176  bis 
178  mit  Fig.  109  bis  111. 

Mittlere  Anomalie,  s.  „Anomalie' 
mit  Fig.  66. 

Mittlere  Bewegung  ist  die  auf  gleich- 
förmige Bewegung  reducirte  ungleichför- 
mige B.  Vergleiche:  Mittlere  Geschwin- 
digkeit in  dem  Art  „Mittelgoschwin- 
digkoit*. 

Mittlere  Entfernung  bedeutet  in  der 
Astronomie  die  halbe  grofse  Axe  der  el- 
liptischen Bahn  eines  Planeten  oder  eines 
Mondes.  Ihre  Länge  ist  die  Einheit  für 
alle  übrigen  Längonelemente  desselben 
Gestirns;  vornehmlich  bestimmt  sie  die 
Excentricität  der  Bahn ,  nämlich  den  Ab- 
stand des  Axenmittelpnnkts  von  dem 
Brennpunkt,  dem  Kraftpunkt,  dem 
Ort  des  Centraikörpers,  als  aliquo- 
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ten  Theil  dieser  halben  grofsen  Axe,  diese 
halbe  grofse  Axe  als  Einheit  genommen, 
in  Decimalen,  desgleichen  wird  für  die 
Angaben  der  mittleren  Entfernung  unse- 
res Mondes  und  der  übrigen  Planeten  in 
abstracten  Zahlen  als  Vielfache  der  hal- 
ben grofsen  Axe  unserer  Ekliptik  als  Ein- 
heit. 

Mittlere  Glieder  oder  innere  Glieder 
einer  Proportion,  s.  u.  „äufsere  Glie- 
der einer  Proportion. 

Mittlere  Kraft.  Ist  während  auf  ein- 
ander folgender  constanter  Zeitperiodeu 
und  bei  cunstanten  Bewegungen  während 
jeder  solchen  Zeit  der  zu  überwindende 
Widerstand  in  fortdauernd  abwechselnder 
Grüfse,  so  ist  es  auch  die  diesen  Wider- 
stand überwindende  Kraft.  Diejenige,  wäh- 
rend solcher  Periode  constant  bleibende 
Kraft,  welche  dieselbo  Wirkung  auf  den 
ungleichförmigen  Widerstand  ausüben 
würde,  heifst  die  mittlere  Kraft  (ver- 
gleiche den  Art.  „Krumm zapfen"). 

Mittlerer  Ort  ist  bei  der  Bewegung 
eines  Gestirns  in  seiner  Bahn  derjenige 
augenblickliche  Standpunkt  desselben,  den 
er  in  der  Bahn  einnehmen  würde,  wenn 
er  von  dem  angenommenen  Anfangspunkt 
ab  für  diesell>e  Zeit  des  vollständigen 
Umlaufs  gleichförmig  sich  bewegt  hätte. 

Mittlerer  Planet  ist  statt  des  wirkli- 
chen Planeten  ein  eingebildeter  Planet, 
der  immer  in  einem  jeden  der  eben  be- 
schriebenen mittleren  Orte  sich  befindet; 
der  Planet  also,  welcher  statt  des  wirk- 
lichen in  gleichförmiger  Bewegung  die 
Bahn  durchläuft.  Vergleiche:  Mittlere 
Sonne  in  dem  Art.  «Chronologie", 
No.  5,  pag.  27. 

Mittlere  Proportionale  zweier  Zahlen- 

gröfsen  ist  die  Quadratwurzel  aus  dem 
Product  derselben. 

Mittlere  Sonne  ist  das  für  die  wirkliche 
Sonne,  was  der  mittlere  Planet  für  den 
Planeten  ist  (s.  „Chronologie" ,  No  5, 
pag.  27). 

Mittleres  Sonnenlahr,  mittlerer  Son- 
nentag u.  s.  w ,  s.  den  folgenden  Artikel- 
Mittlere  Sonnenzelt  ist  unsere  bürger- 
liche Zeit.  Sie  würde  die  wahre  Son- 
nenzeit sein,  wenn  die  für  diese  Zeit 
von  den  Astronomen  eingesetzte  fingirte 
mittlereSonne  statt  der  wirklichen  am 
Himmel  sich  scheinbar  bewegte.  Die 
mittlere  Sonne  hat  mit  der  wahren  einen 
Cyclus  von  400  Jahren,  in  welchen  ihre 
Umläufe  sich  vollständig  ausgleichen  und 
wieder  einen  genau  übereinstimmenden 


Nullpunkt  als  Anfangspunkt  erhalten,  wo 
die  wahre  und  die  mittlere  Sonne  genau 
dieselbe  Länge  haben. 

Aus  überlieferten  Beobachtungen,  ver- 
glichen mit  den  selbst  angestellten ,  be- 
rechnete man  nämlich,  dafs  bei  400 ma- 
ligem Umlauf,  also  den  Umlauf,  das  Jahr, 
im  Mittel  365J-  Tage  genommen,  also  in- 
nerhalb einer  Bowegung  von  146100  Ta- 
gen die  Sonne  3  Tage  voraus  war,  so 
dafs  sie  die  400  Umläufe  in  146097 
Tagen  gemacht  hatte,  und  es  ergab 
sich   hieraus   das   mittlere  Sonuenjahr 

=  JLi*  146097  =  365,2425  mittlere  Son- 

nentage  =  365  Tg.  6  St  3  Min  44,64  See. 
Die  neuesten  Beobachtungen  und  Berech- 
nungen haben  jedoch  '  das  in  unserem 
Jahrhunderte  stattfindende  tropische 
Jahr  mit  Beachtung  der  veränderlichen 
Nachtgleichen  =  365,242255  mittlere  Son- 
nentage =  365  Tg.  5  St.  48  Min.  50,832 
See.  gefunden. 

Jeder  dieser  Tage,  in  welchem  die  mitt- 
lere Sonne  in  der  Ekliptik  einen  Bogen 
360° 

beschreibt  von  .„  -     — ■  =  0,9856472 
36o,242255 

Grad,  ist  unser  irdischer  Tag,  die  ewig 
constante  Zeit  einer  vollständigen  Um- 
drehung der  Erde  um  ihre  Axe,  die  wir 
in  24  Stunden  eintheilen  und  von  der 
Uhr  ablesen,  die  wahre  Sonne  mag  bei 
ihrer  ungleichförmigen  Bewegung  stehen 
wo  es  sei. 

Die  Sonne  beschreibt  während  eines 
solchen  (tropischen)  Jahres  die  ganze 
Ekliptik  weniger  der  Länge  50,1  Bogen- 
seeuuden,  um  welche  der  Frühlingspunkt 
während  des  Jahres  zurückgetreten  und 
der  Sonne  entgegengekommen  ist 

Nun  stelle  man  sich  vor  den  Zeitpunkt, 
in  welchem  eine  nach  bürgerlicher  Zeit 
richtig  gehende  Uhr  am  31ten  December 
eines  Jahres  genau  Mitternacht  12  Uhr 
zeigt,  in  demselben  Augenblick  denke 
man  sich  den  Standpunkt  der  Sonne  in 
der  Ekliptik  sichtbar  markirt.  Nach  einem 
Jahre  gebe  man  Acht  auf  den  Augenblick, 
in  welchem  die  Sonne  50,1  Bogensecun- 
den  von  der  Marke  rechts  eintritt,  wo 
sie  also  dieselbe  Länge  hat,  so  zeigt  in 
diesem  Augenblick  die  Uhr  den  lten  Ja- 
nnar  Morgens  5  Uhr  48'  51".  In  dem 
folgenden  Jahr  zeigt  die  Uhr  den  ersten 
Januar  Morgens  11  Uhr  37'  42";  nach 
dem  zweiten  Jahre  den  ersten  Januar 
Nachmittag  5  Uhr  26'  33",  nach  dem  drit- 
ten Jahre  den  ersten  Januar  Abends  11 
Uhr  15'  24"  und  nach  dem  vierteu  Jahr 
den  zweiten  Jannar  Morgens  früh  5  Uhr 
4'  15". 
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Es  ist  also  in  den  vier  Jahren  fast  ein 
ganzer  Tag  (es  fehlen  nur  44'  36"  daran) 
verloren  gegangen  und  aus  diesem  Gründe 
erhält  in  dem  vierten  Jahre  der  Februar 
einen  Tag  mehr. 

Hit  diesem  eingeschalteten  Tage  ist  die 
mittlere,  die  bürgerliche  Zeit  der  wahren 
Sonnenzeit  um  44  Minuten  36  Secunden 
vorausgeeilt.  Demnach  beträgt  dies  einen 

24° 

Tag  von  24  Stunden  zu  viel  in  4  •  ^r^g» 

as  129,15  Jahren.  Die  weitere  Zeitaus- 
gleichung 8.  in  dem  Art.  „Kalender- 
jahr*. 

Die  tägliche  Bewegung  der  mittleren 
Sonne  beträgt,  wie  schon  oben  angegeben 
0,9856472  Grad  =  59  Min.  8J  See.  Bogen- 
maafs.  Die  stündliche  Bewegung  2  Min. 
27,847  See,  die  Bewegung  in  der  Minute 
=  2,464  Secunden,  die  Vergleichung  der 
mittleren  Sonnenzeit  mit  der  Sternzeit  s. 
d.  Art.  „Chronologie". 

Die  mittlere  Sonnenzeit  ist  mit  der 
wahren  Zeit  viermal  im  Jahre  überein- 
stimmend: um  den  14ten  April,  den  14ten 
Juni,  den  31ten  August  und  den  23ten 
Decemher. 

Modal  ( M  o  d  u  1  u  s).  1 .  Das  bei  den  alten 
Architekten  gebräuchliche  Längenmaafs, 
der  untere  Saulenhalbniesser,  welcher  in 
30  Partes,  Minuten  getheilt  wurde. 

2.  Bei  Logarithmen  gegebener  Zahlen 
derjenige  der  beiden  Factoren,  aus  wel- 
chen jeder  L  besteht,  welcher  nur  allein 
von  der  Basis  des  Systems  abhängig  ist, 
s.  den  Art.  „Basis,  Grundzahl  eines 
Logarithmensy stems", pag.327.  Der 
Modul  des  natürlichen  Systems  ist  =  1 ; 
der  des  Brigg'schen  Systems  =0,43429... 

• 

Molecüle  sind  Massentheilchen 
eines  Körpers,  nicht  aber  die  Atome 
(s.  d.),  sondern  Complexe  derselben. 

Holecttlarkr&fte  werden  die  zwischen 
den  Molecülen  von  festen  Körpern  thäti- 
gen  Kiäfte  genannt,  welche  dieselben  an 
einander  befestigen ;  sie  sind  also  gleich- 
bedeutend mit  den  Cohäsionskräften; 
bei  tropfbar  flüssigen  Körpern  sind  sie 
gering,  bei  luftförmigen  Körpern  rindet 
die  entgegengesetzte  Eigenschaft  statt, 
die  Kraft  der  Expansion. 

Moment,  1.  mechanisches  ist  das 
Product  einer  Kraft  oder  Masse  multipli- 
cirt  mit  deren  Geschwindigkeit  oder  mit 
dem  Wege  derselben  in  einer  bestimmten 
Zeit. 

2.  Statisches  ist  das  Product  einer 
Kraft  oder  Masse  multiplicirt  mit  ihrem 
Abstand  von  einem  beliebig  angenom- 


menen Punkt  oder  von  einer  beliebig 
angenommenen  oder  einer  durch  die  Na- 
tur des  Systems  gegebenen  Drehaxe.  Das 
statische  Moment  ist  entweder  ein  Mo- 
ment der  Kraft  oder  ein  Moment 
des  Widerstandes  (Moment  der 
Last).  Anwendungen  hiervon  s.  den 
Art.  „Kräfte  im  Gleichgewicht*, 
No.  17,  pag.  62  und  weiter. 

Moment  der  Trägheit.  Was  hierunter 
verstanden  wird  ist  in  dem  Art.  „Mas- 
senreduetion"  No.  2  erklärt.  Die  Vor- 
aussetzung, dafs  die  Masse  in  einem 
Punkt  sich  befinde,  wie  in  jeuem  Art. 
No.  1 ,  bei  Entwickelung  des  Gesetzes  für 
die  Reduction  hat  angenommen  werden 
müssen,  ist  hypothetisch,  denn  eins  der 
wesentlichen  Grundmerkmale  von  Masse 
ist,  dafs  sie  einen  Raum  einnimmt.  Hat 
man  also  von  einer  einen  begrenzten 
Raum  einnehmenden  Masse  das  Trägheits- 
moment zu  bestimmen,  so  gibt  es  theo- 
retisch betrachtet  nur  ein  Mittel,  näm- 
lich, dafs  man  jedes  einzelne  Massentheil- 
chen der  Masse  mit  dem  Quadrat  seines 
Abstandes  multiplicirt  und  alle  diese  Pro- 
ducte  addirt;  oder  dafs  man  den  Grenz- 
werth der  Summe  findet,  unter  der  Be- 
dingung, dafs  die  einzelnen  Massentheil- 
chen immer  kleiner  und  kleiner  genom- 
men werden,  wodann  dieser  Grenzwerth 
das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Masse 
ist. 

Kennt  man  dieses  Trägheitsmoment, 
so  ist  auch  immer  die  Bewegung  der 
Masse  um  eine  Axe  vermöge  einer  gege- 
benen Kraft  zu  bestimmen,  wenn  man 
hypothetisch  annimmt,  dafs  dieselbe  Masse 
in  einem  einzigen  Punkt  vereinigt  ist. 

In  Folgendem  sollen  die  Trägheitsmo- 
mente (3M)  von  Linien,  Flächen  und  Kör- 
pern bestimmt  werden. 

1.  Das  Trägheitsmoment  einer  mit 
Masse    gleichförmig  vertheilten 


Fig.  807. 


DE  =  l,  DF=6 


Moment  der  Trägheit.         159         Moment  der  Trägheit 


geraden  Linie  DE,  die  mit  einer  Dreh- 
axe  AB  verbunden  ist. 

Die  Masse  der  Linie  DE  sei  =  M,  CP 
=  a  der  kürzeste  Abstand  beider  Linien 
GH  und  AB,  die  durch  F  gezogene  gerade 
Linie  GH  sei  *  AB,  /_HFD  =  a.  Die 
Länge  ton  DE  —  l,  die  Länge  DF=b, 
die  auf  dieselbe  kommende  Masse  =  m', 

so  ist  AT '  =  4- 


Theile  DF  in  »  gleiche  Theile;  von  F 
aus  sei  J  der  m  -  l)te,  0  der  mte  Theil- 
punkt,  so  ist  der  auf  JO  kommende  Mas- 

sentheü  =  -  Jlf'. 
n 

Fällt  man  das  Loth  JK  auf  GH  und 
das  Loth  KL  auf  AB,  so  ist  JL  der  Ab- 
stand des  Punkts  J  von  AB,  und  man 
hat 


JL>  =  KL*  +  JA»  =  •»  +  (/F  •  sin  «)«  =  «»  +  (^-^  fc)*  sin 

Eben  so  findet  sich  das  Quadrat  des  Masse  in  O  und  gröfser  als  wenn  sie  in 

Ahstands  des  Punkts  0  von  AB  J  vereinigt  wäre.    Multiplicirt  man  also 

=  rt«  +  (  ™  a)*  «•«  ««  die  beiden  Abstände  mit  der  Masse  ~  M' 

Das  Moment  der  auf  JO  vertheilten  nnd  bezeichnet  das  wirkliche  Moment  die- 

Masse  ist  offenbar  kleiner,  als  wenn  die  s«  Masse  mit  5»,,,  so  hat  man 

Setzt  man  hierein  statt  m  der  Reihe  chongen,  so  schliefen  die  Aufsenglieder 

nach  die  Folge  der  natürlichen  Zahlen  das  Moment  VI'  der  Masse  H'  ein  und 

on  1  bis  n  und  summirt  die  *  Verglei-  man  hat 

Der  Unterschied  der  einschließenden  und  folglich  ist  auch  die  Grölse 

Grüfsen  ist  offenbar  ,  ,  .  ,      .  t  .  M,                      x  *  „ 

Ä,                      ,  ( o»  +  J  *s  «*  *n)  *          + i             y  " 

&»  sin  *«  JH'  =  —  Al  «in  *«  W  ..  an,      .   ,       ,       ,.          -r  , 

»'                    n  mit  aJc   zwischen  denselben  Uro  Isen  be- 

nnd  kann  mit  dem  Wachsthum  vou  n  griffen ,  deren  Unterschied  beliebig  klein 

beliebig  klein  werden.  werden  kann.    Man  hat  also  das  Träg- 

Nun  ist  aber  heitsmoment  der  geraden  Linie 

n*                    um'  r 

gn'_  »(»+!)  (2«  +  l)  Eben  so  findet  man  das  Trägheitsmo- 

6i»'  ment  für  die  auf  EF  kommende  Masse, 


und 


Folglich  begreifen  diese  beiden  Zahlen  w«n»  ,n,an  '  -  4  statt  *  »etzt.   Daher  das 
«•»•2«  Trägheitsmoment  der  ganzen  Mas- 

TO  =  (a«  +       «in  •#»)  y  M  +  [««  +  J  (/  -  *)'  stA  '«]  —  M 

=  [«•*  +  (»/* -/A  +  At)«»,<0*  (2) 

Ist  b=  }/,  so  dafs  F  in  der  Mitte  an  dem  der  Axe  näheren  Endpuukt 

▼  on  DE  liegt,  so  ist  F  mit  der  Axe  befestigt  ist,  so  hat 

«S)i  =(o>  $in  '«)  M  (3)  wao 

Ist  6  =  0,  so  dafs  die  Linie  EF=t        2R  =  (a»  +  J  /» «in ««)  M  (4) 
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Ist  i  =  /,  so  dafs  die  Linie  DF  an 
dem  der  Axe  entfernteren  End- 
punkt F  mit  der  Axe  verbunden 
ist,  so  bleibt 

m  =  (a«  +  4  /*  «in  ««)  M  (5) 

Ist  c  =  0,  so  dafe  der  Punkt  F  in  C 
liegt  und  die  Linie  unmittelbar 
mit  der  Axe  verbunden  ist,  so  ist 
9H  =  (J  n  -  ib  +  Ä»)  sin  ««  •  M  (6) 

Ist  a  =  0,  so  dafs  die  Linie  in  GH 
und  in  der  Entfernung  a  \-  mit 
der  Axe  schwingt,  so  ist 

«W  =  a»  M  (7) 

Ist  «  =  90°,  so  dafs  die  Linien  in  P 
mit  der  Axe  verbunden,  in  einer 
Ebene  schwingt,  so  ist 

«D?  =  (a'  +  bx  -  Ib  +  \  I1)  M  (8) 

Ist  n  =  90°,  b  =  b  I ,  so  dafs  die  Linie 
inder  Mitte  mit  der  Axeverbunden 
ist  und  in  einer  Ebene  schwingt, 
dann  ist 


»»=<««+ ^f)* 


Ist  «  =  90°,  fc  =  0,  so  dafs  die  Linie 
an  einem  Endpunkt  mit  der  Axe 
verbunden  ist  und  in  einer  Ebene 
schwingt,  so  ist 

9)l  =  (a«+  \f*)M  (10) 
Ist  a  =  90°,  a  =  0,  so  dafs  die  Linie, 
indem  F  in  C  liegt,  mit  der  Axe 
unmittelbar  verbunden  ist,  so  hat 
man 

9W  =  (jf  -ib  +  b^M 


Ist  n  =  90°,  a  -  0 ,  b  =  0 ,  so  dafs  d  i  e 
Linie  EF  mit  dem  einen  Endpunkt 
F  in  C  liegt  und  in  einer  Ebene 
schwingt,  dann  ist 

SW  =  (12) 
Ist  a  =  0,  6  =  {/,  so  dafs  die  Linie 
DE  mit  ihrer  Mitte  in  C  liegt,  so  ist 

Ist  a  =  0,  &  =  0,  so  dafs  die  Linie 
EF  mit  einem  Endpunkt  in  C  sich 
befindet,  dann  ist 

n  =  ^  /» «in  (i3) 

Ist  a  =  0,  n  =  90°,  6=  1/,  so  dafs  die 
Linie  EF  mit  einem  Endpunkt  in 
C  und  in  einer  Ebene  schwingt, 
dann  ist 

«!)  =  ,',/««  (U) 
Die  Formel  1  ist  mit  Hülfo  der  Inte- 
gralrechnung leichter  darzustellen: 

Setzt  man  nämlich  das  beliebige  Stück 
FJ  =  x,  läfst  dies  um  Jü  =  A*  wachsen, 

M 

so  ist  die  auf  A*  fallende  Masse  =   -  A-*", 

der  Abstand  JL  ist  im  Quadrat  = 
KL1  +  JK*  =  ««  +  W  lin  '«*  =  a1  t  x«  sin  V 
mithin  ist  das  Moment  von  A  -r  = 

-  =  (a«  -f  x»«in  »«) 
dx  ' 

(11)     Mithin  das  Moment  der  Linie  DF  =  x: 


0) 


SW  =  ^a'  +  x«  «in  •«)  i  Ox  =  ~  (a«  x  +  \  xs  «in  >«) 

wo  die  Constante  fortfällt,  weil  für  x  =  0  auch  M  =  o  wird. 

Setzt  man  nun  x  -  DF=  bt  so  erhält  man  das  Moment  wie  Formel  1 

9J1  =  ^-(n»Ä  + !Äs«inM  =(«'+  ii'iinV)  *  JH 


2.  Das  Trägheitsmoment  einer 
Curve,  auf  welcher  Masse  gleich- 
förmig vertheilt  ist,  in  Beziehung 
auf  eine  mit  ihr  in  einer  Ebene 
liegende  Axe. 

Es  sei  AB  die  Drehaxe,  CD  die  Curve, 
deren  Masse  auf  die  Länge  =  1  sei  m, 

Fig.  808. 


die  Axe  inr  Abscissenlinie  genommen 
habe  A  zum  Anfangspunkt,  für  den  Punkt 
E  seien  AF=xt  EF—y  die  Coordinaten. 
Die  Länge  des  Bogens  VE  sei  =/,  das 
Trägheitsmoment  der  Masse  dieses  Bo- 
gens =  SM ,  so  ändert  sich  dies  Moment 
um  AW,  wenn  x  den  Zuwachs  Ax  und 
y  den  Zuwachs  Ay  erhält;  der  Zuwachs 
der  Masse  ist  sodann  =  m  •  A'. 

Nun  kann  A*  so  klein  genommen  wer- 
den, dafs  die  Ordinaten  von  y  bis  y  +  Ay 
entweder  fortdauernd  wachsen  oder  ab- 
nehmen. Dann  ist  der  Zuwachs  . • 
des  Moment*  begriffen  zwischen  den  Träg- 
heitsmomenten, welche  für  die  Masse 
m«A'  statt  finden  würden,  wenn  Idiese 
sich  einmal  am  Endpunkt  der  Ordinate 
y  und  das  andere  Mal  an  dem  der  (y  +  Ay) 
befände.    Man  hat  daher  immer 


>y  Goo; 
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und  wenn  man  zu  den  Grenzwerthen  übergeht,  so  erhält  man 

9  SR       ,  m 
~Dx  =m^  '  Wx  

woraus  3»  =  m/y'  .  $L  .  ö,  =  m  /ys  j/i  +  +  C  (16) 

wo  die  Constante  so  zu  bestimmen  ist,  bogen,  dessen  Mittelpunkt  in  der 

dafs  des  Integral  für  die  Abscisse  des  Axe  AB  liegt,  dessen  Halbmesser  =r. 

Anfangspunkts  C  des  Bogens  verscbwin-  Nimmt  man  den  Mittelpunkt  zum  An- 

det  fangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist 
Beispiel.    Es  sei  CD  ein  Kreis- 

y>  =  r'-*';  also  y •  ®|=  -  x  oder 
Diese  Werthe  in  Gleichung  16  substituirt  ergibt 

W  =  */y*  y  1  +  ^ .  9*  =  m/y  Vy^T*1 9*  =  mr/y  9x  (16) 

Es  ist  aber  fy  bx  die  Fliehe  des  Kreis-  Da  nun  *m  •  ym  die  Fläche  ist,  die  ron 
Stücks  zwischen  der  Abscisse  und  den  c   .  s     und  den  Endordinaten  gebildet 

chen.tr.ck  toiu  Inhalt  =  F,  »o  Ut  L,"i'i  ~  "  '  '  *  * 

3R-m<r.p                         /|7%  3.  Das  Trägheitsmoment  einer 

tx.   „    y> nniti  1.4  .  uu  k      r  mit  Masse  gleich mäfsig  versehe- 

•lJ»3,JSl  nen  Umdrehung»fläche,  wenn  die 

elementarem  Wege:  Axe  der  Fläche  zugleich  die  Dreh- 

Denn  man  denke  sich  den  Bogen  CD  axe 
in  unendlich  viele  unendlich  kleine  Theile  ,st  CD  R    808  der  ^      d„  c 
getheilt,  S„,  sei  der  *te  dieser  Theile  von  TQn  der  ^  Jer  Umdrehurfg  nm  AB  ^ 
C  an  gezählt,  das  Loth  aus  der  Mitte  J  krumme  Fläche  durchlaufen  wird;  sind 
von  Sm  auf  die  Axe  gefällt  sei  yw,  die  Xf  y  die  Endordinaten  des  Bogens,  die 
Protection  des  Theils  Sm  auf  die  Axe  Drehaxe  AB  zur  Abscissenlinie  genom- 
sei *m.    Dann  ist  das  Trägheitsmoment  men,  die  krumme  Fläche  =«  und  die 
«  auf  die  rlacheneinbeit  kommende  Masse 
m  =  m,  das  Trägheitsmoment  der  ganzen 
5Jim  =  m  Sm  •  ym>.  Masse  =  9R,  so  hat  man  unter  der  Vor- 
Denkt  man  sich  nun  das  Dreieck  EGH  «ussetzung  wie  bei  No.  2  : 
als  ein  sehr  kleines  rechtwinkliges  Drei-  AW  :  (jf  +  Ayr  •  »•  A« 
eck,  dessen  Hypotenuse  SOT  und  dessen  Diese  drei  Vergleichungen  durch  &x 
waagerechte  Cathete  »W1  ist,  ferner  von  dividirt  und  zum  Grenzwerth  übergegan- 

J  den  Halbmesser  JN  =  r  gezeichnet,  also  £en  PDt 
das  zweite  Dreieck,  wo  der  Halbmesser        nn       .  ,  9«ft 
r  die  Hypotenuse  und  yw  die  der  *m  ähn-        m  =  MJ*  '  öx  9,r' 
lieh  liegende  Cathete  ist,  so  hat  man         Nach  Bd.  II,  pag.  194  ist  aber  das  Dif- 

Sm  :  *w  =  r :  ym  ferenzial  der  Umdrehungsfläche  u 

mithin   TO.,  =  m  •  r  •     .  v__  Mithin  ist 


Es  ist  also  das  Trägheitsmoment  d««         <m    ^      ,.«••/.  .  ^9«^«.  , 
uzen  Bogen.  =  m  .  r  *  (,„  .  y„).  *  dM  =  f  1  +  Vß)  &*+C(18) 

rv.  ii 
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Beispiel.  Es  sei,  Fig.  809,  die  Um- 
drehu  ngsfläche  eine  Kugelzone, 
die  ihren  Hittelpunkt  C  in  der 
Drehaxe  hat;  so  ist,  wenn  man  den 
Mittelpunkt  zum  Anfangspunkt  der  Ab- 
scissen  nimmt, 

y3  =  r«  -  x» 
Oy  _  x 
Öx~~~y~ 
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hieraus 
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A  HF^^C'x'G  B 

und  folglich    SH  =  2mn  fy*  j/l  +  —t  8x  =  Imnfy*  \y%  +  x3  Oj 
=  2/mr /y3  =  Inmr  J{r*  -  x3)  +  C 


also  das  Trägheitsmoment  der  von  dem 
Bogen  &/  gebildeten  Kugelzone 

W  =  2nmr(r*x-  Jx3)  (19) 
wo  die  Constante  fortfällt,  weil  für  x=0 
auch  die  Zone  =  0  wird. 

Hat  der  Anfangspunkt  des  Bogens  die 
Abscisse_  a  links  von  C,  d.  h.  ist  die  Ab- 
scisse  für  diesen  Anfangspunkt  =  —  a, 
so  mufs  9JI  für  x  —  —  a  verschwinden. 
Dann  ist  also 

0  =  Irimr  (-  r^  +  JoHC 
also  vollständig  für  den  Bogen  DE 

SW  =  2:xmr  [r»(x-r-o)-  4  (x3  +  a1)]  (20) 

Die  Klammergröfse  multiplicirt  mit  n 
ist  die  körperliche  Zone  zwischen  den 


Ordinaten  y  und  y'  und  schreibt  man 
dieselbe 

so  ist  n  mal  der  ersten  Klammergröfse 
die  von  CJEG  gebildete  körperliche  Zone 
von  der  Höhex,  und  n  mal  der  zweiten 
die  von  CJDF  gebildete  körperliche  Zone 
von  der  Höhe  a. 

In  dem  Art.  .Kugel",  No.  26  hat 
man  nämlich  die  Formel  für  die  körper- 
liche Zone 

\nh  (3a«  +  34'  +  A3). 

Für  die  Zone  rechts  von  der  Ilühe  x 
ist  hier  isrj  6  =  yund  A  =  x;  demnach 
hat  man  die  körperliche  Zone 


J  7t x  (3r3  +  3y>  +  x*)  =  i  tix  (3r«  +  3r3  -  3x3  +  x3)  =  tt  (r«x  -  J  xJ). 

Eben  so  erhält  man  die  links  liegende  Zonenoberfläche 
Zone  von  der  Höhe  ä  -  n  (r3a  -  4  a3).  2W  =  2mr  •  K  (21) 

Bezeichnet  man  den  Inhalt  der  zwi-  Erstreckt  sich  der  Bogen  bis  //  in  die 
sehen  y  und  y'  begriffenen  körperlichen  Drehaxe,  so  ist  die  Fläche  eine  Ca- 
Zone  mit  A  ,  so  ist  das  Moment  der  lotte,  a  ist  =  r  und  aus  Formel  20 


9W  =  2  Jimr  [r3 (x  +  r)  -  i(x3  +  r*)]  =  2vrmr  [|  r3  +  r*x  -  i *3] 


(22) 


Erstreckt  sich  der  Bogen  auch  auf  der 
zweiten  Seite  bis  zur  Drehaxe,  so  ist  auch 
x  =  r  1  die  Fläche  ist  eine  Kugel- 
fläche, und  deren  Trägheitsmo- 
ment 

9Ä  =  J,™r4  (23) 

Bezeichnet  man  mit  M  die  auf  die  ganze 
Kugelfläche  vortheilte  Masse  =  4/rmr3, 
so  ist  das  Trägheitsmoment 

SW  =  |  r3  Af  (24) 

d.  h.  Das  Trägheitsmoment  der 
Masse  einer  Kugeloberfläche  ist 
=  dem  von  §  der  Masse,  wenndiese 
in  dem  Abstand  des  Halbmessers 
von  der  Drehaxe  angebracht  wird. 


Die  vorstehenden  Resultate  lassen  sich 
auch  durch  elementare  ßetrachtung  fin- 
den. Ist  nämlich  die  Masse  auf  eine 
Zone  gleichmäfsig  vertheilt,  so  theile  man 
die  nöhe  derselben  in  unendlich  viele 
unendlich  kleine  Theile  und  lege  durch 
die  Theilpunkte  Ebenen  normal  der  Dreh- 
axe, wodurch  die  Zone  in  lauter  gleich 
grofse  Zonen  zerlegt  wird ,  von  denen  jede 

h  h 

—  Inr —  ist:  deren  Masse  =  2nr — •  m. 
n  n 

Der  Abstand  des  mten  Theils  von  der 
Axe  sei  ;/,„ ,  so  ist  dessen  Trägheitsmo- 
ment =  2  nr  —  •  my^5,  folglich  die  Snm- 


Digitized  by  Google 


Moment  der  Trägheit. 


163         Moment  der  Trfigheit. 


me  aller  Momente  der  n  Zonen  = 

A 

Nun  ist  n  •  —  y,„3  der  Inhalt  des  mten 
Kugelabschnitts ,  mithin  die  Summe 
^--r-^-y,,,'  der  Inhalt  des  ganzen  Ku- 
gelabschnitts. Dieser  mit  K  bezeichnet 
gibt  das  Trägheitsmoment  =2rmK. 

Verwandelt  sich  die  Zone  in  die  Ku- 
gel  fläche,  so  wird  K  =  J/rr1,  folglich  das 
Trägheitsmoment  der  Kugel  fläche  =  \nmr* 
=  $r*M,  wo  N  die  auf  die  ganze  Kugel- 
fläche  vertheilte  Masse  bezeichnet 

4.  Das  Trägheitsmoment  einer 
mit  Masse  gleich mäfs ig  versehe- 
nen Fitrur.  die  von  der  Abscisse, 
den  beiden  Ordinaten  und  einer 
Curve  begrenzt  ist,  in  Beziehung 
auf  die  Abscisse  als  Drehaxe. 

Die  Masse  der  Flächeneinheit  sei  =  m, 
zwischen  den  Abscissen  x  und  ,r|/\r 
sollen  die  Ordinaten  entweder  immerfort 


wachsen  oder  immerfort  abnehmen.  Denkt 
man  sich  nun  zwei  Rechtecke  Ton  der 
gemeinschaftlichen  HöheAx,  deren  Grund- 
linien y  und  (y-f-Ay),  so  wird  von  den 


Fig.  810. 


Trägheitsmomenten  beider  Rechtecke  der 
Zuwachs  A1V  des  Moments  der  Figur 
eingeschlossen.  Die  Maasen  der  Recht- 
ecke sind_  w  und  (y  +  Ay)A**», 
deren  Trägheitsmomente  sind  aber  =  den 
Trägheitsmomenten  ihrer  Massen  einmal 
auf  y  und  das  andere  Mal  auf  (y  +  Ay) 
teichmäfsig  vertheilt,  daher  diese  Träg- 
eitsmomente 


=  iy'-y-Aa-'m  und  t(y  +  Ay)1  (y  +  Ay)  A*  •  w 


Zwischen  beide  fällt  A^J?. 


Will  man  das  Trägheitsmoment  durch 


Wenn  man  also  die  drei  Vergleichun-  die  parallelen  Seiten  y,  y,  und  durch  die 

gen  durch  A*  dividirt  und  zu  den  Grenz-  üöhe  *  ausdrücken,  so  bat  man  die  Höbe 

werthen  übergeht,  so  ergibt  sich  =a  gesetzt-  h  =  x  —  x 

a  "  x  ' 

-  im!f  femer  *  =  — '  y 

Woraus  das  Trägheitsmoment  der  '  T 

Figur  folglich  x,  -f-  h  =  x  =  — '  y 


und 


9«  =  Wy58*  +  C  (25) 
Beispiel.    Es  sei,  Fig.  811,  die  be-  woraus 
grenzende  Curve  eine  gerade  Linie  AB, 
die  Figur  also  ein  Trapez.  Man 
hat  also 

x, :  y,  =  x  :  y 

woraus  y  =  * 

*, 

folglich 

Für  x  =  x,  mufs  3W  verschwinden,  da- 
her vollständig 


y  -  y. 


x=  A  + 


Ay,   _  *y_ 


/  y>\*  /o\      Di«»e  Werthe  in  Formel  26  substituirt 

-ftmy—J  (x  -x,4)  (26)  g^bt  das  Moment  des  Trapezes 
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Ist  M  die  Masse  des  Trapezes  =  \h  (y  \  yt)m , 
so  hat  man 

=  JCy'  +  y,5)**  (28) 
Ist  »/,  =  0,  so  erhält  man  das  Trägheits- 
moment des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks, dessen  eine  Cathete  die  D reh- 
axe  ist  =  ty*M  =  ftxyt  (29) 

d.  h.  halb  so  eroTs  als  wenn  die 
Masse  auf  der  Cathete  y  verlheilt 
wäre. 

Da  jedes  Dreieck  sich  in  zwei  rechtwink- 
lige, Dreiecke  theilen  läfst,  so  ist  das 
Trägheitsmomenteines  Dreiecks, 
dessen  Grundlinie  die  Drehaxe  ist 
=  dem  6ten  Theil  der  Masse,  die- 
selbe in  der  Spitze  des  Dreiecks 
rereinigt  gedacht. 

5.  Das  Trägheitsmoment  eines 
Dreiecks  mit  darauf  gleichförmig  ver- 
teilter Masse  in  Beziehung  auf  eine 
Axe,  die  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
durch  seine  Spitze  liegt. 

Es  sei  (Fig.  812)  die  gegenüberliegende 
Seite  mit  der  Axe  parallel  =  A,  deren  Ab- 
stand von  der  Axe  =  A,  die  auf  die  Flä- 
cheneinheit kommende  Masse  =  1.  Theile 


Fig.  812. 


h  in  m  gleiche  Theile,  ziehe  durch  die 
Theilpunkte  Parallelen  mit  der  Axe  und 
beschreibe  zwischen  ihnen  inwendig  und 
auswendig  Rechtecke,  berechne  die  Träg- 
heitsmomente der  inwendigen  Rechtecke, 
als  wenn  deren  Massen  auf  den  der  Axe 
zunächst  liegenden  Seiten,  und  die  der 
auswendigen  Rechtecke,  als  wenn  deren 
Massen  auf  den  der  Axe  entferntest  lie- 
genden Seiten  vereinigt  wären. 

Das  oberste  inwendige  Rechteck  hat 

die  Breite- — -  A,  die  Hohe  —  A  und  sein 
n  n 

Abstand  =  (~~)*>  se'n  Trägheitsmoment 
ist  also 

n        n      \  n     }  «« 
Das  oberste  auswendige  Rechteck  hat 

die  Breite  b,  die  Hohe  —  A  und  deu  Ab- 


stand =  A,  sein  Trägheitsmoment  ist  also 

b  •  i  A  •  A'  =  —  aa« 
n  n 

Mithin  sind  die  Summen  der  Momente 
sämmtlicher  in-  und  auswendigen  Recht- 
ecke 

n*  n* 

Zwischen   beiden,   deren  Unterschied 

=  —  AA'  ist  fällt  das  Moment  des  gege- 
benen Dreiecks. 

Nun  ist  ^  (n  -  1)»  =  i  («  -  l)1  •  n* 
£n»        =i«"(«+  1)' 

Zwischen  beiden  ist  die  Zahl  einge- 
schlossen ^n*  •  n*  =  l  n*. 

Zwischen  beiden  obigen  Summen  liegt 

also  auch  ±  — .  •  *AJ  =  1AA1 
n* 

und  da  das  Moment  des  Dreiecks  eben- 
falls zwischen  beiden  Summen  liegt,  so 
ist  das  Trägheitsmoment  eines  mit 
derSpitze  in  derDrehaxe  und  mit 
der  Grundlinie  derselben  be- 
findlichen Dreiecks  =  |6a»  (30) 
Ist  M  die  gesammte  Masse  des  Drei- 
ecks =  {''/i.  so  ist 

ÜN  =  *A»*/  (31) 

Das  Moment  ist  also  gleich  dem  Mo- 
ment der  halben  Masse,  dieselbe  in  einem 
Punkt  unter  dem  Abstand  A  vereinigt 
gedacht. 

6.  Das  Trägheitsmoment  eines 
materiellen  Trapezes,  dessen  eine 
parallele  Seite  Drehaxe  ist. 

Theile  das  Trapez  durch  Lothe  aus  den 
Endpunkten  der  oberen  Seite  auf  die  un- 
tere in  ein  Rechteck  A  und  zwei  recht- 
winklige Dreiecke  B,  C,  so  ist  nach  der 
Bezeichnung,  Fig.  813,  die  Masse  des 
Rechtecks  =  9W,  gesetzt 


Fig.  813. 


3W,  =  £A«  •  Jf,  =  *A>.AA  =  4&A» 
Das  Moment  der  beiden  Dreiecke  B 
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and  C  =  W,  =  ^A'  ■  Mt,  wenn  Mt  deren 
Masse  bezeichnet, 

=  | *'  •       -  *)  *  =  t1»  (<*  ~  *)  *" 
Mithin  das  Moment  des  Trape- 
zes die  Summe  der  beiden  Momente 
gjl^VCfl  +  S*)*1  (32) 

a  +  b 

Die  Masse  M  des  Trapezes  ist  =  h 

mithin  zugleich 

go  =  i?±3*A»Af  (33) 
1  +  6 

7.  Das  Trägheitsmoment  eines 
beliebigen  materiellen  Dreiecks 
in  Beziehung  auf  eine  durch  eine 
der  Spitzen  des  Dreiecks  und  in 
dessen  Ebene  liegende  Drehaxe. 

Ist  die  auf  die  Flächeneinheit  kom- 
mende Masse  =  1,  so  hat  man  bei  der 
Bezeichnung,  Fig.  814,  nach  Formel  27: 

Fig.  814. 


9R  das  Trägheitsmoment  des  Systems  in 
Beziehung  auf  die  durch  den  Schwerpunkt 

Senommene  Axe,  Jtf  die  gesammte  Masse, 
T  aber  das  Trägheitsmoment  derselben 
in  Beziehung  auf  eine  mit  jener  im  Ab- 
stand a  parallelen  Axe,  so  ist 

Denn  es  sei  AB  (Fig.  815)  die  durch 
den  Schwerpunkt  G  des  Systems  liegende 
Axe,  CD  die  in  der  Entfernuug  Gti-a 
mit  ihr  parallele  Axe;  m;  m, ;  m,  ... 


Das  Moment  des  Trapezes  CDJG  = 

wf  =  ■I^,a+$)(«  +  *)(a1+*,) 

Die  Trägheitsmomente  der  beiden  Sei- 
tendreiecke sind  nach  Formel  29 

Diese  beiden  Momente  von  dem  des 
Trapezes  abgezogen  gibt  das  Moment  des 
Dreiecks  CDE 

SR  ■  ^(ag  +  t>()  (a«  +  ah  +  b*)  (34) 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  CDE  ist  = 

2   Kit  9)        2  2 

daher  das  Trägheitsmoment  des  &CDE 
auch 

«W  =  4>a  +  ab  +  b*)M  (35) 
8.  Das  Trägheitsmoment  eines  Massen- 

S stems  für  irgend  eine  Axe  ist  =  dem 
rägheitsmoment  für  eine  mit  dieser  pa- 
rallele Axe  durch  den  Schwerpunkt  des 
Systems  -)-  dem  Trägheitsmoment  der  ge- 
flammten Masse  in  ihrem  Schwerpunkt 
vereinigt  gedacht  und  dieser  in  Beziehung 
auf  die  erste  Axe  genommen.   D.  h.  Ist 


seien  die  einzelnen  Massentheile  des  Sy- 
stems, ihre  Abstände  von  AB  seien  x; 
x, ;  x-...;  von  CD  aber  y;  y,;  y,...; 
endlich  <p;  qp, ;  <?,•••  die  Winkel,  welche 
die  Abstände  x;  x, ...  mit  den  Abstän- 
den a  der  beiden  Axen  mit  den  Durch- 
schnittspunkten der  Axe  AB  machen, 
diese  Winkel  von  0  bis  360°  nach  einer 
Seite  hin  gezählt  (Fig  816). 

Fig.  816. 


Da  nun  die  x  auf  der  Axe  AB  und 
die  y  auf  der  Axe  CD  normal  stehen,  so 
sind  die  Axen  auch  auf  den  Ebenen  der 
Winkel  zwischen  x  und  y  normal  und 
folglich  sind  die  Abstände  der  Standpunkte 
je  zweier  zusammengehörigen  Lothe  x 
und  y  auf  den  beiden  Axen  normal  und 
folglich  überall  es  a. 

Man  hat  demnach  in  jedem  Dreieck 
zwischen  a  und  den  x  und  y: 
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y*  =  a»  +  x»  -  2ax  co,  m  y,»  =  m,  a«  +  m,  x  *  -  2m,  «x,  cct  q , 

und  wenn  man  mit  dem  Massenelement  „  «  - 

m  multiplicirt  u'  * 

my*  =  ma*  -f  mx*  —  2max  coi  <p  Addirt  man  nun  alle  diese  so  gebilde- 

Eben  so  hat  man  ten  Gleichungen,  so  erhält  man 

my3  +  i«,  y,*  +  ...  =  (m  +  m(+  ...)a,  +  mx*  +  m,x,7  +  ...-2a(tnxcos  <p  +mrx(coi9-,  +  ...) 


Nun  sind  dieProducte  xcot  </-,  x,coiq,  ... 
die  Abstände  der  Massentheile  von  Ebe- 
nen, die  sich  sämmtlich  in  der  durch  den 
Schwerpunkt  G  mit  CD  parallel  gelegte 
Axe  durchschneiden,  und  zwar  liegen 
diese  Abstände  gegen  die  Ebenen  ent- 
weder nach  der  einen  oder  der  anderen 
Seite,  je  nachdem  die  Producte  positiv 
oder  negativ  sind.   Folglich  ist  die  letzte 


Klammergröfse  die  algebraische  Summe 
der  statischen  Momente  sämmtlicher  Mas- 
sentheile in  Beziehung  auf  jene  Ebe- 
nen aus.  Diese  Ebenen  gehen  aber 
durch  den  Schwerpunkt  O  des  Systems, 
folglich  ist  diese  algebraische  Summe 
der  Producte  =  0. 

Die  Gleichung  reducirt  sich  also  auf 
folgende: 


»ya  +  ■»,  V,'  +  ....  =  (*•  +  m,  +  . . .)  o«  -f  mx'  +  m,  x  »  +  . . . 


Nach  der  angenommenen  Bezeichnung 
ist  aber 

my»  +  m,  *•+....  =  «' 

m  +  m,  -f  =  M 

mx'  +  w,  *,»  +  ..  ..  =  OT 

folglich  hat  man 

9JT  =  9R  +  a1  M  (36) 

9.  Aus  dem  Satz  No.  8  folgt,  dafs  in 
Bezug  auf  parallele  Axen  das  Trägheits- 
moment für  diej  enige  Axe,  welche 
durch  den  Schwerpunkt  geht,  ein 
Minimum  ist;  dafs  esaber  füralle 
parallele  Axen  unter  einerlei  Ab- 
stand vom  Schwerpunkt  unverän- 
derlich dasselbe  bleibt. 

10.  Das  Trägheitsmoment  eines 
Dreiecks  in  Bezug  auf  eine  Axe  in 
derEbenedesselben  unddurchden 
Schwerpunkt,  ferner  in  Bezug  auf 
jede  andere  Axe  parallel  mit  der 
Ebene  des  Dreiecks  (Fig.  817). 

Fig.  817. 


Ist  DE  eine  durch  den  Schwerpunkt 
G  des  &ABC  gelegte  Axe,  die  Masse  des 


Dreiecks  a  M,  die  Abstände  der  drei  Win- 
kelspitzen =  a ,  b,  c.  Man  ziehe  durch 
die  Spitze  A  die  Linie  FH  A  DE,  so  sind 
die  Abstände  der  Punkte  B  und  C  von 
FH=a+b  und  «±c,  folglich  das  Träg- 
heitsmoment des  &ABC  für  FH  nach 
Formel  35 

9»'=  4  [(<*  +     +  («+  6)(a±c)-K«±c)»]  M 
Hiervon  a*M  abgezogen ,  gibt  das  Träg- 
heitsmoment W  des  Dreiecks  in  Bezie- 
hung auf  die  Axe  DE. 

Nun  ist  der  Abstand  AJ  =  a  des  Schwer- 
punkts G  von  der  Axe  FH 

_(«+*)+  (a*c) 
3 

woraus       a  =  b  ±c 

folglich  ist  das  Moment  des  Dreiecks  auf 
FH,  wenn  man  c  eliminirt 
W  =  i  (7a  -  ab  +  b*)  M 

und  das  gesuchte  Moment  auf  DE  = 
«'  -  a«  M 

m  =  Ha»  -  ab  +  i«)  M  (37) 
und  wenn  man  a  eliminirt 

9R  =  J  +  (38) 

Soll  nun  das  Trägheitsmoment  für  eine 
beliebige  andere  mit  der  Dreiecksebene 
parallele  Axe  gefunden  werden,  so  darf 
man  nur  durch  den  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  eine  Linie  $  der  Axe  ziehen, 
das  Trägheitsmoment  für  dieselbe  nach 
Formel  37  oder  38  aufstellen  und  hierzu 
a,a/V  addiron,  wenn  a,  den  Abstand  bei- 
der Axen  bezeichnet 

11.  Das  Trägheitsmoment  einer 
materiellen  Figur,  wenn  diese 
durch  eine  Curve  und  beide  End- 
ordinaten  begrenzt  ist  und  die Dreh- 
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axe  durch  einen  Punkt  der  Ab- 

scisse  normal  auf  der  Ebene  der 
Figur  steht 

Es  sei  für  die  Figur  CAGF  der  Durch- 
schnittspunkt E  der  Drehaxe  zugleich  der 


das  auf  y  vertheilte  Moment  = 

(*'+ jy^m-A« 
das  auf  y  +  Ay  vertheilte  Moment  = 

O  +  A*)»  +  i(y  +  Ay)'J  «» •  A« 
Zwischen  beiden  wenn  man  sie  mit 


Fig.  818. 

4^71 

\  n 

A 

Ar  dividirt  ist  also  auch 


ATO 
A* 


begriffen. 


Anfangspunkt  der  Coordinaten.  Es  sei 
das  Trägheitsmoment  der  Figur  =  Vi,  das 
Flächenstück  selbst  =  «.  Aendert  sich 
x  um  A-*",  nnd  hiermit  y  um  A</,  u  um 
/\u,  also  die  Masse  tnu  um  m^«,  so 
denke  man  diese  zuerst  auf  y  und  dann 
auf  y  +  Ay  gleichmäfsig  vertheilt,  so  wer- 
den beide  das  wahre  Moment  &Vi  ein- 
schließen. 
Nun  ist  nach  Formel  10 


Beide  einschliefsende  Quotienten  haben 
aber  den  gemeinschaftlichen  Grenzwerth 

(•*  +  Ay3) m  •  «r  1  folglich  hat  auch  die 

OX 

AW 

zwischen  fallende  Gröfse  - —  denselben 

A* 

Grenzwerth.    D.  h.  es  ist 

g7  =  m(x»  +  J»-)gi 

Da  nun  nach  Obigem  9u  =  y  •  0  >  ,  so 
hat  man 

-^^»»(x'+iy^y 

woraus  das  Moment  der  Figur 

9»  =  !»^»+  iy»)y9x  +  C  (39) 
12.  Beispiel.    Es  sei  die  Linie  (AG) 
eine  gerade,  die  durch  die  Drehaxe  E 
geht,  also  die  Linie  EG.    Dann  ist  ihre 
Gleichung  wenn  man  a  =  x  ly  a  setzt 

x  I y  «  =  y 


und       9»  =  mJU'  +  i     y  9x  =  mfe'  +  4  *J    '«)  x  fy  a  Öx 

=  i»<y  a(l  +  My,n)/*,9x  =  i»'y«(l  +  4     *«)**+  C 


Setzt  man  x  =  b,  y  =  *,  so  ist  Ig  a  =  — 


ecksebene  befindliche  Drehaxe 

VI  -  j\  m  •  ö  •  h  (36*  +  A2)  (40) 

und  man  hat  das  Trägheitsmoment  eines  Die  Masse  des  Dreiecks  ist  M  =  jmbh, 
rechtwinkligen  Dreiecks  für  eine  durch  mithin  hat  man  auch  das  Trägheitsmo- 
die  Spitze  von  b  normal  auf  der  Drei-  ment 


971  =  1(36»  -I-  A«)  M  =  *(*'  +  W  *■  *Ä*(6'  + 


(41) 


D.  h.  das  Trägheitsmoment  eines  Das  Quadrat  des  Abstandes  des  Schwer- 
rechtwinkligen Dreiecks  für  die  punkts  von  der  Drehaxe  Eist 
Axe,  welche  durch  die  Spitze  nor-  =(§*)« +  (£*)'=  4(4**  +  **) 
mal  auf  seiner  Ebene,  steht,  ist  so  AUo  das  Moment  w  des  Dreiecks  auf 
grofs,  als  wenn  die  halbe  Masse  eine  durch  den  gchwerpankt  normal  auf 
auf  der  gegenüberliegenden   Ca-  d-    Dreiecksebene  gerichtete  Axe  ist 
thete  gleichmäfsig  vertheilt  wäre.  0 


(42) 


13.  Das  Trägheitsmoment  eines  belie-  6  und  c  seien  die  Abstände  der  beiden 

higen  Dreiecks  für  ciue  Axe,  die  auf  des-  anderen  Spitzen   B   und  C  von  dem 

sen  Ebene  normal  ist.  Punkt  D. 

Die  Axe  gehe  zuerst  durch  den  Win-  Die  Masse  der  Flächeneinheit  sei  =  1 , 

kelpunkt  A,  dessen  Abstand  AD  von  der  so  ist  das  Moment  des  &ABD  nach  For* 

gegenüberliegenden  Seite  BC  sei  A,  und  mel  41 
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folglich  das  Trägheitsmoment  des 
A  ABC  in  Beziehung  auf  A 

3K'  =  ±A[&A>-H6«-cA«-4cn 

=  i* (6  -  c) [A>+  4 (6»+  6c  +  O]  (43) 

Ist  M  die  Hasse  des  Dreiecks  ACB 
=  $*(*- c),  so  hat  man  auch  das  Träg- 
heitsmoment des  &ABC  in  Beziehung 
auf  A  6 

^WO'+KA'  +  Ae  +  c»)]*  (44) 
Der  Schwerpunkt  (1  des  &ABC  liegt 
auf  der  ÄC  in  £  halbirenden  Linie  AE, 
und  es  ist  A(l-\AE  daher 

=  |(40»  +  DK>)  =  |  [*l  +  fc±?f] 

Daher  das  Trägheitsmoment  des  &ABC 
in  Beziehung  auf  die  in  dem  Schwerpunkt 
G  befindliche  Axe 


=  iAA(A«+W 
das  Moment  des  A  ACD  =  J  ch  (*»  -f 


W  =  1.  [A»  +  *  (|l  +  AC  +  C«)J  *f  -  *  [*»  +  fi  +  tf  I  ;|/ 

=  i«r(A,  +  *,  +  c»-6c)lf 


(45) 


14.  Ist  das  Dreieck  gleichwink- 
lig, also  AC'  =  AC,  so  hat  man  nur  das 
Moment  des  A  zu  bestimmen ,  das 
Moment  dessen  Hälfte,  des  A40C  wie 
No.  13  das  Moment  des  &ABD,  wenn 
man  in  demselben  c  für  b  setxt 
=  |cA(A»  +  i«q 

Das  Moment  des  gleichschenkligen 
&ACC  in  Beziehung  auf  die  Axe  in  A 
ist  demnach 

=  ieA(A>+ ic«) 

Bezeichnet  man  wie  gewöhnlich  die 
ganie  Grundlinie  CC  mit  einem  Buch- 
staben a,  so  hat  man  vom  &ACC  das 
Trägheitsmoment  für  die  Axe  in  A 

W  =  iah(k*+fta*)  (46) 
und  da  dessen  Masse  M-^ah  auch 

W^A'+A«")*  (47) 


15.  Das  Trägheitsmoment  einer  mate- 
riellen Kreisebene  für  eine  durch  seinen 
Mittelpunkt  normal  auf  der  Ebene  befind- 
liche Axe. 

Ist  M  die  Masse,  also  die  Masse  m  der 

mm 

Flächeneinheit  =  — -  ,  so  sei  R1  das  Träg- 
heitsmoment des  concentrischen  Theils 
der  Kreisebene  vom  Halbmesser  =  x. 
Beim  Zuwachs  von  x  um  A  *  wächst  die 
Masse  um 

nm  [(x  +  Ax)'  -  x»J  =  Trm  (2x  +  A *)  A* 

Denkt  man  sich  alle  diese  Massentheile 
erst  im  Abstand  x,  dann  im  Abstand 
X  +  A*  ™ra  Mittelpunkt,  so  wird  daa 
wahre  Moment  der  Zuwachsmasse  von 
beiden  Momenten  eingeschlossen  und  es 
ist 


nm  (2x  +  A*)  A*  •     <  A  W  <  *m  (2x  +  A*)  A*  (*  +  A*)J 


Die  drei  Vergleichungen  durch  A*  di- 
vidirt  und  zu  den  Grenzwerthen  überge- 
gangen gibt 

^'  =  2W 

woraus  W  =  2nmfx*  8x  =  ^mx* 
wo  C  =  0  ist. 

Für  x  =  r  hat  man  das  Trägheitsmo- 
ment der  ganzen  Kreisebene 

m  =  tnmr*  =  $r3M  (4g) 

Dies  Resultat  erhält  man  elementar, 
wenn  man  den  Kreis  in  lauter  kleine 
Dreiecke  «erlegt  denkt,  deren  Spitzen  im 


Mittelpunkt  liegen;  alsdann  ist  nach  No. 
12  das  Moment  fedes  der  Dreiecke  =  dem 
Moment  der  halben  Masse  (!*r«m)  in  der 
Grundlinie,  also  im  Abstand  r  von  der 
Axe  entfernt;  mithin  gilt  dies  von  aUen 
Dreiecken  zusammen  genommen,  d.  h 
vom  ganzen  Kreise. 

16.  Das  Trägheitsmoment  eines 

materiellen  Kreisringes  von  den 

Halbmessernr  und  p  in  Beziehung 

auf  die   durch   den  Mittelpunkt 

normal  der  Ebene  befindliche  Dreh- 
axe. 

Setzt  man  die  Masse  des  Ringes  =  Jf, 
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Hie  des  Ergänzungskreises  =  M',  so  ist  und         M  t  M  +  Jf'  =  rJ  —  q*  :r* 
das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Kreises  at 

=  il*{M  +  lt)  folglich  ist  M'  =  -^^-,'M, 

das  des  Ergänzungskreises  r  ? 

folglich  das  des  Ringes  =  *r*(Jf+;W')-  ^»JT  ■  +  Jf  ■  r»-  p»  '  * 

Nun  ist  M':M  +  M'  =  p»  r»  folglich  ist  das  Trägheitsmoment  desKreis- 

woraus  Mt Ä*«s  r*  —    j  p*  rings 


17.  Das  Trägheitsmoment  eines 
Cylinders  in  Beziehung  auf  seine 
Axe  als  Drehnxe. 

Denkt  man  sich  den  Cylinder  in  eine 
unendliche  Menge  von  Cylindern  toii  un- 
endlich kleinen  Höhen  zertheilt ,  so  hat 
jeder  einzelne  dieser  Theile  dasselbe  Mo- 
ment mit  dem  Kreise  \r7  IU  (Formel  48), 
mitbin  der  ganze  Cylinder  die  Summe 
dieser  Momente  zum  Moment,  also  des- 
gleichen das  Trägheitsmoment  {  r*  M. 

Man  kann  aber  auch  für  die  Ermitte- 
lung des  Moments  die  Massentheile  des 
Cylinders  parallel  mit  seiner  Axe  nach 
einer  Seite  hin  fortgeführt  und  auf  einen 
seiner  Endkreise  gebracht  denken,  wo 
dann  das  Trägheitsmoment  in  Beziehung 
auf  die  Axe  dasselbe  bleibt.  Es  ist  nun 
der  Cylinder  zu  einer  materiellen  Kreis- 
ebene  geworden  und  man  hat  nach  For- 
mel 48 

Das  Trägheitsmoment  eines  rollen  Cy- 
linders in  Beziehung  auf  seine  Axe. 
SR  =  1  r*  M  (50) 

Die  Masse  M  des  Cylinders  ist  =  ;ir*h, 
mithin  hat  man  auch 

VR  =  {xr*h  (51) 

18.  Das  Trägheitsmoment  eines 
hohlen  Cylinders  in  Beziehung 
auf  seine  Axe  als  Drehax^. 

Es  ist  dies  bei  derselben  Betrachtung 
mit  No.  17  wie  Formel  49 

9Ji  =  *(*•'  + C*)  M  (i2) 
Die  Masse  M  ist  —  n  (ra  -  ••*)  h ,  dem- 
nach auch 

3H  =  1  .t  (r*  -  p«)  A  (53) 

19.  Das  Trägheitsmoment  einer  Kugel 
in  Beziehung  auf  eine  »durch  ihren  Mit- 
telpunkt gelegte  Drebaxe. 

Es  sei  AB  die  Drebaxe,  FG  der  auf 
AB  normale  durch  den  Mittelpunkt  ge- 
richtete, DE  ein  zweiter  ihm  paralleler 
Kreisdurchschnitt,  der  Halbmesser  CG 
der  Kugel  =  r,  der  Abstand  beider  Kreis- 
ebenen a  x,  der  Halbmesser  von  DE 

=  y  =  \'r*~  x>. 


Bezeichnet  man  das  Trägheitsmoment 
des  Kugelabschnitts  von  der  Höhe  r  +  s 
mit  9J1 ',  so  ist  das  Trägheitsmoment  des- 
sen Zuwachses  A®i'  begriffen  zwischen 


Fig.  820. 


dem  zweier  Cylinder  von  der  Höhe  A-*- 
und  deren  Grundflächen  die  Halbmesser 
y  und  y-fAy  haben.  Ist  m  die  Masse 
der  Cubikeinheit,  so  sind  diese  Trägheits- 
momente nach  Formel  51 

^-Tmy4  •  A-r  und  \nm  (y  +  Ay)4  A  '" 

„...BW  . 
folglich         =  \  .nny 
öx 

folglich 

«W'  =  J  nm  fy*  8x  =  * xmjlr*  -  x»)«  9x 

=  t-Tm  (r«x-Jr«x5  +  ix*)  +  C 

Das  Integral  zwischen  den  Grenzen 
x  =  —  r  unof  *  =  +  r  gibt  das  Trägheits- 
moment der  ganzen  Kugel.  Fürx  =  —  1 
wird  9K'  =  0,  also  C  =  ftnmr*.  Diesen 
Werth  eingesetzt  und  x  =  +  r  genommen 
entsteht  das  Trägheitsmoment  der  gan- 
zen Kugel 

9Ji  -  A  Trmr»  (54) 

Die  Masse  der  Kugel  ist  =  ftntnr3,  folg- 
lich ist  zugleich 

aW  =  Jr3Af  (55) 

20.  Ein  zweites  Verfahren  für  die  Auf- 
findung des  Trägheitsmoments  der  Kugel 
ist  folgendes: 
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Es  sei  x  der  Halbmesser  eines 
concentrischen  Tbeils  der  Kugel, 
'IT  dessen  Trägheitsmoment,  A" 
dessen  Inhalt,  so  sind  die  zusam- 
men gehörigen  Aenderungen  A*, 
AÄ\  m  A/T  und  AtOi'. 

Die  Masse  zuerst  auf  den  Halb- 
messer x,  sodann  auf  den  Halb- 
messer x  +  A*  vereinigt  gedacht, 
geben  die  beiden  einschließenden 
Trägheitsmomente.  Nun  hat  man 
nach  Formel  24 

jmx'AÄV  aW<  JwCx+A-r^AA" 

woraus  -= —  =  J  wix9 

ox  Ox 

Nun  ist    K'=  J.tx3 
folglich      ^■  =  4.fx!f 
8271' 

Mithin  -5 —  =  j|.7«ix* 
ox 

und  9H'  =  ,«5  .twx*  4  C 

wo  die  Constante  fortfällt. 

Für  x  =  rund  ^/  =  J^mr3  ent- 
steht  das  Trägheitsmoment  der 
ganzen  Kugel 

21.  Die  ad  No.  19  angewendete  Me- 
thode beschränkt  sich  nicht  auf  die  Ku- 
gel allein,  sondern  gilt  für  alle  Umdre- 
hungskörper, wenn  ihre  Axe  als  Drehaxe 
genommen  wird. 

Ist  nämlich  die  Erzeugungslinie  ihrer 
Oberfläche  durch  eine  Gleichung  zwischen 
rechtwinkligen  Coordinaten  gegeben,  die 
Axe  des  Körpers  als  Abscissenlinie  ge- 
nommen und  ist  ÜM  das  Trägheitsmoment 
des  Körpers ,  der  zwischen  zweien  anf  der 
Drehaxe  normal  geführten  Ebenen  be- 
griffen ist,  von  welchen  die  eine  den 
Abstand  x  auf  der  Ahscisse  vom  Coordi- 
naten-Anfangspunkt  genommen  hat,  so 
ist  nach  denselben  Schlüssen  wie  No.  19 
bei  der  Kugel,  die  zu  x  gehörige  Ordi- 
nate der  Erzeugungslinie  =  y  gesetzt 
«Di  =  ^m/y«9x 

Dies  IntegTal  mnfs  immer  zwischen 
den  Grenzen  genommen  werden,  welche 
die  beiden  auf  der  Axe  normalen  den 
Körper  begrenzenden  Ebenen  bestimmen. 

22.  Das  Trägheitsmoment  eines  Kör- 
pers, der  durch  Flächen  begrenzt  wird, 
deren  Punkte  durch  eine  Gleichung  zwi- 
schen rechtwinkligen  Coordinaten  gege- 
ben sind. 

Man  nehme  die  Drehaxe  des  Körpers 
zur  Axe  der  Z,  A  sei  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten,  AX  und  AY  die  Axen 
der  X  und  der  Y.  DGFH  sei  die  krumme 


Fig.  821. 


Fläche,  welche  mit  den  drei  Coordinaten- 
ebenen  AENK,  AGDK  und  AEFG  und 
den  beiden,  den  letzten  beiden  Ebenen 
in  den  Abständen  j  und  y  parallel  ge- 
zogenen Ebenen  EFHN  und  DHMK  den 
Korper  begrenzt.  Dann  ist  £F=»,  die 
zu  AK  =  x  und  AE-y  gehörige  Ordi- 
nate des  Punkts  F  uud  zwischen  x,  y,  » 
ist  eine  Gleichung  gegeben.  Die  auf  die 
Körpereinheit  kommende  Masse  sei  =  m. 

Das  Trägheitsmoment  des  bezeichneten 
Körpers  in  Beziehung  auf  AZ  sei  =  SW. 

Aendert  sich  x  um  A*  allein,  so  än- 
dert sich  der  Körper  um  dessen  Verlän- 
gerung DHNKd,k,n,h,  das  Moment  ü)i  än- 
dert sich  um  das  Moment  A3R  dieses 
Zuwachskörpers,  und  natürlich  dieses  auf 
x  als  Urvariable  genommen  hat  man  nach 
der  Taylor'schen  Reihe  (Bd.  II,  pae.  299. 
Formel  1) 


2R  + 


Ö3H 


f>*Dt  Aj 


wo  Ä'  die  übrigen  Ergänzungsglieder  ia 
Summa  bezeichnet. 

05»    D9)l        8«ü)i  a*' 
woraus      -  =    -  A  r-f-  .  v  •  9  rt+  H 

Ox        Ox  Vj  1*2 

Aendert  sich  y  um  Ay  allein,  so  än- 
dert sich  dor  Körper  um  dessen  Verlän- 
gerung FHNRffitn%et  und  man  hat  wie 
vorher  die  Moment^änderung,  d.  h.  das 
Trägheitsmoment  des  genannten  Zuwachs- 
körpers in  Beziehung  auf  die  Axe  der  Z 
ÖSJi    OÜW      ,  8*»  Ay3  „ 
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Aendert  sich_x  and  y  zugleich,  so  in-  her  betrachteten  Zuwachskürper  +  dem 
dert  sich  der  Körper  um  die  beiden  vor-  Prisma  BNk,n,MJktnti  und  man  erhält 

89JI      fiM,  8  »Dt  ,  Ö*«W  A*'    0»aw  .  8*3TC    Ay1  „„ 

8xTöi=  ö7  +  V  +  WiTi+F Ax'Ay  +  9*.9y'  l~2+Ä 


Zieht  man  von  dieser  Gesamintände- 
rung  die  Summe  der  ersten  beiden  Aen- 
derungen  ab,  so  erhält  man  das  Träg- 
heitsmoment des  über  NJ  stehenden  Pris- 
ma in  Beziehung  auf  die  Axeder  Z,  Ab- 
stand AN: 
8*Dt 

wo  H" ,  R  ,  Ä,  Gröfsen  sind,  die  mit 
A*  •  Ay  dmdirt,  bei  der  beliebigen  Ab- 
nahme dieser  beiden  beliebig  klein  wer- 
den können. 

Ist  V  das  Volumen  des  Körpers,  so  ist 
eben  so  die  Differenz  zwischen  der  Ge- 
sammtänderung  des   Körpers  nnd  der 


Einzeln-Aenderungen  nach  x  und  nach  y 
also  das  Prisma 

Nun  ist  offenbar  der  Unterschied  I.  das 
Moment  des  Volumen  II.;  das  Quadrat 
des  kleinsten  Abstandes  ist  —  x*  -fy*, 
das  Quadrat  des  größten  ist 

AJ*  =  (x  +  A*)'  +  (y  +  Ay)3 
Multiplicirt  man  also  das  Volumen  mit 
m  und  einzeln  mit  den  Quadraten  beider 
Abstände,  so  begreifen  die  Producte  das 
oben  bestimmte  Moment  zwischen  sich. 
Man  hat  demnach: 


-  <x'  +     *  äxTöy         + R„  < 


Ay  +  ... 


<"•[(*  +  A*)J  +  (y  +  Ay)*] •  9  —  Qy  Ax  •  Ay  +  R„ 


Dividirt  man  nun  die  drei  Vergleichun- 
gen  mit  A*  •  Ay>  und  gebt  zu  den  Grenz- 
wert  he  n  über,  so  hat  man 

Es  ist  aber  8  V  =  i  •  Ox  •  8y 

8K 


Fig.  822. 


woraus 


mithin 


=  5 


8x-8y 


und  SW  ■  m/V*  +  y»)  *  •  8x  •  8y  (54) 
Da  diese  Integrirung  zwei  Constanten 
einführt,  so  sind  diese  so  zu  bestimmen, 
data  die  Integrale  für  x  =  0  und  y  =  0 
verschwinden. 

22 a.  Beispiel.  Das  Trägheitsmoment 
eines  geraden  Prisma,  dessen  Grundfläche 
ein  Trapez  ist,  in  Beziehung  auf  die  pa- 
rallele Grandkante  als  Drehaxe. 

Es  seien  AB  =  a  und  DE  =  b  die  pa- 
rallelen Grundkanten  der  Grundebene  des 
Prisma,  AB  die  Drehaxe,  A  deren  Höhe, 
/  die  Länge  des  Prisma.  Nimmt  mau 
den  einen  Endpunkt  A  der  Kante  zum 
Anfangspunkt  der  Coordiuaten,  die  Kante 
AB  selbst  /.nr  Axe  der  Z,  die  darauf 
normale  Kante  /  zur  Axe  der  X  und  die 
auf  beiden  Kanten  normale  Linie  AF  zur 
Axe  der  Y,  so  ist  nach  dem  vorigen  Satz 


das  Trägheitsmoment  des  Körpers 
ÜJ?  =  ■■/*(*» +  »^»öx-  Dy 
Nimmt  man  nun  eine  beliebige  Länge 
AG    7,  zieht  die  mit  AB  Parallele  GJ, 
so  hat  man 

I  =  HJ  =  GJ  -  GH  -  a  -a~b  y- 

Setzt  man  um  *  aus  dem  Integral  zu 
eliminiien,  diesen  Werth  ein,  so  ist 
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ü»  =  w/«(x>  +  ya)(«-^y)  S*.8y  +  C 

Integrirt  man  9Ji  auf  x%  wo  also  y  eocstant  gesetzt  wird,  so  erhält  man 
3R  =  mf[*  («  -  *=±9)  +  y>  (o  -  -T*  y)J  8,  .  öy 

=  ««-yU*Hy^)(«-^y)8y  +  C 
Dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  *  =  0  und  *  =  1  genommen  gibt 

=  k  ~fi«*P  -  (*  -  *)  P  y  +  3«Ay«  -  3  (a  -  4)  y»J  8y 

Dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  eine  Kante  schwingt,  so  ist  sein  Träg- 

y  =  0  nnd  y  —  A  genommen :  gibt  heitsmoment  dasselbe,  als  wenn  der  dritte 

ra+*  ~|  Theil  seiner  Masse  in  der  diagonal  ge- 

W  =  J»»/A[-^  /Ht(«  +  36)A3J(05)  genöberliegenden  Kante  vereinigt  wäre. 

n  +  k  24.  Znr  Prüfung  der  Richtigkeit  Ton 

Die  Masse  M  des  Prisma  ist        *•/•«;  Torstehenden  und  ähnlichen  Berechnun- 

daher  aoch  *en  '",nn  ,nan  w*e         erfahren.  Man 

nehme  das  Moment  des  rechtwinkligen 

=  k  ( l*  4-  \  °  ^     k*)  Af          (56)  Par*MeleP>Peds  nach  Nb.  23  nnd  ziehe 

*         a  +  ö     I  davon  ab  das  Moment  des  Prisma  der 

Ist  die  Grundfläche  des  Prisma  ein  Grundebene  AEF. 

Parallelogramm,  also  4  =  a,  so  ist  Ersteres  ist  + 

9Jl  =  j(f*  +  A«) M                      (57)  Letzteres  durch  x,  y,  %  ausgedrückt 


consUnt  =  a  seUt.  «- * 

Dann  ist  also  AlM  °m>    JJ{X     ' '  A 


Auf  *  integrirt  -"•-T-/^,y+r)ö*-öy+  C 

m  =  m«/**1  +  y»*)  8y  Dieses  Differenaial  nach  « integrirt  und 

x  zwischen  0  und  /  genommen  x  von  0  bis  /  genommen  gibt 

Auf  y  integrirt  m~j~  'JUfy+sftfy+C 


•'(^y-Hy1) 


Dieses  Differential  nach  y  integrirt  und 


y  zwischen  0  und  A  genommen  «  zwischen  0  und  *  genommen  gibt 

3R  =  *(/«  +  A«)  3f  =  A  (Xf? M      (58)  das  Trägheitsmoment  des  Prisma  Ton  der 
Wenn  also  das  Parallelepipedum  um  Grundebene  ABDE- 

ÜK  =  J  molk  (/*  +  A»)  -  m  (a  -  b)  hl  [i  (*  + 1 **) 

=  »m/A  [|(a  +  6)  /*  + 1  (a  +  3b)  A>]  =  J  (/»  +  *  ^?_6  A»)  * 
wie  Formel  55  und  56. 

25.  Schreibt  man  Formel  56 :  Trägheitsmoment  einer  geraden  materiel- 

9fl  -  (iP  +  1  a+  3&  h*\  V  !en  H0**»       0,0  einen  inrer  Endpunkte 

\*   +  •  a-j-A     /  in  einer  Ebene  schwingt,  also  auch  das 

so  hat  man  Formel  12:  4A3M  als  das  Moment  eines  um  eine  Grundflächenkanto 
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schwingenden  Prisma,  wenn  dessen  Masse 
auf  die  Höhe  oder  Länge  /  gleichmäßig 
yertheilt  ist.   Ferner  ist  nach  Formel  33 

j  a+3b  A,  _  M  |^  Trägheitsmoment  eines 
a-\-  o 

Trapezes,  .wenn  es  um  die  gröfsere  pa- 
rallele Seite  a  schwingt,  zugleich  also 
auch  das  Moment  eines  Prisma,  wenn 
dessen  Masse  auf  die  trapezförmige  Grund- 
fläche gleichmäßig  vertheilt  ist. 

Demnach  ist  das  Trägheitsmoment  eines 
vierseitigen  Prisma  =  der  Summe  der 
Trägheitsmomente,  wenn  die  Masse  des- 
selben auf  dessen  Länge  und  dieselbe 
Masse  auf  die  Qrundebene  vertheilt  wird 


Für  6  =  0  erhält  man  hieraus  das  Träg- 
heitsmoment des  dreiseitigen  Prisma  x 
Ton  der  Länge  /,  dessen  Grundfläche  die 
Seite  a  und  die  Höhe  *  hat,  wenn  man 
also  das  erste  A  mit  /  vertauscht 

g»  =  (i/'+lA«)M=i(2/'-|-A,)M  (59) 

Es  ist  \(*>i  das  Trägheitsmoment  der 
Länge,  jA'Af  das  des  Dreiecks,  man  hat 
bei  dem  dreiseitigen  Prisma  also  dasselbe 
Gesetz  wie  bei  dem  vierseitigen. 

26.  Man  kann  diese  Formel  auch  un- 
mittelbar aus  Formel  54  entwickeln,  wenn 
man  BE  zieht  und  das  &ABE  als  Grund- 
ebene  betrachtet,  alsdann  ist  HK  -  s  und 
man  hat  a  •  i  =  A :  A  -  y 


woraus 


•=T(*-») 


a  +  26 

Trapezes  von  der  Drehaxe  a  ist  =  I  — — -  A, 

o  +  i 

im  Prisma  liegt  er  auf  der  halben  Länge. 
Daher  ist  der  Abstand  des  Schwerpunkts 
dieses  Prisma  von  der  Drehaxe  im  Qua- 

iim 

Multiplicirt  man  das  Quadrat  mit  M 
and  zieht  es  von  dem  Moment,  Formel 
56  ab,  so  erhält  man  das  Trägheitsmo- 
ment des  Prisma  für  die  durch  den  Schwer- 
punkt, parallel  mit  einer  der  beiden  (i rund- 
kanten genommene  Axe: 

27. 


3K 


(«+*)■ 

Es  sind  die  Trägheitsmomente  eines 
Massensystems  in  Beziehung  auf  drei  un- 
ter sich  normale  Coordinatenaxen  gege- 
ben. Das  Trägheitsmoment  in  Beziehung 
auf  eine  beliebige  Axe  soll  bestimmt  wer- 
den, welche  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  geht. 

Es  sei  AB  die  neue  Momentenaxe,  A', 
}',  Z  seien  die  drei  gegebenen  Axen, 
«,  ß>  y  die  Winkel  der  neuen  Axe  mit 

Fig.  823. 


Diesen  Werth  in  Formel  54  gesetzt  gibt 
«Di  =  «•/»(xHy')  j  (A  -y)öx .  Öy 

=  m  — /* (Ax*- yr1  +  Ay>  -  y^o-.fty 

Nach  x  integrirt  und  x  Ton  0  bis  /  ge- 
nommen gibt: 

W=m  ~M*f  -  t^y + *y" - y1) Oy 

Nun  wieder  nach  y  integrirt  und  y  zwi- 
schen 0  und  A  genommen: 

9R  =  tV»  "■*'**  GM*  +  **) 
Nun  ist  M  =  tak'lm 

woraus  wie  Formel  49 : 
Der  Abstand  des  Schwerpunkts  eines 


den  alten,  m  sei  ein  Massentheilchen  des 
Systems, dessen  Abstand  von  A  —  Am=d; 
x,  y,  s  dessen  Coordinaten,  J  der  Win- 
kel zwischen  d  mit  AB,  p  das  Loth  von 
m  auf  AB,  so  ist  das  Trägheitsmoment 
des  Elements  m  auf  AB  =  p2  ■  m. 

X       tf  s 

Nun  ist  p  =  d  sin  6 ;  -j ,    ~t%  -t  awd 

die  Cosinus  der  Winkel ,  den  die  Coordi- 
natenaxen mit  d  bilden.    Daher  ist 

x  y  * 

co$  a~cota'-j  + eos  ß  •  ~r  4" cot  y  •  ~y 

a  d  d 

folglich  d  cos  6  =  x  cot  m  +  y  cotß  +  i  cot  y 


Aber  p*  =  d1  $in  %d  m  d1  (1  —  cot  M)  =  d*  —  (x  c o$  a  H  y  cot  ß  -|  i  cot  y)' 
Ferner  ist   rf»  =  x*  +  y'  -f  *» 

Folglich    p*  =  x*  -f  y'  -f  **  -  x3  co$  ««  -  y*  cot  '/*  -  **  co$  *y  —  2xy  cot  a 

—  2x*  co»  a  •  cot  y  —  2ys  cot  ß  •  cot  y 
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oder  p*  =  ,«  +  y,t»»V+*,**»V  —  2xyco*«»eo*/?  -  2x%cosa -cosy  -  yi  cos  ß  -cot y 
daher  das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  neue  Axe: 

mp*  -  mx'  «tu  *«  +  my1  sin  9ß  +  ms*  sin     -  2m  xy  co»  a  •  cot  ß  —  2m  xi  cos  a  •  cot  y 

-  2m  yi  cos  ß  *  cos  y 

Gleiche  Ausdrücke  erhält  man  für  alle  übrigen  Massentheile  m,;  m,;  m,..., 
deren  Coordinaten  x,  y,  s,;  x,  y,  s, ;  . . .  sind. 

Daher  ist  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Systems 

5)?  =  sin  ht  ^  mx*  +  sin  9ß  ^  my»  +  sin     i£  m»3  -  2  co»  «  .  co»  0  £  «xy 

-  2  co»  «  •  co»  y  ^  fflxi  -  2  co*  /?  •  co»  j  •  ^  mys  (I) 

Sind  die  Coordinatenebenen  so  ange-  Da  sich  nun  allgemein  darthun  lädt,  dafs 
nommen  und  ist  das  Massensystem  so  für  jedes  Massensystem  durch  jeden  be- 
beschaffen ,  dafs  jede  Ebene  das  System  liebigen  Punkt  sich  wenigstens  drei  recht* 
in  2  congruente  oder  symmetrische  Hälf-  winklige  Coordinatenaxen  annehmen  las- 
ten theilt,  so  werden  die  drei  letzten  Glie-  sen ,  für  welche  jede  der  drei  letzten  su In- 
der einzeln  =  0.  Denn  alsdann  gibt  es  manschen  Glieder  verschwinden,  die 
zu  beiden  Seiten  jeder  Ebene  z.  B.  XY  Hauptaxen,  so  aollen  die  Axeu  hier 
für  *  und  —  %  zwei  gleiche  Massentheile,  als  Hauptaxen  gedacht  werden.  Dann 
deren  Momente  sich  gegenseitig  aufheben,  reducirt  sich  die  Gleichung  auf 

(ID 


3R  =  #i«  *«  £  mx3  +  »im  V  ^  mys  +  sin  *y  ^  »»' 


Bezeichnet  man  das  Trägheitsmoment  Hieraus  folgt 
dw  Systems  für  die  Axe  der  X  mit  A,  UA  +  B-  C)  =  *mS 

für  die  Axe  der  Y  mit  B,  für  die  Axe  i  »^-<^ 

der  Z  mit  C,  so  ist  *(i4  "  B  +  0-Z«*^ 

»-^-.r«.  t(    Z   -tl Z^.t  Diese  Werthe  in  den  Ausdruck  II.  für 


C  =  ^  m  (x-  +  y»)  =  £  mx-  +  $  my 


2 


m  subatituirt,  gibt 


3Jl  =  i(-  ^ +  Ä  +  0 «••'«  + i(^"*  +  C)«nV+H^+  B-C)sin9y 

oder    SR  =  H  (-•"•'"  +  *•»  V  +  "»  V)  +  *  *  ("«  *«  -  *»»  V  +  ««  V) 
+  |  C  («in  »n  +  #•»«/!-  «»  V) 
Nun  ist    -  sin  9a  -f-  «in  V  +      V  =  —  -  +  c0*  ,ff  +  •  ~  f0*  V  +  •  —  w*  V 
=  1  +  co»  *a  —  co»  V  —  ro*  V  =  2  co»  *« 

weil    co»  '«  +  co»  V  +  co*     =  l 

Eben  so  findet  man  den  Factor  Ton  Sind  zwei  der  Trägheitsmomente  in 
iÄ  =  2co*V  und  den  son  $C  =  2cos*y.     Beziehung  auf  Jdie  Hauptaxen  einander 

Also  hat  man  endlich  8leich>  *•  B-  Ä  =  c.  80  wird  ■»«  UI- 

9»  =  ^co«-«  +  flco#V  +  Cco*V      (III)  3)t  =  A  cos  »<e  +  fl(co»  'ß  +  eos  'y) 

Da  nun  cos  >«  =  1  -  co»  V  -  cos  »y  so  =    <"M  '«  +  Ä  (I  —  co»  «<*) 

ist  aus  III.  =if  +  M-Ä)co»>« 

%)l  =  A  —  (A  —  B)  cos  V  -  (/t  -  C)  co»  -y  Folglich  bleibt  dann  das  Trägheitsmo- 

Eben  so  weil  co«  >y  =  l  -  cos  «o  -  co*  M  n»«nt  des  Systems  für  alle  Axen  ein  und 

9Jt  =  C  +  (/i  -  C)  co»  -« -f  (Ä  -  O  co«  V  dasselbe ,  welche  auf  dem  Mantel  eines 

Sind  nun  die  Momente  der  nauptaxen  Jefjf  Hegen»  d««™  Axe  die  Axe  A 

ungleich  und  A  >B>C,  so  ist  das  Mo-  *?*  deMe3  Selte  mit  lhr  den  WinkeI  « 

ment  >4  für  die  Axe  der  X  das  gröfste  JJh  ,     „    n  .   .  ,  m  , 

und  das  C  für  die  Axe  der  Z  das  kleinste  *}**  ^  =  *  =  ?\SV9  TO  =/> 

unter  allen  Axen,  die  denselben  Anfangs-  .       h' ,.d"  T^J,ei^mofmenlnnfntL  *Ji! 

punkt  haben,  weil  A  -  B,  A  -  C,  B  —  C  d  e  durc^  den  Aüfan^anM  i 

positite  Gröfsen  sind.    Ist  der  Anfangs-  ^iden,  bleibt  da*- 

Eunkt  zugleich  Schwerpunkt,  so  ist  C  das  sel0e- 

leinste  Trägheitsmoment  für  alle  Mo-  lOutt,  s.  d.  Art.  .Astronomischer 

mentenaxen  der  Trägheit.  Monat"  und  „Cyclna". 
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Mond.  Der  stete  Begleiter  unserer  Erde, 
die  Erhellung  unserer  Nächte.  Seine  Be- 
wegung um  die  Erde  und  mit  dieser  um 
die  Sonne,  so  dafs  furtdauernd  der  zwi- 
schen beiden  gemeinschaftliche  Schwer- 
punkt in  der  Ekliptik  sich  befindet  und 
darin  fortschreitet,  s.  den  Art.  „Cen- 
traibewegung* mit  Fig.  279.  Es  ist 
hierbei  zu  beachten,  dafs  wegen  der  Kreis- 
bewegung des  Mondes  um  die  Erde  der 
gedachte  Schwerpunkt  in  jedem  Augen- 
blick verrückt  wird  und  dafs  dies  aufser 
den  Kreisbewegungen  des  zwischen  Erde 
und  Mond  bestehenden  Massensystems 
noch  geradlinige  Bewegungen  zur  Folge 
hat. 

Die  Mondbahn  um  die  Erde  durchschnei- 
det die  Ekliptik  unter  einem  nur  kleinen 
Winkel  von  5°  8' 47"  im  Mittel  und  weicht 
höchstens  b[°  von  derselben  ah. 

Es  sei  C  der  Mittelpunkt  der  Erde,  qq 
die  Durchschnittslinie  der  Aequatorebene, 
er  die  unter  23^°  mit  derselben  geneigte 
der  Ekliptik  und  mm  die  der  Mondbann, 
so  ist  /_rcm  -  5°  8'  47'.  Diese  Mondbahn- 
ebene bleibt  (die  Schwankungen  des  Sy- 
stems vorläufig  unberücksichtigt  gelassen) 


Fig.  824. 


eben  so  constant  parallel  mit  sich  selbst 
als  die  Erd-Aequatorebeno.  Der  Mond  links 
stehend  hat  südlicho  Breite  (gegen  ee)  und 
nördliche  Abweichung  (gegen  qq),  rechts 
nördliche  Breite  und  südliche  Abweichung. 

Die  consequent  bleibende  Parallelität 
der  einzelnen  Bahnen  veranlafst  Aonde- 
rungen  in  den  Lagen  zwischen  ee  nnd 
mm 

Es  ist  im  Profil  der  Herbstpunkt  //  als 
Standpunkt  C  gedacht,  und  der  Mond 
steht  au  Ts  er  halb  der  Ekliptik  FSHW 
unterhalb  nnd  innerhalb,  oberhalb 
derselben.    Dasselbe  ist  mit  dorn  Erd- 


aequator  der  Fall,  und  in  beiden  Lagen 
ist  der  Winkel  mcq  zwischen  der  Mond- 
bahn und  dem  Erdaequator  (ecq  -  ecm) 
=  23*°-  5°  8J'=  18°  21 1'. 

Schreitet  man  nun  im  Kreise  der  Eklip- 
tik mit  der  Erde  und  dem  sie  urnkrei- 
senden  Mond  von  //  über  W  nach  F  mit 
fort,  so  erblickt  man  vor  F  den  Erdae- 
quator innerhalb  der  Ekliptik  unter- 
halb und  aufs  erhalb  der  Ekliptik 
oberhalb  derselben.  Die  Mondbahn  da- 
gegen ist  als  eine  ebenfalls  parallel  blei- 
bende Kreislinie  mit  dem  hier  links  be- 
findlichen  Punkt  rechts;  aufserhalb  ge- 
kommen und  unterhalb  geblieben,  und 
der  rechts  befindliche  Punkt  m  ist  in- 
nerhalb der  Ekliptik  gekommen  und 
oberhalb  geblieben;  demnach  sind  in 
beiden  Lagen  /_mcq  zwischen  Erdaequa- 
tor und  Mondbahn {ecq  +  ecm)  =  23J°  +  b6  8}' 
=  28°  38}'. 

Der  Mond  dreht  sich  während  eines 
siderischen  Umlaufs  ganz  gleichförmig 
um  die  Erde  herum,  und  da  er  keine 
eigene  Rotation  um  seine  Axe  hat  wie 
die  Erde  alle  24  Stunden  und  die  übri- 
gen Planeten,  so  macht  er  während  die- 
ses Umlaufs  um  die  Erde  nur  eine  Axen- 
drehung,  nämlich  eine  Drehung  um  die 
vom  Mittelpunkt  der  Erde  als  Drehpunkt 
bis  zu  seinem  Mittelpunkt  als  Endpunkt 
reichende  Axe.  Sein  Aequator,  die  durch 
seinen  Mittelpunkt  gelegte  mit  dem  Erd- 
aequator parallel  gedachte  Ebene  bleibt 
fortdauernd  in  constanter  Lage  und  pa- 
rallel mit  sich  selbst ,  wie  der  Erdaequa- 
tor; dessen  Neigungswinkel  mit  seiner 
Bahn  mm  (die  Schiefe  seiner  Ekliptik)  be- 
trägt nur  11°,  (bei  der  Erde  ist  diese 
Schiffe  23}  0  und  wegen  gänzlich  man- 
gelnder Rotation  um  sich  selbst  bleibt 
er  nur  mit  immer  derselben  Seite  der 
Erde  zugewendet. 

Der  Mond  erleidet  mehr  als  irgend  ein 
anderer  Weltkörper  eine  Menge  von  at- 
tractorischen  Einwirkungen,  die  während 
■einei  Bewegung  um  die  Erde  und  mit 
dieser  um  die  Sonne  theils  regelmäßig, 
theils  unrogelniäfsig  periodisch  sich  än- 
dern : 

Die  grofso  Schiefe  der  Erdekliptik  ver- 
anlafst, dafs  der  Mond  theils  den  abge- 
platteten Nord-  und  Südpolen  theils  dem 
Aequator  der  Erde  zunächst  kommt,  so 
dafs  seine  Axe  bald  unten  bald  oben  der 
Erde  näher  gerückt  wird  und  somit  fort- 
dauernd in  Schwanknngen  verbleiht.  Hier- 
zu kommt  die  periodisch  regelmäfsig  wie- 
derkehrende Ungleichheit  der  Anziehung 
durch  die  Sonne,  je  nachdem  er  in  seinem 
Rundlauf  um  die  Erde  der  Sonne  sich 
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nähert  und  entfernt,  welches  von  Neu- 
mond bis  Vollmond  in  einem  Längen- 
unterschied von  etwa  103000  Heilen  statt 
findet  und  wodurch  die  elliptische  Mond- 
bahn bald  verkürzt,  bald  verlängert  wird. 
Endlich  kommen  die  Anziehungen  dazu, 
welche  die  übrigen  Planeten  auf  ihn  aus- 
üben und  die  um  so  verschiedener  an 
Gröfse  ausfallen,  je  nachdem  die  Plane- 
ten, besonders  die  grüfsesten  Jupiter,  Sa- 
turn, Uranus  in  der  Erdferne  oder  in  der 
Erdnähe,  und  ob  sie  alle  mehr  oder  we- 
niger auf  einer  oder  auf  entgegengesetz- 
ten Seiten  der  Sonne  sich  befinden'. 

Der  Mond  ist  aus  diesen  Gründen  der 
den  astronomischen  Berechnungen  auf  das 
Widerspenstigste  entgegentretende  Welt- 
körper gewesen,  und  erst  Laplace  ist  es 
durch  unsägliche  Arbeit  gelungen  nach- 
zuweisen, dafs  derselbe  dem  von  New- 
ton entdeckten  Attractionsgesetz  eben  so 
wie  die  übrigen  Weltkörper  streng  unter- 
worfen ist.  (Vergleiche  den  Art.  „Cen- 
tralbewegung",  pag.  15  mit  Fig.  280.) 

Dafs  der  Mond  immer  nur  die  eine 
Seite  der  Erde  zuweiset,  darüber  sagt 
schon  Galilei,  dafs  die  diesseitige  Mond- 
halbkugel  eine  natürliche  Beziehung  oder 
Neigung  zu  ihrem  liauptplaueteu ,  der 
Erde  habe.  Denn  als  Erde  und  Mond 
aus  dem  formlosen  Chaos  sich  zu  bilden 
anfingen,  fügten  sich  die  einzelnen  Welt- 
atome nicht  völlig  conccntrisch  um  den 
Mittelpunkt,  sondern  nach  der  Seite  der 
Erde  hin  in  stärkerem  Maafse.  D.  h.  also: 
Bei  der  noch  weichen  zum  Theil  flüssi- 
gen Beschaffenheit  des  Mondes  lagerten 
sich  die  schwereren  Massen ,  von  der  Erde 
angezogen  nach  dieser  hin,  befustigteu 
sich  dort,  und  weil  nun  auf  der  entge- 
gengesetzten Halbkugel  die  leichteren 
Theile  verblieben ,  wurde  eine  Axenbil- 
dung  für  eine  Rotation  unmöglich.  (Ver- 
gleiche den  Art.  ,  Attracti  on"  mit  Fig. 
104,  pag.  167.) 

Die  oben  gedachten  Ungleichheiten  in 
der  Bewegung  des  Mondes  und  in  dessen 
Bahn  selbst  sind  denn  auch  die  Ursach, 
dafs  die  Knoten,  die  Punkte,  in  welchen 
der  Mond  bei  seiner  Umdrehung  die  Erd- 
ekliptik durchschneidet,  eben  so  sehr  ver- 
änderlich sind;  sie  weichen  bei  jedem 
einzelnen  Umlauf  um  die  Erdo  nahe  I  { 
nach  Westen  zurück  und  beschreiben  in- 
nerhalb 18  Jahren  228  Tagen  (im  Mittel) 
den  ganzen  Umkreis  von  360  Grad. 

Die  oben  erwähnte  geringe  Neigung 
des  Mondaequators  gegen  die  Ekliptik 
von  nur  M  Grad,  so  dafs  beide  fast  mit 
einander  parallel  laufen,  ist  dann  die  un- 
mittelbare Ursach,  dafs  auf  dem  Mond 


die  Wendekreise  nur  3°  aus  einander  lie- 
gen und  dafs  die  Polarzonen  ebenfalls 
nur  U  im  Bogen  sind.  Von  klimati- 
schen Unterschieden  kann  also  dort  nicht 
die  Rede  sein  und  es  mufs  auf  dem  Monde 
ein  ewiger  Frühling  und  Tag-  und  Nacht- 
gleiche Gestehen. 

Wenn  wir  Neumond  haben,  hat  die  ans 
abgekehrte  Mondhälfte  Tag  und  zwar  aaf 
die  ganze  Zeitdauer  des  halben  synodi- 
schen Monats  von  {  mal  29J  Tagen  =  364 
Stunden;  in  den  darauf  folgenden  354 
Stunden  hat  diese  Mondfläche  Nacht  und 
zur  Erleuchtung  nur  das  schwache  Licht 
des  gestirnten  Himmels.  Die  uns  zuge- 
kehrte Mondhälfte  hat  die  Abwechselung 
von  Tag  und  Nacht  in  denselben  Zeit- 
längen: bei  Nacht,  wenn  der  Mond  ons 
Neumond  ist,  ist  dort  Nacht  und  unsere 
Erde  leuchtet  ihm  als  von  der  Sonne  er- 
leuchteter Mond  mit  einer  Scheibe,  die 
den  Mondbewohnern  14  mal  gröfser  er- 
scheint als  uns  die  Mondscheibe,  wäh- 
rend ihnen  die  Sonnenscheibe  wie  uns 
gleich  grols  ist. 

Ist  die  durch  den  Mondmittelpunkt  C 
gezogene  Linie  PP  die  nach  der  Erde  ge- 
richtete Axe,  die  darauf  normale  qq  der 
Aeqnator,  mm  die  Durchschnittslinie  der 


Fig  825. 


Krcisebeue,  in  welcher  der  Mond  um  die 
Erdo  sich  dreht,  et  die  Ekliptik,  in  wel- 
cher Erde  und  Mond  um  die  Sonne  läuft, 
so  ist  ZmCe  =  5°  8J\  ^eCq  =  1°  30'  folg- 
lich der  Winkel  mCq,  der  zwischen  der 
Bahn  und  dem  Aequator  des  Mondes 
=  6°38f. 

Der  Mond  ist  eine  Kugel  ohne  irgend 
eine  Abplattung;  um  seinen  Durchmesser 

[Anmerk.  Ist  Bd.  III,  pag.  252,  Fig. 
709,  //'  der  Mittelpunkt  des  Mondes,  C 
der  Mittelpunkt  der  Erde,  O  der  im  Ho- 
rizont mit  W  liegende  Ort  der  Erdober- 
fläche, so  ist  ^OH'C  die  Horizontalpa- 
rallaxe des  Mondes,  also  zugleich  der 
Winkel,  unter  welchem  der  Halbmesser 
CO  der  Erdkugel  von  dem  Monde  aus 
gesehen  wird.] 
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zu  finden  hat  man  seinen  scheinbaren 
Durchmesser  in  seiner  Erdnähe  1978  Se- 
cnnden,  seine  Horizontalparallaxe  zugleich 
3629  See. ,  mithin  der  scheinbare  Durch- 
messer der  Erdkugel  von  dem  Monde 
aus  gesehen  =  2  x  3629  See.  =  7258  See. 

Demnach  hat  man 

7258" :  1978"  =  1719  Meilen  i  *  Meilen 

woraus  x  der  Durchmesser  des  Mondes 
468,4  Meilen. 

Der  Umfang  des  Mondes  1470,5  Meilen. 

Die  Oberfläche  des  Mondes  68924  □Mei- 
len. 

Der  körperliche  Inhalt  53  800  000  Ku- 
bikmeilen. 

Die  Gröfsen  zwischen  Erde  und  Mond 
sind  im  Verhältnis 
Durchmesser  =  3j  :  1 
Oberfläche  =14:1 
Volumen       =  50  : 1 

Die  Oberfläche  des  Mondes  hat  etwa 
die  Grobe  von  Amerika. 

Die  Masse  des  Mondes  als  aliquoter 
Theil  von  der  unserer  Erde  wird  verschie- 
den angegeben :  Laplace  bestimmt  die- 
selbe aus  der  beobachteten  Ebbe  und 
Flut  auf  7V  Dagegen  wird  in  Betrach- 
tung des  Schwankens  der  Erdaxe  die  jetzt 
allgemein  gültige  Zahl  „'T  angenommen. 

Aus  Masse  und  Volumen  erhält  nian 
die  Dichtigkeit  des  Mondes  =  gy  :  so  =  H 
=  0,58  der  Erddichtigkeit. 

Hieraus  erhält  man  die  Schwerkraft  des 
Mondes  in  dem  Fallraum  für  die  erste 
Secunde,  der  Beschleunigung  g: 

Die  Beschleunigung  der  Erde  ist  15 
par.  Fufs,  mithin  bei  „*,  Masse  die  Be- 
schleunigung des  Mondes  bei  einerlei 
Durchmesser  mit  der  Erde  =  par.  Fufs. 
Beim  Monde  aber  beträgt  der  Halbmesser 

nur—  des  der  Erde,  der  Sitz  dessen 

Schwerkraft  von  der  Mondoberfläche  ist 
also  um  so  viel  geringer  und  die  Mond- 
beschleunigung beträgt  (3})J  •  J  ,N  =  2,32 
pariser  Fufs. 

Die  gröfste  Entfernung  des  Mondes  von 
der  Erde  ist  55000  Meilen,  die  kleinste 
ist  48000  Meilen ,  wonach  die  Excentrici- 
tät  =  3500  Meilen.  Diese  Längen  sind, 
wie  oben  nachgewiesen,  und  besonders 
die  Excentricität  grofsen  periodischen 
Veränderungen  unterworfen  \  die  Excen- 
tricität wird  nach  einem  Mittelwerth  0,055 
der  halben  grofsen  Axe  angenommen  nnd 

.  .  .  .    .     55000  +  48000 

betragt  also   ~  0,055=2832,5 

Meilen,  noch  nicht  ganz  3000  Meilen. 
IV. 


Aus  demselben  Grande  setzt  man  die 
mittlere  Entfernung  des  Mondes  von  der 
Erde  52000  Meilen  =  60  Erdhalbmessern 
=  -i ' »  der  Entfernung  der  Erde  von  der 

Sonne. 

Monde,  die  der  Planeten,  des  Jupiter, 
des  Saturn  und  des  Uranus  s.  u.  „ Ne- 
benpia neten". 

Mondcyclas,  s.  n.  .Cyclus". 

Mondenjahr,  ein  Jahr  des  Alterthnms. 
1  bei  Solon  und  2  bei  den  Juden,  s.  n. 
Kalender  pag.  1. 

Moadfiosternifs  entsteht,  wenn  der 
Mond  in  den  Schatten  geräth,  den  die 
von  der  Sonne  beleuchtete  Erde  hinter 
sich  wirft;  der  Mond  hat  dabei  Sonnen- 
f  insternifs. 

1.  Um  zuerst  diesen  Erdschatten  ken- 
nen zu  lernen,  seien  nebenstehend  die 
Sonne  und  die  Erde  mit  ihren  Mittel- 
punkten 5  nnd  E,  CDF  der  Schattenke- 
gel. Dessen  Höhe  CE  sei  =  A,  der  Ab- 
stand ES  zwischen  Erde  und  Sonne 
so  hat  man  deren  Halbmesser  =  Ä  und  r 
gesetzt : 

Fig.  826. 


woraus 


R:r  =  H+k:k 


R-r 

Es  sei  r  =  1,  so  ist  Ä  =  112,  H  -  24400 
1  •  24400 

also  h  =       "    =  220  Erdhalbmesser, bei 

cc.  8C0  Meilen  a  189,200  geogT.  Meilen. 

12 
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Der  Mond  in  der  Linie  GH  hat 
von  der  Erde  eine  Entfernung  von 
.OOOOO  Meilen  oder  cc.  60  Erdhalb- 
messer  mithin  ist  der  in  der  Mond- 
hahn liegende  Durchmesser  GH  des 
Schattenkegels  aus  der  Proportion : 
DF:  CH  -  CK  :  Cm 

CH-DF   Cm-1  22°-60-  >Ö 

Erdhalbmesser  =  — ■  Erddurchmes- 
ser. Da  nun  der  Mond  einen  Durch- 
13 

messer  —     =  —  desErddurchmes- 
3^     1 1 

sers  hat,  so  haben  heinahe  drei  Monde 
neben  einander  in  dem  Erdschatten  Platz 

Läge  die  Mondbahn  in  der  Ebene  der 
Ekliptik,  so  müTste  alle  14  Tage  eine  to- 
tale Finsternifs  statt  finden ,  einmal  eine 
Mond-  und  die  nächsten  14  Tage  eine 
Sonnenfinsternifs,  hei  welcher  der  Mond 
von  E  unterhalb  um  die  Länge  Km  sich 
befindet.  So  aber  kann  eine  Finsternifs 
nur  in  den  Knoten  geschehen,  in  den 
Punkten  nämlich,  in  welchen  der  Mond 
die  Ekliptik  bei  seinem  jedesmaligen  Um- 
lauf zweimal  durchschneidet,  und  dann 
müssen  Sonne,  Erde  und  Knoten  in  einerlei 
geraden  Linie  liegen. 

Die  Knoten  sind  aber  in  der  Ekliptik 
nicht  constant,  im  Gegentheil  sie  rücken 
jährlich  19°  zurück  und  der  Sonne  ent- 
gegen. Wenn  also  in  einem  Jahre  bei 
einem  Knoten  eine  Finsternifs  entsteht, 
und  sie  entstände  in  dem  folgenden  Jahre 
wieder  in  demselben  Knoten,  so  geschähe 
dies  in  einer  diesem  Rückgange  entspre- 
chenden Zeit  von  10  bis  11  Tagen  frü- 
her. Es  gibt  Jahre,  in  welchen  gar  keine 
Finsternisse  vorkommen,  weil  die  eben 
gedachten  Gradlinigkeiten  des  Knotens 
mit  Sonne  und  Mond  nicht  statt  finden. 

Bei  den  Mondfinsternissen  wird  zuerst 
der  östliche  Rand  des  Mondes  beschattet 
und  die  Verdunkelung  schreitet  fort  bis 
zum  westlichen  Rande;  den  Mondbewoh- 
nern ist  sie  eine  Sonnenfinsternifs. 

2.  Von  Wichtigkeit  ist  die  Bestimmung 
des  Durchmessers  eines  jedesmaligen 
Schattenkegels  innerhalb  der  Mondbahn, 
da  diese  in  ihrem  Abstände  von  der  Erde 
zwischen  48  und  55  tausend  Meilen  va- 
riirt  und  folglich  jenen  Durchmesser  mit 
variabel  macht.  Es  sei  S  der  Mittelpunkt 
der  Sonne,  AS  ihr  Halbmesser;  E  der 
Mittelpunkt  der  Erde,  Ell  ihr  Halbmes- 
ser, DF  die  Linie  der  Mondbahn  und  es 
soll  die  Breite  DM  des  von  dem  Monde 
zu  passirenden  Schattenkegels  gefunden 
werden. 


Fig.  827. 


Der  /_DF.F  ist  als  Aufsenwinkel  = 
Z.EAD+  ^EÜA, 

£FKM  in  der  Verlängerung  von 
AC  ht-^AKS 

mithin  ist 

Z  DKM  =  ^RAD  +  ^  KDA  -  z  ACS. 
Ob  nun  A  und  D  die  Ränder  oder  die 
Mittelpunkte  von  der  Sonne  und  dem  in 
DM  eintretenden  Mond  sind,  jedenfalls 
ist  Z.KAB  die  Horizontalparnilaxe  der 
Sonne,  Z  KDA  die  des  Mondes  und  ^AES 
ist  der  Winkel  für  den  scheinbaren  Halb- 
messer der  Sonne.  Die  ersten  beiden 
Winkel  sind  au  jedem  beliebigen  Auf- 
gang von  Sonne  und  von  Mond  zu  mes- 
sen, desgleichen  Z.AKS,  der  bekanntlich 
im  Mittel  8  Minuten  beträgt. 

Es  ist  mithin  die  verlangte  halbe  Schat- 
tenbreite für  die  Passage  des  Mondes  die 
Summe  der  beiden  Horizoutal-Parallaxeu 
der  Sonne  und  des  Mondes  weniger  dem 
halben  scheinbaren  Durchmesser  der  Son- 
ne. Je  weiter  die  Sonne  von  der  Erde 
und  je  näher  der  Mond  der  Erde,  desto 
gröTser  wird  die  Schattenbreite. 

3.  Der  Mond  hat  vermöge  der  Neigung 
seiner  Bahn  bald  nördliche,  bald  südliche 
Breite,  die  wie  schon  bemerkt  h{°  nie- 
mals übersteigt.  Aus  der  Betrachtung 
des  Schattenkegels  geht  hervor,  dafs  der 
Mond,  auch  wenn  er  unter  oder  über  der 
Ekliptik  steht,  noch  verfinstert  werden 
kann;  die  Grenze,  bei  welcher  eine  par- 
tiale  Verfinsterung  noch  eintreten  kann 
ist  eine  Breite  von  1°  4'. 

Aufser  der  ad  2  gedachten  notwendi- 
gen Kenntnifs  der  Horizontalparallaxen 
und  der  scheinbaren  Gröfsen  ist  für  die 
specielle  Berechnung  einer  Mondfinster- 
nifs noch  erforderlich,  die  wahre  Zeit  der 
wahren  Opposition  des  Mondes,  dessen 
Breite  für  diesen  Augenblick ,  die  stünd- 
liche Bewegung  der  Sonne  in  Länge  so 
wie  die  des  Mondes  in  Länge  und  Breite, 
wozu  übrigens  Hü lfstafeln  vorhanden  sind. 
Mit  diesen  Berechnungen  wird  in  jedem 
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Fall  eine  zn  vermuthende  Finsternifs  er- 
mittelt, ob  die  oben  gedachten  Grenzen 
innegehalten  oder  überschritten  werden, 
ob  also  eine  Finsternifs  eintritt  oder  nicht. 

Um  diese  and  die  ferneren  Rechnungen 
zu  erleichtern  reducirt  man  die  Bewe- 
gung zweier  Gestirne  auf  die  eines  ein- 
zigen, indem  man  den  einen  Körper  ste- 
hend annimmt  und  die  Bewegung  des 
zweiten  gegen  den  ersten  als  eine  rela- 
tive Bewegung  ermittelt.  Ks  geschieht 
dies  folgeuder  Art: 

Es  seien  P,  P  zwei  Gestirne,  deren 
Bewegungen  gegenseitigen  Zusammen- 
hang haben,  P  hat  die  stündliche  Be- 
wegung PA'  in  Länge,  A'H'  in  Breite; 


Fig.  828. 


P  die  stündliche  Bewegung  PA  in  Länge, 
AH  in  Breite.  Trägt  man  &PA'H'  an 
PA  in  PA'H',  zieht  die  Parallele  H'D  mit 
PA,  so  ist  A'A  der  Unterschied  beider 
Bewegungen  in  Länge,  DH  der  beider 
Bewegungen  in  Breite.  Macht  man  nun 
Pa  =  A'Af  ah  =  DH,  so  ist  unter  der  Vor- 
aussetzung, dafs  das  Gestirn  P'  stille  steht 
und  P  allein  sich  bewegt,  Pa  die  rela- 
tive Bewegung  des  Gestirns  P  in 
Länge  und  ah  die  relative  Bewe- 
gung desselben  in  Breite.  PH*  ist 
die  wirkliche  Bewegung  des  Gestirns  P, 
PH  die  des  Gestirns  r  nnd  Ph  die  re- 
lative wirkliche  Bewegung  des  Ge- 
stirns P. 

Die  relativen  Seitenbewegungen  Pa  und 
ah  sind  mit  den  bekannten  wahren  Sei- 
tenbewegungen PA',  A'H'  nnd  PA,  AH 
gegeben,  dann  ist  es  auch  Z_hPa-{p\ 
ah 

denn  es  ist  lo  er  =  — Nun  ist  Ph  = 
*  T     a  P 

aPtec  qp. 

4.  Das  Nächste  ist  die  Ermittelung  des 
Zeitpunkts  für  die  Mitte  der  Finsternifs. 
Es  sei  C  der  Mittelpunkt  des  Schatten- 


kegels in  der  Mondentfernnng,  CA  der 
ad  1  mit  Fig.  826  gefundenen  Halbmes- 
ser desselben,  DK  die  mit  ihrer  Neigung 
gegen  die  Ekliptik  ermittelte  Mondbahn, 
F  der  Ort  des  Mondes  in  der  wahren 


Fitr-  820. 
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ß  t 

Opposition,  CF  die  Breite  des  Moudcs  in 
demselben  Augenblick,  CG  das  auf  die 
Bahnlinie  DK  gefällte  Loth,  H  und  J 
seien  die  Mittelpunkte  des  Mondes  bei 
der  ersten  und  der  letzten  Randberüh- 
rung, so  ist  &JCGQ* &HCG  und  G  ist 
die  gesuchte  Mitte.  In  dem  &CFG  ist 
</_FCG  =  dem  Neigungswinkel  der  Bahn 
mit  der  Ekliptik,  die  Breite  CF  ist  aus 
den  Tafeln  bekannt,  und  es  ist  FG  = 
CFrin  FCG  =  Mondbreite  x  Sinus  des  Nei- 
gungswinkels. 

Dieser  Bogen  FG  in  Zeit  verwandelt 
entsteht  daraus,  dafs  die  bekannte  stünd- 
liche Zeit  der  Mondbewegung  zu  der  Zeit 
für  die  Bewegung  desselben  durch  FG 
sich  verhält,  wie  eine  Stunde  (=  3600  Bo- 
gensecunden)  zu  der  verlangten  Zeit. 
Außerdem  ist  der  kürzeste  Abstand  CG 
der  relativen  Bahn  DR  vom  Mittelpunkt 
C  des  Schattendnrchschnitts  =CFcot  FCG 
gefunden  worden. 

Zur  Auffindung  der  Zeit  für  die  Dauer 
der  Finsternifs  hat  man  den  Halbmesser 
CK  des  Schattendurchschnitts  und  den 
scheinbaren  Halbmesser  HK,  also  auch 
CK+HK=CH  bekannt,  woraus  HG  =  JG, 
und  folglich  HJ  bekannt  wird.  Diese 
Länge  verwandelt  sich  in  Zeit  durch  die 
Proportion  1  Stuude  zu  der  Dauer  auf 
die  Bewegung  durch  HG,  d.  h.  zur  Dauer 
der  halben  Finsternifs,  wie  die  stündliche 
Bewegung  auf  der  relativen  Bahn  zur 
Länge  GH  in  Bogengraden.  Diese  Zeit 
von  dem  ermittelten  Zeitpunkt  für  die 
in  G  stattfindende  Mitte  der  Finsternifs 
abgezogen  gibt  den  Zeitaugenblick,  in 
welchem  der  Mond  in  H  tritt  nnd  die 
Finsternifs  beginnt ,  und  zn  demselben 
hinzuaddirt  den  Zeitaugenblick  für  den 
Stand  des  Mondes  in  J,  wo  die  Finster- 
nifs endet. 

12* 
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So  wie  mit  dieser  partialen  so  findet 
man  auch  bei  jeder  totalen  Mondfinster- 
nifs  aufser  den  Zeitpunkten  für  den  Ein- 
tritt und  den  Austritt  der  Ränder  die 
Zeitpunkte  für  den  Anfang  und  das  Ende 
der  totalen  Verfinsterung  der  Mondscheibe. 

Die  längste  Dauer  einer  Mondfinster- 
nifs vom  Eintritt  des  Vorderrandes  bis 
•  zum  Austritt  des  Hinterrandes  beträgt  4 
Stunden  38  Minuten  und  die  längste 
Dauer  der  totalen  Finsternifs  vom  Ein- 
tritt des  Hinterrandes  bis  zum  Austritt 
des  Vorderrandes  2  Stunden  18  Minuten. 

Mondphasen.  Ist  S  die  Sonne,  £  die 
Erde,  ee  die  Ekliptik,  JW  der  Mond,  mm 
seine  Bahn,  die  gegen  ee  etwa  5°  81'  ge- 
neigt ist,  so  ist  die  erste  Figur  der  Stand 
der  Erde  im  Winter-,  die  zweite  der  im 
Sommersolstitium;  die  vordere  Ansicht 
des  Systems  s.  Fig.  796,  pag.  1*26.  Die 
Bewegungen  der  Erde  und  des  Mondes 
geschehen  wie  die  Pfeile  anzeigen ,  also 
nach  einerlei  Richtung.    Hierbei  hat  der 

Fig.  830. 


Mond  keine  Axendrehung,  er  dreht  sich 
vielmehr  um  die  Erde  wie  an  einer 
sich  drehenden  Radspeiche  befestigt. 
Steht  der  Mond  in  so  ist  er  mit  der 
Sonne  in  Opposition,  es  ist  Voll- 
mond, steht  er  in  >'',  so  ist  er  mit  der 
Sonne  in  Conjunction,  es  ist  Neu- 
mond. 

Kommt  der  Mond  bei  Conjunctionen 
in  die  Ebene  der  Ekliptik  (man  denke 
sich  Mt  S  und  £  in  einer  geraden  Linie) 
so  entsteht  Sonnen  finsternifs,  kommt 
dies  bei  Oppositionen  vor  so  ist  Mond- 
finsternifs. 

Da  die  Erde ,  Fig.  I ,  im  Wintersolsti- 
tium  steht,  so  ist  auf  der  nördlichen  Halb- 
kugel Sommer,  Fig.  II,  Winter.  Von 
dem  Punkt  a  des  Parallelkreises  ab,  Fig.  II, 
ist  der  Bogen  an  bis  zur  Linie  nach  dem 
Vollmond  viel  kleiner  als  Fig.  I,  der 
gleichnamige  Bogen  o»,  der  Mond,  Fig.  II, 


im  Winter  steht  also  uns  Bewohnern  der 
nördlichen  Halbkugel  viel  höher  als  im 
Sommer. 

Der  Mond  hat  für  uns  4  Hauptlicht- 
wechsel: den  Neumond,  das  erste 
Viertel,  den  Vollmond  und  das  letzte 
Viertel.  Neumond  und  Vollmond  füh- 
ren den  gemeinschaftlichen  Namen  S  y  - 
zygien,  das  erste  und  letzte  Viertel  den 
Namen  Quadraturen. 

Der  Neumond  zeigt  uns  seine  unbe- 
leuchtete Seite;  einige  Tage  später  geht 
der  Mond  bald  nach  Sonnenuntergang 
am  westlichen  Himmel  auf  als  schmale 
Sichel,  die  Hörner  nach  oben  gerichtet 
und  geht  bald  wieder  unter.  Mit  jedem 
Tage  geht  er  östlicher  und  früher  auf, 
spater  unter,  die  Sichel  wird  gröfser  und 
7  Tage  nach  Neumond  geht  er  als  halbe 
Scheibe,  die  Krümmung  (von  der  Abend- 
sonne) westlich  Abends  G  Uhr  in  Süden 
auf,  zu  Mitternacht  unter;  dies  ist  das 
erste  Viertel.  Von  hier  ab  wird  die 
Scheibe  immer  voller  und  7  Tage  später 
geht  er  als  volle  Scheibe,  als  Vollmond, 
in  Osten  auf,  wenn  die  Sonne  untergeht. 
Von  hier  ab  erfolgt  der  Aufgang  alle  Tage 
eine  Stunde  später;  nach  etwa  7  Tagen 
als  halbe  Scheibe,  die  Krümmung  (von 
der  Morgensonne)  östlich  um  Mitternacht, 
Untergang  bei  Tage  (letztes  Viertel). 

Um  diese  Lichterscheinungen  und  die 
damit  zusammenhangenden  Begebnisse  zu 
verstehen,  ist  zunächst  folgendes  zu  be 
achten. 

Wenn  die  Erde  nach  der  Richtung  des 
Pfeils  um  ihre  Axe  sich  dreht,  so  ist  an 
jedem  Ort  A  auf  der  Oberfläche  in  den 

Fig.  831. 


Tangenten  als  Horizontalen  Westen  und 
Osten  so  gerichtet,  wie  to  und  o  bezeich- 
nen. Süd  und  Nord  fallen  für  A,  win- 
kelrecht auf  ow  und  auf  der  Papierebene 
in  dem  Punkt  A  zusammen. 

Wenn  ES  die  Richtung  nach  der  Sonne 
hin  ist,  so  ist  wegen  der  grofsen  Entfer- 
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nung  derselben  auf  jedem  Ort  der  Erde 
also  auch  in  o  und  tc  die  Richtung  öS' 
4=  wS"  +  ES.  Den  Bewohnern  des  Ortes 
o  erscheint  die  Sonne  $  im  Horizont,  es 
ist  Sonnenaufgang;  je  näher  o  nach  t 
kommt,  desto  gröTser  wird  die  Sonnen- 
höhe, in  <  ist  Mittag,  von  *  nach  to  hin 
gedreht  senkt  sich  die  Sonne,  in  to  steht 

Fig.  832. 


4- J\ 


s   s  s 


sie  im  Horizont,  es  ist  Abend  und  im 
nächsten  Augenblick  der  Drehung  von  to 
weiter  nach  n  geht  5  unter.  In  Folge 
dieser  Erdbewegung  scheint  es  uns,  als 
wenn  die  Erde  still  stände  und  die  Sonne 
Ton  o  dem  Aufgangspunkt  über  v  und  q 
bis  nach  u>  dem  Untergangspunkt ,  also 
von  Osten  nach  Westen  sich  drehet. 

Der  Mond  ist  zwar  nicht  so  weit  ent- 
fernt als  die  Sonne,  allein  die  Entfer- 
nung ist  doch  so  grofs,  dafs  man  auch 
bei  diesem  dieselbe  Parallelität  der  Rich- 
tungen seines  Erscheinens  auf  allen  Punk- 
ten der  Erdoberfläche  wie  bei  der  Sonne 
annehmen  kann;  desgleichen  dafs  bei  je- 
dem Standpunkt  des  Mondes  die  Sonne 
auf  denselben  parallel  der  Linie  ES  ge- 
richtet ist. 

Die  Sonne  geht  also  in  o  auf,  in  to 
unter,  in  den  Nachtgleichen  Morgens  und 
Abends  etwa  um  6  Uhr.  Genau  um  6 
Uhr  früh  würde  sie  aufgehen,  wenn  die 
Nachtgleiche  ebenfalls  genau  um  6  Uhr 
früh  einträte,  und  pünktlich  6  Uhr  Abends 
würde  sie  untergenen,  wenn  die  Nacht- 
gleiche  ebenfalls  pünktlich  6  Uhr  Abends 
einträte.  Geht  im  Frühlingspunkt  die 
Sonne  genau  6  Uhr  auf,  so  geht  sie  spä- 
ter als  6  Uhr  Abends  unter,  weil  die 
Sonne  während  des  Tages  bis  Abend 
schon  um  eine  kleine  Länge  in  die  nörd- 
liche Halbkugel  fortgeschritten  ist.  Geht 
im  Uerbstpunkt  die  Sonne  früh  6  Uhr 
pünktlich  auf,  so  gebt  sie  Abends  vor  6 
Uhr  unter,  weil  sie  während  des  Tages 


bis  Abend  schon  um  eine  kleine  Länge 
in  die  südliche  Halbkugel  getreten  ist. 

In  der  Sommerwende,  wenn  diese  ge- 
rade zu  Mittag  eintritt,  geht  sie  eben  so 
viel  vor  6  Uhr  Morgens  auf  als  nach  6 
Uhr  Abends  unter,  in  der  Winterwende 
eben  so  viel  nach  6  Uhr  Morgens  auf  als 
vor  6  Uhr  Abends  unter.  Ein  ähnliches 
gilt  von  dem  Mond,  je  nachdem  er  mit 
der  Erde  die  Ekliptik  schneidet  oder  nörd- 
lich oder  südlich  derselben  näher  oder 
ferner  fortschreitet.  Hiernach  soll  von 
der  Zeit,  ob  um  6  Uhr  oder  um  wie  viel 
vor  oder  nach  6  Uhr  Auf-  und  Untergang 
von  Sonne  und  Mond  geschieht  ,  abgese- 
hen werden. 

In  den  beifolgenden  Figuren  ist  der 
gröfsere  Kreis  die  Erde  mit  dem  Mittel- 
punkt E.  In  der  Richtung  senkrecht  auf- 
wärts steht  die  Sonne  5;  n,  t,  o,  w  hei  Isen 
der  Nord-,  der  Süd-,  der  Ost-,  der  West- 
punkt. Die  kleinen  Kreise  bedeuten  den 
Mond,  wie  er  in  den  Punkten  der  Erd- 
oberfläche o,  s,  tc,  a,  />,  f  der  Richtung 
nach  gesehen  wird. 

Der  Neumond,  Fig.  833,  geht  mit 
der  Sonne  in  o  auf,  in  to  unter,  er  bleibt 

Fig.  833. 


wegen  der  Tageshelle  und  weil  seine  uns 
zugekehrte  Hälfte  von  der  Sonne  unbe- 
leuchtet ist,  uns  unsichtbar. 

Ist  der  Mond  in  einigen  Tagen  in  die 
Lage  Fig.  834  gekommen,  so  geht  er  nicht 
mit  der  Sonne  in  o,  sondern  erst  in  a 
auf,  wenn  /_aEM  =  90°  ist,  wo  die  Sonne 
schon  den  Tages  bogen  oa  beschrieben  hat; 
und  wenn  er  bei  der  Tagesbelle  zu  sehen 
wäre,  so  würde  er  als  schmale  Sichel  mit 
der  Rundung  nach  oben,  oder  wie  man 
sagt,  mit  den  Hörnern  nach  unten  er- 
scheinen. Denn  da  altt'  der  Horizont  von 
a  ist,  so  liegen  die  durch  de  abgeschnit- 
tenen Hörner  unten,  die  Krümmung  g 
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oben,  indem  gh  nach  dem  Zenith  gerich- 
tet ist. 

Der  Mond  beschreibt  nun  weiter  mit 
der  Sonne  den  Tagebogen,  und  wenn  die 

Fig.  834. 


Sonne  in  w>  untergebt,  so  erscheint  er 
bei  dem  schwächer  gewordenen  Tages- 
licht und  zwar  auch  schon  nahe  dem 
westlichen  Horizont  und  geht  in  &,  der 
geraden  Verlängerung  von  aE  bald  dar- 
auf unter,  nachdem  nämlich  die  Sonne 
den  kleinen  Nacbtbogen  tcb  beschrieben 
hat,  und  zwar  als  dieselbe  Sichel,  aber 
mit  oberwärts  gerichteten  Hörnern,  die 
in  dem  Horizont  bM"  oder  de  von  b  lie- 

fen,  während  die  Krümmung  g  unter- 
alb  befindlich  ist,  weil  hier  gh  die  Rich- 
tung nach  unterwärts  hat. 

Die  Stellung  Fig.  835  des  Mondes  zeigt 
ein  noch  weiteres  Fortschreiten  desselben. 

Fig.  835. 


Der  Ort  a,  wo  der  Mond  am  Horizont 
aufgeht,  liegt  schon  nahe  dem  Mittag  »; 
wegen  der  Tageshelle  ist  der  Aufgang 
nicht  sichtbar  und  erst  gegen  Abend, 
wenn  der  Ort  o  über  a  in  den  Punkt  f 
getreten  ist,  und  das  Tageslicht  nun 
schwächer  geworden ,  kommt  er  mit  blas- 
sem Schein  in  die  Gegend  des  südlichen 
Himmels  und  in  der  Nähe  seines  gröfs- 
ten  Höhenpunkts  zum  Anblick,  m»  ist 
die  "Richtung  des  Horizonts  von  f,  EM 
die  Richtung  nach  dem  Zenith,  mithin 
stehen  die  Hörner  in  cd  ziemlich  lotb- 
recht und  nach  Osten,  während  die  Run- 
dung der  nun  schon  viel  breiteren  Sichel 
nach  Westen  gerichtet  ist. 

In  S,  der  geraden  Verlängerung  von 
aE  gegen  Mitternacht,  wenn  die  Sonne 
bis  dahin  noch  den  kleinen  Nachtbogen 
litt  zu  beschreiben  hat,  geht  der  Mond 
unter,  und  zwar  wieder  wie  Fig.  834,  die 
Sichelhörner  nach  oben  und  die  Rundung 
nach  unten  gerichtet. 

In  der  Stellung  des  Mondes  Fig.  836, 

feht  der  Mond  zu  Mittage  in  s  unsicht- 
ar  auf,  Abend  6  Uhr  bei  schon  dunklem 
Lichte,  indem  die  Sonne  eben  untergeht, 
hat  er  in  to  seinen  Culminationspunkt 

Fig.  836. 


und  wird  als  Halbkreis  sichtbar;  die  Krüm- 
mung der  Scheibe  ist  westlich.  In  n  tu 
Mitternacht  geht  er  unter  mit  der  Krüm- 
mung der  Scheibe  nach  unten  Diese 
Lichterscbeinung  ist  das  erste  Viertel. 

In  der  Stellung  Fig.  837,  geht  der 
Mond  in  a,  also  Nachmittag  auf,  wird 
gegen  Abend  am  östlichen  Himmel  sicht- 
bar. Zur  vollen  sichtbaren  Scheibe  fehlt 
nur  noch  das  von  der  Linie  cd  unter- 
halb des  Horizonts  abgeschnittene  dunkle 
Stück;  in  f  gegen  Mitternacht  culminirt 
er  und  in  b,  eben  so  weit  vom  Sonnen- 
aufgang o  wie  a  vom  Sonnenuntergang 
te,  geht  er,  das  fehlende  Stück  der  Scheibe 
nach  oben  gerichtet  unter. 
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In  der  Stellung  Fig.  838  ist  der  zu- 
nehmende Mond  zum  Vollmond  gewor- 
den Kr  geht  in  u>  bei  Sonnenuntergang 
auf,  in  n  zu  Mitternacht  culminirt  er  und 
in  o  bei  Sonnenaufgang  geht  er  nnter. 
Von  hier  an  wird  der  Mona  abnehmen- 
der Mond. 

Fig.  838. 


In  der  Stellung  Fig.  840  des  Mondes 
ist  das  letzte  Viertel;  der  Mond  geht 
Mitternacht  in  n  auf  als  ein  Halbkreis, 
dessen  Krümmung  unterhalb  liegt,  in  o 
bei  Sonnenaufgang  steht  der  Halbmesser 
lothrecht,  die  Krümmung  liegt  nach  Osten. 
Der  Mond  culminirt  hier,  verschwindet 
bei  zunehmender  Tageshelligkeit  immer 
mehr  und  geht  Mittag  in  #  unter. 


Fig  840. 


©  © 
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In  der  Stellung  Fig.  839,  geht  der  Mond 
in  a  zwischen  Sonnenuntergang  und  Mit- 
ternacht auf;  zur  vollen  erleuchteten 
Scheibe  fehlt  nur  das  oberhalb  von  der 
Linie  cd  abgeschnittene  dunkle  Stück. 
In  f  zwischen  Mitternacht  und  Morgen 
culminirt  er,  in  h  Vormittags  geht  er 
wegen  der  Helligkeit  des  Tages  unsicht- 
bar unter. 


In  der  Stellung  Fig.  841  endlich  geht 
der  Mond  zwischen  Mitternacht  und  Mor- 
gen in  a  auf  als  eine  Sichel,  deren  Krüm- 
mung durch  die  Linie  cd  in  den  Hörnern 
abgeschnitten,  unterhalb  liegt.  Gleich 
nach  Sonnenaufgang  in  o  wird  er  un- 
sichtbar, er  culminirt  Vormittags  und 
geht  Nachmittags  unsichtbar  unter. 
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Fig.  841. 


Mondzirkel,  s.  v.  w.  „Mondcyclus" 
s.  u.  Cyclus. 

Monodtmetrlsches  Krystallisatlonssy- 

stem  ist  das  zweite,  das  zwei  und  ein- 
axige  System,  bei  welchem  drei  Axen, 
von  denen  zwei  gleichartig  sind,  die  dritte 
mit  den  ersten  neiden  ungleichartig  ist, 
unter  rechten  Winkeln  sich  schneiden. 

■onokJinoedrisches,  auch  Monokllno- 
metrisches  Krystallisationssystem  ist 

das  fünfte  System,  das  zwei  und  ein- 
gliedrige System,  bei  welchem  eine 
Axe  die  beiden  anderen  ihr  ungleichar- 
tigen Axen  unter  rechten  Winkeln,  diese 
beiden  ebenfalls  unter  sich  ungleicharti- 
gen Axen  unter  schiefen  Winkeln  sich 
schneiden. 

Monom  ist  eine  einfache,  eingliedrige 
GröTse  im  Gegensatz  zu  zwei-  und  mehr- 
gliedri^en  Gröfsen.  a  ist  ein  Monom, 
a  ±  b  ein  Binom,  a  ±  (>  \  c  ein  Tri  im  in. 

lonotrimetrisches  Krystallisationssy- 
stem, das  dritte  System,  das  drei  und 
einaxigo  System,  bei  welchem  drei 
unter  einander  gleichartige  Axen  von 
einer  vierten  ihnen  ungleichartigen  Axe 
rechtwinklig  geschnitten  werden. 

Morgen,  Morgenpunkt,  s.  u.  „Abend". 

Morgendämmerung,  s.  u.  „astrono- 
mische Dämmerung". 

Morgenseite  die  durch  die  Meridian- 
ebene eines  Orts  der  Erde  abgetheilte 
Hälfte  der  Himmelskugel,  in  welcher  der 
Morgenpunkt  liegt.  In  deren  Horizont 
gehen  alle  Gestirne  auf,  während  sie  in 
dem  Horizont  der  Abendseite  untergehen. 

Morgenweite  eines  Gestirns  ist  der  Bo- 


en im  Horizont  als  Abstand  zwischen 
em  Aufgangspunkt  des  Gestirns  und 
dem  Morgenpunkt.  Das  Nähere  s.  in  dem 
Art.  „  Abendweite"  mit  Fig.  2,  ferner 
„Aufgang  und  Untergang  der  Ge- 
stirne" mit  Fig.  109  und  110,  pag  176. 

Mnltinom  oder  Polinom  ist  eine  aus 
unbestimmt  vielen  Gliedern  bestehende 
Gröfse. 

Multiplicandas  ist  eine  Gröfse,  die  ver- 
vielfacht, die  mit  einer  Zahl  multiplicirt 
werden  soll. 

Maltipllcator  ist  eine  abstracto  Zahl, 
welche  angibt  wie  oft  eine  Gröfse  ge- 
nommen, oder  mit  welcher  eine  GröTse 
multiplicirt  werden  soll. 

Multiplication  ist  die  Rechnungsart 
oder  das  Verfahren  beim  M ultipliciren. 
Multipliciren  heilst:  eine  gegebene  Gröfse 
eine  Anzahl  Male  nehmen  oder  eine  Gröfse 
finden,  in  welcher  eine  gegebene  Gröfse 
eine  gegebene  Anzahl  Male  enthalten  ist. 
Die  GröTse,  welche  mehrere  Male  genom- 
men, welche  vervielfältigt  werden  soll, 
heifst  der  Multiplicaudus-,  die  Zahl, 
welche  angibt,  wie  oft  die  entere  genom- 
men werden  soll,  der  M u  1  tiplicator, 
beide  heifsen  Factoren,  das  Resultat 
der  Rechnung  Product. 

Hat  man  nur  mit  unbenannten  Zahlen 
zu  thun,  so  ist  die  Multiplication  die 
dritte  einfache  Rechnungsart,  die  dritte 
der  vier  Species.  Die  Grundlage  dersel- 
ben ist  das  Einmaleins,  welches  aus- 
wendig zu  lernen  ist. 

Die  Multiplication  kann  betrachtet  wer- 
den als  eine  Addition  mit  lauter 
gleichen  Summanden.  Denn  zu  dem 
Product  4  mal  6  gelangt  man  auch,  wenn 
man  vier  Zahlen,  jede  =  G  zusammen* 
addirt. 

Man  zählt  also  4  hori-  

zontale  Reihen,  jede  von  

G  Punkten  zusammen  und  

erhält  4  mal  6  Punkte,  

sind  zusammen  24  Punkte.  Wenn  man 
die  G  vertikalen  Reihen  jede  von  4  Punk- 
ten zusammenzählt,  also  6  mal  4  Punkte 
nimmt,  erhält  man  nicht  mehr  und  nicht 
weniger  Punkte  als  vorhanden  sind,  näm- 
lich 24  Punkte;  man  kann  also  multipli- 
cand  und  Multiplicator  mit  einander  ver- 
tauschen. 

Diese  Uebereinstimmung  der  Multipli- 
cation mit  der  Addition  ist  kein  Grund, 
die  Multiplication  von  den  8pecies  aus- 
auschliefsen.  Deun  offenbar  ist  das  Mul- 
tipliciren eine  von  dem  Addiren  durch- 
aus verschiedene  Rechnungsweise.  Die 
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Trennung  der  Multiplication  Ton  den 
Species  geschieht  von  einigen  Rechnen- 
meistern deshalb,  weil  man  zur  Darstel- 
lung des  Products  bei  niehrziffrigem  Mul- 
tiplicator  die  einzelnen  Pxoductenreihen 
addiren  mufs,  dafs  also  die  Multiplication 
eine  Species  zu  Hülfe  nimmt,  also  nicht 
selbstständig,  nicht  einfach  bleibt. 

Die  theil weise  Multiplication  aber  ist 
in  dem  (dekadischen)  Zahlensystem  be- 
gründet. Z.  B.  103  mal  75  heifst:  die 
Zahl  soll  verfünfundsiebzigfacbt  werden. 
Da  nun  das  Einmaleins  als  Uülfsmittel 
dem  dekadischen  System  entsprechend 
für  Einer  genügt,  eine  weitere  Ausdeh- 
nung desselben  vielmehr  die  Vortheile 
des  Systems  nur  abweist,  so  geschieht 
zuerst  eine  Verfünffachung,  hierauf  eine 
Versiebenfachung  der  Zahl  103  und  letz- 
tere verzehnfacht,  wird  nun  mit  dem  er- 
sten Product  addirt.  Und  auf  diese  Weise 
müssen  alle  Recbenexempel  ausgeführt 
werden,  wenn  man  der  Vortheile  des 
Einmaleins  und  des  dekadischen  Systems 
theilhaitig  werden  will.  Die  Rechenart 
ist  folgende.   Man  schreibt: 


103 
75 

Es  ist  5  mal  103  =   515 

70  mal  103  =   721 

Addirt  gibt  75  mal  103  =  ...  .  7725 
Die  einzelnen  Producte  515  und  7210, 
von  der  man  der  Bequemlichkeit  wegen 
die  Null  fortläfst,  heifsen  Partial-Pro- 
ducte.  Das  Zeichen  für  die  Multiplica- 
tion ist  ein  Punkt  oder  ein  liegendes 
Kreuz:  die  Forderung  75  mal  103  wird 
geschrieben  75  •  103  oder  75  x  103. 

Die  Multiplication  der  gemeinen  Brüche 
mit  ganzen  Zahlen  und  mit  gemeinen 
Brüchen  s.  u.  ,  Bruch  Bd.  I.,  pag.  436, 
mit  Decimalbrüchen  s.  u.  „Decimal- 
bruch". Die  abgekürzte  M.  ist  in  einem 
kurzen  Art  Bd.  I,  pag.  5  gezeigt. 

Ist  ein  periodischer  Decimalbruch  mit 
einer  ganzen  oder  mit  einer  geschlosse- 
nen Zahl  zu  multipliciren,  so  ist  nur  zu 
beobachten,  dafs  die  Perioden  jedes  Par- 
tialproducts  für  die  Ermittelung  der  rich- 
tigen Periode  des  verlangten  Products  in 
hinreichender  Anzahl  neben  und  unter 
einander  geschrieben  werden. 


Beispiel  1.   7,9x0,578 578  . .. 

5  207  207  207 
40  500  500  50 
4,5  707  707  ... 
2  2,574  x  243,43257  43257  .... 

973  73029  73029  73029 
17040  28020  28020  2802 
121716  28716  28716  287 
_486865  14865  14865  14  

626,595  4463T44631  


Die  Multiplication  eines  periodischen 
Decimalbrucba  mit  einem  periodischen 
Decimalbruch  führt  zu  keinem  erwünsch- 
ten Resultat,  denn  gesetzt  man  habe  die 
Zahl  0,4646..  .=  |{  mit  0,111 ...  =  ^  zu 
multipliciren,  so  hat  man  zu  berech- 
nen und  es  können  890  verschiedene 
Reste  entstehen,  die  Periode  kann  also 
890  Ziffern  begreifen.  Oder  man  rechnet 
1  x  0,46  46  ... ,  so  hat  man  gleichfalls 
keine  Aussicht  auf  eine  kurze,  oder  viel- 
mehr man  hat  die  Aussicht  auf  dieselbe 
lange  Periode. 

Die  Multiplication  der  Buchstaben  grö- 
fsen,  s.  „  Buchstabenrechnung",  uag. 
438.  Die  Multiplication  mit  imaginären 
Oröfsen  s.  d.  Art.  pag.  283. 

Eine  eigentümliche  Art  von  Multi- 
plication, bei  welcher  beide  Factoren 
benannte,  gleichartige  und  ungleichartige 
ÜröTsen  sind  und  ein  Product  liefern, 


welches  mit  keinem  der  beiden  Factoren 
gleichartig  ist,  ist  die  Multiplication 
geometrischer  Oröfsen  mit  einan- 
der. Den  Zusammenhang,  dafs  Linien 
mal  Linien  =  Flächen,  und  dafs  Linien 
mal  Linien  mal  Linien  oder  Linien  mal 
Flächen  =  Körper  sind,  siehe  die  Art 
„Flächenmaafs "  und  „cnbisches 
Maats".  Wie  Linien  mit  Linien  zu 
Flächen  multiplicirt  werden,  s.  den  Art. 
„Algebraische  Geometrie"  Bd.  I, 
pag.  45  mit  Fig.  41 ,  42  und  43.  Eben 
so  geschiebt  die  Multiplication  zu  Kör- 
pern, z.  B.: 

3'  5"  x  V  4"  x  6'  5"  ist  ein  rechtwink- 
liges Parallelepiped,  dessen  drei  Kanten 
die  Factoren  zu  Längen  haben. 

3'  5"  x  7'  4"  sind  =  dem  zu  beiden  Fac- 
toren als  Seiten  gehörenden  Rechteck 
=  2ö1'la'  =  25  0  8a"- 

Diese  Seitenfläche  mit  dem  dritten  Fac- 
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tor  6f  6"  als  Höhe  multiplicirt  gibt  das  geschehen  sollen ,  wovon  das  Wörterbnch 

Parallelepiped  =  25  □'  8  CT  x  6'  5'P=  6  x2ö  sehr  viele  Beispiele  liefert. 

8x6  +  5x25^5x8  =  15J  Kubikfufs  Noch  ist  der  MoltipHcation  mit  trigo- 

144           1728  nometrischen  Functionen,  wenn  diese  in 

388  Knbikzoll.  Potenz  oder  in  Wurzel  gegeben  sind,  zu 

Dasselbe  Verfahren  wird  angewendet,  gedenken: 

wenn  geometrische  oder  stereometrische  Eg  sei  auszurechnen:  12  x  .•»'(13''  17^ 
numerische  Ausrechnungen  nach  Formeln 

Man  hat  log  sin  (13°  \T)  -  9,361  2870  -  10  [ 
also  log  «in«  (13°  17»)  =  18,722  5740  -  20 

wofür  man  natürlich  8,722  5740  -  10  nimmt. 

Ist  \'cos  (12°  501)  ein  Factor,  so  bat  man 
log  co»  (12°  50')  =r.  9,9890137  -  10 

also      log  Vcos  (12°  50'  =  J  (9,9890137  -  10)  =  J  x  (29,9890137  -  30)  -  9,9963379  -  10 
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Macht  ist  im  gewohnlichen  Sprachge-  mit  seiner  geographischen  Breite  über 

brauch,  wenn  die  Sonne  unter  dem  Ho-  einstimmt, 

rizont  sich  befindet,  und  in  der  Regel  sin  D  =  lg  A  •  tg  P 

schliefet  man  noch  die  Dämmerung  von  Nun  ist  der  haU)e  Taff  (,es  0rU  ■  ß 

derselben  aus.     Wissenschaftlich  helfet  genmaafe,  d.  h.  die  Bogenlänge  von  dem 

Nacht  der  Zeitraum,  welcher  begriffen  Aufgange  des  Sonnenmittels  bis  zu  seiner 

ist  zwischen  den  beulen  Augenblicken,  Culmination  zu  Mittage 

in  welchen  der  Mittelpunkt  der  Sonne  =  90°  ±  D  Bogenmaafe, 

zwischen  Untergang  und  Aufgang  der-  90°±/> 

selben  den  Horizont  berührt.    Es  wird  also  in  Zeitmaafs  =  -«ß^ö-x 24 Stunden, 

also  nicht  nur  die  Dämmerung  ausge-  ,  n         ...       .  _  „ 

schlössen  sondern  auch  noch  die  wiik-  "?.\D       gl^niiamige   -  0  für  un- 

liche  Tageszeit,  in  welcher  die  8onne  von  gl*1«™/*»^  *  mit  dem  Ort  benommen 

ihrem  Mittelpunkt  bis  zum  Rande  und  Tlrd;  *,8.?.far  .unf  f^ner  der  nordli- 

verm.jpe  der  Ablenkung  ihrer  Strahlen  ^Halbkugel  +  D,  wenn  die  Sonne 

durch  die  Luftschichten  noch  länger  die  "<»"»"*•.- *  sie  südliche  Abwei- 

Erde  bescheint  chun&  hat' 

Bezeichnet  man  mit  D  die  Aseensio-  D.er  Jf10"  Ta*r  ha*±°  m 

nal-Differenz  (s.  .  Ascension*  mit  Fig.  10  B°genmaafe  «g^*1*) 

82)  der  Sonne  für  einen  Ort  der  Erd-  und  in  Zeitmaafs  —     "  x  24  Stunden, 

oberftache,  mit  A  die  nördliche  oder  süd-  18° 

liehe  Abweichung  der  Sonne  (Höhe  der-  Da  für  jeden  Ort  der  Erde  Tag  und 

selben  über  dem  Aequator)  und  mit  H  Nacht  zu  24  Stunden  und  360°  sich  er- 

die  Aequatorböhe  des  Orts,  so  hat  man  gänzen,  so  bat  man  die  Nachtdauer 

.   #1  _  tg  A  in  Bogenmaafe  =  2  (90°  *  D) 

sin  u  —  qs\0  #> 

'*H  ,  .        in  Zeitmaafs  =  *  24  Stunden. 

Oder  wenn  man  D  durch  die  Polhohe  180 

P  des  Orts  ausdrücken  will ,  weil  diese  Oder  bei  Einführung  der  Werthe  A,  R,  P 
die  Nachtdauer  in  Bogenmaafe  =  2  [90o=M  rc  sin  (^)]  =  2  [90°  *Arc  sin  (igA.igP)] 


90°  *  Are  sin 


\tgHJ 


in  Zeitmaafs  =       — —  0    * —  x  24  Stunden. 

Aus  diesen  Formeln  geht  nun  folgen-  A.  Die  Bewohner  des  Aequators  haben 
des  hertor:  das  ganze  Jahr  hindurch  12  Standen  (Tag 
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und)  Nacht,  weil  H  =  90°  oder  P=  0,  folg- 
lich tg  H  =*>  oder  ig  P  =  0,  folglich  der 
Sinus  0  =  0  ist. 

H  Dasselbe  findet  für  sämmtliche  Erd- 
bewohner an  den  Nachtgleichentagen  statt, 
wo  die  Sonne  in  dem  Aequator  steht. 

An  merk.  Für  die  Pole  erhält  man 
m(0x«)  =  «»^-,  den  Sinus  also  unbe- 
stimmt; allein  Tag-}  Nacht  sind  =  24Stun- 

i  m     jr.     u  180°T«i«(?) 
den,  beide  addirt  geben  —  ~jg0o  x24 

180° 

Stunden  =  ^5  24Stunden  =  24  Stunden, 

folglich  Tag  =  Nacht  =  12  Stunden. 

C.  Die  kürzesten  Nächte  haben  die  Erd- 
bewohner für  den  Stand  der  Sonne  in 
den  gleichnamigen,  die  längsten  für  die 
Sonne  in  den  ungleichnamigen  Wende- 
punkten, weil  dort  A  sein  Maximum 
234°  erreicht 

Für  die  Polarkreise  ist  ebenfalls  //  =  23f °, 
also  arc  -  sin  1  =  90°.  Mithin  die  kürzeste 

Nacht  =  24 = 0,  die  längste  Nacht 

2  •  90° 

-  ■  -  — 5-  x  24  =  24  8tunden.    Im  ersten 
180° 

Falle  streift  die  Sonne  zu  Mitternacht 
den  Horizont  ohne  unterzugehen,  im  zwei- 
ten Fall  streift  sie  ihn  ohne  aufzugehen. 

Für  die  Pole  wird  der  8inns  »,  also 
arciinus  unmöglich. 

In  dem  Art.  „ Ascensionaldiffe- 
renz*  ist  berechnet  worden  für  Berlin 

der  längste  Tag  =  der  längsten  Nacht 

=  16  Stund.  36  Min.  22,4  8ec. 

der  kürzeste  Tag  =  der  kürzesten  Nacht 

=  7  Stund.  23  Min.  37,6  See. 

Nachtbogen  eines  Gestirns  ist  der  Bo- 
gen, den  das  Gestirn  vom  Untergang  bis 
zum  Aufgange  am  Himmel  beschreibt. 
Dessen  geometrische  Construction  für  die 
Bewohner  des  Aequators,  s.  Bd.  I,  pag. 
175,  mit  Fig.  108,  für  die  übrigen  Erd- 
bewohner mit  Fig.  109. 

Nachtdämmerang  ist  die  Dämmerune, 
die  sich  bis  Mitternacht  erstreckt,  so  dafs 
der  Ort  keine  eigentliche  Nacht  hat  Ein 
Stand  der  Sonne  18°  unter  dem  Horizont 
eines  Orts  ist  die  Dämmerungsgrenze; 
mit  diesem  Stande  beginnt  die  Morgen- 
dämmerung und  endet  die  Abenddämme- 
rung. Die  Orte  der  Erde  in  demjenigen 
Parallelkreise,  für  welchen  während  der 
kürzesten  Nacht  die  Sonnentiefe  18°  be- 
trägt, bilden  die  Grenzorte  für  perma- 
nente Nachtdämmerung.  Von  diesem 
Parallelkreise  nach  dem  Pole  zu  werden 


die  8onnentiefen  immer  geringer  und  mit 
ihnen  die  Zahl  der  um  die  kürzesten 
Nächte  liegenden  permanenten  Nachtdäm- 
meruugen  immer  gröfser. 

In  dem  Art.  a  Astronomische  Däm- 
merung*, pag.  139,  ist  nachgewiesen, 
dafs  die  Mittagshöhe  (SA)  der  Sonne  gleich 
ist  der  Aequatorhöhe  ((JA)  des  Orts  ±  der 
Abweichung  (A)  der  Sonne  oder  gleich 
dem  Complement  der  geographischen 
Breite  (gB)  des  Orts  ±  A : 

Dafs  die  Mitternachtstiefe  (Sf)  +  der 
Mittagshöhe  (SA)  der  Sonne  gleich  ist 
der  doppelten  Aequatorhöhe  ((JA)  =  dem 
doppelten  Complement  der  gB  des  Orts. 

Dafs  folglich  die  Mitternachtstiefe  (Sf) 
der  Sonne  gleich  ist  der  doppelten  Qk 
weniger  der  SA,  folglich  gleicn  der  Qk 
7  der  Abweichung  der  Sonne. 

Also 

Sk  =  Qk±A  =  90°-gB±A  (1) 
Sf  +  9k-2Qk  =  180°-  2gB  (2) 
Sf- 2  Qk  -  Sh  =  Qk  *  A  =  90°  -  {gB  ±  A )  (3) 
und   gB  =  9<f-(Sf±A)  (4) 

In  dem  vorliegenden  Fall,  wo  die  Sonne 
in  dem  nördlichen  Wendekreise  steht  und 
wo  Sf  für  die  Nachtdämmerungsgrenze 
18°  beträgt  hat  man  nach  Formel  4 
gB  =  90°  -  (18°  +  23*°)  =  484° 

Es  hat  also  kein  Ort  der  nördlichen 
Halbkugel  vom  Aequator  bis  au  48 J° 
geogr.  Breite  Nachtdammerung. 

Steht  die  Sonne  in  dem  südlichen  Wen- 
dekreise, so  ist  die  geringste  Mitternachts  - 
tiefe  der  Sonne  die  negative  Sonnenhöhe 
=  -  18°  für  die  Dämmerungsgrenze  und 
man  hat  nach  Formel  1 

-  18o  =  90°-$£-23$° 

woraus  gB-SA^°,  also  5$°  vom  Nordpol 
entfernt,  von  wo  aus  nach  dem  Pol  hin 
während  des  Winters  kein  Ort  eine  Nacht- 
dämmerung erhält.  Um  zu  erfahren, 
unter  welcher  südlichen  Abweichung  die 
erste  Dämmerung  am  Pol  eintritt,  hat 
man  die  geringste  Mitternachtstiefe  =  18°, 
wenn  die  Mittagshöhe  der  Sonne  —  18° 
beträgt,  also  bei  A  =  -  18°,  d.  h.  wenn 
die  Sonne  eine  südliche  Breite  von  18° 
besitzt,  wie  auch  Formel  1: 

-18°  =  90°-90°-il  ergibt 

Während  des  Steigens  der  Sonne  von 
diesem  Stande  aus  verbreitet  sich  die 
Nachtdämmerungsgrenze  nur  langsam  vom 
Pole  ah  nach  den  Polarkreisen  hin,  denn 
erst  beim  Stande  von  12}°  südlicher  Breite 
trifft  die  Grenze  auf  jenen  Punkt  von  54° 
vom  Pol  ab  gerechnet;  die  Mitternachts- 
tiefe  am  Pol  beträgt  nur  -  6J°. 
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Steht  die  Sonne  im  Aeqnator,  so  ist 
die  Grenze  der  Nachtdämmerang  nnter 
72°  Breite,  also  18°  nnter  den  Polen,  die 
Pole  haben  die  Sonnentiefe  =0,  die  Po- 
larkreise dieselbe  =  23}°  nnd  erst  bei  5}° 
nördlicher  Breite  der  Sonne  bilden  die 
Polarkreise  die  Grenze  der  Nachtdämme- 
rung. 

Nachtfernrohr  ist  ein  Fernrohr,  um  bei 
Nacht  dunkle  Gegenstände  zu  beobachten 
oder  aufzusuchen.  Ersteres  geschieht  be- 
sonders von  dem  Schiffer,  letzteres  von 
dem  Astronom,  der  es  deshalb  auch  Ko- 
metensucher nennt.  Es  liegt  bei  die- 
sem Instrument  mehr  an  Helligkeit  und 
grobem  Gesichtsfeld  als  an  Vergröfserung 
und  man  erreicht  dies  durch  ein  flache- 
res und  weiteres  Obiectiv  und  begnügt 
sich  mit  einer  10  maligen  Vergröfserung 
bei  einfachem  Ocular.  Die  Frauenhofer- 
schen  Kometensucher  haben  bei  34  Linien 
ObjecÜT-Oeffnnng,  24 Zoll  Brennweite  und 
bei  10 maliger  Vergröfserung  ein  Gesichts- 
feld vom  6  Grad  Durchmesser. 

Hactatgleichen  sollten  heifsen  Tag- 
u  nd  Nachtgleichen.  Diese  finden  auf 
der  Erde  jährlich  zwei  mal  statt  in  den 
Augenblicken,  wo  die  Sonne  in  der  Erd- 
aequatorebene,  also  normal  der  Erdaxe 
auf  deren  Mitte  gerichtet  sich  befindet 
nnd  wo  sie  die  Erdoberfläche  von  Pol  zu 
Pol  beleuchtet.  Die  Zeitpunkte  dieser 
Stellungen  fallen  auf  den  21ten  März 
und  den  23ten  September,  den  Anfangs- 
punkten des  Frühlings  und  des  Herb- 
st e  s,  woher  auch  der  erste  Punkt  der  Früh- 
lingspunkt, der  zweite  der  Herbst- 
punkt genannt  wird. 

Bei  der  Bewegung  der  Erde  in  der 
Ekliptik  bleibt  ihr  Aequator  unter  einem 
Neigungswinkel  von  23}°  mit  derselben 

Sarallel  mit  sich  selbst.  Denkt  man  sich 
iesem  Aequator  parallel  durch  die  Sonne 
eine  Ebene  gelegt  (den  Weltaequator), 
so  schneidet  diese  die  Ekliptik  in  zweien 
diametral  gegenüberliegenden  Punkten, 
und  diese  Durchschnittspunkte  sind  die 
oben  gedachten  Nachtgleichenpunkte, 
der  Frühlingspunkt  und  der  Herbstpunkt 
(vergl.  .Aequator  der  Erde"  mit  Fig. 
34  und  „Frühlingspunkt"). 

Die  Nachtgleichenpunkte  bleiben  nicht 
constant,  sie  rücken  jährlich  um  50,2  Bo- 
gensecunden  von  Ost  nach  West,  also 
9er  Bewegung  der  Erde  entgegengesetzt, 
indem  die  der  Erdaxe  parallele  Weltaxe 
um  die  Axe  der  Ekliptik  in  dieser  ent- 
gegengesetzten Richtung  im  Kreise  sich 
herumdreht  ohne  ihre  Neigung  Liegen  die- 
selbe zu  ändern  und  jene  Durchscbnitts- 
punkte  mit  nimmt.    Man  nennt  diese 


Verrücknng  der  Nachtgleichenpunkte  das 
Vorrücken  der  Nacht  gleichen,  wäh- 
rend es  eigentlich  ein  Zurückrücken  ist. 
Dagegen  steht  die  Sonne  still  und  die 
Bewegung  der  Punkte  veranlafst,  dafs 
die  Erde  früher  mit  ihr  in  denselben  zur 
Herstellung  der  Nachtgleichen  zusammen- 
trifft und  so  hat  man  die  gewählte  Be- 
zeichnung geeigneter  gefunden. 

In  Folge  dieser  Verrückung  der  Nacht- 
gleichen geschieht  es  nun,  dafs  alle  Sterue 
jährlich  um  50,2  See.  an  Länge  und  ge- 
rader Aufsteigung  zunehmen  ohne  ihre 
Breite  und  Abweichung  zu  ändern.  In 
71,87  Jahren  beträgt  dies  1  Grad  und  in 
25873  Jahren  360  Grade,  so  dafs  nach 
dieser  Zeit,  welche  das  grofse  plato- 
nische Jahr  genannt  wird,  alle  Sterne 
dieselbe  Länge  wieder  erhalten ,  welche 
sie  in  dem  vergangenen  hatten. 

Der  Grund  der  fortdauernden  Bewe- 
gung der  Nachtgleichen  liegt  besonders 
in  der  Abplattung  der  Erde,  vermöge 
welcher  Sonne  und  Mond,  wenn  sie  in 
der  Aequatorebene  der  Erde  sich  nicht 
befinden  eine  ungleiche  Anziehung  auf 
deren  beide  Halbkugeln  ausüben,  sowie 
in  noch  mehreren  anderen  störenden  Ur- 
sachen. 

Die  Nachtgleichenpunkte  zeichnen  sich 
durch  keine  bestimmten  Merkmale  am 
Himmel  aus  und  können  es  auch  ihrer 
Veränderlichkeit  wegen  nicht.  Es  ist  aber 
deren  Lage  genau  zu  wissen  nothwendig, 
denn  der  Frühlingspunkt  ist  allen  nur 
möglichen  astronomischen  Bestimmungen 
der  Anfangspunkt.  Die  Ermittelung  die- 
ser Nachtgleichenpunkte  geschieht  nun 
dadurch,  dafs  man  zu  bestimmten  Zeit- 
angenblicken  vor  und  nach  dem  Ein- 
treten eines  derselben,  z.  B.  des  Früh- 
lingspnnktes,  die  Abweichungen  der  Sonne 
und  die  vergleichenden  geraden  Aufstei- 
gungen derselben  mit  denen  eines  oder 
mehrerer  Fixsterne  durch  genaue  Beob- 
achtungen feststellt. 

Tritt  der  Frühlingspunkt  ein,  sehen 
wir  von  mehreren  einander  sich  berich- 
tigenden Beobachtungen  ab  uud  nehmen 
der  nachfolgenden  Erklärung  wegen  nnr 
zwei  Beobachtungen  an,  so  ist  die  erste 
Abweichung  der  Sonne  südlich,  die  zweite 
nördlich.  Direct  sind  diese  Abweichun- 
gen nicht  zu  finden;  allein  man  mifst 
zwei  Mittagshöhen  der  Sonne  und  findet 
sie  aus  diesen  mit  Hülfo  der  bekannten 
Aeqnatorhöhe  des  Beobachtungsortes. 

Es  bedeute  der  Kreis  den  Erddurch- 
schnitt mit  dem  Mittelpunkt  C;  QQ  den 
Aequator,  O  den  Beobachtungsort,  OH 
sein  Horizont,  Oq  die  mit  dem  Aequator 
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Parallele;  S,  S  die  Richtungen  der  Sonne 
an  zwei  Mittagen ,  S  vor ,  S'  nach  dem 
Eintritt  des  Frühlingspunkts,  so  sind  die 

Fig.  842. 


Bogen  Sil,  Sil  die  beobachteten  Mittags- 
höhen, Sq  und  S'q  die  verlangten  Ab- 
weichungen der  Sonne  und  Bogen  qH 
ist  die  Aequatorhühe  von  Q. 

Man  sieht,  es  ist 

Sq  =  qH-  Sil  =  -  (Sil  -  qll) 

und    S'q  =  S'H  -  qH 

Also,  wie  schon  in  dem  Art.  „Abwei- 
chung" kurz  angegeben,  die  Abweichung 
der  Sonne  =  ±  der  Mittagshöhe  weniger 
der  Aequatorhöhe  des  Orts. 

Nun  sei  wieder  qq  der  Aequator*  Es 
sind  ermittelt  SD  =  h  die  südliche,  S'B 
=  h'  die  nördliche  Abweichung  der  Senne. 
Ist  s  ein  Fixstern  (man  nimmt  möglichst 
schnell  zu  gegenseitiger  Berichtigung  meh- 
rere), so  bat  man  wie  bei  der  Sonne  des- 
sen Abweichungskreis  *A  bestimmt,  und 

Fig.  843. 


man  konnte  vor  eintretenden  Mittagshö- 
hen visiren  die  Punkte  B,  Dt  A  der  ge- 
raden Aufsteigungen  dieser  Gestirne.  Es 
ergaben  sich  dadurch  die  Aufsteigungs- 
unterschiede AB  -  d,  BD  —  d\  Setzt  man 
nun  die  Höhen  h,  h'  auf  die  Punkte  B, 
D  normal  mit  dem  Aequator,  zieht  die 
gerade  Linie  S'S,  so  liegt  in  dem  Durch- 
schnittspunkt F  derselben  mit  qq  der 
Frühlingspunkt  F,  und  zwar  sehr  nahe, 
weil  man  die  Bewegung  der  Erde  in  der 
Ekliptik  zwischen  der  kurzen  Zeit  der 


Beobachtungen  als  gleichförmig  ansehen 
kann. 

Man  hat  demnach  in  den  ähnlichen 
Dreiecken  FBS'  und  FDS,  wenn  man 
AF=  x  setzt: 

S'B:SD  =  BF.DF 

also  h':k  =  x-d.d  +  d'-x 

.  k'd' 
woraus  x  =  d  +  , 

Der  Frühlingspunkt  ist  also  festgestellt 
durch  die  Rectascension  eines  Fixsterns, 
dessen  Standpunkt  am  Himmel  constant 
ist,  und  mau  nat  nun  die  Mittel,  ihn  auch 
mit  Hülfe  anderer  Fixsterne  immer  tou 
Neuem  aufzufinden. 

Desgleichen  ist  der  Zeitaugenblick  des 
Eintritts  der  Nachtgleiche  hieraus  zu  be- 
stimmen. Denn  ist  t  der  Zeitpunkt  der 
beobachteten  ersten,  I1  der  der  beobach- 
teten zweiten  Mittagshöhe,  also  deren 
Zeitdifferenz  =  l'  —  I,  so  erhalt  man  den 
Zeitpunkt  T  des  Eintritts  der  Nacbtgleiche 
aus  der  Proportion 

t'-T:T-t  =  BF:DF=k'  :k 
m    ht'  +  h't 
woraus  7=^+* 

und  wenn  man  t  —  0  setzt,  die  Zeit  T  tod 
der  ersten  Mittagshöhe  DS  bis  zu  dem 
Eintritt  der  Nachtgleiche  F 

T  ~  ÄT*' 

Es  sei  BS'  =  *»  =  11  Minuten  ,  OS  =  k 
=  5  Minuten  Bogenmaafs,  l'  -  /  =  I*  =  24 
Stunden,  so  ist 

T=  !*fx  24 Stunden  =7fr  Stunden  uach 
der  Beobachtung  der  ersten  Mittagshöhe 
DS. 

flachtgleichenpunkte ,  s.  u.  „Nacht- 
gleichen". 

Nachtlänge,  s.  u.  „Nacht*. 

Nadir,  F  u  fs  p  u  n k  t  ist  der  dem  Zenith 
entgegengesetzt  liegende  Punkt  der  Him- 
melskugel, der  zweite  Pol  des  Horizonts 
eines  Orts  der  Erde.  Wäre  die  Erde 
eine  vollkommene  Kugel,  so  würde  jedes 
Nadir  das  Zenith  der  Antipoden  sein. 

Näherung.  Einer  Näherung  bedürfen 
Qröfsen,  deren  Werth  nicht  genau  anzu- 
geben ist;  der  durch  Näherung  gefun- 
dene Werth  heifst  der  Näherungs- 
werth, das  Verfahren  für  die  Auffindung 
des  Näherungswertes  heilstNäherungs- 
weise. 

Brüchen,  deren  Zähler  und  Nenner 
grofse  Primzahlen  unter  sich  sind,  nähert 
man  sich  mit  Hülfe  der  Kettenbrüche 
(s.  d),  man  erhält  Näherungsbrüche. 
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Den  nicht  anzugebenden  Zahlengröfsen,  chen  Kraft  anf  Nutzlast  nicht  verwendet 
den  Irrationalzahlen  nähert  man  sich  auf  wird. 

verschiedene  Weise:  Wurzeln  durch  suc-     c.  Die  Reibungen  der  an  einander 
cessive  \\  urzelausziehung  auf  eine  be-  gleitenden  und  in  einander  sich  drehen- 
liebige  Anzahl  von  Decnnalen.  Die  Ver-  äen  Maschinentheile. 
hältnifszahl  n  ist  in  mehreren  verschie-      n   r»      wj  jj      t»  i. 

denen  Reihen  angegeben,  die  alle  mehr     U*   j     •   n      8 U\  *  5.'  i?e  m 
oder  weniger  convorgiren    Für  transcen-  "ng  der  m  Bewegung  befindlichen  Mas- 
dente  GröLn,  als  Logarithmen,  gonio-  sen/s'  :Mom«»t  Trägheit«), 
metrische  und  cyclometrische  Functionen      E.  Die  durch  Stofse  dem  gesammten 
hat  man  desgleichen  convergirende  Rei-  Maschinenwerk  mitgeteilten  Erschüt- 
ben  entwickelt.  terungeu,  dgrcn  welche  dieselben  in 

Die  Differenzialrechnung  verfährt  iören  geradlinigen  und  kreisförmigen  Be- 
annähernd durch  angenommenes  Wachsen  wegungsricbtungen  durch  schnell  auf  ein- 
und  Abnehmen  veränderlicher  Gröfeen,  ander  erfolgende  Querbewegungen  se- 
in tegrirt  wird  häufig  durch  Reihenent-  st5rt  werden,  auch  durch  Elasticität  der 
Wickelung.  Massen  entgegengesetzte  Richtungen,  also 

Die  Exhaustionsmethode  ist  ein  Rückwirkungen  erfahren  Besonders  ge- 
Annäherungsverfahren ,  um  den  wirklich  8ch,eht  0168  bel  8tomPf-  nnd  Hammer- 
richtigen Werth  einer  geometrischen  Gröfse  werKen* 

zu  ermitteln,  indem  sie  zwei  Gröfsen  ein-  F.  Klemmungen  nicht  genau  genug  be- 
rührt, von  denen  die  eine  bei  beliebiger  arbeiteter  zusammengreifender  Radzahne. 
VergTÖfserung  immer  kleiner,  die  andere  G.  Die  regelmäßig  periodisch  eintre- 
bei  oeliebiger  Verkleinerung  immer  grö-  tenden Richtungswechsel  (die  söge nann- 
fser  bleibt  als  die  aufzufindende  Grofse,  ten  todte  n  Pu  nkte).  Z.B.  Bei  Dampf 
die  aber  einer  dritten  constanten  Gröfse  maschinen  mit  Balancier  die  regelmäßig 
beliebig  nahe  kommen  können,  deren  abwechselnden  Auf-  und  Niedergänge. 
Gröfse  sie  einschließen  und  die  deshalb  Der  Nachtheil  dieser  Einrichtung  ist  zu- 
der  gesuchten  Gröfse  gleich  sein  mufs.  sammengesetzt:  der  Balancierarm  beim 
Die  Ratification  vonCurven,  die  Qua-  Aufwärtsgange  hat  das  Bestreben  weiter 
dratur,  die  Cubatur  Hefern  in  der  Regel  ™  gehen,  es  gehört  ein  Kraftaufwand 
nur  Näherun gs- Resultate.  dazu,  ihn  zum  Stehen  zu  bringen.  Um 

nun  niederzugehen  mufs  er  aus  der  Ruhe 
Räherangsbrnch,  Näheruagsweise,  N4-  in  Bewegung  gebracht  werden,  wozu  wie- 
hernngswerth,  s.  u.  WN aheru n g«.        der  ein  Kraftaufwand  gehört.  Beide  Kraft- 
Name  eines  Verhältnisses  ist  die  Dif-  äufserungen  haben  auf  die  Nutzlast  eine 
ferenz  der  beiden  Glieder  eines  arithme-  ™*  geringe  Wirkung.    Man  begegnet 
tischen  Verhältnisses.  diesem  sehr  nachtheiligen  Ilindernifs  durch 

_  .  Einführung  einer  neuen  Nebenlast,  näm- 

Hebenaxe(Kryst.)s.  u.  ,  Axensystem  iicn  einer  permaneut  wirkenden  Schwung- 
der  Krystalle",  No.  2,  pag.  260.         masse,  eines  Schwungrades. 

Nebenlast  (Mech.)  ist  die  Last,  deren  HebenmOüde,  Monde  von  Monden  wer- 

Gewaltigung  nicht  Absicht  und  Zweck  den  aIs  vorhanden  behauptet  und  be- 

ist,  welche  aufser  der  zur  Ueberwindung  stritten, 
gegebenen  Nutzlast  durch  die  Zusam- 

mensetzung  der  in  einander  greifenden  Nebenplaneten,  Monde.    Es  gibt  nur 

Maschinentheile  sich  erzeugt.   Zu  dieser  Planeten  unseres  Sonnensystems, 

gehören:  welche  Monde  haben:  die  Erde  mit  einem 

A.  Das  Anlassen  einer  Maschine,  M°nd'  derJupiter  mit  vier  Monden,  der 
d.  h.  die  Versetzung  derselben  aus  der  SaUrn  mit  sieben  und  der  Uranus  mit 
Ruhe  in  Bewegung,  welches  langsam  be-  8ecb8  Monden- 

ginnen  und  mit  allmählicher  Steigerung  Sämmtliche  Monde  haben,  genauen  Be- 

der  Geschwindigkeit  bis  zum  normalen  obachtungen  zufolge  die  Eigenschaft  un- 

Gange  geschehen  mufs;  als  der  Nachtheil,  s*res  Mondes,  dafs  sie  ihrem  Hanptplane- 

dafs  mit  dem  nöthigen  Kraftaufwand  keine  ten  immer  nur  eine  Seite  zukehren, 

oder  eine  nur  unbedeutende  Nutzlast  ge-  Auch  ihre  Bahnen  stimmen  mit  denen 

wältigt  wird.  ihrer  Hauptplaneten  ziemlich  genau  über- 

B.  Das  Ablassen  der  Maschine,  e*n* 

d.  h.  die  Versetzung  der  Maschine  aufser  D>®  Monde  des  Jupiter. 

Betrieb  mit  derselben  Wirkung  in  ent-  Diese  Monde  sind  sogleich  nach  Erfin- 
gegen gesetzter  Richtung,  wobei  desglei-  dung  der  Fernröhre  entdeckt  worden,  und 
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zwar  yon  Simon  Mayer  zu  Anspach  am  tigen  Einwirkungen  auf  einander.  Deren 

12ten  Jannar  1609  und  von  Galilei  am  Bahnen  liegen  fast  alle  in  der  Ebene  der 

7ten  Januar  1610.   Erst  in  neuerer  Zeit  Bahn  des  Jupiter.   Die  Neigung  des  er- 

ist  man  mit  den  Monden  genauer  bekannt  sten  wird  angegeben  3°  18' 38  ,  die  des 

geworden  und  namentlich  haben  dieBe-  vierten  2°  36',  beide  bleiben  constant. 

obachtungen  deren  Verfinsterungen  über  Die  Bahnen  des  zweiten  nnd  dritten  sind 

Bahnen  und  Umlaufszeiten  nähere  Kennt-  veränderlich.    Der  zweite  änderte  die  Nei- 

nifs  gebracht.    Die  Bahnen  der  ersten  gung  gegen  den  Jupiter -Aeouator  inner- 

beiden  sind  wenig  elliptisch,  die  beiden  halb  dreifsig  Jahren  von  2°  46'  bis  sa 

äufseren  sind  es  mehr.    Sämmtliche  4  3°  46',  der  dritte  in  einem  Zeitraum  von 

Monde  sind  merklichen  Störungen  unter-  132  Jahren  von  3°  2'  bis  zu  3°  26'. 
worfen  und  zwar  in  Folge  der  gegensei- 


Die  Umlaufszeiten  der  Monde  und  deren  tägliche  Bewegung 

in  Bogenmaafs  sind 


Periodische  Umlaufszeit 

Tägliche  Bewegung. 

des  Iten  Monds 

1  Tg.  18  8t.  27  Min.  33  See. 

203°  29'  20,4" 

.  *.  . 

3  ,  13  ,    13  ,   42  . 

101°  22'  29,1" 

»  3  „  , 

7  .    3  ,    42   .    33  . 

50°  19'  3,5" 

,4.  , 

16  ,  16  .    32   .     8  , 

21°  34'  16,0" 

Abstände  der  Monde  vom  Jupiter.  Abstände  in  geographischen  Meilen,  wenn 

Die  ersten  Zahlen  sind  die  scheinbaren  Jupiters  Aeo^uatoreal-Durchmesser  =20100 

Abstände  in  Halbmessern  des  Jupiter  nach  Meilen  betragt. 
Delambre,  die  letzten  sind  die  wahren 

Der  lte  Mond   5,6985  Halbmesser  57300  geogr.  Ml. 

„2,     „       9,0665        „  91100  „ 

,    3  ,     ,     14,4619        ,  145300  , 

„    4  „     ,     25,4359  _      .  255600  , 

Wahre  Gröfse  der  Monde 
nach  Schröter       nach  Struve 
Des  lten  Monds  564  geogr.  Ml.   532  geogr.  Ml. 

.    2„        »     465     ,       „     477     ,  . 

»3.        ,     818     „       ,     780     ,  , 

,   4  .        .     570    ,       ,     667     ,  „ 

2.  Die  Monde  des  Saturn.  lescop  den  28ten  August  1789  den  zwei- 
_  Diese  Monde  sind  mit  sehr  langen  Fern-  ten  und  derselbe  endlich  am  17ten  Sep- 
röhren  entdeckt  worden.  Huyghens  ent-  tember  1789  den  ersten  Mond, 
deckte  am  25ten  März  1655  den  sechsten  Die  Ebenen  der  sechs  inneren  Mond- 
Mond,  Cassini  am  25ten  October  1671  bahnen  sind  von  dem  Ring  des  Satums 
den  siebenten  Mond,  derselbe  am  13ten  wenig  abweichend,  der  siebente  dagegen 
December  1672  den  fünften  Mond,  im  hat  eine  Neigung  von  12  Grad  gegen  den- 
März  1684  den  dritten  und  den  vierten  selben. 
Mond,  Herschel  mit  einem  40füfsigen  Te- 

Die  Umlaufszeiten  der  Monde  und  deren  tägliche  Bewegung  in 

Bogenmaafs  sind 


Periodische  Umlaufszeiten. 

Tägliche  Bewegung. 

der  lte  Mond 
.  2.  . 
.  3,  , 
»  4  s  a 

.  6,  . 
.   7.  . 

0  Tg.  22  St.  37  Min.  33  See. 

1  ,    5  ,  53  „     9  , 

1  ,  21  ,  18   ,    26  , 

2  .  17  ,  44   ,    61  , 
4  .  12  „  25  „    11  , 

15  ,  22  ,  41   .    25  . 
79  ,    7  „  53  ,   43  . 

!    381°  51'  53" 
262°  43'  38" 
190°  41'  52" 
131°  24'  42" 
79°  41'  25" 
22°  34'  37" 
4°  32»  17" 
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bstände  der  Monde  Tom  Saturn,  der  Halbmesser  des  Ringes  38600  geogr. 

Die  ersten  Zahlen  sind  die  scheinbaren  Ml.;  für  die  dritten  Zahlen  ist  der  Aequa- 

Abstände  in  Winkeln  für  die  mittlere  toreal  •  Durchmesser  des   Saturns  17270 

Entfernung;  für  die  i weiten  Zahlen  ist  geogr.  Ml.  angenommen. 


Scheinbare  Abstsinde. 

Wahre  Abstände 

in  Ringhalbmessern 

in  geogr.  Meilen 

Dea  lten  Monde 

28,67  See. 

1,42 

27400 

,  2. 

36,79  . 

1,83 

36200 

•  3„ 

• 

43,05  . 

2,16 

41600 

.  4, 

>• 

56,00  , 

2,78 

53600 

-  5. 

• 

78,00  , 

3,88 

74700 

.  6. 

180,00  , 

8,95 

172300 

.  ?. 

• 

522,05  , 

25,98 

499800 

3.  Die  Monde  des  Uranus.  1794,  den  fünften  am  9ten  Februar  1790, 
Berschel  entdeckte  am  Ilten  Jannar  den  sechsten  am  28ten  Februar  1794.  Die 
1787  die  beiden  gröfsten  Monde  desselben,  Bahnen  sind  beinahe  senkrecht  auf  dar 
den  «weiten  und  den  vierten ;  später  die  Uranusbahn  um  die  Sonne,  gegen  welche 
übrigen  Tier  Monde,  den  ersten  am  18ten  dessen  Aequator  ebenfalls  senkrecht 
Januar  1790,  den  dritten  am  26ten  Min  steht. 


Synodische  Umlaufsteiten. 

Entfernungen 

in  Halbmessern  !  .  w 

des  Uranus    |  In  «"F- 

Dea  lten  Mondea  5  Tg.  21  St  26  Min.  — 

See. 

13,0 

48900 

»    2  .       B      8  ,    16  ,  66    .  5 

■ 

16,5 

62000 

„    3  .       ,     10  ,    23  ,    4   .  — 

■ 

19,2 

72200 

.    4  .       .     13  ,    11  .    8    .  59 

■ 

22,0 

82700 

•    6  n       »38,     1  »  49    ,  — 

44,2 

166200 

.    6  .       .  107  .    16  ,  40    .  - 

■ 

86,5 

•325200 

lebenwlnktl  sind  Winkel,  die  einen 
gemeinschaftlichen  Schenkel  haben  und 
deren  beide  andere  Schenkel  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen. 

Bd.  II,  pag.  53,  Fig.  337  sind  ZACD 
nnd  Z.BCD  Nebenwinkel,  denn  CD  ist 
ihr  gemeinschaftlicher  Schenkel  und  deren 
beide  andere  Schenkel  AC,  BC  liegen  in 
einer  geraden  Linie  AB. 

■ab Anwohner  (Periöci)  sind  die  Bewoh- 
ner, die  unter  einerlei  Breite  auf  entge- 
gengesetaten  Seiten  de.s  Meridians  woh- 
nen. Sie  haben  dieselben  Jahreszeiten 
aber  entgegengesetzte  Tageaxeiten. 

Wegatl?,  s.  u.  »Affirmativ«. 

Hegatlve  Gröfoea,  a.  u.  .Entgegen- 
gesetzte Gröben",  Bd.  III,  pag.  63. 

Feigang  ist  ein  geometrischer  Begriff 
und  bedeutet  alles  was  nicht  rechtwink- 
lig, was  nicht  normal  auf  einander  ist 

IV. 


Ein  Winkel  wird  erklärt  als  die  Neigung 
zweier  geraden  Linien,  wenn  man  vom 
sphärischen  Winkel  absieht;  da  nun  ein 
rechter  Winkel  ebenfalls  ein  Winkel  ist, 
so  kann  man  denselben  auch  erklären 
als  einen  Winkel,  dessen  Schenkel  auf 
einander  normal  stehen. 

Wird  eine  gerade  Linie  in  einem  be- 
liebigen Punkt  von  einer  anderen  mit 
deren  Endpunkt  berührt,  so  bilden  sie 
zwei  Winkel  mit  einander;  offenbar  iat 
die  Neigung  beider  Linien  auf  der  Seite 
des  kleinereu  Winkels,  auf  der  zweiten 
Seile  könnte  man  sie  ehereine  Abwei- 
chung nennen.  Normal  sind  also  gerade 
Linien  mit  einander,  wenn  sie  auf  beiden 
Seiten  weder  Neigung  noch  Abweichung 
haben. 

Zwei  Ebenen,  die  sich  schneiden,  schnei- 
den sich  in  einer  geraden  Linie.  Diese 
Ebenen  bilden  auf  jeder  der  bei- 
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den  Seiten  alle  nur  möglichen  Winkel 
von  0  bis  2  Rechten ,  je  nachdem  man, 
Ton  einem  Punkt  der  Durchschnittslinie 
aus,  auf  beiden  Ebenen  gerade  Linien 
in  verschiedenen  Lagen  zieht,  oder  je 
nachdem  man  die  Lage  einer  Durcn- 
schnittsebene  wählt.  Zieht  man  von  einem 
Punkt  der  Durchschnittslinie  beide  Linien 
in  der  beiden  Ebenen  angehörigen  Durch- 
schnittslinie nach  einerlei  Richtung,  so 
wird  der  Winkel  =  0,  zieht  man  sie  nach 
entgegengesetzten  Richtungen,  so  wird 
der  Winkel  =  180°.  Da  nun  die  Lage 
zweier  solcher  Ebenen  nur  durch  einen 
Winkel  bestimmt  werden  kann,  so  ist 
natürlich,  dafs  man  einen  bestimmten 
constanten  Winkel  als  Maafs  ihrer  Nei- 
gung wählen  mufs,  und  es  ist  dieser  der 
Winkel,  den  die  Durchschnittslinien  einer 
normal  durch  beide  Ebenen  gelegten  Ebene 
mit  einander  bilden. 

Wenn  eine  gerade  Linie  auf  einer  Ebene 
steht,  so  bilden  beide  ebenfalls  so  viele 
verschiedene  Winkel,  ah  Ebenen  durch 
die  Linie  gelegt  werden  können.  Nur 
eine  dieser  Durchschnittsebeuen  wird  mit 
der  gegebenen  Ebene  normal  und  in  die- 
ser bildet  die  Durchschnittslinie  mit  der 
Standlinie  auf  einer  Seite  den  möglich 
kleinsten,  auf  der  anderen  Seite  den  mög- 
lich gröfsten  Winkel.  Der  kleinere  die- 
ser beiden  Winkel  ist  der  Neigungs- 
winkel der  Standlinie  mit  der  Ebene. 

Oröfste  Kreise,  die  unter  sich  und  mit 
Parallelkreisen  auf  Kugeln  sich  schneiden, 
haben  desgleichen  verschiedene  Lagen 
mit  einander,  die  ebenfalls  durch  die  von 
den  Kreisen  oder  deren  Bogen  mit  ein- 
ander gebildete  sphärische  Winkel  ge- 
messen werden.  Diese  sphärischen  Win- 
kel vergleicht  man  aber  erst  mit  gerad- 
linigen Winkeln,  und  zwar  mit  denjeni- 
gen, welche  die  in  den  Durchschnitts- 
punkten der  Bogen  in  deren  Ebenen 
gezogenen  Tangenten  mit  einander  ma- 
chen. Hit  diesen  WTinkeln  werden  die 
sphärischen  Winkel  als  in  einerlei  Yer- 
baltnifs  befindlich  betrachtet,  oder,  was 
zu  demselben  Ergebnifs  führt,  beiderlei 
Winkel  werden  einander  gleich  gesetzt. 
Demnach  messen  die  gedachten  Tangen- 
tenwinkel mit  ihrer  Gröfse  die  Neigun- 
gen der  Kugelkreisbogen  unter  einander. 

Neigung  der  Bahn  eines  Planeten  oder 
eines  Kometen  bezieht  sich  auf  die  Lage 
dieser  Bahn  gegen  die  Bahn  unserer  Erde, 
auf  der  jene  Bahnen  beobachtet  werden. 
Da  säuimtliche  Planeten  und  Kometen 
in  Ebenen  umlaufen,  die  den  Mittelpunkt 
der  Sonne  in  sich  schliefsen  und  die  Erde 
ebenfalls,  so  schneiden  sämmtliche  Bah- 


nen die  Ekliptik  in  einer  durch  den  Son- 
nenmittelpunkt gehenden  Linie,  der  Kno- 
tenlinie. Die  Durchschnittspunkte  einer 
Bahn  mit  der  erforderlich  verbreiterten 
Ebene  der  Ekliptik,  welche  diametral 
einander  gegenüberliegen,  sind  die  Kno- 
ten, und  die  sphärischen  Winkel,  welche 
an  diesen  Punkten  beide  Bahnen  (von 
der  Ekliptik  eine  Parallele  dort  gedacht) 
mit  einander  bilden,  sind  die  Neigungs- 
winkel beider  Bahnen. 
Neigung  der  Bahn  von  Neben- 

ßlaneten,  den   Monden,  ist  deren 
eigung  mit  der  Bahn  ihres  Centralge- 
atirns,  ihres  Hauptplaneten. 

Neigung  der  Magnetnadel,  Inclina- 
tion,  s.  u.  „Magnet". 

Nelgnngscompafs,  Inclinatoriuni  ist 
ein  Mefsinstrument  zur  Messung  des  Win- 
kels, den  eine  genau  im  Schwerpunkt 
aufgehängte  (equilibrirte)  Magnetnadel  im 
magnetischen  Meridian  von  der  Horizon- 
talen abweicht  (vergl.  „Abweichung 
der  Magnetnadel"). 

Neigungsebene  ist  diejenige  Ebene, 
welche  auf  jeder  von  zweien  sich  schnei- 
denden oder  auch  blofs  geneigten  Ebe- 
nen normal  sich  befindet;  der  von  den 
Durchschnittlinien  der  Neigungsebene  mit 
den  beiden  anderen  Ebenen  gebildete 
Winkel  ist  deren  Neigungswinkel. 

Neignngsnadel  ist  die  Magnetnadel  im 
Neigungscompafs. 

Neigungswinkel,  s.  n.  „Neigung". 

Nenner  ist  die  unter  dem  Bruchstrich, 
die  dividirende  Zahl  (s.  „Bruch"). 

Neoide.  Hierunter  versteht  man  eine 
Curve,  welche  für  zweckmäfsige  Hebung 
und  Senkung  der  den  Spinnmaschinen 
angehürigen  Spindeln  angewendet  wer- 
den soll.    Ihre  Construction  ist  folgende. 

Man  zeichnet  in  einem  Kreise  Halb- 
messer mit  Verlängerungen  und  macht 
letztere  proportional  den  von  denselben 
abgeschnittenen  Bogen. 


Fig.  844. 
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Es  sind  also 
DE :  FG  —  Bogen  AD :  Bogen  AF 

Es  ist  mithin  DE'=  k  •  Bogen  AD,  FG 
=  k  •  Bogen  AF,  wo  k  eine  ganz  beliebige 
Zahl  ist. 

Zum  Ueberflufo  erklärt  man  auch,  dafs 
der  beliebige  constante  Factor  k  noch  mit 
dem  Halbkreisbogen  ADFB  dividirt  wer- 
den solle,  so  daß 

DE-—  Bogen  AD-,  FG-  —  Bogon  AF. 
nr     °  nr  n 

Ist  der  ganze  Kreis  abgewickelt,  so  kann 

eine  zweite  Windung  construirt  werden; 

die  Verlängerung  in  CE  von  D  aus  wird 

sodann  der  Kreisumfang  +  dem  Bogen  AD. 

Da  k  oder  —  jede  beliebige  Zahl ,  also 

auch  ein  achter  Bruch  sein  kann,  so  kann 
man  Ton  den  Bogenlängen  AD,  AF  ganz 
absehen.  Man  tneile  die  Kreislinie  in 
eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Theile, 
gibt  der  ersten  Verlängerung  die  behe- 


bige Länge  a,  der  zweiten  die  Länge  2a 
u.  s.  w. 

Nepersche  Analogien.  In  Beziehung 
auf  das  zu  dem  Art.  Gaufs'sche  Glei- 
chungen gezeichnete  Kugeldreieck,  Fig. 
652,  pag.  137  bestehen  die  Analogien  in 
folgenden  Gleichungen: 


Die  Gaufs'schen  Gleichungen  sind  in 
dem  Art.  »Kugeldreieck*  am  Schlafs 
pag.  122  entwickelt;  aus  denselben  las- 
sen sich  die  Analogien  leicht  ableiten. 
Man  erhält  nämlich 


Die  lte  Analogie  durch  Division  von  Gleichung  1  durch  Gleichung  3. 

Die  2te      „       durch  Division  von  Gleichung  2  durch  Gleichung  4. 

Die  3te      „       durch  Division  von  Gleichung  4  durch  Gleichung  3. 

Die  4te      „       durch  Division  von  Gleichung  2  durch  Gleichung  1. 


Aus  den  Nepefschen  Analogien  erhält 
man  nun  zwei  Winkel,  wenn  die  ihnen 
gegenüberliegenden  Seiten  und  der  dritte 
Winkel  gegeben  sind,  nnd  zwei  Seiten, 
wenn  die  innen  gegenüberliegenden  Win- 
kel und  die  dritte  Seite  gegeben  sind. 

Sind  nämlich  die  beiden  Seiten  a,  b 
und  der  ihnen  gegenüberliegende  Winkel 
y  gegeben,  so  erhalt  man  aus  Gleichung 
1  und  2  die  Winkel  i(«  +  ß)  nnd  H«-/J); 
die  beiden  gefundenen  Werthe  addirt  er- 
geben o,  der  zweite  Werth  von  dem  er- 
sten abgezogen  ergibt  ß. 

Sind  die  beiden  Winkel  «,  ß  nnd  die 
ihnen  gegenüberliegende  Seite  c  gegeben, 
so  erhalt  man  durch  Gleichung  3  und  4 
die  Längen  *(«  +  *)  arm  *(<*-*)• 

Nepersche  Logarithmen.  Die  ersten 
Logarithmen  überhaupt  bestanden  in  sei- 
nem logarithmischen  Canon  für  die 
Sinus  und  Tangenten  der  Winkel  von 
Minute  zu  Minute. 

Hetz,  Dreiecksnetz  ist  für  ausge- 
dehnte Land-  oder  Feldvermessungen  eine 
Aneinanderreihung  von  grofsen  Dreiecken, 
deren  Spitzen  von  der  Natur  oder  von 
Bauwerken  schon  ausgezeichnet  sind  oder 
durch  besondere  8ignale  bezeichnet  wer- 
den. Deren  Vermessung  und  Berechnung 
mit  Hülfe  einer  Basis  und  durch  Win- 


kelaufnahmen, s.  den  Art.  „Gra  dm  es- 
sung". 

Neumond  ist  der  Mond  in  der  Lage 
zwischen  Sonne  und  Erde,  so  dafs  die 
uns  zugekehrte  Seite  von  der  Sonne  un- 
beleuchtet ist  (s.  „ Länge  der  Sonne 
nnd  des  Mondes  und  Mondphasen.") 

lenn  ist  die  letzte  Ziffer  im  dekadi- 
schen System. 

Die  Zahl  9  hat  folgende  eigentümliche 
Eigenschaften: 

1.  Wenn  die  Summe  der  Ziffern  einer 
Zahl  durch  9  ohne  Rest  theilbar  ist,  so 
ist  auch  die  Zahl  durch  neun  ohne  Rest 
theilbar.   Z.  B.  7425.   Denn  es  ist 

6=  5 

20  =  2  x  9  +2 

400  =  4x99  +4 

7000  =  7  x  999  +  7 

Demnach 

7425  =  2x9  +  4x99  +  7x9994-  (6+2+4+7) 

Die  ganze  Zahl  ist  also  durch  9  theil- 
bar, wenn  die  eingeklammerte  Summe 
der  Ziffern  durch  9  theilbar  ist.  Es  sind 
also  auch  alle  Zahlen  durch  9  ohne  Rest 
theilbar,  welche  entstehen,  wenn  man  die 
Ziffern  7,  4,  2,  5  beliebig  verstellt,  als 
2457,  2547  u.  s.  w. 
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2.  Die  Summe  der  Ziffern  einer  Zahl,  mit  1000  - 1 
in  welche  die  9  nicht  aufgeht,  dnrch  9  9  x  676  =  6760  -  676  =  6184. 

dividirt  lälst  denselben  Rest ,  welcher  ent-      99  x  7879  schreib  das  Subtractions- 

steht,  wenn  man  die  Zahl  dnrch  9  divi-  exempel:  787900 
dirt,  7879 


99x  7979  =  780021 


Die  Richtigkeit  des  Satzes  geht  ans  1 
hervor. 

3.  Jede  Potenz  von  10  dnrch  9  dm- 
dirt läßt  den  Rest  1. 

4.  Soll  eine  Zahl  mit  9  multiplicirt 
werden,  multiplicire  mit  (10-1);  statt  theilige  Zahl (10  -  1),  z.  B.  die  Zahl  31104, 
mit  99  mit  (100-1);  statt  mit  999  mit  so  erhält  man  folgendes  Eiempel 


gibt 
u.  s.  w. 

5.  Statt  eine  Zahl,  in  «eiche  die  9  anf» 
geht  mit  9  zu  dividireo,  kann  man  ad- 
diren;  denn  dividirt  man  durch  die  zwei- 


31104 

31100-3110 


4+3110  =  3114 

3110-311 


=  +315 

310-31 


+  36 


2.  Beispiel:  979633 

979633 

1.  Rest  97956 

3.  Rest  9801 

3.  Rest  981 

4.  Rest  99 
6.  Rest  18 

979533  : 9  =  1088J 

3.  Beispiel:  35987485:999 

35987485 
35987000 


Rest 


485 

»+  35987 

36472 
36000 


1000-1 


35987 


36 


10  -  1 

3110  +  311  +  31+4 

Oder  untereinander  geschrieben: 

3110 
311 
31 


3456  =  31104:9 


472 

+  36 


369-23$  &J =35987485:999 


Rest 


508 


6.  Wenn  zwei  Zahlen  M  und  JV  durch 
9  die  Reste  m,  h  geben,  so  geben  die 
Producte  M  x  JV  und  wxn  ebenfalls  gleiche 
Reste. 

Denn  es  sei  M  -  9  •  a  +  m;  JV  =  9«  &  +  » 

so  ist  Jf  x  iV=  81aA  +  9  (an  +  6m)  +  mn 

Demnach  mufs  J  M N  mit  J  mw  densel- 
ben Rest  geben. 

7.  Wird  eine  Zahl  H  durch  eine  Zahl 
N  dividirt,  und  es  ensteht  der  Quotient 
Q  und  der  Rest  R  so  ist: 

N     V+  N 
Ä  =  iVx(?+Ä 
Hieraus  ist  zu  ersehen,  dafs  wenn  N, 


Qt  Ä,  M  einzelu  dnrch  9  diridirt  Reste 
lassen,  die  Reste  von  N  und  Q  multi- 
plicirt, dies  Product  mit  dem  Rest  des 
Restes  addirt  einen  Rest  geben  müssen, 
der  dem  Rest  des  Dividendus  gleich  ist. 

Neonerprobe  ist  ein  Prüfungsmittel  für 
Ausrechnungen  in  den  vier  8pecies.  8ie 
gründet  sich  auf  die  im  vorigen  Artikel 
nachgewiesenen  Eigenschaften  der  Zahl 
9.  In  dem  Art.  „Addition*  No.  4,  ist 
die  Neunerprobe  für  Addition  er- 
klärt; sie  gilt  auch  wenn  Minnsgrö- 
fsen  in  den  Summanden  vorkommen, 
also  anch  für  die  Subtractiou  nnd  grün- 
det sich  anf  No.  2  des  vorigen  Art. 

Die  Probe  für  Multiplieation  be- 
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steht  darin,  dafs  man  Reste,  welche  ans 
der  Division  jedes  Factors  mit  der  9  her- 
vorgehen mnltiplicirt.  Dies  Product  der 
Reste  mit  9  dividirt  mufs  mit  dem  Pro- 
dnct  der  gegebenen  Zahlen  durch  9  di- 
vidirt einerlei  Rest  haben. 

Z.  B.  3425x3794  =  9569450. 

3425  hat  den  Rest  6;  2794  den  Rest  4 ; 
das  Prodnct  20  der  Reste  gibt  den  Rest 
2  nnd  der  Rest  der  Zahl  9569450  hat 
ebenfalls  den  Rest  2. 

Um  die  eben  angegebenen  Reste  der 
Zahlen  zu  finden  hat  man  nach  No.  1 
des  vorigen  Art  nur  nöthig  die  Snmme 
deren  Ziffern  dazu  su  nehmen.^  Das  an- 
gegebene Verfahren  selbst  gründet  sich 
an?  No.  6  des  vorigen  Art. 

Die  Probe  für  Division  besteht 
nach  No.  7  des  vor.  Art.  darin,  dafs  man 
aus  der  Division  durch  9  die  Reste  des 
Divisors  und  des  Quotient  mnltiplicirt, 
dies  Product  mit  dem  Rest  des  mit  9 
dividirten  Restes  addirt.  Diese  Zahl  und 
der  Dividend  durch  9  dividirt  müssen 
beide  einerlei  Rest  geben. 

Z.  B.  9542780: 248  =  38478 +  f]f 
Der  Dividendus  hat  den  Rest  =8 
Der  Divisor  den  Rest  5 
Der  Quotient  den  Rest  3 
Der  Rest  den  Rest  2 
5x3  +  2  =  17,  Rest  8,  also  mit  dem 
Rest  des  Dividend  gleich. 

leotralitatsr einen,  s.  u.  „Atomge- 
wicht", pag.  165  links. 

Niedere  Analysis,  Analysis  des  End- 
lichen. Hierunter  versteht  man  die  ge- 
sammte  Arithmetik  mit  Ausnahme  der 
Differential-  und  Integralrechnung,  s.  d. 
Art.  .Analysis". 

Niedere  Benennnng  ist  bei  benannten 
Zahlen  der  Theil  eines  Ganzen,  das  Ganze 
die  höhere  Benennung.  Bei  Geld 
z.  B.  ist  Thaler  die  höhere,  Groschen  die 
niedere  Benennung. 

Niveau  ist  der  allgemeine  Name  eines 
Nivellir- Instruments  mit  Fernrohr  und 
Libelle. 

Nivelliren  heifst,  den  Höhenunterschied 
zweier  und  mehrerer  auf  der  Erdober- 
fläche befindlichen  Punkte  zu  bestimmen 
Es  geschieht  zur  Anlage  von  Kunststra- 
fsen,  als  Chausseen,  Eisenbahnen,  zu  An- 
lage von  Kanälen,  um  das  Totalgefälle 
zwischen  den  su  verbindenden  Flufsstel- 
len  su  finden,  auf  die  Kanalstrecke  zu 
vertheilen  und  dasErfordernifa  von  Schleu- 
sen beurtheilen  und  dieselben  richtig  an- 


legen zu  können;  für  Entwässerung,  Be- 
wässerung, Drainirung  von  Ländereien. 
Man  bezeichnet  das  Nivelliren  auch  mit 
dem  ungeeigneten  Namen  Wasser  wä- 
ren. Es  hat  dies  seinen  Grund  entwe- 
der darin,  dafs  es  früher  vorzugsweise  su 
hydrotechnischen  Zwecken  atigewendet 
worden,  oder  auch,  dafs  das  erste  Nivel- 
lirinstrument  aus  einer  mit  Wasser  an- 
gefüllten communicirenden  Röhre,  der 
noch  heut  so  genannten  Wasserwaage 
bestanden  hat. 

Je  nsch  dem  Grade  der  erforderlichen 
Genauigkeit  sind  auch  die  Hülfsmittel, 
die  Längenmaalsstäbe  und  die  Nivellir- 
instrumente  zu  wählen. 

Ferner  wird  der  Zweck  am  vollkom- 
mensten erreicht,  je  einfacher  und  je  un- 
mittelbarer dabei  verfahren  werden  kann. 
Fallen  keine  Hindernisse,  als  tiefe  Schluch- 
ten, hohe  Berge  in  die  zu  nivellirende 
Linie,  so  ist  das  Nivelliren  eine  äufserst 
einfache  Arbeit. 

Das  einfache  Nivelliren  erfordert  swei 
Instrumente,  das  Ni vellirinstrument 
und  die  Nivellirlatte  mit  verschieb- 
barer Tafel.  Jedes  Nivellirinstrument 
hat  die  Einrichtung,  dafs  mit  demselben 
eine  genau  horizontale  Linie  viairt  wer- 
den kann.  Die  Nivellirlatte  ist  von  der 
Unterkante  ab  in  Fufse,  Zolle  und  Linien 
eingetheilt,  die  Quadratische  Tafel  ist 
durch  eine  lothrechte  nnd  eine  waage- 
rechte Mittellinie  in  vier  Quadrate  ge- 
theilt,  welche  durch  abwechselnd  schwarze 
und  weifse  Färbung  auf  die  Ferne  kennt- 
lich gemacht  sind. 

Um  nun  den  Höhenunterschied  der 
beiden  Punkte  A  und  B  zu  finden,  stellt 
der  Feldmesser  das  Instrument  über  den 
höheren  Punkt  A,  läfst  einen  geübten  Ar- 
beiter die  Latte  BF  lothrecht  über  den 
Punkt  B  erhalten  und  vermittelst  Hand- 
zeichen die  Tafel  so  lange  verschieben, 
bis  seine  Visirlinie  anf  die  waagerechte 
Mittellinie  der  Tafel  trifft.  Die  mit  die- 
ser Linie  waagerechte  Kante  eines  Schie- 
bers gibt  auf  dem  Maafsstab  die  Höhe 
BE  an,  von  der  die  Höhe  AC  der  Visir- 
linie über  dem  Punkt  A  abgezogen  den 
Höhenunterschied  der  Punkte  A  und  B 
angibt. 

Die  Visirlinie  hat  wegen  des  veränder- 
lichen Stativs  bei  jeder  Aufstellung  eine 
andere  Höhe  über  dem  Aufstellungspunkt, 
sie  mühte  also  jedesmal  vermessen  wer- 
den. Man  nivellirt  aber  aus  der  Mitte, 
d.  h.  man  stellt  das  Instrument  in  der 
Mitte  swbchen  den  beiden  zu  nivelliren- 
den  Punkten  anf,  wo  dann  deren  Höhen- 
unterschied unabhängig  von  der  Höhe 
der  Visirlinie  erhalten  wird. 
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Sind  nämlich  B  und  D  die  beiden  zu  gröTseren  der  beiden  notirten  Maafse  ab- 
nivellirenden  Pnnkte,  so  wird  mit  dem  gezogen  ergibt  den  Höhenunterschied  bei- 
Instrument erst  die  Linie  CE,  hierauf  der  Punkte  B  und  D. 

Für  gröfsere  Strecken  wird  das  Nivel- 
Fig.  845.  lement  auf  diese  Weiso  begonnen  und 

fortgesetzt;  die  Entfernungen  je  zweier 
auf  einander  folgenden  Punkte  heifsen 
Stationen, die  Punkte  selbst  Station  s - 
punkte. 

Es  sei  der  nächste  Stationspunkt  //, 
so  bleibt  der  Nivellirstab  in  D  stehen, 
nur  die  Tafel  wird  nach  //  gedreht,  das 
Instrument  wird  in  der  Mitte  zwischen 
D  und  // aufgestellt,  nach  D(rückwärts) 
und  nach  H  (vorwärts)  visirt,  beide 
Maafse  DG'  und  IM  wenn  J  der  visirte 
Punkt  ist,  werden  notirt  und  deren  Un- 
terschied gibt  die  Höhe  zwischen  D 
die  Linie  CG  visirt,  das  kleinere  von  dem  und  II. 


Es  sei  gefunden:  Erste  Station. 
Rückwärts  BE  =  i'  3"  6"' 
Vorwärts    DG  =  1'  4"  8"' 


Zweite  Station. 
Rückwärts  DG'  -  4'  1"2"' 
Vorwärts    /fJ  =  4' 10"  7"' 


beträgt  von  B  bis  // 


gibt   2'  10"  10"'  8teigen 


gibt   0'  9"  5'"  Fallen 


2'  1"  5"' Steigen. 


Zur  Versicherung,  dafs  die  Maafse  rich- 
tig abgelesen  worden,  wird  die  Tafel  nach 
der  Ablesung  verschoben  und  zum  zwei- 
ten Mal  visirt.  Zeigt  sich  eine  bemerk- 
bare Differenz,  zum  dritten  Mal. 

Die  Aufzeichnung  der  gefundenen  Maafse 
geschieht  sofort  in  einem  dazu  eingerich- 
teten Journal  tabellarisch.     Es  werden 


hierin  auch  Colnmnen  für  Hausarbeit  zu- 
gefügt ,  um  in  diese  die  noch  auszurech- 
nenden Zahlen  einzuschreiben,  welche  zum 
Auftragen  des  Nivellementsprofils  unmit- 
telbar erforderlich  sind. 

Anbei  erfolgt  eine  Tabelle  als  Heispiel 
wie  dieselbe  eingerichtet  werden  könnte. 


I 

1     M  l 

Rückwärts 

Vorwärts 

Steigen 

Fallen 

Vertikal- 
Länge 

Station 
Numm 

Station 
Längt 

einzeln 
abgele- 
sen 

Mittel  ' 

einzeln 
abgele- 
sen 

- 

Mittel 

1 

20 

4.  3.  7 
4.  3.  S 
4.  3.  7 

4.  3.  7 

2.  6.  5 
2.  6.  5 

2.  6.  6 

■ 

1.  9.  2 

1 

58.  2.  10 

2 

15 

6.  3.  2 
6.  3.  2 

8.  3.  2 

4.  1.  7 
4.  1.  8 
4.  1.  8 

4.  1.  8 

2.  1.  6 

j  56.  1.  4 

3 

20 

3.  t.  9 
3.  1.  8 
3.  1.  8 

3.  1.  8 

6.  3.  4 
5.  3.  5 
5.  3.  4 

5.  3.  4 

2.  1.  8 

58.  3.  0 

Die  esten  beiden  Colnmnen  sind  Stu-  geschieht.  Denn  die  Stationslängen  sind 
benarbeit,  welche  vor  dem  Nivellement  beim  Vermessen   der  zu  niveUirenden 
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Strecke  dem  Terrain  entsprechend  dem  punkten  Lothe  and  bestimmt  auf  diesen 
Angenmaafs  nach  bestimmt  und  mit  nu-  die  nivellirten  Punkte  durch  Abstände 
merirten  Pfählen  bezeichnet.  Nur  die  von  der  Horizontalen,,  die  aus  den  beiden 
dritte  und  die  fünfte  Columne  sind  auf  vorletzten  Columnen  berechnet  worden 
dem  Felde  auszufüllen,  die  übrigen  wer-  sind. 

den  nach  beendigtem  Nivellement  wieder  Gesetzt  der  Höhenunterschied  zwischen 
zu  Hause  berechnet  und  ausgefüllt.         dem  tiefsten  und  dem  höchsten  Punkt 

Die  durch  Punkte  getrennten  drei  Zah-  der  nivellirten  Linie  betrage  gegen  40 
len  sind  Fufse,  Zolle  und  Linien.  Die  Fufs,  so  kann  man,  den  kleinsten  leer- 
Hittel,  die  Zahlen,  welche  als  Mittel  werthe  bleibenden  Abstand,  den  des  höchsten 
aus  den  jedesmaligen  drei  Ablesungen  Punkts  von  der  Horizontalen  etwa  10  Fufs 
genommen  werden ,  von  einander  abgezo-  gesetzt,  die  Normalverticale  =  50  Fufs  an- 
gen  liefern  das  Steigen  und  Fallen,  und  nehmen.  Die  Ermittelungen  des  tiefsten 
aie  Differenzen  deren  beiden  Summen  den  und  des  höchsten  Punkts  sind  aber  weit- 
summarischen Höhenunterschied  zwischen  läufig  uud  es  ist  am  einfachsten,  wenn 
dem  Anfangspunkt  und  dem  Endpunkt  man  mit  dem  Anfangspunkt  sogleich  eine 
der  nivellirten  Länge.  Vertikalhöhe  annimmt,   weil  dann  die 

Um  das  Nivellementsprofil  auftragen  zu  übrigen  alle  der  Reihenfolge  nach  be- 
können,  zeichnet  man  eine  Horizontallinie,  rechnet  werden  können.  Setzt  man  die 
trägt  von  einem  Anfangspunkt  aus  die  Vertikale  für  den  Anfangspunkt  =  60  Fufs, 
Stationslängen  ab,  fällt  aus  den  Station*-  so  hat  man  die  des  zweiten  Stationspunkts 

=  60'-l'  9"  2"'  =  58'  2"  10"' 
die  des  dritten  =  58'  2"  10"'  -  2'  1"  6"'=  56'  1"  4"' 
die  des  vierten  =  56'  1"  4"'+  2'  1"  8"'=  58'  3"  0"' 


Nivellir  •  Instrument e  Das  einfachste 
derselben  ist  die  Setzwaage  mit  Blei- 
loth  für  Höhenabmessungen  sehr  naher 
Punkte  (s.  „Bleiwaage*  mit  Fig.  225 
und  226).  Die  nächstfolgende  ist  die  Ni- 
vellirwaage,  die  gemeine  Wasser- 
waage, Kanalwaage,  welche  in  dem 
Art.  „Canalwaage "  mit  Fig.  275  be- 
schrieben ist.  Die  dieser  unmittelbar  sich 
anschliefsende  ist  die  Quecksi Iber- 
waage. Dieser  besteht  aus  einer  höl- 
zernen viereckigen  Röhre  von  1  bis  1  \ 
Fufs  Länge,  welche  an  beiden  Enden  in 
aufrecht  stehende  genau  ausgearbeitete 
hohle  Würfel  mündet.  Das  ganze  Instru- 
ment hat  die  Form  eines  Kastens  und 
wird  mit  einem  an  der  unteren  Fläche 
befindlichen  Ansatz  auf  ein  Stativ  be- 
festigt; auf  der  oberen  Fläche  befindet 


Fig.  846. 


sich  eine  Röhrenlibelle.  Die  Röhre  wird 
soweit  mit  Quecksilber  gefüllt,  dafs  die 
in  beide  Endhöhlungen  eingesteckten  und 
an  deren  Wandungen  möglichst  anschlie- 


ßenden Elfenbeinwürfel  darauf  schwim- 
men können.  Beide  Würfel  haben  nie* 
tallene  Aufsätze  mit  Dioptern.  Die  Ob- 
jectivdiopter  ist  ein  quadratischer  Rah- 
men mit  Fadenkreuz,  die  Oculardiopter 
eine  kleine  runde  Durchseheöffnung;  bes- 
ser ist  es,  wenn  jede  der  beiden  Dioptern 
zugleich  Ocular-  und  Objectivdiopter  ist, 
damit  man  zur  Verificirung  die  Waage 
bei  fest  bleibendem  Stativ  umdrehen  kann. 
Bei  richtig  einspielender  Libelle  wird  eine 
genaue  Horizontale  visirt. 

Die  Nive Iii r waagen  mit  Fern- 
rohr sind  die  an  Genauigkeit  und  Zu- 
verlässigkeit der  Leistung  vorzüglichsten 
Instrumente.  Das  Fernrohr  (s.  d.  Art.) 
hat  etwa  18  Zoll  Länge,  in  dessen  Brenn- 
punkt ein  Fadenkreuz;  dessen  Axe  ist  bei 
richtig  eingestellter  Libelle  genau  hori- 
zontal. Um  diese  genaue  Uebereinstim- 
mung  hervorzubringen  ist  das  Fadenkreuz 
nach  der  Richtung  der  Axe  und  senk- 
recht mit  derselben  durch  Schrauben  mi- 
krometrisch verstellbar  eingerichtet.  Das 
Fernrohr  hat  zwei  Auszüge,  von  welchen 
die  Lage  des  Fadenkreuzes  unabhängig 
ist.  Daher  wird  durch  das  Ausziehen 
des  Objectivrohrs  der  entfernte  Gegen- 
stand, durch  das  Ausziehen  des  Ocular- 
rohrs  das  Fadenkreuz  an  Deutlichkeit 
gröfser. 

Das  eigentliche  Instrument  ruht  wie 
alle  übrigen  Instrumente  auf  einem  Sta- 
tiv mit  drei  verstellbaren  Fölsen.  Eine 
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Feststellung  desselben  und  eine  Construc- 
tion  seiner  Theile,  dafs  bei  der  Urakeh- 
rung  oder  überhaupt  bei  einer  Drehung 
des  Fernrohrs  um  jeden  beliebigen  Bo- 
gen die  Lage  dessen  Axe  in  der  Hori- 
zontale richtig  bleibt  ist  Hauptbedingung, 
was  ieder  Mechaniker  auf  seine  eigen- 
tümliche Weise  herzustellen  weifs. 

lifeUintibe  mit  Tafel  (Zielscheibe) 

fehören  sich  von  gutem  festem  Holz.  Sie 
aben  etwa  10  Fufs  Länge,  und  damit 
sie  nicht  schwanken,  von  3  bis  4  Zoll 
Q  Stärke.  Die  Zielscheibe  ist  ungefähr 
12  Zoll  im  □  Ton  Holz  oder  von  Eisen- 
blech. Sie  wird  entweder  horizontal  ge- 
hälftet  oder  in  Tier  gleiche  Quadrate  ge- 
theilt  und  deren  Hälften  oder  Viertel 
durch  abwechselnd  weiften  nnd  schwar- 
ten Anstrich  auf  die  Ferne  kenntlich  ge- 
macht. Im  ersten  Fall  ist  die  horizon- 
tale Mittellinie,  im  zweiten  der  Mittel- 
punkt das  Visirziel. 

Honlas  ist  ein  gegen  den  eingeteil- 
ten Kreisring  oder  Kreisbogenring 
eines  Winkelmessers  verschiebbar  lie-  ^ 
gender  zweiter  kleinerer  ebenfalls  ein- 
geteilter Kreisbogen  ring,  durch  wel- 
chen man  in  den  Stand  gesetzt  wird, 
noch  viel  kleinere  Winkeltheile,  näm- 
lich aliquote  Theile  der  auf  jenem 
Kreisring  angegebenen  kleinst  möglich 
zu  verzeichnen  gewesenen  Winkel-  ^ 
theile  anzugeben  und  abzulesen. 

Je  gröber  der  Halbmesser  einer  einzu- 
teilenden Kreislinie  ist,  desto  kleinere 
Unterabtheilungen  können  demselben  ge- 
geben werden.  Bei  6  Zoll  Halbmesser 
kann  man  jeden  der  360  Grade  noch  in 
6  gleiche  Theile  richtig  und  lesbar  ab- 
theilen ,  so  dafs  man  unmittelbar  Winkel 
von  10  Minuten  ablesen  kann. 

Um  nun  die  Möglichkeit  klar  darzu- 
stellen, dafs  man  mit  Hülfe  des  Nonius 
noch  kleinere  Unterabtheilungen  ablesbar 
erhält,  sei  Fig.  847  ein  geradliniger  Maafs- 
stab  AB  von  10  gleichen  Theilen.  Will 

Fig.  847. 


einzeln  direct  durch  Theilstriche  in  Zehn- 
tel verkleinert,  so  nimmt  man  einen  zwei- 
ten Stab  CD,  trägt  auf  diesem  eine  Länge 
Ton  9  Theilen  des  ersten  Maafsstabes  ab 
und  theilt  diese  in  10  gleiche  Theile. 
Jeder  dieser  10  Theile  hat  also  eine  Länge 
Ton  */10  eines  Theils  von  AB,  und  legt 
man  die  Nullpunkte  beider  Maalsstäbe 
genau  aufeinander,  so  sind  die  ersten 
beiden  Theilstriche  V'°  eines  der  Theile 
von  AB  von  einander  entfernt,  die  beiden 
zweiten  Theilstriche  '/l0  eines  solchen 
Theils  u.  s.  f.  Die  beiden  9ten  Theil- 
striche '/'°  Qn(l  die  beiden  loten  Theil- 
striche to/io  Theile  =  einem  ganzen  Theil 
Yon  AB  ron  einander  entfernt. 

Nun  verbindet  man  den  Nullpunkt  des 
Nonius  mit  der  Aze  des  Fernrohrs  so, 
dafs  beide  in  derselben  vertikalen  Ebene 
sich  befinden.  Gesetzt  nun,  mau  habe 
den  zweiten  Schenkel  eines  Winkels  vi- 
sirt  und  fände  ihn ,  wie  Fig.  848  zeigt, 

Fig.  848. 


✓  9  72  /   X    3    V  S 


7  *  9  n*  i 


man  nun  einen  Nonius  construiren,  der 
Zehntel  dieser  Theile  wahrnehmen  und 
ablesen  läfst,  ohne  dafs  man  jene  Theile 


3  j    +  S  6  7  f  9  te 


zwischen  72,1  und  72,2  Orad,  so  sucht 
man  mit  Hülfe  einer  scharfen  Lupe  den- 
jenigen Thei  Ist  rieh  des  Nonius,  der  mit 
einem  Tbeilstrich  des  Limbus  in  einerlei 
gerade  Linie  fällt.  Man  findet  den  vier- 
ten Tbeilstrich.  Es  ist  also  Noniusstrich 
3  Ton  Li m busstrich  4  um  0,01  Orad  aus- 
einander, Noniusstrich  2  von  Limbusstrich 
3  nm  0,02  Orad,  Noniusstrich  1  von  Lim- 
busstrich 2  um  0,03  Grad  und  Nonius- 
strich 0  Ton  Limbusstrich  1  um  0,04  Orad. 
Man  hat  also  den  Winkel  gemessen  = 
73,14  Grad. 

Will  man  Ton  den  kleinsten 
Theilen  des  Limbus  noch  mtel 
ablesen,  so  nimmt  man  auf  dem 
Nonius  die  Länge  von  («—  1) 
Theilen  und  theilt  dieselbe  in 
m  gleiche  Theile. 

Wordpunkt  eines   Orts  der 
Erdoberfläche  ist  einer  der  4 
Cardinalpunkte    seines  Hori- 
zonts, sowohl  des  wahren  als 
des  scheinbaren,  nämlich  der 
im  Horizont    liegende    nördliche  End- 
punkt seines  Meridians  (s.  „ Cardinal- 
punkte"). 
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ist  der  Polarstern.  /  71^^Ä, 

I«dlMlllI.  i.t  di.  «ituplim,  (..  No""u  BNut  =»VI  +  ^) 

.Cardinalpu  nkte").  qv 

 .             _.  ,  4      . .  Die  8abnormale  DJV  ist  -«  ^ 

nonnftl  (Norma,  Kichtmaafs),  s.  t.  w.  ö* 

winkelrecht.   Normal  sind  gerade  Linien,  Daselbst,  pag.  186  mit  Fig.  537  ist  ffir 

wenn  sie  rechte  Winkel  mit  einander  bil-  Polarcoordinaten  entwickelt: 

den;  normal  ist  eine  gerade  Linie  auf  Für  den  Winkel  C*r  zwischen  der  Or- 

einer  Ebene,  wenn  sie  mit  jeder  durch  ^  ~und  der  Tangente 

den  Standpunkt  in  derselben  gesogenen  "t"*™  *       ft  .  K 

geraden  Linie  rechte  Winkel  bildet;  nor-  /"*  \ 

mal  sind  swei  Ebenen  auf  einander,  wenn  '         -  *  8a> 

deren  Neigungswinkel  ein  rechter  Winkel  «*CBT=~  oder  rjCÄ^-^ 

ist  (tergl.  .Neigung«).  %   Folglich  ist  für  den  Winkel  CÄJV  zwi- 

Hormalaxe  in  einem  Krystall  ist  die  sehen  der  Normale  und  der  Ordinate 

zur  Bestimmung  dessen  Form  senkrecht  »öq, 

gestellte  Hauptaxe  (s.  „  Axen  und  Axen-  cotCBN  =  -=r^  oder  t9CBN^-^- 

ay.tem  der  Kry stalle«).  Der  Winkel  CBD  zwischen  Polar-  und 

Formale  ist  eine  Linie,  die  normal,  rechtwinkliger  Ordinate  =(<p-90°). 

die  winkelrecht  ist ;  man  hat  also  Norma-  /  —  - 

Jen  auf  Linien  und  Ebenen  (s., Ebene*).  Die  Normale  BN  =  V  >>+ 

Die  Normale  in  dem  Punkt  einer  Curve  r  \o<pf 

ist  die  in  diesem  Pnnkt  auf  dem  Cur-  ,           .  Ös 

ren-Element  normale  Linie  also  zugleich  Vit  Subnormale  CN-  ^- 
die  anf  der  in  diesem  Punkt  an  die  Curve 

gezogenen  Tangente  normale  Linie.    Der  WöTmalmaals  ist  für  jedes  Land  das 

Winkel  dieser  Normalen  mit  der  recht-  gesetzliche  Maafs.     Des  jetzt  fast  ganz 

winkligen  Ordinate  ist  gleich  dem  Win-  allgemeinen  Verkehrs  wegen  zwischen  al- 

kel  (o)  zwischen  Tangente  und  Abscisse  l«n  Völkern  der  Erde  sollte  ein  Normal- 

öv                             „  maafs  ein  Maafs  für  alle  Erdbewohner 

nndleo  =  g^  (s.  Bd.  IL,  pag  185,  For-  8ein;  ein  solches  Maafs  sollte  aber  offen- 

mAi  o       1?;,.  taß^  bar  die  Beschaffenheit  haben,  dafs  sämmt- 

mel  2  mit  Hg.  53b).  ^  Erdbewohner  einerlei  VfUfh  habei)} 

Ist  P  positiv,  so  liegt  die  Normale  f*  »!■  Norm  anzunehmen  und  anxuer- 

ojb  kennen, 

nach  der  Richtung  der  wachsenden  Ab-  Das  Hauptsächlichste  aller Normalmaarse 

scisse-  ist  —  negativ,  so  liegt  die  Nor-  i*t  «in  Normallängenmaafs,  und  ich  habe 

öx  in  dem  Art. ,  Längen  maafs"  am  Schlaft 

male  entgegengesetzt.    Die  Subnormale  nachgewiesen,  dafs  es  kein  angemessene- 

(Formel  3)  DN  ist  =  y  •  P ;  ist  diese  po-  kv>5n.De  a|f  di«  LinFe  des.  ^ 

x            '               *   ox                1  Aequator  schwingenden  necundenpendelc, 

sitiv,  so  liegt  die  Subnormale  vom  Stand-  welche  mit  der  Länge  des  Meters  übri- 

punkt  D  der  Ordinate  nach  der  Abscis-  gens  ziemlich  nahe  ubereinstimmt, 

senrichtung.  Aus  dem  allgemein  geltenden  Längen- 

In  Bd.  II,  pag.  185  mit  Fig.  536  ist  für  maafse  gingen  unmittelbar  die  allgemein 

rechtwinklige  Coordinatengleichungen  er-  geltenden  Flächen  -   und  Körpermaafse 

mittelt:  Hervor,  nnd  hierauf  die  allgemein  gelten- 

Für  den  Winkel  BTD  =  n  zwischen  der  deQ  Gewichtsmaafse,  wenn  peder  einzelne 

Cnrventangente  und  der  Abscisse  Staat  damit  einverstanden  ist,  dafs  man 

das  Gewicht  des  von  der  Natur  auf  der 

tg  a  =  -~  ganzen  Erde  in  gleicher  Beschaffenheit 

verbreiteten  Stoffs  zu  Grunde  legt,  näm- 

VOx '  lieh  das  Gewicht  des  destill irten  Wassers 

Da  nun  Z  DBN  =  Z  BTD,  so  gilt  auch  »n  seiner  K'öfsten  Dichtigkeit  bei  4  Grad  C. 

die  Formel  für  diesen  Winkel  der  Nor-  Holl  ist  ein  Begriff,  der  nicht  gegeben 

malen  mit  der  Ordinate.  istf  a„d  da  man  den  Begriff  erst  ent- 

Die  Normale  BN  macht  mit  der  Ab-  wickeln  raufs,  ein  zusammengesetzter  Be- 

scisse  den  z  BNT  -  90°  -  « ,  mithin  gilt  griff.   Der  Begriff  Null  kann  auf  die  ver- 

die  Formel  auch  für  die  Cotangente  die-  schiedenste  Weise  definirt  werden: 

ses  Winkels.  Null  ist  der  Anfang  des  Entstehens 
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eines  Etwas;  denn  jeder  gegenwärtige 
Zeitaugenblick  ist  eine  Noll,  der  Anfangs- 
punkt jeder  zu  ziehenden  geraden  Linie 
ist  eine  Noll;  Null  ist  die  Differenz  zwi- 
schen gleichem  Minuend  und  Subtrahend; 
Null  ist  die  Grenze  des  gleichartig  Ent- 
gegengesetzten, z.  B.  in  der  Reihe  der 
additiven  und  subtractiven  Logarithmen. 
Null  und  Nichts  sind  unterschieden, 
denn  Nichts  ist  das  Nichtdasein,  das  Nicht- 
vorhandensein eines  Etwas.  Null  als 
Gröfte  betrachtet  und  damit  gerechnet 
gibt  ungereimte  Resultate  (vergl.  „Ab- 
surd). Gleichwohl  wird  Null  als  eine 
im  Verschwinden  begriffene  Gröfse  be- 
trachtet und  damit  rechnungsweise  ver- 
fahren. 

Nullpunkt  ist  der  Anfangspunkt  einer 
Skala,  einer  Reihe,  eines  Winkelmessers. 

Nullzetchen  (0)  das  Zeichen  für  Null 
ist  schon  beim  Zahlenschreiben  und  Zah- 
lenrechnen von  Wichtigkeit,  wo  mit  dem- 
selben die  Ordnungsstellen,  welche  leer 
bleiben  sollen,  ausgefüllt  werden. 

Hameriren  heilst  jede  nach  dem  de- 
kadischen System  geschriebene  Zahl  rich- 
tig aussprechen  und  jede  ausgesprochene 
Zahl  dem  dekadischen  System  entspre- 
chend niederschreiben. 

Numerisch  ist  was  bestimmte  Zahlen 
betrifft  als:  numerische  Gleichun- 
gen, solche,  deren  bekannte  Gröfsen  be- 
stimmte Zahlen  sind,  sie  heifsen  auch 
Zahlengleichungen  im  Gegensatz  zu 
den  Literal-  oder  Buchstabenglei- 
chungen. 

Numerus,  die  Zahl.  Man  nennt  beson- 
ders Numerus  die  Zahl  in  Beziehung  auf 


ihren  Logarithmus  und  sagt:  die  Numeri 
und  ihre  Logarithmen. 

Mutation  (Schwanken)  der  Erdaxe 
ist  die  fortdauernde  Aenderung  der  Erd- 
axe  in  ihrer  Parallelität  mit  sich  selbst 
Die  Axe  hat  gegen  die  Axe  der  Ekliptik 
eine  Neigung  von  23$  Grad,  nämlich  ge- 
rade so  viel  als  die  Schiefe  der  Ekliptik 
beträgt.  Die  Nntation  besteht  nun  darin, 
dafs  dieser  Winkel  fortdauernd  bald  ver- 
gröbert, bald  verkleinert  wird.  Es  liegt 
dies  in  den  verschiedenen  Anziehungen, 
welche  die  Sonne  und  der  Mond  und  be- 
sonders dieser  auf  unsere  Erde  ansähen, 
je  nachdem  deren  gegenseitige  Lagen 
verschieden  werden: 

Die  Bahn  des  Mondes  ist  gegen  die 
Ekliptik  etwa  5  Grad  geneigt,  die  Eklip- 
tik gegen  den  Erdaeqnator  23$  Grad. 
Nun  stellen  die  Lagen  des  Mondes  gegen 
die  Erde  sich  folgender  Art:  Tritt  der 
aufsteigende  Mondknoten  in  den  Früh- 
lingspunkt, so  hat  der  Erdaeqnator  gegen 
die  Mondbahn  eine  Neigung  von  (23$ +  5) 
=  28$  Grad,  und  tritt  er  in  den  Herbst- 
punkt, so  haben  beide  eine  Neigung  von 
(23*  -  5)  =  18$  Grad.  In  dem  ersten  Fall 
wird  die  Erdaxe  von  dem  Pol  der  Eklip- 
tik um  9  Secnnden  entfernt,  in  dem  zwei- 
ten um  9  Secunden  genähert,  so  dafs 
die  jährlichen  Neigungsänderungen  durch 
den  Mond  allein  18  Secunden  betragen 

Hierzu  kommen  noch  die  Aenderungen, 
welche  aus  dem  Vorrücken  der  Nacht- 
gleichen hervorgehen,  welche  also  die 
Sonne  dnreh  Attraction,  und  zwar  eben- 
falls regelmäfsig  periodisch  bewirkt 

Ferner  die  Störungen  durch  Annähe- 
rung gröfserer  Planeten  in  verschiedenen 
Richtungen,  besonders  des  Jupiters. 


0. 


Obere  Halbkugel,  Himmels-  und  Erd-  der  erhaben  (convex)  oder  hohl, 

halbkugel,  s.      w.  „Nordliche  Halb-  (concay).    Concave  Oberflächen  schlie- 

kugel";  eine  nneigentliche  Bezeichnung.  Isen  niemals  einen  Ranm,  sie  begrenzen 

Oberfläche  ist  Begrenzung  eines  geo-  nuKr  £örPer      Verbindung  entweder  mit 

metrischen  Körpers,  als  Ffäche  ist  sie  J^n«  Oberflächen  und   geben  mit 

kein  Theil  desselben ,  durch  ihre  Form  d»**n  !W  oder  schalenförmige  Korper, 

aber  bestimmt  sie  zugleich  die  des  Kör-  oder  mit  ebenen  Endflachen, 

pers  selbst.   Sie  ist  eben  oder  uneben.  Die  Gröfsenbestimmung  einer  Ton  Cur- 

Ebene  Oberflächen  sind  drei-  und  mehr-  T«n  begrenzten  Ebene,  s.  Bd.  II,  pag,  192 

seitige  Figuren,  die  wiederum  regelmäßig  mit  Fig.  640,  die  einer  durch  Umdrehung 

oder  unregelmäßig  sein  können.    8ind  T0D  Curven  erzeugten  Umdrehungsfläche 

sämmtliche  Oberflachen  regelmäßig,  so  PaS-  193  m&  Fifr  o*1« 

ist  auch  der  Körper  ein  regelmäfsiger.  ObJectU,  s.  t.  w.  „Objectitglaa* 

Krumme  Oberflächen  gibt  es  von  un-  in  einem  Fernrohr. 

ntr  1olte° VomÄ  WSuTS  p  T^^to^r  " 

nach  einem  bestimmten  Gesetz  gekrümmt  Pankt  *uS«™dt*  Diopter. 

sind.    Die  am  meisten  vorkommenden     Oblongum  ist  ein  rechtwinkliges  Paral- 

krummen  Oberflächen  sind  die  Umdre-  lelogramm  mit  ungleichen  Seiten. 

iS^l-ÄÄ  D       ■• •■  -Ab"d-  Ab"d- 

an  denken  sind  oder  auch  wirklich  so  ^ 

construirt  worden.  Die  durch  Umdrehung  Octaeder  ist  einer  der  5  Tieleckigen 
gerader  Linien  erzengten  Oberflächen  regulären  Körper  oder  Polyeder,  welche 
sind  die  Cylinder-  und  die  Kegelfläche,  zur  Untersuchung  ihrer  Eigenschaften 
Im  ersten  Fall  liegt  die  erzeugende  ge-  einen  Artikel  in  diesem  Wörterbuch  er- 
rade  Linie  4=  der  Axe,  im  zweiten  Fall  halten  aollen. 

nicht;  auch  ist  in  diesem  zweiten  Fall  Das  Octaeder  wird  ron  8  regelmäfsigen 
nicht  nothig,  dafs  sie  mit  der  Axe  in  Dreiecksflächen  eingeschlossen,  es  hat  12 
einerlei  Ebene  liege.  Liegt  eine  gerade  gleich  grofse  Kanten  und  6  Tierflächige 
Linie  normal  der  Axe  und  dreht  sich  in  Ecken  mit  24  gleichen  ebenen  Winkeln, 
einer  auf  der  Axe  normalen  Ebene,  so  Bedeuten  m,  «,  JV,  er,  A,  r  und  Ä,  fer- 
entsteht  ein  Kreisring.  Von  den  durch  ner  jt  und  j»  dasselbe  wie  in  dem  Art. 
krumme  Linien  beschriebenen  Flächen  Dodekaeder*  so  ist  hier: 
betrachtet  man  nur  diejenigen ,  deren  Er-  "  m  -  4 ,  *  =  3,  JY  =  8 

zengungslinien  selbst  eine  geometrisch  180° 

an  betrachtende  Form  besitzen ;  als  die  c*w  * 

Kugelfläche,  die  Flächen  aus  den  Kegel-      ,i»     =  — *  =  __  = 
schmttshnien,  der  Cycloide  u.  s.  w.  rin^- 
Die  krummen  Oberflächen  sind  entwe-  n 
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«=  109°  28'  16" 
R  -  \  ktg  |r,  .Ig  45°=  JA»  2 
lo  45° 


—  r 


=  rj3 


col  60° 

r  =  J  A  lo  j  a  •  col  60°  =  t  A  |  6 

_   col  60°     ,  _  ,„ 

-*  W*** 

A  =  2A  col  i  «  •  col  45°  =  ÄJ  2 

=  2r  col  |  <i  •  tg  60°  =  rJ/6 
J1  col  60°  =  *A»|'3 

=  wÄ1  col«  |  n  •  col  60°  •  col»  46°  =  | 1*|  3 

=  nrs  col1  ^«  •  tg  60°  =  fr1 1/3 
J*  =       JVA1  lo  §  a  •  col:  60°  =  4  A»  1/2 

=  ,  w JYÄ1  col1 1  a  •  col1 60°  ■  col»  45°  =  |  Ä1 

=  lnNr*cot'ia.  tg  60°  =  4r»  \* 


=  0,707  1068  x  A 

=  1,732  0508  xr 

=  0,408  2483  x  A 

=  0,577  3503  x  R 

=  1,414  2136  XÄ 
=  2,449  4897  x  r 
=  0,433  0127  x  A1 
=  0,866  0254  x  Ä1 
=  2,598  0762  Xr1 
=  0,471  4045  xA" 
=  1,333  3333  x  Ä» 
=  6,928  2032  X  r* 


Octaeder  (Kryst.)  1.  wie  das  geome- 
trische regelmäfsige  0.  gestaltet  (s.  Bd.  I, 
pag.  257,  Fig.  138  punktirt)  ist  eine  der 
Grundformen  des  regulären  oder  isome- 
trischen Systems. 

2.  Das  quadratische  Octaeder. 
(Die  quadratische  Pyramide)  mit  quadra- 
tischer Basis  BD  Ed  (Fig.  138,  Bd.  I,  pag. 
257)  gehört  zu  dem  tetragonalen ,  dem 

uadratischen  System  und  ist  eine  Grund- 
orm  desselben.  Es  hat  8  gleiche  gleich- 
schenklige Dreiecke,  8  gleiche  Scheitel- 
kanten AB,  AD,  FE...,  4  gleiche  Band- 
kanten BO  .  ,  2  gleiche  gleichkantige 
Scheitelecken  A,  F,  4  ungleichkantige 
Randecken,  B,  D,  E,  G.  AF  zwischen 
den  Scheitelecken  ist  die  Uauptaxe,  BF., 
DG  zwischen  den  Bandecken  sind  die 
Nebenaxen.  Ist  die  Hauptaxe  länger  als 
die  Nebenaxen  sind,  so  heifst  das  0.  ein 
spitzes,  ist  sie  kleiner,  ein  stumpfes 
Octaeder. 

3.  Das  rhombische  Octaeder,  Or- 
tho typ,  gehört  zu  dem  rhombischen, 
dem  ortbotypen  System  und  ist  eine 
Grundform  desselben.  Es  hat  eine  rhom- 
bische Basis,  8  congruente  ungleichseitige 
Dreiecke;  12  Kanten,  nämlich  4  schär- 
fere und  4  stumpfere  Scheitelkanten  und 
4  gleiche  Randkanten.  Von  den  6  Ecken 
sind  die  beiden  Scheitelccken  gleich,  die 
Randecken  sind  2  gleiche  spitzere  und 
2  gleiche  stumpfere.  Ist  die  Uauptaxe 
gröfser  als  die  Nebenaxen,  so  heilst  das 
0.  ein  spitzes,  ist  sie  kleiner,  ein 
stumpfes  Octaeder. 

4  Rectanguläres  Octaeder  gehört 
zu  dem  rhombischen  System  und  ist  eine 
Grundform  desselben.  Die  Basis  ist  ein 
Rectangcl.  Es  hat  4  gröbere  und  4  klei- 
nere gleiche  gleichschenklige  Dreiecke, 


12  Kanten,  und  zwar  8  gleiche  Scheitel- 
kanten, 2  kürzere  und  2  Fingere;  gleiche 
Randkanten;  6  Ecken,  wovon  die  beiden 

Fig.  849. 


Scheitelecken  gleich  und  gleichkantig; 
die  vier  Randecken  gleich  und  ungleicn- 
kantig  sind.  Die  Uauptaxe  verbindet  die 
Scheitelecken. 

6.  Klinorhurubisches  Octaeder, 
2  und  1  gliedriges  0.,  gehört  zn  dem 
klinorhombischen  System.  Es  bat  8  un- 
gleichseitige Dreiecke  zu  Flächen,  von 

Fig.  800. 


welchen  je  4  gegenüberliegende  einander 
gleich  sind,  nämlich  die  beiden  oberen 
vorderen  mit  den  beiden  unteren  hinte- 
ren und  die  beiden  unteren  vorderen  mit 
den  beiden  oberen  hinteren  Fliehen-  12 
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Kanten ,  die  viererlei  sind:  Nämlich  4 
Sc  heitelkanten  AC,  von  denen  je  2  ge- 

genüberliegende  gleich  sind,  4  gleiche 
cheitelkanten  HC  nnd  4  gleiche  Seiten- 
kanten AB.  Die  6  Ecken  sind  dreierlei, 
nämlich  die  beiden  dreierlei  kantigen 
Endecken  C  an  den  Enden  der  Haupt- 
axe,  2  dreierlei  kantige  Seitenecken  A 
nnd  2  symmetrische  Seitenecken  //. 

Octaederecken  (Kryst.)  heilen  die  vier- 
flächigen Ecken,  so  wie  Hexaederecken 
die  dreiflächigen ( vergl  „Dodekaeder") 

Octaedraliablen,  s.  u.  „Figurirte 
Zahlen"  ,  pag.  101  mit  Fig.  639  und  640. 

Octangel,  Octangnlnm,  s.  w. 
»Achteck". 


Octant  ist  der  achte  Theil  einer  Kreis- 
linie. Auch  wird  so  jeder  Ort  des  Mon- 
des genannt  in  der  Mitte  zwischen  den 
Orten  des  Vollmonds,  des  Neumonds  und 
der  beiden  Viertel. 

Octogon,  Octogonum,  s.  vw.  „Acht- 
eck ". 

Octogonalzahlen  sind  diejenigen  Po- 
lygonalzahlen ,  deren  Bildung  das  Acht- 
ecl  zu  Grunde  liegt.  Es  verhält  sich 
mit  diesen  Zahlen  wie  mit  den  Dekago- 
ualzahlen  und  ihre  Entstehung  ist  wie 
Fig.  556,  pag.  252,  wenn  man  Achtecke 
statt  der  Zehnecke  construirt. 


lenreihe  ist 


Die  Zah- 


1  •  8  •  21  •  40  •  65  » (3n  -  2) 

1.  Differenzen  reihe       7  •  13  •  19  •  25  

2.  Differenzenreihe  6  •  6  •  6  


Die  Summe  der  ersten  n  Octogonalzah- 
len ist  ift(N+l)(2»-l). 

Ocülar,  s.  t.  w.  „Ocularglas  in 
einem  Fernrohr"  (s.  auch  „astro- 
nomisches 0.). 

Oculardiopter  ist  die  dem  Auge  zu- 
gewandte Diopter. 

OelmOhle  mit  Stampfen  und  Schlä- 

f erzeug,  wobei  Wasser  die  wir* 
ende  Kraft  ist. 

Annahmen. 

1.  Die  Mühle  soll  10  Paar,  oder  20 
Stück  Stampfen  haben. 

2.  Sie  soll  zweihebig  sein,  d.  b. 
für  jeden  Stampfer  sollen  sich  zwei 
Daumen  auf  der  Welle  befinden, 
mithin  wird  die  Welle  40  Daumen 
erhalten. 

3.  Die  Hubhöhe  eines  jeden  Dau- 
mens soll  wie  gewöhnlich  16  bis 
17  Zoll  betragen. 

4.  Wird  angenommen,  dafs  immer 
fünf  Stampfen  in  Bewegung  sind. 

5.  Das  Wasserrad  sei  16  Fufe  hoch. 

6.  Der  eingetauchte  Theil  der 
Schaufeln  betrage  9  Zoll. 

7.  In  Bezug  auf  3  und  4  ist  1 
Fürs  8  Zoll  =  I]  Fürs  eine  zweck- 
mäßige Abmessung  für  den  Thei- 
lungshalbmesser  der  Daumwelle. 

Berechnung  ei.niger  Dimen- 
sionen. 

Wie  bemerkt  sollen  5  Stampfen  zugleich 
auf  der  Daumwelle  hangen,  mithin  ist  ef 


die  Hubhöbe,  die  zu  1,309'  angenommen 
wird. 

Aus  der  Figur  ist  ersichtlich,  <Ufs  der 
sechste  Daumen  bei  /'angreift,  wenn  der 
erste  bei  e  losläfst.  Die  40  Daumen  wer- 
den, wie  im  Maschinenbau  gelehrt  wird, 
nach  gewissen  Regeln  auf  dem  Mantel 
der  Welle  neben  einander  eingelocht. 
Den  Abstand  nimmt  man  gewöhnlich  zu 
7  Zoll  an. 

Der  Winkel  abc  ist  =  45°;  denn  da  40 
Daumen  in  gleichen  Entfernungen  in  der 

Fig.  851. 


Welle  eingelocht  werden,  so  wird  die  Ent- 
fernung von  Mitte  zu  Mitte  je  zweier  Dau- 
men 9°  betragen,  mitbin  Z.obc  =  4b°  sein. 
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Mach  Eytelw.  Statik  §.  282  bezeichnet 
ß  den  j/_thf ,  der  noch  bestimmt  werden 
mufs.  Zu  dem  Ende  verhält  sich  hf-.fe 
=  l:tgß  oder  1 }' :  1,309'  =1:1$  ß,  es  ist 

also  tgß  =  *  p  =  0,7854  =  lg  38°  8*  46". 
■ 

Die  schon  angegebene  Hubhöhe  ef  i.-t  be- 
kanntlich =  dem  Bogen  fa  =  h. 

360° 

Demnach  2  •  n bf  -  -mr  A 


oder 


daher 


2  •  1} 


22 
7 


45° 

360° 


45' 


A  =  8A, 


A  =  2 


22 
Ii  •  — 
1  7 

8 


=  1,309' 


Umgekehrt  kann  man  aus  der  gegebe- 
nen Hubhöhe  die  Anzahl  der  Daumen, 
und  den  Durchmesser  des  Theilrisses  der 
Daumenwelle  finden. 

Es  ist  nun  noch  zu  untersuchen,  ob  es 
auch  zweckmäßig  sei,  5  Stampfen  zu- 
gleich auf  die  Welle  zu  hängen 

Nähme  man  statt  5  nur  4  Stampfen, 
so  wäre  in  Bezug  auf  die  Figur  Z  o&c 
=  4  •  9°  =  36°,  daher  r  •  arc  36*=  A,  also 

r  —  — tt*.    Da  aber  schon  ein  Baum 
arc  36° 

vom  Halbmesser  1§'  auf  die  hier  erfor- 
derliche Länge  selten  ist,  so  ist  es  nicht 
rathsam,  den  Halbmesser  noch  gröfser  an- 
zunehmen. Nimmt  man  aber  6  statt  5 
Stampfen ,  so  ist  o*c  =  6  x  9°  =  54°  mit- 
hin r  = 


arc  64° ' 
Es  ist  also  hier  r 


so 


dafs 


3.  Der  mechanische  Widerstand. 

Bestimmung  des  statischen  Wi- 
derstandes. 
Gewicht  des  Holzes. 

1.  Ein  Stampfer  zu  13$  Fufs  lang  (ge- 
wöhnlich 15  Fufs)  5  Zoll  und  5£  Zoll  in* 

Geviert,  also  13J  x  ^  x  g  =  2,4305  Cu- 

bikfufs. 

2.  Eine  Hubelatte  8  Zoll  lang,  5  Zoll  G 
stark  =  0,1158  Cubikfufe. 

Summa  an  Holz   für   die  Stampfer 
2,5463  Cubikfufs,  daher  das  Gewicht  = 
2,5463  x  66  x  0,755  =  126,9  Pfund. 
Gewicht  des  Eisens  für  einen 

Sta  m  pfe  r. 
Ringe  und  Nägel  etwa      10,66  Pfund 

Summa    137,56  Pfund. 

Dieses  macht  für  die  5  Stampfen,  die 
zugleich  auf  der  Welle  hangen  5x  137,56 
=  687,80  Pfund. 

Bestimmung  des  Reibu ngs Wider- 
standes. 

Wenn  f  die  Kraft  bezeichnet,  welche 
am  Ende  der  Hubelatte  vertikal  aufwärts 
angebracht,  die  Reibungen  au  den  Schei- 
delatten und  am  Daumen  das  Gleichge- 
wicht hält,  so  ist 

Fig.  852. 


are  45°  * 

die  Welle  sehr  leicht  zu  schwach  werden 
könnte,  und  ein  Zusammendrehen  mög- 
lich wäre.  Diesem  Zufolge  ist  die  ange- 
nommene Zahl  von  5  Stampfen  zweck- 
mäfsig  und  beizubehalten. 

Uebrigens  ändert  sich  der  Moment  der 
Last  wenig,  ob  man  4,  5  oder  6  Stani- 

Sfen  annimmt.  Denn  so  wie  die  Anzahl 
er  Stampfen,  die  zugleich  auf  der  Welle 
hangen,  zunimmt,  nimmt  der  Theilungs- 
halhmesser  der  Daumenwelle  ab,  und  um- 
gekehrt. Nur  ist  die  Reibung  bei  6  Stam- 
pfen etwas  gröfser  als  wie  bei  5,  und 
eben  so  bei  5  gröfser  als  bei  4  Stampfen. 

Bestimmung  der  im  Theilrifs  der 
Daumenwelle  erforderliche  Kraft. 

Die  hier  zu  überwältigenden  Widerstände 
sind  dreierlei  Art. 

1.  Der  statische  Widerstand  (Gewicht 
der  Stampfen). 

2.  Der  Reibungswiderstand  an  den  Schei- 
delatten. 
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2>b  +  fi(c-2k)  +  (c-2uc  +  2ai)tgß 
rBSf>         (l-^c+(2A-h2a  ijrfp 

Es  sei  nun 
^  =  ^  =  0,107  (Eichen  auf  Eichen) 

*  =  8Zoll  +  ^!!  =  tFuGi 

c  —  7J  Fufs  (so  grofs  wie  möglich  siehe 
Statik.) 

|al  Fufs  (so  klein  wie  möglich) 

a  =  iJi  Fufs  der  Theilungshalbmesser  der 
Welle 

ß  =  38°  8'  46"  und  Q  m  687,80  Pfund. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  obige  For- 
mel, so  ergiebt  sich: 

f=  50,65  Pfund. 
Nur  in  demjenigen  Falle,  wo  tgß< 

b(i-n*)-fik  findet  & Formel m  f5r  f 

tut 

ihre  Anwendung;  im  entgegengesetzten 
Falle  aber  die  torniel  II. 

Bestimmung  des  mechanischen 
Widerstandes. 

Die  bewegende  Kraft,  welche  zu  der 
trägen  Masse  von  5  Stampfen  erforder- 
lich, ist 

In  diesem  Falle  ist  S  =  1,309,  N  = 
687,80  Pfund  (5  Stampfen)  g=  15,625  Fufs. 

Die  Zeit  7\  die  dem  durchlaufenen 
Wege  g  zugehört,  ergibt  sich  auf  folgende 
Weise: 

Es  wird  angenommen  dafs  das  Wasser- 
rad sich  7mal  in  einer  Minute  herum- 
drehe, so  dafs  es  zu  einer  Umdrehung 
60 

—  =  8,57  Secunden  nöthig  hat.  Es  habe 
Fig.  853. 


ferner  das  Stirnrad  a  68  Zähne  und  der 
Drehling  b  habe  32  Stöcke,  bei  einer  Thei- 
lung  vi. n  -H  Zoll.  Dann  ist  68  : 1  Um- 
gang =  32  zu  der  Anzahl  der  Umläufe 
68 

des  Drehlings  =  —  =  2,125,  d.  h.  der  Dreh- 

831 

ling  dreht  sich  2,125  mal  herum,  wenn 
sich  das  Wasserrad  und  mit  diesem  daa 
Stirnrad  einmal  herumdreht.  Nun  aber 
braucht  das  Wasserrad  8,57  Sekunden, 
man  hat  also  die  Gleichung 

1  •  8,57  See.  =  2,125  •  ar  Secunden 


also 


8  57 

x  =   '  —  =  4,033  Secunden, 

£y  1  ~  J 


welche  der  Drehling,  oder  die  Daumen- 
welle zu  einem  Umgange  braucht. 

Nun  verhält  sich: 

45 

Ein  Umgang: 4,033 Sekunden  =  g^Uin- 

45 

gänge  :  T  und  hieraus  ist  T  -  4,033  •  — 

=  0,504  Sekunden  =  die  Zeit,  welche  jeder 
Daumen  vom  Angriffe  bis  zum  Loslassen 
der  Hebelatte  gebraucht,  oder  in  welcher 
letztere  die  Hubhöhe  5=  1,309  Fufs  er- 
reicht hat. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  P,  so 
ergibt  sich: 

P  =  226,83  Pfund 

Die  Summe  der  im  Theilrifs  der  Dau- 
menwelle erforderlichen  Kraft  zur  Bewe- 
gung der  5  Stampfen  ist  also 

=  687,8  +  50,65  +  226,83  =  965,28  Pfd.  =  Q. 

Es  ist  aber  noch  nicht  auf  das  Schlä- 
gelzeug Rücksicht  genommen  worden, 
wozu  die  erforderliche  Kraft  weiterhin 
bestimmt  werden  wird. 

Reduktion   der  Kraft  Q  auf  den 
Theilrifs  des  Drehlings. 

Es  ist  hier  a  der  Halbmesser  des  Dreh- 
lings, mithin  32  mal  der  Theilung  des 
Drehlings  —  Ina  und  hieraus 


32 


60  "(3) 


2/r 


22 
7 


=  1,9  Fufs 


r  der  Halbmesser  des  Theilrisses  der 
Welle  =  1§  Fufs. 

ft  =  , ,  p  der  Halbmesser  der  Zapfen 
ss  A  Fufs.  * 

Q  =  965,28  Pfund. 

1/  nach  einer  ungefähren  Schätzung 
=  6355  Pfund,  d.  h.  das  Gewicht  der 
Daumenwelle  nebst  Zubehör. 

Die  Bestimmung  der  Welle  «  und  ß 
ist  hier  etwas  schwieriger.  Es  bezeichne 
a  das  Stirnrad,  II.  den  Drehling  für  den 
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Fig.  854. 


noch  aufser  Acht  gelassen  werden 
kann. 

Die  Lage  der  Drehlinge  gegen  ac  hingt 
von  Umständen  ab,  die  bei  jeder  Mühle 
verschieden  sind. 

Bei  diesem  Fall  ist  der  Abstand  Ac 
=  2i  Fufs. 

4* 


68 


12 


Ferner  ist  — —  =4,06  Fufs  des  Halb- 

_  22  1 

7 

messers  des  Stirnrades,  also  ab  =  4,00 
+  1,91  =  5,97  Fufs. 

,in  tf,  =  —  =        =  jih  22°  8'  27" 
ab  5,97 

Nun  ist  nach  der  Figur  «  =  3*  -  o 
=  270°  -  22°  8'  27"  =  247°  51'  S3"  und 

ß  s  90°. 

Stampfer  und  I.  den  für  das  Schlä-  Setzt  man  diese  Werthe  in  die  gedachte 
gelzeug,   welcher  Letztere  jedoch  hier  Formel,  so  kommt: 

pi-op  3072,81-2,99  |  2588238,4  -  23631,61 


oder 
also 


3,65        1  3,65 
F*  -  2  V  .  841,04  +  7026,32  =  0, 
V  =  841,04  ±  ^4716,28  =  841,04  -f  68,7  s  909,74  Pfund 


=  der  im  Theilrisse  des  Drehlings  erfor-  stände  in  Betracht  zu  ziehen,  und  zwar: 


derlichen  Kraft  zur  Bewegung  der  5  Stam 
pfen. 

Bestimmung  der  Kraft  zur  Bewe 
gung  des  Schlägelzeuges. 

Beiläufig  wird  bemerkt,  dafs  nach 
Beobachtungen  in  gut  eingerich- 
teten Oelmuhlen,  die  grölst«  Ab- 
weichung  des  Schlägeis  von  der 
Vertikalen  zwischen  18°  bis  19° 
fällt  Ei  ist  hier  dafür  18°  15' 
angenommen. 

Das  Moment  der  Kraft  wächst 
mit  dem  Abweichungswinkel  des 
Schlägels  von  der  Vertikalen,  so 
dafs  also  für  diesen  Fall  das  Mo- 
ment der  Kraft  bei  18°  15'  ein  Ma- 
ximum ist.  Man  wird  also,  indem 
man  dieses  Maximum  sucht,  sicher 

Sehen  und  einen  Ueberschufs  an 
Iraft  erhalten. 

Wollte  man  das  Moment  von  2 
und  2  Graden  suchen,  und  die 
Summe  dieser  Momente  durch  die 
Anzahl  derselben  dividiren,  so 
würde  man  sich  unnüthiger  Weise 
in  eine  weitläufige  Rechnung  ver- 
wickeln, indem  doch  am  Ende  das 
gefundene  Resultat  dem  obigem 
Maximum  gleich  gesetzt  werden 
müTste. 

Es  sind  hier  wiederum  3  Wider- 


1.  Der  statische  Widerstand. 

2.  Der  Reibungswiderstand  und  endlich 

3.  Der  mechanische  Widerstand. 

Fig.  855. 


UiQitizeo  by 


Oclmühle. 


209 


Oelmühlcv 


Fig.  856. 


Rest  immun  g  des  statischen  Wi- 
derstandes. 
Die  hier  folgenden  statischen  Momente 
sind  auf  dem  Mittelpunkt  der  Schlägel- 


welle als  Drehpunkt  bezo- 
gen, folglich  liegen  auch 
die  Abstände  für  die  ein- 
zelnen Momente  in  einer 
durch  diesen  Mittelpunkt  ge- 
dachten horizontalen  Ebene. 
Die  Summe  der  Momente 
auf  der  linken  Seite  von 
der  Vertikalen  mufs  von 
der  Summe  der  Momente 
auf  der  rechten  Seite  ab- 
gezogen werden,  weil  jene 
der  Kraft  zu  Hülfe  kommen. 

Die  Momente  auf  der 
rechten  Seite  sind: 
1.  Vom  Schlägel.  Die- 
ser ist  ron  Eisen.  Das 
Stielloch  kommt  in  Abzug, 
es  ist  7"  im  Q  Der  Ab- 
stand vom  Mittelpunkt  der 
Welle  bis  zum  Schwerpunkt 
des  Schlägeln  ist  15»  Fufs 
oder  eigentlich  15U  Fufs, 
indem  dieser  Abstand  um 
1"  zu  lang  genommen  ist. 
Bezeichnet  nun  x  die  Kraft 
in  Pfunden,  die  an  der  Zugstange  erfor- 
derlich ist,  um  dem  Momente  des  Schlä- 
gels bei  18°  15'  das  Gleichgewicht  xu  hal- 
ten, so  ist :  ab*  •  M  =  ae  x  oder : 


also 


(1*  •  t  ~  iTi  •  tM  tV  x  66  *  7,2  •  151  *      »8°  15'  =  5,5  (cos  18°  150 

0,0  COS  10  10 


2.  Vom  Schlägelarme.  Dessen  der  Welle  entfernt.  Seine  Länge  ist 
Schwerpunkt  liegt  mit  dem  Stück  im  154  Fufs,  Breite  und  Höhe  =  7  Zoll,  also 
Schlägel  auf  8|»j  Fufs  vom  Mittelpunkt  ad  •  N =  ac  x 


oder 


8tV       18°  15'  •  15&  •  fr  •  jj  •  66  •  0,755 
5,5  cos  18°  15' 


ss  131,148  Pfund. 


als  erforderliche  Kraft  an  der  Zugstange,  voll  gerechnet.    8ie  ist  6}  Fufs  lang,  7 

3.  Von  der  Schlägelscheere.  Hier-  Zoll  im  □  stark.  Ihr  Schwerpunkt  ist 
bei  werden,  um  Weitläufigkeiten  zu  Ter-  *  f^*  7on  der  Mi"8  der  Welle  entfernt, 
meiden,  die  ausgescheerten  Theile  für  mithin  ist 

4  1.1.18°  15'»  6j  ■  tWt  •  66  ■  0,755  _  10  7gß  pfond 
5,5  co,  18°  15'  10'786  PfuDd 

als  erforderliche  Kraft  an  der  Zugstange,  dem  Mittelpunkt  der  Welle  entfernt.  Sie 

4.  Von  der  Schlägelschiene.    Ihr  ist  9t  Fufs  lang,  \  Fufs  breit,  J  Fufs  stark j 

Schwerpunkt  liegt  .  8|  Fufs  Ton  M  iich 


5,5  cos  18°  15 


IV. 


14 
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als  erforderliche  Kraft  an  der  Zag- 
stange. 

Addirt  man  diese  einzelnen  Kräfte  zu- 
sammen, so  erhält  man  die  Summe  der- 
selben -  297,048  Pfund,  welche  an  der 
Zugstange  angebracht  werden  mufsten, 
wenn  der  Schlägel  um  18°  15'  Ton  der 
Vertikalen  abgewichen  ist  Es  kommen 
aber  noch  zuvor  die  Momente  auf  der 
linken  Seite  in  Abrechnung.  Diese  sind: 

1.  Von  demZugarmo.  Sein  Schwer- 


5* 


punkt  liegt  nm^  +  |  FnJs  von  der  Mitte 

der  Achse  entfernt.  Er  ist  5y  Fufs  lang,  & 
nnd  -rV  Fufs  breit.  Demnach  ist,  wenn  *  die 
Kraft  bezeichnet,  die  in  dem  Abstände 
von  5,5  cos  18°  15'  vom  Drehpunkte  ange- 
bracht, dem  Momente      +         18°  15* 

mal  dem  Gewichte  des  Hebelarmes  das 
Gleichgewicht  hält,  oder: 


-^+|cotl8°15'.5f  -i-A- 66 -0,755 
5,6  cot  18°  15' 


=  «  =  24,2*  Pfand. 


2.  Von  der  Zagstange.  Von  dieser 
kommt  nicht  das  Moment  in  Betracht, 
sondern  die  gesuchte  Kraft  besteht  schon 
in  dem  Gewichte  der  Stange  selbst,  weil 
sie  vertikal  herabhängt,  und  während  der 
Bewegung  des  Schierels  keine  Winkel- 
bewegung, sondern  nur  eine  Seitenbewe- 
gung macht. 

Sie  ist  1 1  Fafs  lang,  i  Fufs  im  □  stark 
und  von  Tannenbolz,  mithin  ihr  Gewicht 
-  1 1  •  i  •  ,  •  66  •  0,725  =  32,896  Pfund. 

3.  _Von  der  Zuglatte.  Mit  dieser 
verhält  es  sich  eben  so.  Sie  ist  8  Zoll 
lang  und  4  Fufs  im  □  stark,  also  ihr  Ge- 


wicht =  |xix*x66  x  0,756  =  3,69  Pfand 
(Richenholz).  Es  ist  also  die  Summe  der 
auf  der  linken  Seite  wirkenden  Kraft  = 
60,809  Pfund.  Man  hat  also 
297,048 -60,809  =  236,239  Pfand  als  Kraft, 
die  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Schlä- 
gel seinen  höchsten  8tand  erreicht  hat, 
an  der  Zuglatte  erforderlich  ist,  am  dem 
statischen  Momente  das  Gleichgewicht  au 
halten. 

Bestimmung  des  Reibungswider- 
standes. 

Das  Gewicht  der  Schlägelwelle  mit  Zu- 
behör beträgt: 


Für  Welle  [12  . 1}  .  1*  +  2(1  •  {  •  *)  •»]  0,755  •  66 
„    Schlägelarm     =  15|  •  ,V  •  T'f  •  66  •  0,755 
„    Schlägelscheere  =  6J  •  J  •  jV  •  66  •  0,755 


Zugscheere  =  5*  •  *  •     .  66  . 0,755 

Scheere  =  9|  •  |  •  *  •  66  •  0,755 

Zagstange  =  1 1 .  ±  .  \  .  66  •  0,725 

Zuglatte  =  |  •  4  •  i  •  66  •  0,756 

Schlägel  =  (t  •  |  -  T»r  .  Ufr  .66-7,2 

Zapfen  a  4  Zoll  lang  3  Zoll  Durchm.  incl.  Blätter  1 
and  1  Zoll  stark 

4  Ringe  l±Zoll  breit  and  ^  Fafc  stark 

4  viereckige  Ringe  neben  den  Armlöchern 

=  4  •  4  •  1* '  *  •  A  •  66  •  7,2 


1423,643  Pfund 
259,9 

44,985  . 

38,064  „ 

42,822  „ 

32,896  „ 

3,691  . 
139,71 

94,56  . 

23,335  . 

79,2  , 


Hierzu  kommt  noch  die  Kraft,  welche 
dem  statischen  Widerstande  das  Gleich- 
gewicht hält',  weil  sie  durch  ihre  senk- 
rechte Wirkung  die  Reibung  vermehrt. 
Demnach  ist  das  Gewicht,  welches  Rei- 
bung verursacht  =  2182,811  +  236,239 
=  2419,049  Pfund,  und  setzt  man  die  in 
der  Zugstange  erforderliche  Kraft  für  das 
Gleichgewicht  mit  der  Reibung  =  f, 
so  ist   faco$\l>  =  fi9Qt 


also 


Summa   2182,811  Pfand. 
a  cot  t/r 

wo  Q  s  2419,049  Pfand,  p  =  *  Fufc  -  Halb 
messer  des  Zapfens,  o  -  5,5;      =  0, 1  ; 
t//=18°15'  ist.   Es  ist  also 

f=  6,789  Pfund. 

Bestimmung  des  mechanischen 
Widerstandes. 

Di«  Momente  der  Trägheit  sind: 
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Fig.  857. 


 -;-A-=eA- 


 <  M 


Für  x  =  a  ist  das  Moment  =0,  in- 
lein  das  Stück  des  Schlägelarms ,  Wel- 
lies in  der  Welle  sitzt,  zu  letzterer 
gerechnet  wird. 

Also    fay~  +  C  =  0 

also        Const.  =  -  fgy  ~ 

8 

mithin  das  vollständige  Moment  für 
die  Länge  des  Arms 

und  für  x  =  &  oder  die  ganze  Länge 
des  Hebelsarmes  ist  daher  du  Moment 


1.  Des  Schlägels.  Wenn  man  an- 
nimmt, da fs  die  ganze  Masse  des  Schlä- 
gels Ton  139,71  Pfund  im  Schwerpunkt 
desselben  vereint  ist ,  so  hat  man 

(f  +  i«N  + t7«)'  139,71  =  34840,43  Pfund 
welche  Masse  in  dem  Abstände  von  1 
Fufs  ton  dem  Mittelpunkt  der  Welle  ab,  also  fgyi — s — )  =  23512,37  Pfund, 
sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  be- 
wegen würde,  als  die  Masse  von  139,71 
Pfund  im  Abstände  von  (\  +  14J  +  j1«)  Fufs. 


der  Trägheit  =  fgy  (^-3-^).   Nun  ist  f 

=  TVxiV=r¥cGFufe;  y=  66  Pfund,  9 
m  0,755  =  (spec.  Gewicht)  4  =  9  Zoll  +  14 
Fufs  9  Zoll  +  7  Zoll  =  16/,  Fufs,  a  =  J  Fufs, 


2.  Des  Schlägelarms  Dessen  Quer- 
schnitt sei  f  und  die  ganze  Masse  sei  in 
der  Mittellinie  vereinigt,  so  dafs  der  Schlä- 
gelarm als  eine  schwere  Stange  anzuse- 
hen ist.  Ist  nun  der  Abstana  eines  be- 
liebigen Punktes  des  Schlägelarms  von 
der  Schlägelwelle  =  x,  so  ist  der  Inhalt 
von  der  Hohe  dx  =  /8x,  also  des  Gewichts 


Fig.  858. 


=  /*8*jrv,  mithin  das  Moment  der  Träg- 
heit =  x*fbx  gy,  mithin  das  Moment  des 
Schlägelarms  von  der  Länge  w 


3.  DerScblägelscheere.  Dazu  kann 
man  wieder  die  eben  gefundene  Formel 
anwenden    Nun  ist  aber  f  -     •  |  = 

y  =  66,  9  =  0,755;  b  =  6*  Fufc  +  J  Fufs  = 
7  t  Fufc  ;  «  =  |  Fufs. 

Also  f>y(^-^-*)  =  878,13  Pfund. 

4.  Der  Zugarme.  Da  hier  f  =  i1,  •  I 
=  /eDFuIs,  y  =  66,  0  =  0,755;  6  =  54.  +1 
=  6|  Fufs,  a  =  \  Fufs, 

so  ist  fgy  (**  ~      =  562,24  Pfund 

5.  Der  Schläge  1  schiene.  Es  sei 
dk  =  x,  ki  =  J.i ,  dg  -  a,  dv  -  b,  £cdA  —  p. 

Nimmt  man  in  der  Schiene  AB  einen 
beliebigen  Punkt  *  an,  so  ist  die  diesem 
Punkt  zugehörige  Ordinate  nk  =  x  tp  q 
und  wenn  dk  =  x  und  ki  =  nr  =  dx  wächst, 
80  ist    Ox  tre  o  =  nk  , 

also  / 3 1<]  (>'■'•  f  -  8x  *ec  q  gy  —  dem  Mo- 
mente der  Trägheit  der  Schlägelschiene 
von  der  Länge  9x  $ec  q. 

Mithin  fgy  $ee  q  •  tg  g*/x9  Ox  +  C 

x  * 

=  fgy    9  •  *9r  *    +  c 

=  dem  Momente  von  der  Länge  der 
Schiene  =  nn. 

Für  x  =  dg  =  a  ist  aber 
a» 

fgyttcQ.lgQ*—  +C  =  0 

also   C  =  —  f    •  tec  f  •  ff  — 

14» 
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mithin  du  vollständige  Moment 
für  die  Lange  der  Schiene 

-fgy  MecQ-tjQ*  (X  |  -  ) 

Für  x  -  de  =  b  erhält  man 
nun  endlich  das  Moment  der 

ganzen  Schiene 

=  ffy  »tcQ-tge*.  (^—3-^-) 

Es  ist  aber 

9  =  0,755, 
y  =  66, 

•   n^AP  _  Äe-mt  _  11_-  6,  _4f  _ 

also  q  -  37°  47'  36".    Um  a  und  ä  zu  bestimmen,  so  verhält  sich 
tp:lm  =  mt  :  md  oder  4|  1  7|  =  6}  :  md, 

woraus  md  =  7*  'Js  -  10,2'  und  dB  =  md-  mit  =  10,2' -  8"  =  9,534' 

41 

mithin  dg  =  a  =  dB-  cot  q  =  9,534  cot  •  37°  47'  36"  =  7,53'. 

Ferner  ist   Ad*  co*  q  =  de  oder  (At  -f-  Im  -f  mrf)  cm  (» 
oder  (8"  +  7f  +  10,20  •  co«  37°  47'  36"  =  b  =  14,77'. 

Es  ist  also    f  ■  g  ■  y  ■  sec  q  ■  tg  p1  y — - — J  =  3312,63  Pfund. 


Fig.  860. 


6.  Die  Schlagelwelle. 

a,  der  Theil  zwischen  den  beiden  Häl- 
sen ist  18  Fufs  lang  und  l !  Fufis  im  □ 
stark. 

In  Bezog  auf  nebenstehende  Figur  ist 

y/yu1  +  r  die  Entfernung  des  Elements 
vom  Mittelpunkt  der  Welle. 

Setzt  man  nun  die  Wellenlänge  =  /, 
so  ist  das  Gewicht  des  Elements 

=  &y  •  ö(u  /  •  g  •  y 

also  das  Moment  der  Trägheit  dieses 
Elements 


=  Vt**  +  ?  'S'  •  <V  •  ly  =  (f**  +  v*}  ®y  ■  9u  ly  =  Igy  .  fyi  (14»  •  +  9»>) 
ßatrachtet  man  nun  zuerst  <  \u  als  Const  so  ist 

Igy  üufifi*  üy  +     &p>)  =  Igy  9^       y  +  ^)  +  C 


C  ist  hier  =0,  denn  für  v  =  0  ver- 
schwindet der  ganze  Ausdruck. 

Für  y  =  a  ist  obiger  Ausdruck 


Für  /<  =  0  verschwindet  der  ganze  Aus- 
druck, mithin  ist  C  =  0. 
3  /  Für  fx-a  erhält  man  das  Moment  der 

Betrachtet  man  nun  v  als  constant,  so  Trägheit  vom  4ten  Theil  der  Welle 
ergibt  sich  durch  Integration  das  Moment  =  Igy  |  o4, 


=  (^9,1  (*««-+Ä*) 
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mithin  ist  das  Moment  der  ganzen  Welle 

Nun  ist  a  =  |  Fufs,  /  =  12  Pols,  y  =  66, 
t  -  0,755, 

folglich  |  a4  l9y  =  504,50  Pfund. 

In  aller  Schärfe  wäre  es  auch  noch  er- 
forderlich, das  Moment  der  Trägheit  für 
die  Zapfen,  die  Halsringe,  die  Zapfenblät- 
ter, die  Armringe  in  der  Welle  u.  a.  w. 
zu  bestimmen.  Da  diese  aber  gegen  die 
vorher  gehabte  höchst  unbedeutend  sind, 
so  kann  man,  ohne  einen  merklichen 
Fehler  zu  begehen,  sie  aufser  Betracht 
lassen  Was  die  beiden  Hälse  der  Welle 
anbetrifft ,  welche  eine  konische  Form  ha- 
ben, so  kann  man  diese  als  Cylinder  Ton 
mittlerem  Durchmesser  betrachten.  Dann 
ist  das  Moment  der  Trägheit  k  nr*  l§y. 

Für  diesen  FaH  ist  r  =  $,  /=lFufs, 
y  =  66,  g  =  0,755,  mithin  das  Moment  der 
Trägheit  der  beiden  Hälse  =  9,8  Pfund. 

Die  Summe  sämmtlicher  Momente  ist 
demnach  23620,1  Pfund,  welche  einem 
Abstände  von  1  Fufs  von  der  Welle  zu- 
gehören. Reducirt  man  diese  auf  den 
Bolzen  der  Zugstange,  und  bezeichnet  die 
in  diesem  Abstände  erforderliche  träge 
Masse ,  damit  die  Beschleunigung  der  Ma- 
schine in  allen  Theilen  dieselbe  bleibt 
mit  x,  so  ist 

l1  •  23620,1  =  (5J)'  •  * 

also    *  =  !!2JJ  =  2103,14  Pfund. 
(5,5)* 

Hierzu  kommt  noch  die  träge  Masse 
der  Zugstange  und  Zuglatte 

=    36,58  Pfand. 

Also  ist  die  ganze  träge  Masse 

=  2139,727  Pfund  =  tf. 

Bestimmung  der  bewegenden 
Kraft  P, 

welche  die  träge  Masse  von  2139,727  Pfund 
in  T  Sekunden  durch  einen  Raum  von 
S  Fufs  zu  führen  im  Stande  ist. 

Es  wird  angenommen,  dafs  der  Dreh- 
ling  für  das  Schlägelzeug  nicht  wie  der 
für  die  Stampfen  32,  sondern  40  Stöcke 
habe.  Des  Stirnrad  erhält,  wie  schon 
früher  angegeben  worden  68  Zähne,  aus 
welchem  Grunde  die  Tbeilung  von  4}  Zoll 
auch  dieselbe  bleibt. 

Wie  schon  früher  angegeben,  dreht  sich 
das  Wasserrad ,  mithin  auch  das  auf  der 
Wasserradwelle  befindliche  Stirnrad  7mal 
in  1  Minute  =  60  Secunden  herum,  also 
einmal  in  Sekunden.  Nun  verhält  sich 
bei  einerlei  Theilung  die  Zeit  eines  Um- 
laufes, wie  die  Anzahl  der  Zähne.  Be- 
zeichnet also  x  die  Zeit,  in  welcher  der 


Drehling  der  Schlägel  welle  sich  einmal 
herumdreht,  so  ist: 

68  :  "  Sek.  =  40  :  x  Sekunden 

woraus  x  =  5,04  Sekunden. 

Der  Raum  S,  welcher  die  auf  dem  Bol- 
zen der  Zugstange  reducirte  träge  Masse 
.V  bei  jedem  Hube  der  Zugstange  durch- 
laufen mufs ,  ist  genau  genommen  gleich 
dem  Bogen  cd;  dafür  kann  man  dessen 
Sinus  nehmen,  und  dann  ist 

S  =  ct-fdnn  18°  15'  =  5,5  «in  18°  16'  =  1,77' 
Um  nun  die  Zeit  T  zu  bestimmen, 
welche  zu  dem  Durchlaufen  des  Raumes 
s  erforderlich  ist,  sei  der  Halbmesser  vom 
Theilrisse  der  Daumen  welle  =  r=  1,25  Fufa ; 
der  Winkel ,  welcher  der  Hubhöhe  eb  —  S 
zugehört  =  n,  alsdann  ist,  da  die  Daumen 
nach  der  Kreis-Evolvente  construirt  sind 
rarcg  =  eb  oder  1,25  arc  q  =  1,77  Fufs 
1  77 

also  arc  n  =     .  =81°  8'. 


Fig.  861. 


Nimmt  man  nun  die  Bewegung  des 
Wasser-  also  auch  des  Stirnrades  durch- 
aus gleichförmig  an ,  so  müssen  die  360° 
des  Drehlings  sich  zu  der  Geschwindig- 
keit von  5,04  Sekunden ,  mit  welcher  er 
einmal  herumläuft  verhalten  wie  der  Win- 
kel o  zu  der  Zeit  T,  welche  zu  dem  Durch- 
laufen des  Raumes  S  -  eb  =  arc  q  erfor- 
derlich ist, 
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oder       360  1  5,04  =  are  <> :  T 

und  daraus  ist  T  =  1,136  Sekunden. 

Dieser  Werth  für  T  ist  aber  zu  klein, 
indem  die  Geschwindigkeit  des  Daumens 
nicht  gleichförmig  ist,  sondern  abnimmt, 
wenn  der  Winkel  (»/;.  zunimmt.  Es  niufs 
also,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Dau- 
mens kleiner  wird,  die  Zeit,  in  welcher 
es  den  Weg  eb  durchläuft,  gröfser  wer- 
den. 

Setzt  man  also  diesen  Werth  von  T  in 

Gleichung  P=  *  N,  so  erhält  man,  da 
9 ' 

in  diesem  Falle  JV=  2139,727  Pfand,  S 
=  l,77Fufs,  7=  1,36  Sekunden,  y  =  lö|, 
P  oder  die  Kraft,  welche  dem  mechani- 
schen Widerstande  in  Pfunden  gleich  ist 
=  187,8  Pfund  zu  grofs,  indem  T  zu 
klein  ist. 

Näherungsweiae  ist  also  im  Theilrifs 
der  Daumenwelle  eine  Kraft  erforderlich 
=(236,239+ 187,8) +  5,789  =  429,828  Pfund 
=  dem  statischen,  mechanischen  und  Rei- 
bungs  widerstände. 

Heifst  diese  Kraft  V\  so  ist  in  Bezie- 
hung auf  den  Theilrifs  des  Drehlings, 
wenn  man  dessen  Halbmesser  mit  a  be- 
zeichnet aV'=r-  429,828 
4± 


Fig.  862. 


40 


oder 


12 


werk  betrieben  wird,  und  V  die  dazu  ge- 
hörige Kraft,  so  ist  im  ersten  Falle  das 
Moment  =  W  -  (K+  V)  und  im  zweiten 
Falle      =  W  •  V. 

Es  müfste  also,  wenn  eine  gleiche  Ge- 
schwindigkeit stets  stattfände 

rK.F=rr"(F'+K')sein, 
woraus  W  :  W'=  V+  V :  F 
oder      W'.W'  =  909,74  +  223,87  : 909,74 
=  1133,61  : 909,74 

r  W=  0,803  IF 


22 


V  =  1,25  •  429,828 


also  ist  F'  =  ^-^'^=223,87Pfund 

naherungsweise  die  auf  dem  Theilrifs  des 
Drehlings  reducirte  Kraft,  wobei  die  Kraft, 
die  zur  Ueberwältigung  der  Reibung  zwi- 
schen Daumen  und  Zuglatte,  nnd  Zahn 
nnd  Stock  erforderlich,  ganz  aufser  Acht 
gelassen  ist,  indem  V  doch  nur  nähe- 
rungsweise bestimmt  werden  kann. 

Bezeichnet  nun  W  die  Geschwindig- 
keit des  Stirnrades,  wenn  das  Schlägel  - 
nnd  Stampfwerk  beide  im  Gange  sind, 
V+  V  die  dazu  gehörige  Kraft,  W  aber 
die  Geschwindigkeit,  wenn  blos  das  Stampf- 


woraus 

1133,61 

Bezeichnet  nun  ferner  ©'  die  Geschwin- 
digkeit des  Theilrisses  der  Daumenwelle, 
wenn  der  Daumen  arbeitet,  hingegen  • 
die  Geschwindigkeit,  wenn  der  Daumen 
nicht  arbeitet;  so  ist  klar,  dafs  W  eben 
so  oft  in  \V  enthalten  sein  niufs,  als  «' 
in  v  und  daher  © :  e'  =  W :  W  oder  ©  i  ©' 
=  W :  0,803  W  oder  ©  I  ©'  =  1 : 0,803  woraus 
näheruugs weise  ebenfalls  ©'  =  0,803©. 

Ist  ferner  l  die  Zeit,  in  welcher  der 
Daumen  während  einer  Umdrehung  arbei- 
tet, und  /'  die  Zeit-,  in  welcher  er  wäh- 
rend einer  Umdrehung  nicht  arbeitet,  so 
ist  ©'  der  Zeit  t  und  der  Zeit  i'  zuge- 
hörig, und  man  hat 

360  :  2,-rr  =  g  :  i©'  -  g  :  arc  gt 
weil  arc  g  =  tv'  ist, 


also  ist 


t  = 


ff  o  81°  8'  n  22 
365'8r,g.-36Ö-a- W-T 

0,803  9  : 


_1,77L 

0,803~v 


Eben  so  ist  360  : 360  -  q  =  2*r :  t'v  auch  t  -f  |'  =  5,04 
oder  360°  i  360°-  81°  8'  =  2  . 1,25  •  V I  t'v        •    ,  m     1,777  .  6,084 

,    6,084  mithm  6»°*  =  +  —~ 

woraus      t  =—  


Nun  verrichtet  aber  der  Drehling  in 


©  = 


0,8030  © 
2,204  +  6,048 
5,04 


=  1,644' 


5,04  Sekunden  einen  Umgang,  daher  ist  und  ©'=  0,8030  =  0,803  •  1,644  =  1,320' 
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Hieraas  geht  nun  hervor,  dafe  »T=S 
=  der  Hubhöhe  oder  dem  Wege  ist,  in 
welchem  der  Daumen  arbeitet,  mithin  ist 
auch  t  (5,04  —  7)  der  Weg,  in  welchem 
der  Daumen  nicht  arbeitet;  beide  Wellen 
zusammengenommen  müssen  aber  der 
Länge  des  Theilrisses  .der  Welle  gleich 
sein,  mithin  hat  man 

v'T  +  t  (5,04  -  7)  =  2  •  1,25  •  " 

oder 

1,320  •  T  +  1,644  (5,04  —  T)=  2  •  1,25  •  "» 
woraus  7,  als  zweiter  Näherungswerth 
=  1,325  Sekunden. 

8etzt  man  diesen  Werth  von  7  mit 
Beibehaltung  der  übrigen  Werthe  in  die 

Formel  P-       iV,  so  ergibt  sich  ein  zwei- 
9  *» 

ter  Näherungswerth  für  die  bewegende 
Kraft  P=  138,06  Pfund,  der  aber  zu  Klein, 
weil  7  zu  grors  ist. 

Hiernach  ist  also  die  Kraft,  welche 


näher ungi weise  im  Theilrifs  der  Welle 

erforderlich  ist 

s  236,239  +  138,06  =  380,088  Pfund. 

Diese  wie  oben  auf  den  Theilrifs  des 
Drehlings  redncirt,  gibt 

380,088^25  pfund 
2,4 

Man  hat  also  wiederum 
W  :  W'=  r+  K  :  V 
oder    W :  W  =  197,96  +  909,74 1 909,74 
oder     Wi  W  =  1107,70:909,74 

auch  haben  wiederum  I,  ft  v  und  ©'  die- 
selben Bezeichnungen  von  vorher  und 
daher  v:v'=W:W' 
oder  «:»'=  W  :  0,821  W 

also  ist  näherungsweise 

«'  =  0,821 1> 
ferner  360 :  2nr  =  (* :  tv' 


woraus 


_  2nr_*_Q  a  j.  V«M6(81°80_  2,165 
1  ~  360  •  360  •  0,821  *  v 


und  360  1  360  -  81°  8'  =  2  •  "  •  1  •  25  : 1'  © 


,    (278°52').2'ir'  1>26  _  6,084 
woraus  t  =  860Tf»  r 

Da  nun  l  -H'  =  5,04  Sekunden  sein  mufs, 
so  ist  auch 

6,084  ,  2,165 
5,04  =  -  ■-—  +  — — 

5,04 

als  zweiter  und  zwar  kleinerer  Nähernngs- 
werth  weil  der  erste  •  =  1,644'  gefun- 
den wurde. 
Der  erste  Näherungswerth  für  v  war 

■  0,803  •  v  =  0,803  •  1,644 
der  zweite  Näherungswerth  ist  aber 

=  0,821  «0  =  0,821  •  1,636 

Da  nun.0,821 . 1,636  >  0,803  •  1,644, 
so  ist  auch  der  zweite  Näherungs- 
werth für  v'  >  als  der  erste,  also  die 
dazu  gehörige  Zeit  oder  der  dritte  Nä- 
herungswerth von  T  kleiner.  Diesen 
findet  man,  wenn  man  auf  dieselbe 
Weise  wie  vorher  verfährt  =  1,324 
Sekunden,  welche  dem  zweiten  Werthe 
von  7=1,325,  aber  beinahe  gleich 
ist. 

Setzt  man  also  7  =  1,324  in  die 

Gleichung  P=-~Nt  so  erhält  man 
0 1 


F=  138,168  Pfund  als  dritter  Näherungs- 
werth der  bewegenden  Kraft. 

Behält  man  diese  etwas  zu  grofse  Kraft 
bei,  so  erhält  man 

236,239  + 1 38, 1 68+ 5,7  89  =  380, 196  Pfd. = V 
als  Kraft,  welche  in  der  Zuglatte  dem 
statischen,  mechanischen  und  Keibungs- 
widerstande  gleich  ist. 

Zur  Ueber wältigung  dieser  Kraft,  oder 
was  einerlei  ist,  dieses  Widerstandes,  und 
der  Reibung  zwischen  Daumen  und  Zug- 
latte ist  nach  Eytelw.  Stat.  §.  282  eine 

Fig.  863. 
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Kraft  in  dem  TheUrUa  der  Daumenwelle  Daher    V  =  416,87  Pfand, 

erforaerlicn.  D  . 

V-tt  +  uiartV*  Keaucirt  man  nun  diese  im  Tbeilrifs 

•  f*  9  pj  der  Daamenwelle  erforderliche  Kraft  auf 

Für  diesen  Fall  isttgß=^L  =  54°  I'ÖO",  den  Theilrifs  des  Drehlings,  so  ist  nach 

v    „AOfiPf   a  '  Eytelw.  Statik  §.  238 

V  =  380,96  Pfund,     =  &  =  0,07.  * 

na?fld(ils*n  Pa,1Jf* .■?» /  =  2'4=dem  =      dem  Halbmesser  der  Za- 

Hajbmesser  Tom  The,lnJs  des  Drehlings,  pfen  Jf  =  dJm  Gewicht  der  Welle  nebst 
— Hii,-a5  ~^  Halbmesser  der  Daumen-  Zubehör  =  902,47  Pfund.  Es  ist  näm- 
welJe,F, oder  für  die  Formel  (?=416,87Pfd.,  lieh: 

1.  Das  Gewicht  des  Holzes. 

1.  Welle  8  Fufs  lang,  l  Fufs  stark   =  6)285  Cubfuis. 

2.  Drehhngskränze  2*  Fufs  ITalbmesser  auswendig,  lJFufa  in- 
wendig, und  iFufe  stark,  2 Fufs  breit  =  (2*»-  1|«)V  •  s  •«      •  =6  063 

3.  8  Arme,  a  1*  Fufs  lang,  fr  und  *  Fufs  stark  =  8  •  1|  •  ,»j  •  j  =  l!««6  l 

4.  40  Stöcke  1* Fufs  lang,  A  im  Radius  =  1^.^.^.^  .   .  =1,717  [ 

t**6-1*2^*1!111611'  im  Dnrch8chnltt  t  Foft  lang,  AFu&'im  □ 

m  -  *  '  A  •  ft  __.   .   =0,130  „ 

-     «    .  k4  .  Summa   16,851  Cubfuis. 

Das  Gewicht  da?on  ist  =  16,851  .  0,765  •  66  =  789,86  Pfund. 

2.  Das  Gewicht  des  Eisens. 

1.  4  Ringe   =  0,065  Cubfufa. 

«.  tapfre  =»t •*•*•¥+¥•  A   .  =0>172  , 

Summa  =0,237  , 

m ßa^S? ^älll."  °Am  L66  '^2  I  lin*8  Ton  d«m  Mittelpunkte  des  Stirn- 
ftr  *  ilÖ2?47  PfnS            g°      ^  =  2,25  Pnh  W^etEt    Ferner  ist 

Um  nun  ferner  a  und  ß  zu  bestimmen,        *»  =  *'  +  '»  =  4,06  +  2,4  =  6,46 

•o  iet  ki  sin  ?  =  Es  ist  aber  *m  die  also  »in  o  =  —  -  2-'25  j-„  „  -  on°  oi» 
Entfernung  des  Mittelpunktes  des  Dreh-  C '     M  "  6,46  als0  Q  "  20  23 ' 

Mithin  a  =  mnl  =  180°  -  in/  =  180°-  (90  -  p)  =  90°  +  o  =  90°+  20° 23'  =  110° 23' 
0  =  270°. 

Opposition  (Astr.),  s.  u.  „Conjunc-  Werden  nun  ron  dem  creirebenen  Punkt 
tl0"uJ  Aspecton-,  als  Anfangspunkt  abb  Inf  der  durch 

Ordinaten  sind  gerade  Linien  als  Län-  ihn  liegenden  Linie  in  Abständen  Punkte 

h 


mit 


------    —  —  -  vvohiuiui    ubi-  "    — — ~.  ,  f — » »"vi  uiuci  oiu«UUV(  Iiai.il 

•ifn*  t     Q™inaien  "n<J  al»°  zuerst  selbst  den  zu  bestimmenden  Curven  gezogen, 

ihrer  Lage  nach  zu  bestimmen,  und  dies  «>  «t  die  Linie  mit  den  fortschreitenden 

Kjchieht  durch  einen  gegebenen  festen  Abständen  die  Abscisse  und  das  Coor- 
nkt,  eine  durch  diesen  Punkt  gerich-  dinatensystem  heifst  das  der  Parallel- 
tete gerade  Linie  und  Winkel  zwischen  Coordinaten. 

dieser  Linie  und  den  Ordinaten.    Das     Bleibt  aber  der  Anfangspunkt  auch  als 

I!rTABKeStimmangfutU?k  der  0rdin»t«n  Fufspunkt  der  Coordinaten  derselbe  und 

neust  Abscisse    Abscuse  und  Ordina-  werden  die  Ordinaten  unter  verschiede- 

ten  heifsen  Coordinaten.  neu  Winkeln  mit  der  gegebenen  durch 
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den  Punkt  gehenden  Linie  radical  geso- 
gen, 10  ist  dies  8jstem  das  der  Polar- 
coordinaten.  Der  feste  Punkt  heifst 
der  Pol,  die  constante  durch  den  Pol 
gehende  Linie  die  Polaraxe  und  die 
verschieden  genommenen  Winkel  sind 
die  Polarabsci  ssen.  Das  Nähere  hier- 
über s.  in  den  Art  „Abscisse,  Coor- 
dinaten,  Coordinatenaxen,  Coor- 
dinatengleichung. 

Ordnungen  krummer  Linien,  s.  den 

Art.  .Curven",  Einleitung  pag.  161  und 
No.  4,  pag.  162. 

Organische  Beschreibung  einer  krum- 
men Linie  ist  die  Verzeichnung  der  Curre 
im  stetigen  Zuge  mit  Hülfe  eines  In- 
struments ,  wie  mit  dem  Zirkel  die  Kreis- 
linie beschrieben  wird.  Die  Cyoloide,  die 
Epicyeloide  und  die  Hypocycloide  wer- 
den bei  ihrer  Construction  durch  die  Um- 
wälzung  des  Erzeugungskreises  im  steti- 
gen Zuge  verzeichnet.  Auf  ähnliche  Weise 
lassen  sich  auch  andere  Curven  construi- 
ren.  Die  stetige  Verzeichnung  der  El- 
lipse aus  den  Brennpunkten  gibt  Bd.  I, 
pag.  418  mit  Fig.  256;  Bd.  III,  pag.  45 
mit  Fig.  611  zeigt  eine  zweite  stetig  mög- 
liche Verzeichnung  blofs  mit  Hülfe  der 
beiden  gegebenen  halben  Axen. 

1.  In  dem  Art.  .Ellipse",  pag.  42 
hat  man  in  Fig.  609  den  Halbkreis  AHT'B 
und  es  ist  nach  No.  13,  pag.  45: 
ACiCD  =  HJ:  FJ 

Dieser  Proportion  gemäfs  ist  ein  ein- 
faches Instrument  zu  stetiger  Verzeich- 
nung der  Ellipse  erfunden  worden: 

HG  und  HJ  sind  zwei  gleich  lange 
Lineale,  beide  zusammen  gleich  der  hal- 
ben Summe  (a  -f  c)  beider  Axen.  Das 
Lineal  GH  hat  eine  Spitze  zum  festen 
Einstich  in  die  feste  Linie  AB,  das  Li- 
neal HJ  eine  Abrundung  zum  Verschie- 
ben, beide  Lineale  sind  in  //  mit  einem 
Charnier  drehbar  befestigt. 

Fig.  864. 


Nimmt  man  nun  die  Länge  JK=  der 
halben  kleinen  Axe  c ,  also  GH  \  HK  = 
der  halben  grofsen  Axe  =  a,  so  geschieht 
mit  der  Fortschreitung  des  Endes  J  auf 
der  Linie  AB  durch  einen  in  K  befindli- 
chen Stift  die  Zeichnung  der  Ellipse. 

Denn  macht  man  HL  =  der  Verlänge- 
rung HM  =  HK,  so  ist  LM  *  IHK,  folg- 
lich K  ein  Punkt  in  dem  über  LM  be- 
schriebenen Halbkreise;  folglich  £MKL 
-  Ä. 

Nun  ist   HG  =  HJ 
 HL  =  HK 

folglich       1 G  =  KJ  und  LK  *  GJ 

Verlängert  man  daher  MK  bis  .V.  so 
ist  auch  ^  KNJ  =  R,  also  MNG  ein  Win- 
kel im  Halbkreise  und  -V  beschreibt  um 
den  Punkt  G  bei  der  Umdrehung  von  A 
nach  B  einen  Halbkreis  mit  dem  Halb- 
messer GM  =  der  halben  grofsen  Axe  a, 
während  KN  für  jeden  Punkt  von  M  die 
rechtwinklige  Ordiuate  einer  Ellipse  von 
der  halben  kleinen  Axe  JK—c  und  der 
halben  grossen  Axe  GM  —  a  ist. 

Denn  es  ist  GM :  GL  =  MN  i  KN 
oder  in  Fig.  609   AC:CD  =  HJ:  FJ. 

2.  Bd.  III,  pag.  265,  Fig.  718  zeigt  den 
Durchschnitt  einer  Hyperbel.  M  ist  der 
Mittelpunkt,  ME  die  halbe  Haupt  axe  «, 
ES  die  halbe  Nebenaxe  e,  ML  die  obere 
Asymptote,  MZ  =  AZ,  also  EZ  die  Rich- 
tung und  4"  der  unteren  Asymptote  MS-, 
Mt  eine  beliebige  Länge,  DV  +  EZ. 

Nun  ist  pag.  270,  No.  18  nachgewiesen, 
dafs  MVxDV  =  MZ  x  EZ  und  dieser 
Satz  hat  das  Mittel  so  folgendem  Ver- 
fahren für  stetiges  Verzeichnen  der  Hy- 
perbel gegeben. 

Nimmt  man  für  die  zu  verzeichnende 
Hyperbel  eine  gerade  Linie  MJ  zur  Rich- 
tnng  der  Hauptaxe,  M  als  Mittelpunkt, 
ME  =  der  halben  Hauptaxe  a,  also  £ 
znm  Scheitel,  das  Lotn  EN  zur  halben 
Nebenaxe  c,  so  hat  man  die  durch 
MN  gezogene  gerade  Linie  ML  als 
obere  Asymptote.  Halbirt  man  nun 
L  VA  in  Z,  zieht  EZ,  so  ist  EZ  mit 
der  Richtung  der  unteren  Asymp- 
tote MS  parallel.  Nimmt  man  nun 
I  ein  Lineal  von  irgend  einer  Breite 
VW,  deren  vordere  Schiebekante  in 
LM,  und  markirt  auf  dieser  eine 
Länge  VL  —  MZ;  ferner  ein  zweites 
Lineal,  dessen  vordere  Schiebekante 
nach  LE  gerichtet  ist,  und  befestigt 
dies  mit  dem  ersten  Lineal  in  dem 
markirten  Punkt  L  durch  ein  Char- 
nier drehbar,  so  ist  der  Zeichenap- 
parat fertig.  Denn  verschiebt  man 
das  erste  Lineal  mit  dem  Punkt  L 
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nach  LM  abwärts  und  läfst  das  zweite 
Lineal  immer  durch  den  Punkt  £  gehen, 
was  sehr  leicht  ist,  wenn  man  in  M  und 
E  dünne  Stifte  einsteckt,  so  beschreibt 
der  Durchschnittspunkt  V  beider  Lineal- 
kanten die  Hyperbelpunkte  (wie  D,  D', 
D\  E). 

Denn  es  ist  LZ:  LV=EZ  :dV 
und  da  LV=  MZ 

auch  LZ  i  MZ  -  EZ  :dV 

oder  MV.MZ-EZ-.dV 
woraus  MVxDV=  MZxEZ. 

3.  In  dem  Art.  „Brennpunkt  der 
Parabel",  pag.  417,  No.  6  und  7  mit 
Fig.  254  und  255  sind  zwei  Coustructio- 
nen  der  Parabel  angegeben,  aber  keine 
stetig  zu  machende  Zeichnung.  Dagegen 
gibt  der  Satz  4,  pag.  417  das  Mittel  dazu. 
Nimmt  man  nämlich  (Fig  253)  ein  Win- 
keliuaafs  B'NK,  befestigt  an  der  Lineal- 
Kante  NK  in  einem  nach  K  hin  gelege- 
nen Punkt  einen  Faden  von  der  Länge 
KN,  wenn  K  selbst  der  Befestigungs- 
punkt  ist,  den  zweiten  Endpunkt  aber  in 
dem  Brennpunkt  B,  schiebt  das  Winkel- 
maafs  längs  der  Directrice  B'N  von  der 
Axe  B'F  ab  in  die  Ilühe  und  hält  zwi- 
schen Faden  und  Linealkante  NK  einen 
Stift,  so  beschreibt  dieser  die  Parabel. 
Denn  in  jeder  Lage  des  Winkel maafses 
ist  der  Stift  in  der  Spitze  J  eines  Win- 
kels wie  ^BJK,  so  dafs  der  Brennstrahl 
BJ  immer  =  JN  =  DB'=x  +  ip  verbleibt. 

Orientirboussole  ist  ein  IJülfsinstru- 
ment  zu  Orientirung  eines  Mefstisches 
nach  dem  magnetischen  Meridian,  welches 
besonders  nothwendig  ist,  wenn  die  Meß- 


tischaufnahme mit  einer  gröfseren  Ver- 
messung, bei  welcher  die  Bonssole  an- 
gewendet worden,  Zusammenhang  hat. 
Sie  besteht  in  einer  etwa  4  bis  5  Zoll 
langen  möglichst  empfindlichen  Magnet- 
nadel, die  mit  ihrem  Agathütchen  anf 
einer  Stablspitze  sich  bewegt  und  arretirt 
werden  kann.  Diese  befindet  sich  in  einem 
Kästchen  von  etwa  6  Zoll  Länge ,  4  Zoll 
Breite.  Die  Richtung,  welche  die  Mag- 
netnadel annehmen  soll,  ist  auf  dem  Bo- 
den des  Kastens  mit  scharfer  und  deut- 
licher Linie  markirt  und  mit  Nord  und 
Süd  bezeichnet  und  zwar  so,  data  sie  un- 
mittelbar durch  Zeichenpunkte  auf  die 
Mefstiscbplatte  übertragen  werden  kann. 
Man  setzt  nun  das  Kästchen  anf  den 
Mefstisch  und  dreht  es  so  lange  bis  die 
Magnetnadel  übeT  diese  Linie  einspielt 
und  darin  verbleibt,  wo  dann  die  unmit- 
telbare Verzeichnung  auf  der  Meistisch- 
platte geschieht. 

Orientirung  einet  grofsen  Dreiecks- 
netzes. Hierunter  versteht  man  die  Auf- 
tragung auf  dem  Papier  einer  sehr  ge- 
nau gefertigten  gröfseren  Vermessung  von 
einander  anschliefsenden  grofsen  Drei- 
ecken mit  Hülfe  nur  einer  oder  zweien 
direct  vermessenen  Standlinien  und  mög- 
lichst genauer  und  einander  berichtigen- 
der Winkelaufnahmen.  Es  wird  also 
vorausgesetzt,  dafs  die  grofsen 
Seiten  der  Dreiecke  und  zur  ge- 
genseitigen Berichtigung  deren 
Diagonalen  sowie  Verbindungsli- 
nien mit  anderen  Dreiecken  tri- 
gonometrisch berechnet  undklei- 
nere  sich  erwiesene  Differenzen 
ausgeglichen  worden. 

Wollte  man  nun  diese  berechneten 
Dreiecke,  so  wie  sie  aneinander  liegen, 
successive  auch  auf  der  Zeichnung  an- 
einander reihen,  so  würde  jeder  einzelne 
aas  der  Stärke  der  Punkte  und  der  Breite 
der  Bleistiftlinien  von  einer  Dreieckslinie 
auf  die  andere  sich  übertragen  und  man 
läuft  Gefahr,  ein  nicht  ganz  richtige», 
oder  wie  man  auch  sagt,  ein  verscho- 
benes Netz  auf  dem  Papier  zu  erhalten. 

Man  vermeidet  diesen  Uebelstand,  wenn 
man  jeden  einzelnen  Punkt  unabhängig 
von  jedem  anderen  auftragen  kann  und 
erreicht  dies  durch  Abscissen  und  Ordi- 
naten,  wenn  man  zu  der  ersten  eine  Linie 
wählt,  welche  zwei  Uauptdreieckspunkte 
des  Netzes  mit  einander  verbindet,  oder 
dafs  man  schon  Anfangs  die  Basis  in 
ihrer  Lage  zu  einer  Abscisse  geeignet 
nimmt,  die  dann  auf  dem  Papier  nach 
beiden  Seiten  hin  verlängert  wird.  Or- 
dinaten  darauf  sind  dann  die  von  den 
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trigonometrisch  festgestellten  Dreiecks- 
punkten auf  die  Abscisse  gefällten  Lothe. 

Jedenfalls  kann  man  die  Abscissenlinie 
durch  einen  der  festgestellten  Dreiecks- 
punkte legen.  Wenn  die  Vermessung 
eine  Gradvermessung  ist  (s.  d),  so 
mufs  die  Abscisse  der  Arbeitsersparung 
und  der  Sicherheit  wegen  eine  Mittags- 
linie sein  und  man  wählt  den  einen 
der  Anfangspunkte  der  Vermessung  so, 
dafs  durch  diesen  die  Mittngslinie  genom- 
men werden  kann. 

Es  sind  also  sämmtlirhe  hier  verzeich- 
nete Dreiecksseiten  in  ihren  Längen  be- 
kannt. Nun  sei  XX'  die  durch  einen 
Dreieckspnnkt  A  gedachte  Abscisse,  so 
wird  diese  möglichst  lang  auf  dem  Felde 
abgesteckt,  in  möglichst  weiter  Ferne  mit 
einem  Signal  bezeichnet  uud  der  Z  BAXt 
womöglich  noch  ein  zweiter  Winkel,  z.  B. 
FAX'  oder  OAX'  vermessen. 


Fig.  8GG. 


Mit  Hülfe  von  AB  erhält  man  die  Ab- 
stände Ab  und  Bb. 

Aus  AB,  AF,  BF  ist  schon  berechnet 
der  Z.BAF,  dieser  +  ^BAX  ist  /_FAX 
und  Z  FAX  =  180°  -  Z  FAX,  woraus  mit 
Hülfe  von  AF  gefunden  werden  die  Ab- 
stände Af  und  Ff. 

Aus  AF,  AG,  GF  hat  man  berechnet 
£FAG;  hiervon  Z.FAX'  gibt  ^GAX' 
und  man  erhält  mit  Hülfe  von  AG  die 
Abstände  Ag  und  Gg.  Man  sieht  hieraus, 
dafs  die  Berechnung  der  Abscissen  und 
der  Ordinaten  aller  einzelnen  Punkte 
nur  mit  Hülfe  rechtwinkliger  Dreiecke 


eschehen  und  es  ist  gewonnen,  dafs  je- 
er  einzelne  Dreieckspunkt  unabhängig 
von  jedem  anderen  aufs  Papier  gebracht 
wird. 

Ort,  absoluter,  ist  ein  Ort  ohne  Be- 
ziehung auf  einen  anderen.  Euler  ver- 
steht darunter  den  Ort,  welchen  ein  Kör- 
per in  dem  unendlichen  Weltraum  ein- 
nimmt, und  wenu  er  denselben  verläfst, 
so  ist  er  in  absoluter  Bewegung.  Hut- 
ton sagt :  die  absolute  Bewegung  besteht 
in  der  Veränderung  des  einen  Orts  und 
dem  Uebergang  in  einen  anderen,  wenn 
man  sowohl  diesen  als  jenen  absolut  und 
ohne  ihr  Verhältnifs  (Relation)  zu  einem 
dritten  Ort  betrachtet. 

Ort, astronomischer, i. den  Art.  .Ast ro- 
nomischer  Ort*  pag.  155. 

Ort,  geo centrisc her,  ist  eiu  Ort,  ein 
Punkt  am  Himmel,  wo  er  aus  dem  Mit- 
telpunkt der  Erde  betrachtet  dem  Auge 
erscheinen  würde,  im  Gegensatz  von  he- 
liocentrischen  Ort,  wo  er  dem  im 
Mittelpunkt  der  Sonne  befindlichen  Be- 
obachter erscheinen  würde  (s.  den  Art. 
„Geoceutrisch*  mit  Fig.  656,  Bd.  HI, 
pag.  143).  Bei  Fixsternen  fällt  wegen 
deren  unmefsbaren  Entfernung  von  un- 
srem  Souneusystem  der  geocentrische  Ort 
mit  dem  heliocentrischen  zusammen;  bei 
Planeten  ist  der  Unterschied  sehr  bemerk- 
bar. Der  auf  der  Erdoberfläche  beobach- 
tete Ort  ist  auch  noch  nicht  der  richtige, 
er  mufs  noch  mit  Hülfe  der  Parallaxe 
corrigirt  werden,  wie  dies  in  dem  Art. 
,  Höhe  npara  Haxe",  pag.  251  mit  Fig. 
709  erklärt  ist." 

Ort,  geometrischer,  ist  in  Art  «Geo- 
metrischer Ort"  mit  Beispielen  erklärt. 
Es  soll  noch  hinzugefügt  werden,  dafs 
die  Aufgabe:  den  geometrischen  Ort  für 
Dreiecke  von  einerlei  Grundlinie  und 
gleichen  Winkeln  an  der  Spitze,  welcher 
eine  Kreislinie  ist  auf  folgende  Art  aus- 
drückt: Es  sind  zwei  Punkte  gegeben, 
von  welchen  aus  zwei  unter  einem  be- 
stimmten Winkel  sich  schneidende  ge- 
rade Linien  gezogen  werden  sollen.  Der 
geometrische  Ort  ist  eine  Kreislinie  oder 
vielmehr  eine  Kugeloberfläche.  Um  de- 
ren Mittelpunkt  zu  linden  verbindet  man 
beide  Puukte  durch  eine  gerade  Linie, 
halbirt  diese,  errichtet  in  dem  Halbirungs- 
punkt  auf  derselben  ein  Loth,  trägt  an 
einem  beliebigen  Punkt  des  Loths  an  die- 
ses den  gegebenen  Winkel  und  zieht  mit 
dem  zweiten  Schenkel  durch  den  dahin 
gerichteten  der  gegebenen  Punkte  eine 
Parallele,  so  ist  deren  Durchschnittspunkt 
der  Mittelpunkt.   Denn  es  ist  der  Peri- 
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pheriewinkel  als  halber  Centriwinkel  ab- 
fragen. 

Es  gibt  sehr  viele  Aufgaben  über  den 
geometrischen  Ort  und  solche,  die  nur 
algebraisch  zu  lösen  sind.  Man  hat  hier- 
bei immer  weniger  Gleichungen  als  Be- 
stimmungsstücke und  somit  die  Auflö- 
sung von  diophantischen  Aufgaben,  in 
deren  Resultat  noch  Unbekannte  sind, 
am  deren  Zusammenhang  mit  den  Be- 
kannten dann  die  Construction  des  geo- 
metrischen Orts  ermittelt  wird. 

Es  erfolgt  hier  noch  eine  interessante 
und  nicht  schwierig  zu  lösende  Aufgabe 
nebst  dem  Beweise  für  die  Richtigkeit. 

Den  geometrischen  Ort  für  Dreiecke 
xu  finden,  die  eine  gemeinschaftliche 
Grundlinie  haben  und  deren  beide  andere 
Seiten  in  einem  gegebenen  Verhältnifs 
stehen. 

Es  sei  ABC  das  Dreieck,  AC  die  con- 
stante  Grundlinie.  Man  findet  den  geo- 
metrischen Ort  in  einem  Kreise,  wenn 
man  nämlich  AB  bis  D  verlängert,  so 
da  Ts  BD  =  BCy  man  zieht  DC  und  aus 
B  die  Parallele  BE  mit  DC,  so  liegt  der 
Mittelpunkt  des  Kreises  in  der  verlän- 
gerten AC  und  By  E  sind  Punkte  dessen 
Kreisunifangs. 

Fig.  867. 
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hältnifs  zweier  von  den  festen  Punkten 
A  und  C  nach  dem  Kreisumfang  gexo- 

fenen  Linien.  Da  nnn  die  Linien  AF, 
'F  constant  sind,  so  ist  auch  das  Ver- 
hältnifs aller  von  A  und  C  nach  dem 
Krvi.su iiifang  gezogenen  Linienpaare  das- 
selbe constante  Verhältnifs. 

Ort,  heliocentrischer,  ist  der  Ort  am 

Himmel  wo  ein  Planet,  von  dem  Mittel- 
punkt der  Sonne  aus  betrachtet,  dem 
Auge  zu  sein  erscheinen  würde  (vergl. 
„Ort,  geocentrischer"). 

Ort,  Optischer,  ist  der  Ort  einer  Fläche, 
auf  den  das  Auge  einen  vor  derselben 
befindlichen  Gegenstand  projicirt. 

Ort,  scheinbarer ,  ist  der  Ort,  in  den 
das  Auge  einen  gesehenen  Gegenstand 
dem  Urtheil  nach  versetzt. 

Ort  eines  Planeten.  Dieser  ist  geo- 
centrisch  oder  heliocentrisch.  Der  erster© 
ist  scheinbarer  Ort,  wie  er  von  dem 
scheinbaren  Horizont  aus,  wahrer  Ort, 
wenn  er  von  dem  wahren  Horizont  aus 
beobachtet  gedacht;  mittler  Ort  eines 
Planeten,  s.  den  Art.  „Ein  reducirter 
Ort"  ist  der  auf  die  Ekliptik  projicirt« 
wnrtrp  Ort  d*«  <te«tirn«. 

Man  denke  sich  einen  Planeten  P  in 
einer  concentrischen  Bahn  um  die  8onne 
S  mit  der  Erde  £  in  gleicher  Cmlanfs- 
richtung  sich  bewegen,  dessen  Bahn  aber 
gegen  die  Ekliptik  geneigt  ist,  und  man 
verbinde  die  3  Weltkörper  durch  gerade 
Linien  zu  einem  Dreieck,  so  seigt  die 

Fig.  868. 


Denn  ist  F  dieser  Mittelpunkt  und  sind 
FB.,  FC  Radien  des  Kreises,  so  ist,  weil 
CD^BE 

/_BCD  =  Z.ABE 

aber  s\BEF  = /_BAF  + /_ABE 

und  /  BEF=  £  EBF 

folglich  ^EBF=^BAC+ZBCD 
=  siBAF+z.CBE 

Also  Z  CBE+^CBF=^BAF+  /CBE 
oder  z.CBF-Z_BAF 

Hieraus  ist     &CBF <s>  &BAF 

folglich  AB.AF=  BC'.BF 

oder  AB  .BC=AF.EF 

Die  beiden  Linien  AF,  EF  haben  also 
das  Verhältnifs  AB-BC,  d.  h.  das  Ver- 


gerade Gesichtslinie  SP  von  der  Sonne 
zu  dem  Planeten  an  der  scheinbaren  hoh- 
len Himmelskugel  den  heliocentri- 
schen  Ort  P,  und  die  Gesicht- Ii  nie  EP 
von  der  Erde  iu  demselben  an  der  schein- 
baren hohlen  Himmelskugel  den  geoc  e  n- 
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trischen  Ort  P,  des  Planeten,  nnd 
der  /_EPS  ist  der  Unterschied  zwischen 
beiden  Orten  an  der  hohlen  Himmels- 
kugel. 

Der  Artikel  „Anomalie"  zeigt,  wie 
man  den  heliocentri.schen  Ort  eines  in 
seiner  Bahn  bekannten  Planeten  für  je- 
den Augenblick  seiues  Laufs  finden  kann. 
Man  kennt  nämlich  die  Zeit,  in  welcher 
er  von  seinem  Perihel,  oder  auch  von 
dem  Knoten  A  mit  unserer  Ekliptik  ab 
bis  zu  einem  bestimmten  Zeitpunkt  zu- 
gebracht hat ;  beträgt  diese  Zeit  in  Tage 
und  ist  seine  siderische  Umlaufszeit  n 
Tage,  so  ist  seine  mittlere  Anomalie  = 
m 

: —  mal  seiner  Umlaufsbahn.  Nun  lehrt 
n 

der  Art.  ,  Anomalie"  die  wahre  Ano- 
malie oder  den  wirklichen  heliocontrischen 
Ort  des  Planeten  aus  der  mittleren  Ano- 
malie ableiten  und  hiernach  den  Kadius- 
vector  SP  in  seiner  Länge  bestimmen. 

Oer  auf  der  Knie  befindliche  Beobach- 
ter will  aber  wissen,  wo  er  in  diesem 
Augenblick  den  Planet  P  von  der  Erde 
E  aus  rindet,  er  will  den  geocentri- 
schon  Ort  P,  desselben  kennen  lernen. 
Um  dies  mit  Hülfe  des  heliocentrischen 
Orts  P,  zu  erreichen ,  reducirt  er  den  Pla- 
neten P  auf  die  Ekliptik  in  p,  um  diesen 
Punkt  in  Länge  und  Breite  angehen  zu 
können.  Demnach  fällt  er  aus  P  einen 
lothrechten  Bogen  Pp  auf  die  Ekliptik 
und  erhält  in  dem  Fufspunkt  p  desselben 
den  reducirten  Ort  p. 

Ist  nun  PK  der  Bogen  der  Planeten- 
bahn vom  Planeten  P  bis  zum  Knoten 
K  derselben  mit  der  Ekliptik  pK,  Pp  das 

Fig.  869. 


gungswinkel  K  der  Planetenbahn  mit  der 
Ekliptik  bestimmt. 

Ferner  bat  man  in  demselben  Dreieck 
«in  Pp  =  (tu  KP  -  sin  A 

womit  der  Breitenbogen  Pp  bestimmt  ist, 
und  mit  beiden  Bestimmungen  der  re- 
ducirte  Ort  p  des  Planeten.  Durch  die 
bekannten  Langen  PS,  Pp  und  den  rech- 
ten /_PpS  hat  man  auch  den  reducirten 
Radiusvector  pS.  Nun  ist  £»SR  =  dem 
Unterschied  der  heliocentrischen  Länge 
von  p  und  E,  folglich  aus  2  Seiten  pS, 
ES  und  dem  eingeschlossenen  /_pSE  die 
Elongation  /_SEp  bekannt,  womit  der 
reducirte  geocentrische  Ort  p  und  durch 
pP  auch  der  wirkliche  geocentrische  Ort 
des  Planeten  P  gefunden  ist. 

Orthobasisch  (Kryst.)  ist  die  rechtwink- 
lige Lage  der  Basis  gegen  die  Axe  des 
Krystalls. 

Orthogon,  s.  v.  w.  .rechtwinklig". 

Orthographische  Projectionen  sind 
rechtwinklige  P. 

Ortsänderung  ist  Bewegung  (s.  d.). 
Jede  Ortsänderung  ist  entweder  wirk- 
lich oder  scheinbar.  Ohne  eine  wirk- 
liche O.  rindet  keine  scheinbare  statt. 
Die  scheinbare  0.  beruht  auf  Augentäu- 
schung, indem  entweder  das  Object  ruht 
und  das  Auge  sich  bewegt,  oder  indem 
beide  in  verschiedenen  Richtungen  sich 
bewegen.  Bewegen  sich  Ange  nnd  Ob- 
ject parallel  gleichgerichtet  und  mit  glei- 
cher Geschwindigkeit,  so  ist  das  Object 
in  scheinbarer  Ruhe.  .  Reiter  und  Pferd, 
Schirl  und  Schiffer  sind  in  relativer  Ruhe, 
obgleich  sie  gemeinschaftlich  in  Bewe- 
gung sind.  Fixsterne  sind  in  relativer 
Ruhe  aber  gemeinschaftlich  in  einerlei 
scheinbaren  Bewegung. 

Bewegt  sich  ein  Körper  durch  die  Pnnkte 
n.  b,  c,  d,  e,  f,  g,  das  Auge  zugleich  durch 
die  Punkte  A,  By  C,  D,  E,  F,  G,  so  er- 
hält es  den  Ort  des  Körpers  für  seinen 

Fig.  870. 


gefällte  Loth,  also  der  Breitenkreisbogen 
von  P,  so  ist  der  Neigungswinkel  PKp 
beider  Bahnen  jederzeit  gegeben,  desglei- 
chen der  Ort  des  Knotens  A'  und  man 
erhält  in  dem  bei  p  rechtwinkligen  sphä- 
rischen A  PKp  i 

ig  Epes  Ig  KP  sin  K 

Es  ist  mithin  der  Knotenabstand  Kp 
des  reducirten  Orts  durch  den  Knoten- 
abstand KP  det  Planeten  und  den  Nei- 
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Ort  B  durch  die  mit  Bb  aus  A  parallel 

und  gleich  lang  gezogene  Linie  Aß  in  ß; 
den  Ort  des  Korpers  für  seinen  Ort  C  in 
y  wenn  Ay  -  und  +  Cc  gezogen  wird. 
Die  ganze  scheinbare  Bewegung  des  Kör- 
pers wird  durch  den  punktirten  Kreis  an- 
gegeben. 

Ortsbestimmung  ist  die  Bestimmung 
der  Lage  von  Hauptörtern  gröfserer  Land- 
flächen und  des  ganzen  Landes,  wenn 
eine  Vermessung  darüber  sich  erstrecken 
soll.  Sie  ist  das  erste  Unternehmen  bei 
beabsichtigter  Landesvermessung  und  wird 
diegeographischeOrtsbestimmung 
genannt.  Sie  besteht  in  der  Ermittelung 
der  Länge  und  Breite  jeder  einzelnen 
Stadt  in  Beziehung  auf  einen  ausgezeich- 
neten weit  bemerkbaren  Punkt  derselben, 
welches  nur  auf  astronomischem  Wege 
geschehen  kann.  Astronomisch -geogra- 
phische Ortsbestimmung  hierauf  in  der 
den  Vermessungsresultaten  gemäfeen  Ver- 
bindung dieser  ilauptorte  unter  einander 
und  mit  den  nächsten  der  angrenzenden 
Länder.  An  diese  Hauptorte  werden  dann 
die  zwischen  liegenden  Städte  und  Dörfer 
durch  Messung  einiger  Basen  und  Tri- 
angulirung  der  Winkel  in  grofsen  Drei- 
ecken angeschlossen.  Ueber  die  Vermes- 
sung dieser  Dreiecke,  dem  Auftragen  der- 
selben s.  die  Art.  „Orientirung  eines 
grofsen  Dreiecksnetzes,  Grad mes- 
sungen,  Mefstisch". 

Orthotypes  System  (Kryst  ),  s.  v.  w. 
„Ein  und  einaxiges  System,  das 
vierte  Krystallisations-  System*. 

OsCiUation,  s.  v  w.  „Schwingung". 
Oscillationsaxe,  s.  v.  w.  „Schwin- 
gungsaxe".  Oscilliren,  s.  v.  w. 
„schwingen",  in  einer  oscillirenden 
Bewegung  sich  befinden. 

Osten  einer  der  Cardinalpunkte  des  Ho- 
rizonts eines  Orts,  der  Morgen,  die  Mor- 
gen gegen  d.  Ostpunkt, s.  v.  w.  „Mot- 
genpunkt*. 


Ost westlinie  die  gerade  Linie  zwischen 
dem  Ostpunkt  und  dem  Westpunkt  des 
Horizonts  eines  Orts,  s.  „Cardinal- 
punkte". 

Ovale  ist  eine  aus  Kreisbogen  verzeich- 
nete in  sich  geschlossene  symmetrische 
Figur  mit  zwei  ungleichen  Hauptaxen ; 
in  der  Geometrie  wird  sie  nicht  betrach- 
tet. Dagegen  ist  sie  als  Einfassung  des- 
halb geeigneter  als  eine  Ellipse,  wen  man 
ihre  Form  nach  Belieben  abändern  kann 
und  weil  sie  leicht  zu  construiren  ist. 

Man  zeichnet  ein  gleichschenkliges  Drei- 
eck ABC,  ans  A  und  B  zwei  gleiche  be- 
liebige Kreise,  verlängert  die  Seiten  CA, 
CB  bis  zu  den  Kreisumfängen  und  ver- 
bindet diese  Punkte  D  und  E  durch  einen 
aus  e  beschriebenen  Bogen.  Die  andere 
Hälfte  wird  aus  dem  C  gegenüberliegen- 
den Punkt  geschlossen. 


Fig.  871. 


Descartes  hat.  Ovalen  construirt  zu  dem 
Zweck,  dafs  die  von  einem  leuchtenden 
Punkt  auf  die  convexe  Seite  der  Curve 
fallenden  Strahlen  durch  das  Glas  alle 
nach  einem  innerhalb  der  Ovale  liegen- 
den Punkt  gebrochen  werden;  die  Optik 
kann  aber  keinen  Gebrauch  davon  machen. 


Digitized  by  Google 


p 


n,  die  Verhältnifsxahl  des  Kreisumfangs  tische  Bewegung  =  768,55421  Secunden, 

zum  Durchmesser.  In  dem  Art.  ,  Arcus*,  Länge  des  Perihels  121°  5' 0,5";  Länge 

No.  2,  pag.  108  ist  angegeben  ,  wie  diese  des  aufsteigenden  Knotens  172°  38'  29,8  . 

Zahl  auf  dem  Wege  der  geometrischen  Die  Pallas  erleidet  vom  Jupiter  nicht  un- 

Construction  nach  und  nach  immer  an-  bedeutende  Störungen,  weshalb  die  Orte 

nähernder  gefunden  werden  kann,  wenn  der  Pallas  aus  den  Elementen  nicht  zu- 

man  regelmäfsige  Vielecke   von  gleich  verlässig  anzugeben  sind.     Der  Durch- 

vielen  Seiten  in  und  um  die  Kreislinie  messer  der  Pallas  hat  440  bis  460  Heilen, 

beschreibt,  deren  Seitensahl  wiederholend  Pantograph,  der  bekannte  sogenannte 

lieh  verdoppelt,  aus  den  Umfangen  der  Storchschnabel,  ein  Instrument,  mit  wel- 

jedesraaligen  Wecke  die  der  2  flecke  be-  chem  man  Figuren  in  demselben  oder 

rechnet  und  somit  immer  iwei  nähere  auch  in  einem  beliebig  verjüngteu  Maafs- 

die  Länge  des  Umfangs  einschliefsende  gube  abzeichnet,  blofs  dadurch,  dafs  man 

Grenzen  erhält.  die  abzuzeichnenden  Linien  mit  einem 

In  demselben  Art.  No.  17  und  18,  pag.  Stift  überfährt.   Es  wird  nämlich  ein  Sy- 

114  und  115  sind  aus  den  als  allgemein  stem  von  gelenkigen  Stäben  um  einen 

gültig  erwiesenen  Reiben  für  aretinx  festen  Dorn  drehbar  befestigt;  auf  der 

und  arc  •  lg  x  zwei  ziemlich  convergirende  einen  Seite  des  Dorns  ist  ein  Weiserstift, 

Reiben  für  n  entwickelt.  auf  der  anderen  Seite  ein  Zeichnenstift 

Eine  Zusammenstellung  der  numeri-  £  einen  der  Stäbe  eingesteckt  und  das 

sehen  Werthe  für  TT,  für  Brüche  und  Wur-  Ganze  so  zusammengesetzt,  data  beide 

zeln  von  n  und  deren  Logarithmen  be-  Stift«  »n  einem  zu  wahlenden  Verhältnifs 

findet  sich  in  dem  Art.  .Kreis«,  No.  11,  Abstände  vom  Dorn  mit  diesem  im- 

pag.  95.  ni6r  ln  einer  geraden  Linie  verbleiben, 

_.    _  so  dais  in  diesem  Längenverhältnifs  die 

Paar.    Ein  Paar  ist  eine  Anzahl  von  Figur  auch  abgezeichnet  wird. 

zweien  gleichartigen  Grofsen.  «„.ij  /  .  .  •     ,.  t?h- 

6          6  Parabel  (vergleiche  die  Art.  .Ellipse 

Pallas  (Y).  Einer  der  kleinen  Plane-  und  Hyperbel*)  ist  eine  Linie  der 
ten  zwischen  den  Bahnen  des  Mars  und  zweiten  Ordnung  oder  eine  Curve  der 
des  Jupiter,  der  sechste  der  oberen  Pia-  ersten  Klasse,  indem  sie  einer  Gleichung 
neten.  Seine  gröfste  Entfernung  von  der  vom  zweiten  Grade  zugehört;  ferner  ist 
Sonne  ist  71,  seine  kleinste  43,  seine  sie  eine  Kegelschnittshnie.  Aus  beiden 
mittlere  57 Millionen  Meilen.  Seine  gröfste  Gesichtspunkten,  dem  analytischen  und 
Entfernung  von  der  Erde  91,  seine  kleinste  dem  synthetischen  oder  dem  arithmeti- 
24  Millionen  Meilen.  Die  Neigung  seiner  sehen  und  dem  geometrischen  ist  sie  be- 
Bahn £egen  die  Ekliptik  34*  35°  49,1";  reits  in  diesem  Wörterbuch  bebandelt, 
die  gröfste  unter  allen  Planeten;  die  Ex-  In  dem  Art.  „Curven",  III.  Abthei- 
centricität  =  0,24199  der  halben  grofsen  lung,  pag.  172  ist  die  der  ganzen  Klasse 
Axe  «  2,77263  halbe  Erdbahnaxen.  Sein  von  Curven  zu  Grunde  liegende  allge- 
■iderischee  Jahr, (Umlaufszeit)  =  1686 Tage  meine  Gleichung  (1)  aufgestellt: 

•f*  +  bxy  +  e*8  +  dy  +  *x+f  =  0  (1) 


amensenes  Jaür,  (Umlautszeit)  =  ltiÖtiTage 
6  Stunden;  seine  mittlere  tägliche  sidV 
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Nachdem  zuerst  die  Bedentang  nnd  beliebig  großer  Abscissen  (*)  der  Glei- 

(01.9): 


der  Einfluß  der  einzelnen  Coefficienten  chung  die  Form  gegeben 
gezeigt  worden,  ist  unter  der  Bedingung 


y_ 

X 


und  die  beliebige  Gröfse  der  Abscisse  *  257  ist  die  rechtwinklige  Coordinaten- 

bis  zur  Unendlichkeit  ausgedehnt,  wo  dann  gleichung  entwickelt  (pag.  421) 

die  Glieder,  welche  *  im  Nenner  haben,  ...  .  o 

als  Null  fortfallen  und  die  Gleichung  die  »  "  2*  nn  T  *  *  {  } 

allgemeine  Form  annimmt  (Gl.  10)  Hier  ist  k  der  Durchmesser  EF  des 

v      1  /    .      n  \  ,„x  Kegels  in  dem  Scheitel  F  der  Parabel 

«     2i  ^     *  1  '  {  )  un«a  der  z  EAF  des  AxenquerscbnitU 

Bierauf  sind  für  sämmtliche  Curven  an  der  Kegelspitze.  Oder  2k  rin ~  durch 
derselben  Klasse  drei  mCglicbe  Fälle  ge-  p  (Parameter)  aU8gedrückt. 

1.  4«>4ac  »,  =  P*  (*> 

6* <4ac  ^n  ^ese  Gleichung  knüpft  sieh  der 

Grund  für  den  Namen  Parabel  (nnpa 

-  gleichkommend),  weü  das  Quadrat  der 

woraus  nun  drei  mögliche  Formen  von  Ordinate  gleich  ist  dem  Rectangel  iwi- 

Cunren  nachgewiesen    worden,    welche  schen  dem  Parameter  (p)  nnd  der  Ab- 

durch  folgende  drei  Gleichungen  (19,  20,  8Cigg0 

21,  pag.  175)  ausgesprochen  werden.  3  Die  Gleichum?en  4  bis  6  ffir  die  pa. 

1.  y'  =  Ax+Bx*  rahcl  haben  die  Beschränkung,  dafs  die 

2.  y*  =  Ax  —  Bx*  Abscissenlinie  die  Axe  mit  dem  Scheitel 

3  u*  =  Ax  Anfangspunkt  ist  nnd  dafs  die  Ordi- 

r».  Ai~  ««,1  Ata  a~h«  nin?/.l.nn»  nat*n  rechtwinklig  sind.  Eine  allgemeine 
Für  die  erste  nnd  die  dritte  Gleichung  Gleichun~  för  dfe  Parabel  iat  ab"«T  eine 

sind  bei  unendlichen  Abscissen  auch  un-  Jch    ^  eine           die  Axe  ^ 

endhehe  Ordinalen  rorbanden    für  die  ^   liegende  Abscissenlinie,  einen  be- 

zweite  Gleichung  sind  für  unendliche  Ab-  liebi»     KAnf       unkt  hat  ond  degscn 

■einen  Ordinalen  unmöglich    Die  ers  e  0rdinaten  eioe*  Obigen  Winkel  mit 

Gleichung  gehc.r  der  Hyperbel,  die  zweite  def  AbscissenHnio  biUlen.    Nur  ]ieRt  das 

der  Ellipse  nnd  die  dritte  der  Para-  Coordinatensystem  mit  der  Parabel 

bei  an.              n     t       J     „  fn  einerlei  Ebene. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Para-  Eben  so  wie  für  die  Ellipse«  nnd  Hy- 

b°l'  7°nS          ^6  w  Abscisse"  ,nC  Porhel  (s.  .Ellipse',  No.  3  nnd  4,  pag. 

und  der  Scheitel  der  Anfangspunkt  der  g9  nJ  „Hyperbel,  No.  5,  pag.  26$) 

Abscissen  ist,  hat  man  also  nnd  ^  ^„„1^,,  in  dem  erstgenannten 

y3  —  Ax                    (4)  Art  angegebenen  nülfsmitteln  sollen  nun 

2.  In  No.  15,  pag.  176  ist,  nm  anf  den  hier  die  der  Parabel  angehörenden  allge- 

Character  der  Kegelschnitte  specialer  zn  Gleichungen  ^rdnet  nnd  auf 

kommen,  Bezug  genommen  auf  den  Art.  *»g-  «».  Bd.  III,  pag.  40  bezogen  zusam- 

.  Brennpunkte  der  Kegelschnitte«,  »en  geeteUt,  auch  noch  einige  andere 

Bd.  I,  pag.  420  mit  Fig.  257.    Hier  wer-  Falle  Tunzugefugt  werden, 

den  die  Constructionen  der  Kegelschnitte  A  bedeutet  den  Parameter  der  allge- 

aus  dem  Kegel  bildlich  dargestellt  und  meinen  Gleichung  (4) 

die  Hauptformeln  für  dieselben  abgeleitet,  jr  =  A* 

wobei  die  Axen  als  die  Abscissenlinien  ac  ist  die  Axe,  A  der  Scheitel,  E  der 

mit  dem  Scheitel  F  als  Anfangspunkt  Anfangspunkt  der  Abscissen,  EF~u  die 

gelten.    Die  Abtheilung  A  handelt  spe-  Abscisse,  FD  =  t  die  Ordinate.    Die  aU- 

ciell  Ton  der  Parabel.  gemeine  Gleichung  für  den  Parabelpunkt 

Mit  Bezug  auf  die  Bezeichnung,  Fig.  (Bd.  II,  pag.  177,  Formel  29)  ist 
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Dreht  man  (Fig.  608)  die  Abscissenlinie  Scheitel  A  entfernt.  Ist  dann  Z.D'FC 
CF  um  C  in  die  Axe  AC,  so  kommt  F  =J,  E'F  =  u,  D'F=i,  so  hat  man  für 
in  F,  E  in  E',  der  Anfangspunkt  E'  der  den  Parabel punkt  D'  die  Gleichung  (Bd. II, 
Abscissen  ist  um  die  Länge  p~  g  vom  Formel  33,  pag.  177). 

II.  t  in  2<J  •  i-  —  A  cot  J  •  z  +  Au  —  A  (p  —  y)  =  0 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  v  —  g  =  0;  Setzt  man  daher  in   Gleichung  II. 
i*  —    ii ,  so  erhält  man  die  Gleichung  i  —  hcotecj  für  i,  so  erhält  man  die 
für  die  in  der  Axe  liegende  Abscissen-  Gleichung,  wenn  die  Abscissenlinie  in 
linie,  für  den  Scheitel  A  als  den  An-  dem  Abstand  A  mit  der  Axe  parallel 
fangspunkt  der  Abscissen  und  den  Coor-  läuft,  der  Art,  dafs  die  Axe  zwischen 
dinatenwinkel  J.  Curve  und  Abscissenlinie  liegt.  Bezeich- 
III.  «in  'J  •  j*  —  A  cot  iT  •  i  —  Au  ~  0.  net  man  die  Länge  AE'-p  —  g  mit  «, 
Nimmt  man  (Fig.  C08)  in  der  beliebigen  zieht  von  E'  eine  gerade  Linie  E'H  un- 
Entfernung E  L  =  h  eine  der  Axe  paral-  ter  dem  Coordinatenwinkel  E'HJ-J,  so 
lele  GJ ,  verlängert  Ü'F  bis  G>  setzt  ist  //  der  Anfangspunkt  der  Abscissen; 
GD'  =  i',  so  ist  für  Gleichung  II.  für  den  Parabelpunkt  D'  ist  dann  HG-u 
D'F  =*  =  ;'-  FG  —  t'  —  h  co*ec  J.  und  die  Gleichung  ist 

IV.  »in  »J  •  s«  -  (A  cot  J  +  2h  tin  S)  i  +  Au  +  A*  +  A  A  colJ  -  ^»  =  0 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  t  =  0,  für  denselben  Coordinatenwinkel  J  und 
u-  —  u,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  mit  dem  unter  dem  Scheitelpunkt  A  be- 
Parabel für  dieselbe  Abscissenlinie  GJ,  legenen  Anfangspunkt  M  der  Abscissen. 

V.  tin  »J  •  *'  -  (A  cot  <T  +  2A  «in  J)  ;  —  /tu  -j-  A1  +  ./4A  cot  i  -  0. 

Setzt  mau  in  diese  Gleichung  A  =  0,  so  nur  dafs  die  Abscissenlinie  in  dem  Ab- 

erbält  man  Gleichung-IH.  stand  A  von  der  Axe  entgegengesetzt, 

Setzt  man  in  Gleichung  IV.  für  h  den  nämlich  nach  oben  der  Curvenhälfte  zu 

Werth  —  A,  so  erhält  man  die  Gleichung  liegt, 
unter  denselben  Bedingungen  mit  IV, 

VI.  tin  '<T  •  i«  -  {A  cot  J  -  2A  «in  d)  *  +  Au  +  A*  -  Ah  cot  J  -  At  -  0 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  A  »in  J  ^J  =  90°,  so  erhält  man  Gleichungen 
für  A,  so  erhält  man  die  Gleichung  Bd.  II,  unter  denselben  Voraussetzungen,  nur 
pag.  177,  Formel  37.  dar«  die  Ordinaten  mit  der  Axe  normal 

Setzt  man  in  den  vorstehenden  Glei-  8mQ,> 
chungen  I.  bis  VI.  den  Coordinatenwin-      Aus  Gleichung  I.  entsteht 
kel,  in  I.  ZO*  +  <T)  =  90°,  in  II.  bis  VI. 

2g  tin  /?•*-}-  (2ff  »in  V  +  A  cot       +     «»  V 


4)  Band  II,  pag.  178,  No.  23  von  I.  bis 
VI.  sind  für  alle  Kegelschnitte  die  Werthe 
der  in  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  vor- 
kommenden Coefficienten  erwiesen  und 
angegeben.  Es  aollen  diese  Werthe  für 
die  Parabel  allein  hier  zusammengestellt 
werden  und  zwar  iu  Beziehung  auf  Glei- 
chung 1,  wenn  man  darin  für  Fig.  608 
und  zur  (Jebereinstimmung  mit  den  For- 
meln I.  bis  XII.  den  Werth  «  für  x  und 
*  für  y  setzt ,  Gleichung  1  wird  sodann 

IV.  15 


VII.  **  -  2  *in  ,*  •  iu  -f  «in  *ß  •  «'  - 
-A(p-  g  cosß)  =  0 

Aus  Gleichung  II.  entsteht 
VIII.  i%  +  Au-A(p  -  g)-0. 

Aus  Gleichung  III.  entsteht 

IX.  S-Au  =  0. 

Aus  Gleichung  IV.  entsteht 

X.  *'-2A*-M*  +  A»-,4«=0. 

Aus  Gleichung  V.  entsteht 
XL  »«  —  2A»  —  Au  +  A1  =  o 

Aus  Gleichung  VI.  entsteht 
XII.  s«  +  2A» -M«  +  A*  -  ,4«  =  0 
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zu  der  Gleichung 

a*"  -+  biu  +  cu1  +  dt  +  eu  +  f-=-0 

I  Der  Coefficient  a  ist  =  1  wenn  (Fig. 
608)  ZßÄC  =  (J  +  /?),  d.  h  der  Winkel, 
den  die  Ordinate  mit  der  Axe  bildet,  ein 
Rechter  ist.  Dividirt  man  daher  eine  mit 
gegebene  allgemeine  Gleichung  für 
die  Parabel  mit  a,  so  verwandelt  man 
dieselbe  in  eine  Gleichnng,  für  welche  die 
Ordinaten  mit  der  Parabelaxe  normal 
sind. 

Da  diese  einfache  Operation  überall 
auszuführen  ist  und  die  übrigen  Coeffi- 
cienten  vereinfacht,  so  sollen  die  Glei- 
chungen I.  bis  VI.  für  die  Untersuchung 
der  Coefficienten  aufser  Betracht  bleiben. 
Die  letzten  sechs  Gleichungen  gehören 
also  der  allgemeinen  Gleichung  an 
s*  +  btu  +  cu'  +  dt,  +  tu  +  f  =  0 

II.  Der  Coefficient  b  von  tu  ist  =  dem 
doppelten  negativen  Sinus  des  Winkels 
(/?)  zwischen  der  Abscissenlinie  und  der 
Axe  (Gl.  VII ).  Wo  die  Abscissenlinie  in 
der  Axe  oder  mit  derselben  +  liegt,  ist 
ß-0  und  das  Glied  mit  jm  fällt  fort 
(Gl.  VIII.  bis  XII.). 

III.  Der  Coefficient  c  von  «'  ist  eben- 
falls nur  von  demselhen  Winkel  fl  ab- 
hängig und  =  dem  Quadrat  seines  Sinus. 
Für  den  Fall,  wie  ad  II.  gedacht,  für  die 
Gleichungen  VIII.  bis  XII.  wird  ß  =  0, 
also  stnV  =  0  und  das  Glied  mit  «'  fallt 
aus. 

IV.  Der  Coefficient  d  von  a  ist  =  der 
doppelten  Entfernung  des  Anfangspunkts 
der  Abscissen  von  der  Axe;  negativ,  wenn 
die  Axe  zwischen  der  Parabelhälfte  und 
der  Abscissenlinie  liegt  (Gl.  VII,  X,  XI.); 
positiv,  weun  die  Abscissenlinie  zwischen 
der  Axe  und  der  Parabelhälfte  liegt  (Gl. 
XII).  Ist  die  Axe  die  Abscissenlinie, 
so  fällt  das  Glied  mit  »  fort. 

V.  Der  Coefficient  e  von  u  hängt  von 
3  Elementen  ab.  I.  Von  dem  Winkel  ß 
zwischen  der  Abscissenlinie  und  der  Axe. 
2.  Von  der  Entfernung  des  Anfangspunkts 
£  der  Abscissen  von  der  Axe  (jr  •  sin  ß) 
und  von  dem  Parameter  A. 

Ist  die  Abscissenlinie  die  Axe  oder 
läuft  sie  mit  derselben  parallel,  so  ist 
ß-0  und  e  =  A  (Gl.  VIII,  X,  XII.);  ist 
hierbei  der  Scheitel  zugleich  Anfangs- 
punkt der  Abscissen  (IX,  XI.)  so  Ist 
•  =-A. 

VI.  Der  Coefficient  f,  das  bekannte 
Glied.  Liegt  die  Abscissenlinie  in  der 
Axe,  der  Anfangspunkt  der  Abscissen  in 
der  Entfernung  p  -  g  -  t  vom  Scheitel 
(Ol.  VIII.)  so  ist  f=-At. 

f  wird  =  0,  wenn  der  Anfangspunkt 


der  AbsHf.seii  im  Scheitel  liegt  (Gl.  IX.'. 
Siehe  den  Grund  hiervon  in  dem  An. 
„Curven",  pag.  173,  No.  4. 

Liegt  die  Abscissenlinie  +  der  Axe 
und  fallt  die  Protection  des  Anfangspunkts 
auf  die  Axe  in  den  Scheitel  (Gl.  XI)  so 
ist  f  =  dem  Quadrat  dos  Abstände;  k  bei- 
der Parallelen;  /"=*'. 

Läuft  die  Abscissenlinie  in  der  Ent- 
fernung h  4=  der  Axe  und  ist  die  Projek- 
tion des  Anfangspunkts  auf  die  Axe  um 
t  von  dem  Scheitel  entfernt  (Gl.  X,  XII.), 
so  ist  f  =  h*  —  As. 

Setzt  man  M  —  /li  =  0,  so  erhält  man 
dasjenige  s,  für  welches  der  Anfangs- 
punkt der  Abscissen  in  einem  Parabel- 
punkt liegt.  (S.  den  Grund  hiervon  in 
dem  Art.  „Curven",  pag  173,  No  4.) 

Setzt  man  in  der  allgemeinsten  Glei- 
chung (VII.)  die  Entfernung  günß  des 
Anfangspunkts  von  der  Axe  =  die 
Entfernung  (p  —  g  cot  ß)  der  Projektion 
des  Anfangspunkts  vom  Scheitel  ?»► 
hat  man  ganz  allgemein 

t  =  k*-A» 
In  Band  II,  pag.  180,  No.  25  mit  Fig 
534  wird  die  geometrische  Constructiou 
des  Parameter  A  bei  gegebenem  Kegel 
gezeigt. 

5.  Um  nun  fernere  speciellere  Unter 
suchungen  über  die  Parabel  anzustellen 
ist  an  die  No.  1  und  2  aufgestellten  6 
Formeln  anzuknüpfen  und  fortzufahren. 
Zugleich  ist  auf  einige  elementare  Ent- 
Wickelungen  und  geometrische  ConMruc- 
tionen  in  dem  Art  „Brenupu  ukt  der 
Parabel"  aufmerksam  zu  machen. 

In  Fig  872  sei  EDO  eine  halbe  Para 
bei,  R  deren  8cheitel,  EK  deren  Axe. 
Für  den  Parabelpunkt  D  ist       =  j  *J 
Abscisse,  GD  =  y  die  Ordinate,  und 
nach  Formel  5  und  6 

y*  =  2**1»-^-  •  x-p* 

Berührt  CT  die  Parabel  in  0  nnd  ist 
DL  normal  auf  DT,  so  ist  für  den  Punit 
D:  DT  die  Tangente,  DJ  Hie  Nor- 
male, GT  die  Subtangente,  GJ  w 
Subnormale.  Band  II ,  pag.  I M  «wj 
die  allgemeinen  Formeln  für  diese  4  Li- 
nien angegeben. 

Nämlich  die  trigonometrische  Tangente 
des  Winkels  DTG  zwischen  der  Tangente 

9y 

und  der  Axe :    lg  n^fs-  ^ 

die  Tangente  DT  =  £  1  i'T?*? 
die  Normale        DJ  -  fr  yT+ff^ 
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Fig.  872. 


s    rw  z> 


die  Suhtangente  (?7"  = -.-^  =  ~- 

die  Subnnrmale    (*J  =  fx  •  /*x 
Nun  ist  für  die  Parabel  y*  =  pr 

....    ,        Öff  _  F  _  * 
mithin  = 


Uadius 


Dl  =  |/ 


(W) 


(7) 


Tangente  DT  =  )  4*1  +     =  J'4x'+  />x 

=  r  I  VTp'  («) 
P 

Normale  OJ  =  ^  \  ^+4*»=  *  |  y+4/« 

Suhtangente  (7r=2x  =  2y  (10) 

Subnormale  GJ  =  {p  (11) 

Ist  DL  der  Krümmungshalbmesser  r 
für  0,  so  hat  man  nach  Bd.  II,  pag.  188, 
Gleichung  9  bis  11. 

Abscisse  EK=3x+{P  (12) 


Ordinate  LK=  — ■  =     =  4^ 


(13) 


/(4s +  p? 
Ap 

6  In  Betracht,  dals  die  Ellipse  und  die 
Hyperbel  Durchmesser  haben,  ist  es 
angemessen  zu  untersuchen,  ob  dies  nicht 
auch  für  die  Parabel  der  Fall  sei. 

Setzt  man  in  Formel  I.  das  Bekannte 
g*  sin  *ß  —  A  (p  -  g  cos  ß)  =  0,  so  ist  (Fig. 
t'i<)8,  pag.  40)  der  Anfangspunkt  E  der 
Ahscissen  ein  Parabelpunkt.  Es  fra^t 
sich  nun,  unter  welchem  Winkel  ß  die 
verlängerte  Linie  FC  ein  Durchmesser 
wird;  <i.  h.  unter  welchem  Winkel  ß  für 
ein  jedes  einzelne  u  zwei  gleiche  entge- 
gengesetzte s  entstehen. 

Die  Gleichung  I.  hat  nun  die  allgemeine 
Form 

a1  i%  -  biu  +  cul  +  di  -f  tu  =  0 

und  es  ist  ein  einziges  ±  *  als  Wurzel  der 
Gleichung  nur  möglich,  wenn  diejenigen 
Glieder,  welche  m»  und  i  zum  Factor 
haben,  fortfallen. 

Diese  beiden  Glieder  sind  nun 


-  2  sin  (ß  +  J)  sin  ß  •  M  -  [2  f  sin  fjf  -f  J)  s  in  ß  -f  A  cos  (ß  +  6)]  l 


Das  erste  Glied  wird  =  0  für  ß  =  0  und  Gleichung  I. 
für  (ß  +  .»)  =  0 ;  für  die  zweite  Annahme         sin*J  -  **— Acos  6*  •  i+ Au  =  0 
wird  das  zweite  Glied  =  -  Ait  verschwin-      Die  Abscisjje  ^  hjer  dje  Am  und  die 

nur  für 
wird, 

als  Durchmesser  existirt,  dals  also  schief- 


iiu  uu  t«'«r  vjuou  —       1«|   lüisiuniu  A^scjsse    jaj  njer  dje  ^xe  ul 

et  also  nicht.    Es  mufs  also  jedenfalls  n,  .  .  .   .  « «  „.,„    j„r„  „, 

=  0,  d.  h.  die  Abscisse,  wenn  sie  Durch-  ^J^"*            a°j'  ??  !16_  J 

_j        u          •      .       .  ,  J  =  90  ,  so  dals  —  A  cot  J  •  »  =  0 

laeaar  warn  an    «all     mit   dar    Ava          lau.  >           vi».«  ... 


det  also  nicht. 
ß 

messer  werden  soll,  mit  der  Axe  +  lau- 
fen.   Für  diesen  Werth  erhält  man  die 


16 


Digitized  by  Google 


Parabel.  228  Parabel. 

winklige  Ordinaten  durch  die  Axe  nicht  auf  die  Gleichungen  überzugehen,  welche 

halbirt  werden.  in  Abständen  von  der  Axe  und  +  mit 

Um  nun  zu  untersuchen  ob  für  eine  derselben  die  Abscisse  annehmen,  also 

mit  der  Axe  parallele  Abscisse  ein  Win-  auf  Gleichung  IV.  und  VI.   Mit  Hinfort- 

kel  J  existirt,  für  welchen  die  Ordinaten  lassung  der   bekannten  Glieder  erhält 

durch  dieselbe  halbirt  werden,  hat  man  man 


(15) 


Gl.  IV.   ft fi  3<J  •  *'  -  (A  cos  6  +  2A  sin  J)  *  +  Au  =  0\ 

Gl.  VI.    sin          —  (v4  cos  6  —  2A  sin  J)  t  +  Au  =  Oj 

Man  hat  also  zur  Bedingung:  .  , 

A  cos  6        sin  6  =  0             (16)  *****  "*  "  =  «A>+7« 

woraus  M  =  =f^-                       (17)  y,.  =  i*L+_P_\  x>  (i9) 

d.  h.  befindet  sich  die  Abscisse  unter-  8.  Nimmt  man  eine  Tangente  zur  Ab- 
halb der  Axe  (Gl.  IV.),  so  ist  d  stumpf,  scissenlinie,  den  Berührungspunkt  zum 
und  befindet  sie  sich  oberhalb  der  Axe  Anfangspunkt,  die  Ordinaten*  der  Axe, 

sPj**-         ,     .           .......  80  erhalt  man  die  Coordinatengleichuog 

Dieser  Ausdruck  für  ig  J  gut  für  jeden  p 

Punkt  der  Parabel,  also  auch  für  den  in  s  =  . 3  «' 

der  Parabellinie  liegenden  Anfangspunkt  D       .     p.     ^DQ  =  ^ 

der  Abscjssen.    Fallt  man  von  diesem  n7,    "                 '    {f.      '  Y  v* 

ein  Loth  auf  die  Axe,  und  bezeichnet  ß6  =  *'  ^™  =  <r,  so  hat  man  in  For- 

man  den  AbsUnd  dessen  Fufspunkts  vom  mel  19:  *  fur  xl\?Jutt  *  **86tlt: 

Scheitel  mit       so  ist  A  =  y  und  lg  d  =  „»  =  1^_JL?L  .  5  (?o) 

£-=f.   Mithin  ist  6  =  dem  Z«  den  die  P 

SLJ!L       t>„_ v.„i  u*.        ^„  voraus       z  =  -■  -V—,  •  «'  (21) 


Tangente  des  Parabelpunkts  mit  der  Axe 

bildet.    Wenn  also  Fig.  872  DM * RK,  1U  g|eichen  entgegengesetzten  Abscissen 

sp  ist  DM  unter  dem  Abstand  VH  =  A  „  genöreu  also  gleiche  Ordinaten  *. 

—  DG  =  y  von  der  Axe  ein  Durchmesser  ~    V1.                ,.            ,    nr,  . 

der  Parabel  und  die  mit  der  Tangeute  A.9"             m*n  dl?  0rd,.natfe  *®  "ft 

DT  parallelen  Ordinaten  werden,  wfi  ON  Ab8c,88e  ®l.  D*h  d!reQ 

in  i^von  DJIf  halbirt.  ™d  die  Ordinalen  (y)  rechtwinklig,  ao 

,  'u  .              .    r.  .  .              .  .  hat  mau  für  einen  Punkt  N 

7.  Bei  Bildung  der  Gleichungen  15  ist  nv  —  — 

zum  Anfangspunkt  der  Abscissen  der  Pa-  ür-j-mmn 

rabelpunkt  E,  Fig.  608,  (Bd.  III ,  pag.  40)  VN  =  y  =  u  cos  a  -  s 

festgestellt    Für  die  Bezeichnung,  Fig.  Also  nach  Gl.  18: 

872  hat  man  also  den  Punkt  D  für  E,  sin  Vr  f  . 

die  Abscissen  *,  haben  die  entgegen*«-  y  =  *cos«  — -  m  pi) 

setzte  Lage  von  u,  mithin  —  x,  für  *; 

y,  für  s ;  a  für  J  und  es  ist  A  =  p.  Aus  der  ersten  Gleichung  ist  «  = 
Man  hat  nun  aus  Gl.  15  und  16: 
A  cos  6  ±  2A  sin  J  =  0 


«in  <r 

und  diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung 
gesetzt 

mithin  ist  auch  die  Summe  der  übrigen  **  .... 

Glieder  y  =  t  co< « -  y  (23) 

M"Ä>'J.  y*i  l^  =  o  *  oraU8  die  Coordinatengleichung 


hieraus  erhält  man  also,  einen  Durchmes-  <r'    p  •  «>l  er  •  *■  +  py  —  0  (i4) 

ser  zur  Abscissenlinie  genommen ,  die  Setzt  man  au,  Gleichung  1 7 :  i,  „  =  £ , 

schiefwinklige    Goordinatenglei-  s       y  2» 

chung  so  bat  man 

^    P                          (|8)  *«-2A*  +  py  =  0  (25) 

«in  *«  '  '  Die  Auflösung  dor  Gleichung  gibt 

oder  wenn  man  die  Entfcrnuug^  (JD  des  x-  +  k±  ^A*^py  (26) 

Durchmessers  von  der  Axe  wieder  mit  für  jedes  y  also  liefert  die  Summe  der 

h  bezeichnet,  da  aus  Gl.  17  t9J=—t  b™eQ  «gärigen  *  den  Werth  2 IM? 

cot  J  =  2A. 
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Pur  A  =  0,  wenn  also  DM  in  der  Axe  Punkt  B  die  Eigenschaft,  da/s  eine  Ten 

liegt,  erhält  man  ihm  nach  irgend  einem  Parabelpunkt  D 

*a+py  =  0  gezogene  Linie  BD  mit  der  durch  D  pa- 

also  gleich  der  ursprünglichen  Gleichung  rallel  der  Axe  gezogenen  Linie  DM  eiuen 

-  px  =  0,  wenn  man  y  statt  von  G  Winkel  BDM  bildet,  der  durch  die  Nor- 

nach  E  hin  von  E  nach  0  hin  rechnet,  male  DJ  halbirt  wird. 

10.  Nimmt  man  EB={p,  so  hat  der 

Denn  es  ist  BD*  =  B(P  +  D(P  =  (x  -  Jp)»  +  px  =  (x  +  Jp)» 

also  BD  =  x  +  ±p  (27) 
und  fl./=EG  +  (#./-EZ?  =  x  +  $p-$p  =  x-Hp 

folglich  ÄD  =  BJ  und  z  fiU/=  Z       =  Z-/Ö* 

Ist  also  der  Punkt  B  ein  leuchtender  Brenn  strahlen  (s.  den  Art.  »Brenn- 
punkt, so  werden  alle  Ton  ihm  nach  der  punkt  der  Parabel"). 
Parabel  geworfene  Strahlen  in  Linie  4?  II.  Ree t ification   der  Parabel, 
der  Axe  reflectirt.    Der  Punkt  B  heifst  Dieselbe  ist  als  Beispiel  ausgeführt  Bd.  II, 
deshalb  der  Brennpunkt  und  die  von  pag.  191. 
ihm  nach  der  Parabel  gezogenen  Linien  Es  ist  der  Bogen 


(2*) 


ED 

durch  p  und  x  ausgedrückt,  indem  man  y*  =  px  setzt 

^[n^OT+^^fiHi]  (S9) 

durch  *  und  y  ausgedrückt 

* = l  [«- \y + + »■  *.  ü+t  (3o) 

12.  Quadratur  der  Parabel.  Die-  Scheitel  E,  der  Abscisse  x  und  der  Or- 
selbe  ist  als  Beispiel  ausgeführt,  Bd.  II,  dinate  y 

pag.  192.    Wird  der  Anfangspunkt  im  F=l*y  (32) 

Scheitel  E  genommen,  so  ist  die  Para-  B.  Die  Fläche  EDT  zwischen  der  Pa- 

Mflaohe  GDOH  zwischen  den  Abscissen  rabel  ond  der  Tangente  ist 

EG  =  x  und  EJ  =  x',  den  dazugehörigen  F=lxy  (33) 

0rdinatf n  Denn  das &DGT  ist  =  i  TG x  DG  =  xy. 

y,y'    F=  J  |>  [x'  \'x'  -  x  v>]    (31)  C.  Die  Fläche  £flÄ  zwischen  der  Pa- 

13.  A.  Das  Parabelstück  zwischen  dem  rabel  und  dem  Brennstrahl  ist 

F=A(4»  +  3p)^>x  =  Al-(4x«  +  3y')  =  A•^±^,  (34) 

x  p 

D.  Die  Fläche  ODNPO  eines  Abschnitts  F  =  fr  x,  y,  sin  « 

zwischen  einer  auf  einem  Durchmesser     Denn  nimmt  man  Bd.  II,  pag.  192,  Fig. 

DM  genommenen  schiefwinkligen  Ordi-  640  die  Ordinate  EB  unter  einem  Z*» 

nate  ÖN  und  der  von  ihr  abgeschnittenen  so  erhält  man  das  Zuwachsparallelogramm 

Parabel  ist  =  EFIIG  =  &  x  (y  +  Ay) «»  « 

9r 


mithin  auch     F  =  $in  «/y  ö*  =  «in  «/y      .  Dy  =  >•»  «  8y  =  j»  xy  si 


iin  o 


Mithin  die  Ebene  ODNPO  dreht,  ist  für  den  Fall,  dafs  der  Bogen 

,  =      y,  *m«  (35)  zwischen  den  zu  den  Abscissen  x  und  x' 

14.  Die  Calotte  aus  dem  Parabelbogen,  gehörenden  Ordinaten  «ich  befindet  in 
wenn  derselbe  um  die  Axe  sich  herum- 
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Bd.  II,  pag.  194  als  Beispiel  berechnet        Ist  *'  =  0,  also  für  die  Calotte  des  Bo- 
jr-f  »Cc4r+^l-(to'+rt*l  (3«)  g,°'  ED  "m  E° 

.„jeE+fzf.^t*****-?  ,37) 

16.  Dreht  sich  der  Bogen  OD  nm  sei-  für  DU  =  x  den  Werth  *'  + y'co«« 
nen  Durchmesser  DM,  so  hat  man  in  der  ßT  OV  =  y  den  Werth  y'sina  zu  setzen. 
Quadrat« rformel  Bd.  II,  pag.  194:  Eg  demnach 

F=  1a  -f9  t\n  «  1/  1  +   ft— i  i    0  (x  +  y  co«  f.) 

die  Wurzelgröfse  nebst  Differential  ist  umgeändert  und  reducirt 

=  j/[9  (x  +  Je  o*  «)]»  +  (Öy  «iit  «)»  =  V^Oy)'  +  (9*)*  +  2       bf>  cö$7< 

-  j/ö'  + « t « *  -  /&  ^  4— •? * 

Hitbin   F  =     ™"  Jy  |' 4y«  +  4p  co« «  •  y  +  p«  •  9y 

Man  hat  nun  das  Integral  nach  For-      Aus  Formel  '232,  pag.  342 
mel  233,  pag.  342,  wenn  man  yyy=  *aMn  +  **yY f% 

£  =  4*.  *  =  4o  co«  n:  a  =  o*  setzt.  „    ...  .    4  J  \  ' 


e  =  4;  b-Ap  co«  n;  a  =  p*  setzt. 
(4y»  +  4p  co,  n  .  y  +  p*)  =  F  gesetzt 


Endlich  aus  Formel  229,  pag  342 


-f  *p  co*  n  •  y  -f  p-;  =  /  ge»eu»  /-^ 


Hithin 

F=  2*p  [^yvy_^'  .[Cf2-+JS  KF+  *pW«.  Wpco,„  +  2y+  K*)]  ] 
=  2**i«n T  |"  £  +  pro« ^  y  +  ~  (2  —  3 co, »a)]|/ Y—  tp*,in Wo« n In (pew «+2y+ V  F)J 
Für  y  =  0  wird  F=0.   Es  wird  dann  yY  =  p  und  man  bat  für  die  Constante 
0=?f^c[|_'(2  -3co*'«)-ip'Ha  ««  .  co,  a  /h  (p  cot  a  +  p)]  +  C 

den  negativen  Werth  als  den  der  Con-  durch  den  Bogen  OD  um  den  Durchmes- 
stante in  die  Formel  für  F  gesetzt  gibt  ser  DM'. 
reducirt  vollständig  die  Umdrehungsfläche 


F  =  [  [|  +  y  +  £  (2  -  3)  co, »„)]  ,/ry»  +  4p 


Ml  «  .  y  -j-  p« 


_s                                                v  cos  «  -f  2y -f  l  4u:<  4  4p  ro*  tif  +  »'l 
-^(2-3co.»«)-fp»«H»«co.cf/n?  1±JL^  E—  *  +  >  j  (38) 

Setzt  man  «  =  90°,  so  sind  die  Ordinaten  rechtwinklig,  die  ÄbaciasenUnie  ist 
die  Parabelaie  und  man  hat: 

f=  *f  [(£ + fj)  \<W+  ?  -  £] = i  f  K*»'  +  p">*  -  rt  w 
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16.  Dreht  sich  der  Bogen  ND  um  den  die  Abscisse  PWsy'co$  «  -  *' 
Durchmesser  DM,  so  hat  man  die  Ordinate  NW=y'  rin  « 

also         F  =  2n  fy  sin  «  [  [0  (y  coV^  -  *)]»  +  (Oy  sin  o)> 
folglich  ist  hier  die  Wurzelgröfse 

Nach  den  in  No.  15  citirten  Iutegral-  und  4y,-4/»co»«« y  +  p'=  K  setzt:  ferner 
formein  hat  man  nun,  wenn  man  in  die-        .    Y_  .  Yt/y  ,  P_S^LL'  r,  y 
sen  Formeln  a  =  p3;  4  =  -  4p  cos  a;  c  =  4,  *-tt  *  Kf  +     2     J\  * 


endlich       /      =  4/»  (-  p  cot  a  +  2y  +  yF) 


Mithin 
Nf 

7 


2«  li»  a  r/4_ya-4p  cm  «  •  y  -f  p%       co*  «    -  p  cos  «  -f  2y\  y 

Lv     — 12        +— 2        4     r f 

4.  ?J™„"  .  4p«      a«  .  4/»  (-  p  cos  «  +  2y  +  VY)] 
=  u^j,  ^_  _  pcop  9  +  £  (2  _  3  cpj  MJ  vV_4pcMa  .  y  +T. 

+  4p»  «in  *«  •  co«  «  In  [-  p  co»  n  +  2y  +  \/4yt  -  4p  cc#  it  •  y  4-  p*]) 
Für  y  =  0  wird  auch  F  =  0;  es  wird  dann  \'y  - p  und  man  hat  für  die  Constante 

0  =  (2  -  3  co*  M  +  tp*nn*«'CO*  aln(-pco,«+  p)]  4-  C 

den  negativen  Werth  dieses  Ausdrucks  durch  den  Bogen  ND  um  den  Dorth- 
in die  Formel  für  F  eingesetzt,  reducirt  messer  DM 
gibt  vollständig   die  Umdrehungsfläche 

Setzt  man  n  =  90°,  so  sind  die  Ordi-  K  =  4*  (xy,-*'y^)=  4  np =(*»-x'»)  (43) 

naten  rechtwinklig,  die  Abscissenlinie  ist  18,  Dreht  sich  die  Fläche  ODPum 

die  Parabelaxe  nud  man  hat:  den  Durchmesser  DM,  so  würde  für 

2/t  T/v3    p'\  — ,  s    P31  rechtwinklige  Coordinaten  der  Körper  = 

F  =  ~i  l\  3+  12/,4!'  +P     12J    (   5  sein  K=*yVföx.    Für  schiefwinklige 

...   rw                      iv      1     v  bleibt  der  Halbmesser  der  sich  drehenden 

„lI  P6r  ^'IV'  dn'i?h4d,e  Zuwachsfläche  dasselbe  Loth  OU  von  0 

Umdrehung  dei -Ebene  Df ifi  um  die  Axe     f  ^  ^    fc  t        den  Wwth  des 

entsteht,  ist  in  Bd.  II,  pag.  195  entwickelt.  varUnrrtan  v^n»« 

K  =  4  n  xy«  =  {Vpr»  (42)  wl"«*™  KoT»re 

Liegt  die  erzeugende  Ebene  zwischen  ff=  * yty,  MWf»)«öx,=7r•tna«,/yl,•  «r^öy. 
den  zu  den  Abscissen  x,  x'  gehörenden  0*' 
Ordinaten  y,  y'  so  ist  Nach  Formel  18  ist 
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also         2y,  8y,  =  — 8x.  Diesen  Werth  in  da»  Integral  für  K 

*•» a«     '  gesetzt  gibt 

K=nnn>«fy}*±S^  8y,  =  2  *  «h  V/y,»8y, 
"  P 

mithin  K=  |  iL  ,i„  «„  .  „4  (45)  and  es  dreht  «ich  die  Flache  ODt'  um 

P  v   ;  den  Durchmesser,  so  hat  man  den  Römer 

wo  die  Constante  fortfallt,  weil  für  y,  =  0  w      n  * 

auch  K=  0  wird.  A  =  n      >tn     a~  9f 

19.  Fällt  man  (Fig.  872)  von  0  eine  wo  DU  unter  *  und  OU  unter  y  ?er- 
Ordinate  OU  auf  den  Durchmesser  ZW,  standen  wird,  also 

=  *  im  »«/y,»      8y,  +  *  ,in  t„yy  1 9y  .  e09  „ 
~  t~  »in  *a  •  y,4  -f-  ~  «tn  »o  •  co#  «  •  y,3 

y« 

=  * 71  y  »•»  '« (3y,  «in  ««  +  2p  co*  o) 

W0«#Tin*d  i8  die  fonstante  fortfällt.       man  findet  denselben  sofort   nach  der 

20.  Der  Unterschied  der  beiden  Körper  Guldinschen  Rejrel  (patr.  229): 

—  ^ ,t  *ih     co*  «  •  y3.  _..  _ 

Dieser  Unterschied  ist  offenbar  der  Kör-  Die  Entfernung  seines  Schwerpunkts 

per,  welcher  entsteht,  wenn  das  Dreieck  vom  Durchmesser  =  ^y,$ina. 

POU  um  den  Durchmesser  sich  dreht;  Die  Peripherie  vom  Halbmesser  1  =  2,t. 

Daher  der  Körper  =  2n-  sy(«na.±ylI*tn.wo*a  =  ^m^c.co»«.ys  (47) 

21.  Bereichnet  man  die  Entfernung  /a3  \ 

HU  des  Durchmessers  von  der  Axe  mit  *•  (*+Sfi)  =P  \—  +      =  A*  +  p*, 
*,  so  findet  man  die  Formel  für  den  *\. 

Körper,  d<yi  die  Fläche  DOU  bei  5.  and  p  =  (i±^_ i  =  *l  f2*  + 
ihrer  Drehung  um  DU  beschreibt,  j\  *,  v  Ty> 

wenn  man  OU  =  y„  ZW  =  *,  setzt.  Dieselbe  Gleichung  (4)  differenzirt  gibt 

Nun  hat  man  für  den  Parabelpunkt  O  2(A  +  «)8w=p8r 

in  Beziehung  auf  die  Axe  EH  =  x  und  2    n  ,  ' 

»0  =  y  6.  woraus  9*=2iA_+A> 

1.  Z/0«  =  p»EH  oder  y«  =  p.i .  9y  P 
Ferner  ist  RH  =  EG  +  GH                   Nan  1181  man  den  Körper 

2.  oder  w  =  £  +  x,  K=nfy>t)x  =  n  Jy,>  ^±-^8y, 

Ebenso   /70  =  ZW  +  1/0  =  2* 

3.  oder  y  =  A  +  y,  p  U      °*'  +  yy'  °y,) 

folglich  ist  *  und  y  durch  und  y  ans-  =—tihU  3x  i«4W  —  „  »aA -!-<*.,  utt\ 
gedruckt  die  obige  Coordinalengleichung.        p  Ki  J'  Tty>  '~*  p  *'  ^48^ 
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und  wenn  man  aas  (5)  p  durch  A,  x,  and  and  es  ist 

y,  ausdrückt  ,      %.     /a3  \ 

Q  .  ,        .        >.t*\  ,     ,w  Nun  i»t  für  den  Fall,  daTs  die  Ebene 

Setzt  man  ,  negativ  hegt  also  D  statt  VDEH  om  ^  0rdinat;  0|f  gich  dreht; 

D  am  die  Entfernung  ZW  =  h  unterhalb  ft 

der  Axe,  so  ist  t/'O  =  y,  und  der  Körper        /f  =  nfx*  .  9,  (4) 

K  ist  der,  welcher  durch  die  Drehung  der  ö* 

Ebene  D'EDOV  um  den  Durchmesser     Nun  ist  aus  Gleichung  3 

D'U>  erfolgt  2  (A  -  y)  (- 8y)  =  -  p  öx 

*=^<y'-~2A-  ^woraus  ^=_JL_ 

für  A  =  0  entsteht  der  Körper  durch  die  öx        2  (A  -  y) 

Drehung  der  ODEH  um  die  Axe  EK  und 

y,a  t       p        8  _Pf  /*_fl§^_ 

22.  Der  Körper,  welcher  entsteht,  wenn  ,/x*2(A-«)'  x  2  /  ./ii.M. 
die  Ebene  Oflfr  um  die  Ordinate  OU  sich  a  .  .  •  4  .  .  F* 
herumdreht.  ,  Setzt  man,  um  das  zu  integnrende  Dif- 

a  .  ..   TT.,     ,    n    .  .  tercnzial  rational  zu  machen 

Setzt  man  die  liehe  des  Parabelpunkts  , 
O  von  der  Axe,  also  /IO  =  A,  die  End-  *  -p*-» 

Ordinate  OU  =  yt  die  Absciss«  DU  =  x     s0  jst  _  *'  -  ** 

so  ist  UH=  DG=h-y  (1)  p 

£C=  EH— GH-  h--x       (2)  -  p  8*  =  2*  f>*  und      =  -~ -- 

P  8;  j> 

folglich  /r  =  -  '  /  ^-  --^ .  _  =  -  ^  /<a'  -  w  hh 
p 

Für  *  =  0  wird  y  =  0  und  K  =  0  mithin  ist 

0  =  -,lL-1-8*4-A  =  -r^-1*s  +  c 
15p1  15  p1 

und  es  ist  vollständig.   Der  Körper  ans  der  Drehung  der  Ebene  ODU  am  OH  = 
*  =  157«  [8*5  " (8A<  +  4*'     +  ^  **>  V**^]  <61> 

r-         pu    h%         •  j    n  DW  —  x,  so  ist 

Fa,  x  =  E«  =  _  -*  wrd  =0       ((fi  _  ^  =  ?  {M  _  ^ 

nnd  man  hat  den  Körper  der  durch  die  \ 

Umdrehung  der  ganzen  Ebene  ODEH  um  oder  (A  —  y)*  =  p  I  jp)  =  A'  -  p* 

die  Ordinate  0// hervorgeht  ,.  p  ' 

As  hieraus   2  (A  -  y)  (-  8y)  =  -  p  8* 

n  „•    J      mithin  ^ÜLÜÖ 

23.  Den  Korper,  welchen  die  Ebene  89  p 

DNW  durch  ihre  Umdrehung  um  die     Nun  ist,  wenn  man  9  als  den  Anfangs- 
Linie  DW  erzeugt.  ^  pnnkt  der  Abscissen  annimmt  und  die 
Setzt  man  DG  -  h,  GE  =  — ,  W<V  =  y,  *'lä^he  TWE*  um  Ylr*  sich  drehend 

Ä  =  n  /y«  8*  =  *  /y»  .  i^J?  8y  =  ^  J[H?  -  y»)  8y  =  ^  (4A  -  3y)  (53) 
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wo  die  Constante  fortfallt,  weil  für  y  -  0 
auch  K  =  0  wird,  und  es  ist  dieser  Werth 
=  dem  Inhalt  des  Umdrehungskörpers 
wenn  die  Ebene  DNW  um  DVf  sich 
herumdreht. 

Setzt  man  y  =  A,  so  hat  man  den  Kör- 
per, der  von  der  Umdrehung  des  Bogens 
DBE  um  ÜY  erzeugt  wird 


Parabeln  höherer  Ordnung. 

K  =  £-    h*  =  i*DG*xEG  (54) 
op 

Die  Formel  wird  sehr  weitläufig  ent- 
wickelt, indem  man  x  statt  y  einführt. 
Man  erhält  sie  auch,  wenn  man  aus 
der  obigen  Formel  (A  —  y)'  =  *■  —  pr 

y  =  A  —  \'h%  —  px  entwickelt  und  diesen 
Werth  in  Formel  53  einsetzt 


K  =  ~  [4Ä8  -  Upx  -  (4A«  -  px)  |  A>  -  px]  (A  +  3  J  A*  -  px) 
bp 

-  IL  I  _  8A*  +  1 2  A8  px  -  3p3  r»  +  8A  (A»  -  px)*J  (55) 
t»p  . 

24.  Dreht  sich  die  Ebene  EFZ  um  die  _  «"+_%!_ 

Linie  EF,  so  erhält  man  den  Umdre-         y  -  am  +  '2i'  x  V+  x"p 
hnngskörper  durch  folgende  Gleichung:       4  gin(l  (m  +  %)  und  %  genA^  so  k-B. 

Man  setze  EZ  =  x,  FZ  =  y,  so  ist        nen  ane  drei  vorhin  betrachteten  Fälle 

A*  =  /r  /yJ  dx  vorkommen.   Denn  es  sei 

Nun  ist  £Z»  =  p  •  FZ  oder  x>  =  py  j2"''  =  «v" (''  ~ x  (=*  x)2"» 


so  entsteht  durch  Ausziebuug  der  2»ten 

woraus    y  -? 

al«o  yi»  =  a(/»-9)x(Ttr)7 

i/_  *       ft--  77  . ,r  -i,»..a  /kc\     llaben  nun  p  und  a  keinen  gemein- 

Parabeln  höherer  Ordnung,  auch  Pa-  Entweder  p  gerade  und  q  ungrade  (er- 

raboloiden  genannt  (vergl.  „Apollo-  sterFall);  oder  p  und  q  ungerade  (zwei- 

niscbe  Parabel")  sind  Linien  von  der  ter  Fall)  oder  p  ungerade  und  q  gerade 

allgemeinen  Gleichung  (dritter  Fall) 


ym+n  =  amxn.  Die  Parabeln  von  der  Form  ym  =  am 


X 


1.  Ist  (m  +  n)  gerade,  n  ungerade,  so  heifeen  eine  quadratische,  wenn  w  =  2 
gibt  es  für  jedes  positive  x  zwei  gleiche  »*;  eine  cubische,  wenn  «  =  3  ist,  eine 
und  entgegengesetzte  y.   Denn  man  hat  biquadratische  oder  sursolide,  wenn 

2(             _          v   2«  ■+• 1  m  -  4  ist. 

'  t  also            *       XT  5.  Die  höhere  Parabel  x»  =  py«  hat  die 

es  ist  aiso  merkwürdige  Eigenschaft,  dafs  sie  der 

V(  »iT-iTi      ^^Xl^  Parabel  Evolute  ist.   In  dem  Art.  ,E  vo- 

y=±n«''+?  +  1x/+?+V  lute«,  pag.  62  ist  die  Formel  II.  die 

2.  8ind  (nt-fn)  und  n  ungerade,  so  Länge  deren  Abscisse  a,  die  Formel  III. 
gibt  es  nur  einen  möglichen  Werth  für  die  der  Ordinate  6  beide  rechtwinklig  und 
y  und  zwar  mit  dem  Vorzeichen  von  x.  entsprechen  der  Abscisse  x  und  der  Or- 
Denn  man  hat  dinate  y  der  Parabel,  den  Scheitel  als 

*?P + 1  =  a2  <l'   ?)y^   xl2?  +  l  Anfangspunkt  und  die  Axe  ab  Abscis- 

»</>-*)  senlinie  genommen. 

T»4-i    '''t'^+i  Nunistyl=px 

woraus    jf  =  fl'''+lXT|V',+  1  V«  „ 

die  einzig  mögliche  Wurzel.  also        5T  = 

3.  Sind  (»i  +  n)  ungerade  und  n  gerade,  /8  vf    2y    ,      .  ,  ,  , 
so  existirt  nur  ein  positiver  Werth  von  1  -f  (" y)  =  l  4.      =  ?— L?Jl 
y,  x  mag  positiv  oder  negativ  sein.  Denn  4»  4ff' 
haben  in  der  Gleichung  ö*y_  pDy 

y"'  +2/'  =  am  X  (T  x)2''  9  r»  ~  "  Sy» 

(w  +  2p)  und  2p  keinen  geraeinschaftli-  Diese  Werthe  in  den  Ausdruck  für  a 

chen  Factor,  so  ist  gesetzt,  gibt 


4?      I ~  p5y;  2y  ~  -  "  ^    ~2p~  ~~  ~p~ 
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Dieselben  Werthe  in  den  Ausdruck  für  b  gesetzt  gibt 

y^     4y3      V   pbyJ    y      2Pby      V        p'       *  p3 


Um  nun  die  obere  allgemeine  Form  der  der  Kegelfläche  DA  und  der  Grundfläche 

Gleichung  zwischen  a  und  b  (als  *  und  AE  eingeschlossene  hufförmige  Körper 

y)  nachzuweisen  hat  man  ermittelt  werden. 

3«« 

'.=i,  +  T  Fi».  873. 

fr-»*-** 


P5 


und 


o«=  16 


y8 


Hieraus  ist 

fr-M>-(gr)*> 

Parabolisch  ist  was  in  Beziehung  zur 
Parabel  steht. 

Parabolische  Asymptote  ist  an  einer 
krummen  Linie  höherer  Ordnung  eine 
Asymptote  in  der  Form  einer  Parabel. 

Parabolische  Ourve  ist  eine  Curve, 
welche  der  Gleichung  angehört 

y  =  a  +  bx  +  er'  +  . . . .  mx'" 
von  einer  unbestimmten  Auzahl  Gliedern, 
wogegen  eine  Curve  von  der.Gleichung 

,      c      d  e 

y  =  ax  +  b  +  —  +  _ -+_  +  ... . 
ar      x"  JT 

eine  hyperbolische  Curve  heifst. 

Parabolischer  Hafabschnitt  ist  der 

durch  eine  Parabelebene  vom  Kegel  ab- 
geschnittene Huf. 

Es  sei  CA  B  der  Axendurchschnitt  eines 
geraden  Kegels,  C  dessen  Spitze,  AB  die 
Grundlinie.  Ist  DE  \  BC,  so  gibt  der 
Schnitt  durch  DE  eine  Parabel,  und  es 
soll  der  von  dieser  Parabelebene  DE, 


Bezeichnet  man  BC  mit  6  Ml  mit  2r, 
leg_t  zwischen  A  und  DE  eine  zweite 
Flache  durch  die  mit  DE  parallele  FG, 
fällt  das  Loth  AJ,  so  hat  man 

FG  =  ~  x 

AJ  —  x  sin  a 
Beschreibt  man  über  AB  den  Halbkreis, 
so  ist  diese  die  halbe  Grundfläche  des 
Kegels,  und  errichtet  man  die  Ordinate 
GH,  bezeichnet  diese  mit  »,  so  ist 

*'  =  AG  x  ÄG  =  x(2r-  x) 
die  durch  FC  gelegte  Parabelfläche  ist 


F=|FGx2*=|i.  —  x=§  —  x  12 rx  -x> 
2r  r 


Bezeichnet  man  den  Abschnitt  des  Hufs     ....    a-    ,    b     t/x  -«  a 

von  A  bis  FG  mit  Z,  so  ist  8Z  =  der  mitmn  82  =  »"  7  *  r'*«-**  •«■«•»* 

Parabelebene  F  mal  dem  DifTerenzial  der  26  -   «. 

Höhe  AJ  =  8x  •  *in  «  »nd  Z  =  —  •  tin  afx  \  2rx  -  x«  9x 

«J  r 


Nun  ist  /x  |'  2  rx  -  x'  Ox  s  -  \  (2rx  -  x3)*  +  rf\  2  rx  -  x«  9x 

f\!2rx  -  x»  Ox  =  -  J  (r  -  x)  |  2rx  -  xa  +  J  ra  ,4rc  •  co*  -y- 

Mithin 


„    2o  . 
Z  =  —  «in  « 
3r 

26  . 
3r 


-  4  (2rx  -  x3)*  -  r^    *^  1  2rx  -  x3  +  i  r3  /4rc  co* 


-*(»•  +  *)  (3r  -  2j")  l 2  rx  -  x*  -f  i  r5  >4rc  co* 
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I 


r—i 


Z  =  -J  —  sin«  •  (r  +  x)(3r-  2x)  |  2  n  -  x»  -f  ^br*sinn  •  Arccos 

T  r 


Geht  der  Schnitt  DE  durch  den  Mittel- 
punkt der  Grundfläche,  so  ist  x  =  r  und 

Z  =  i*r«*m«(|--  j). 

Parabolische  Konchoide.  Auf  eine 
gerade  Linie  AB  legt  man  eine  Parabel 
mit  ihrer  Axe  und  schiebt  diese  auf  der- 
selben fort.  Zieht  man  von  irgend  einem 
festen'  Punkt  C  durch  irgend  einen  und 
immer  denselben  Punkt  D  der  Parabel- 
axe  gerade  Linien,  so  sind  deren  Durch- 
schnittspunkte  mit  der  Parabel  Punkte 
der  parabolischen  Koncboide  CEF — 

Fig.  874. 


Auf  ähnliche  Weise  entstehen  ellipti- 
sche und  hyperbolische  Konchoiden.  Die 
parabolische  Konchoide  hat  noch  einen 
zweiten  Zweig,  der  durch  die  zweiten 
Durchschnittspunkte,  wie  er,  b,  c  in  den- 
selben Parabeln  bestimmt  werden.  Der 
Anfangspunkt  der  unteren  Konchoide  ist 
der  Erzengungspunkt  C  und  die  gerade 
Linie  CD'  nach  derjenigen  Parabel,  welche 
den  Punkt  C  schneidet,  ist  als  Tangente 
die  Grenze  der  Curve,  die  Parabelaxe  AB 
ist  eine  Asymptote  derselben. 

Die  obere  Konchoide  fängt  in  unendli- 
cher Ferne  links  auf  einem  Axenpnnkt 
an,  die  Axe  ist  also  diesem  Zweige  auf 
entgegengesetzter  Seite  gegen  den  unteren 
Asymptote,  und  rechts  entfernt  sie  sich 
mit  den  Ordinaten  unendlich  weit  von 
der  Axe. 

Parabolisches  Konoid  Ist  der  Körper, 
welcher  entsteht,  wenn  ein  Parabelbogen 
mit  seiner  rechtwinkligen  Ordinate  um 
die  Absisse  dreht.    Also  der  Körper  im 
Art.  „ Parabel«,  No.  17  mit  Fig.  872. 
Sein  Inhalt  ist  (Formel  42) 
K-  knry*. 
Ein  abgekürztes  Konoid  (Formel  43) 
=  Ä  =  i  71  (xy*  -  x,  y*)=  }  np (x*  -  x,7). 


Parabolischer  Spiegel,  ».  den  Art. 

„Brennspiegel". 

Parabolische  Spindel  ist  der  Körper, 
welcher  entsteht,  wenn  eine  parabolische 
Ebene  um  ihre  Doppelordinate  sich  dreht, 
also  der  Körper  in  dem  Art.  „Parabel" 
No.  22,  dessen  Hälfte,  nämlich  der  aas 
der  Drehung  der  halben  Parabelfläche 
EOH  um  OH  (Fig.  872)  hervorgeht. 

Es  ist  mithin  der  ganze  Körper  K 

Setzt  man  p  •  EH  =  OH\  d.  i.  pr  =  A», 

so  ist  K=  \%nr*h 

=  tW(2A). 

Mithin  beträgt  dieser  Kör- 
per des  Cylinders,  der 
denselben  Halbmesser  EH 
-  r  und  die  Höhe  OH  zur 
halben  also  20H  zur  gan- 
zen Höhe  hat. 

Paraboloide, s. t.  w.  „Pa- 
rabeln höherer  Ord- 
nung (s.  d.). 

Parallaktisch  ist  was  sich 
auf  die  Parallaxe  bezieht 

ParallaktiBGher  Winkel, 

s.  v.  w.  „Parallaxe*. 

Parallaxe.  Was  unter  P.  verstanden 
wird,  ist  in  dem  Art.  „Höhen paral  laxe" 
mit  Fig.  709  genau  erklärt.  Die  P.  ist 
am  grofsten,  wenn  der  am  Himmel  be- 
findliche Punkt  im  Horizont  des  Beob- 
achtungsorts sich  befindet  (Horizontal -P.). 
Es  ist  nämlich,  wenn  r  der  Halbmesser 
der  Erde,  R  den  Abstand  zwischen  Erde 
und  Himmelspunkt  bezeichnet,  die  Ho- 
rizontal-P. 

P  =  Are  •  »in  —  oder  sin  P-  — 
Ä  Ä 

und  bezeichnet  s  die  Zenithdistanz  des 
Himmelspunkts  von  dem  Beobachtnngs- 
ort,  jede  Höhen-P. 


/"  =  arc 


sin 


sin  *'loder*i»  P=  —  sini 
t  R 

R  im  Nenner  zeigt  an,  dafs  die  P.  mit 
der  Entfernung  des  Gestirns  abnimmt; 
da  Fixsterne  eine  unermefsliche  Weite 
haben,  so  haben  dieselben  auch  keine  P. 

Bei  der  Horizontal-P.  ist  »  =  90°;  steht 
der  nimmelspunkt  im  Zenith  so  ist  i  =  0, 
mithin  ist  für  jeden  solchen  Punkt  die 
P.  =  0. 
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Die  Entfernung  des  Mondes  Ton  der 
Erde  ist  im  Mittel  51500  Meilen,  der  Ualb- 
messer  der  Erde  860  Meilen,  mithin  ist 

die  Horizontal-P.  desselben  =  aretin  -  r  — 

51500 

=  are  sin  0,01699  =  58  Min.  25  See.  In 
seiner  gröfsten  Nähe  znr  Erde  ist  die 
Horizontal-P.  63°  52",  in  seiner  gröfsten 
Ferne  61'  32"  am  Aequator.  Die  Hori- 
zontal-P. der  Sonne  ist  bei  ihrer  mittle- 
•  ren  Entfernung  von  der  Erde  8'  5"  bis 
8'  6". 

r  im  Zähler  zeigt  an,  dafs  mit  dem 
Halbmesser  der  Erde  die  P.  zunimmt. 
Nun  ist  am  Aequator  der  Halbmesser 
am  gröfsten  und  nimmt  nach  den  Polen 
hin  wegen  der  dortigen  Erdabplattung 
immer  mehr  ab.    Daher  ist  die  P.  am 


Aeqnator(Aequatoreal-P.)am  gröfsten, 
am  Pol  (Polar-P.)  am  kleinsten,  zwi- 
schen Pol  und  Aequator  mit  der  geogra- 
phischen'Breite  des  Orts  abnehmend  (Lo- 
kal -P. ).  Die  im  Aequator  gemessene, 
oder  für  denselben  berechnete  r.  ist  im- 
mer die  Aequato  real -Horizontal-P. 

Der  Unterschied  zwischen  der  Aequa- 
toreal-  uud  einer  Lokal -P.  und  selbst 
der  Polar-P.  ist  unbedeutend.  Bei  der 
Sonne  ist  sie  fast  =  0. 

Denu  der  Erdhalbmesser  im  Aequator 
ist  859,5  Meilen,  in  der  Axe  856,5  Mei- 
len, die  mittlere  Entfernung  der  Sonne 
von  der  Erde  ist  circa  20,660000  Meilen. 

Nun  ist  hg  20660000=  7,3151303 
log  859,5  =  2,9342459 
log  856,5       =  2,9327274 


mithin  P=  Are  («in  =  OA!*!^IL\  =  Are  {log  •  sin  =  5,6191 156  -  10)  =  8,597  Secunden 
\  20000000," 

f  -  Are  (sin  =  — =  Are  {log  •  sin  =  5,6175971  -  10)=  8,625  Secunden 
\  2O00OOOO/ 

Gibt  P  —  i"  =  dem  Unterschied  zwischen  der  Aequatoreal-  und  der  Polar-P. 

=  0,072  Secunden,  eine  durch  kein  Winkel-Instrument  zu  beobach- 
tende Gröfse. 


Dagegen  beträgt  der  Unterschied  zwi- 
schen Deiden  Parallaxen  beim  Monde 
61*  32"  -  61'  20"  =  12  Secunden.  Ueber 
die  P.  der  Sonne  vergleiche  den  Art. 
,  Breite,  geographische"  ,  pag.  408, 
No.  5  mit  Fig  243. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dafs  die  Höhen- 
parallaxen (s.  d.)  wie  die  Cosinus  der 
scheinbaren  Höhen  der  Himmelspunkte 
oder  wie  die  Sinusse  deren  Zenithdistan- 
zen  sich  verhalten. 

2.  Die  bisher  betrachtete  P.  zwischen 
Mittelpunkt  und  Beobachtungsort  der  Erde 
heilst  die  tägliche  Parallaxe;  dage- 
gen betrachtet  man  auch  die  P.  für  die 
Fälle,  wo  Sonne  und  Erde,  oder  wo  die 
in  der  Ekliptik  diametral  entgegengesetzt 
liegenden  Punkte  die  Beobachtungsörter 
sind.  Erstere  P.  heifst  die  jährliche  Pa- 
rallaxe, wenngleich  sie  eigentlich  nur 
die  vierteljährliche  ist.  Jahrliche  P. 
eines  Gestirns  ist  also  der  Winkel,  den 
ein  in  dem  Gestirn  befindlicher  Beob- 
achter zwischen  Sonne  und  Erde  durch 
Visiren  mifst.  Die  Parallaxe  ist  von  der 
Erde  aus  dadurch  zu  rinden,  dafs  man 
das  Gestirn  am  Anfang  und  Ende  eines 
halbjährigen  Zeitraums  jedes  Mal  wäh- 
rend seiner  Culmination  visirt.  In  dem 
Dreieck  ist  nun  die  Grundlinie  der  Durch- 
messer der  Ekliptik;  die  beiden  visirten 
Höhenwinkel  von  180°  abgezogen  geben 


den  Winkel  an  der  Spitze  und  dessen 
Hälfte  ist  die  jährliche  Parallaxe. 

3.  Aus  der  jährlichen  Parallaxe  ist 
aber  auch  die  Entfernung  des  Gestirns 
von  beiden  Beobachtungsorten,  der  Erde 
und  der  Sonne  zu  ermitteln  und  zwar 
von  jedem  einzeln  in  den  visirten  Drei- 
eckseiten. 

Nur  sehr  wenige  Fixsterne  haben  eine 
mefsbare  P. ;  sie  beträgt  höchstens  eine 
Secunde.  Nimmt  man  das  Dreieck  gleich- 
schenklig, setzt  die  Entfernung  zwischen 
Erde  und  Sonne  =  Ä,  so  hat  man  die 
Entfernung  des  beobachteten  Fixsterns 
von  nnsrem  Sonnensystem  L  =  Rco*ec{\)'\ 
und  wenn  man  das  Dreieck  rechtwinklig 


nimmt  L  =  R  •  cot  (^)" 


Es  ist  lg«  =  a  +  ba*+„    ,n5  +  .... 

o  •  o 

der  Bogen  «=     =  0,000  002424  ... . 

Man  ersieht  also,  dafs  es  an  dem  ersten 
Gliede  schon  genug  ist,  und  setzt  mau 
tfl  (1)"=  0,000  0025,  so  erhält  man  L  - 
400000  •  /{. 

Mithin  ist  die  Entfernuug  des  nächsten 
Fixsterns  von  der  Sonne  mindest eus  das 
400000  fache  des  Halbmessers  der  Ekliptik. 

4.  Hat  das  Gestirn  einen  im  Winkel  • 
mefsbaren  Durchmesser,  so  kann  man 
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dieses  Winkelmaafe  sowohl  als  auch  die 
von  dem  Gestirn  aas  gemessene  Parallaxe 
als  Kreisbogen  betrachten  and  beide  Bo- 
gen sind  die  den  Beobachtern  schein- 
baren Längen  der  wirklich  gemes- 
senen Längen.  Da  nun  beide  Winkel 
einerlei  Radien  haben ,  so  verhalten  sich 
die  gemessenen  Hogeu,  die  scheinbaren 
Gröfsen,  wie  die  wirklichen  Gröfsen.  Ist 
also  die  P.  der  halben  Erdbahn  =  p,  die 
scheinbare  GröTse  des  Gestirnsdurchmes- 
sers =  d,  so  ist  da  die  wirkliche  halbe 
Ekliptik  =  20  Millionen  Meilen  beträgt, 
der  Durchmesser  D  des  Gestirns  wirklich 

=  -x20  Millionen  Ml. 
P 

5.  Man  hat  Doppelsterne  (s.  d.). 
Durch  langjährige  Beobachtung  mehrerer 
Sternsatelliten  ist  es  mit  H  ülfe  des  Gra- 
vitationsgesetzes gelungen,  die  scheinba- 
ren Durchmesser  deren  Bahnen  zu  be- 
rechnen und  mit  Hülfe  der  dritten  Kep- 
ler'schen  Regel  die  Umlaufszeiten  dersel- 
ben zu  ermitteln.  Hieraus  kennt  man 
also  die  Parallaxe  der  Erde  in  Beziehung 
auf  die  Satellitenbahn  E,  nämlich  den 
scheinbaren  Durchmesser  derselben  tür 
einen  auf  der  Erde  befindlichen  Beob- 
achter. 

Nach  No.  2  ist  nun  auch  die  P.  der 
Erdbahn  (»S)  in  Beziehung  auf  den  Stern- 
satelliten zu  berechnen,  und  diese  schein- 
baren Gröfsen  verhalten  sich  bei  den 
gleichgrofsen  Visirlinien  wie  die  wirkli- 
chen Gröfsen.  Ist  also  wieder  der  Halb- 
messer der  Ekliptik  =  Ä,  so  hat  man  den 
scheinbaren  Durchmesser  (S)  der  schein- 
baren Satellitenbahn:  dem  scheinbaren 
Halbmesser  (P)  der  Erdbahn  =  dem  wirk- 
lichen Durchmesser  der  Satellitenbahn: 
dem  wirklichen  Halbmesser  R  der  Erd- 
bahn also 

S:P=A':ft 
woraus  der  wirkliche  Durchmesser  der 

Satellitenbahn  X  =  ~  .  R 

Parallelen.  Parallel  sind  gerade 
Linien,  die  in  derselben  Ebene 
liegen  und  so  weit  sie  auch  an  bei- 
den Seiten  verlängert  werden  doch 
an  keinerSeite  zusammentreffen. 
Diese  Erklärung  ist  die  älteste,  nämlich 
die  35te  des  Euklid  und  man  hat  dieselbe 
als  nicht  streng  wissenschaftlich  und  ge- 
wifs  mit  Recht  angegriffen.  Aufser  den 
vielen  Gründen  gegen  diese  Erklärung 
will  ich  noch  einen  anführen,  den  man 
vielleicht  als  zu  weit  hergeholt  ansehen 
könnte,  dem  aber  doch  eine  erwiesene 
Wahrheit  zu  Grunde  liegt: 


Man  hat  an  Curven  Asymptoten ,  beide 
Linien  kommen  sieh  mit  ihrer  Verlänge- 
rung immer  näher  ohne  sich  jemals  zu 
schneiden.  Die  Asymptote  ist  geradlinig, 
die  Curve  nähert  sich  mit  ihrer  Verlän- 
gerung immer  mehr  der  geraden  Linie 
und  kann  in  unendlicher  Entfernung  als 
gerade  betrachtet  werden,  sie  schneiden 
sich  niemals,  kommen  einander  immer 
näher  und  sind  nicht  einander  parallel. 

Unter  den  statt  der  Euklidischen  Er- 
klärung aufgestellten  Erklärungen,  die 
alle  mehr  oder  weniger  Einwendungen 
zulassen,  ist  keine  augenfälliger  als  die: 
Parallelen  sind  gerade  in  einerlei  Ebene 
liegende  Linien,  welche,  man  mag  sie 
auf  beiden  Seiten  noch  so  viel  verlin- 

fern,  immer  einerlei  Abstand  von  einan- 
er  behalten.  Aber  auch  gegen  diese 
ist  der  Einwand  zu  erheben,  dafs  Abstand 
erst  erklärt  werden  müfste,  dessen  Er- 
klärung aber  auf  Parallelen  sich  gründet. 
Man  könnte  nun  erklären:  ....  liegende 
Linien,  zwischen  welchen  alle  anter  einem 
und  demselben  Winkel  gezogene  gerade 
Linien  einerlei  Länge  haben 

In  dem  Art.  »Axiom"  habe  ich  von 
parallelen  Linien  eine  genetische  Erklä- 
rung gegeben ,  nachdem  ich  mich  über 
den  Character  der  Grundsätze  im  Allge- 
meinen und  im  Besondern  und  über  die 
für  die  Geometrie  vorhandenen  möglichst 
ausführlich  geäufsert-  Nach  dem  meiner 
Ansicht  nach  einzig  notwendigen  Grund- 
satz: „Gerade  Linien  decken  sich  in 
allen  Punkten'  sollen  mehrere  gerade 
Linien  auf  einauder  liegen,  eine  derselben 
soll  man  von  den  darunter  liegenden 
fortbewegen  ohne  ihre  Richtung  zu  än- 
dern, wo  dann  beide  Linien  Parallele 
beifsen  und  die  also  beliebig  auf  beiden 
Seiten  verlängert  sich  nirgend  schneiden 
können. 

Abgesehen  von  allen  eifrigen  Bemü- 
hungen ingeniöser  Mathematiker,  die  Lehre 
von  den  Parallelen  streng  wissenschaft- 
lich zu  begründen  ist  es  nicht  Recht,  dafs 
ein  so  an  sich  geometrisch  einfacher  Ge- 
genstand mit  Hülfe  schneidender  Linien 
und  Winkelbestimmung  definirt  wird. 

Die  uns  aufbehaltene  älteste  Theorie 
der  Parallelen  von  Euklid  ist  die  unge- 
schickteste die  es  nur  geben  kann 

Der  Ute  Grundsatz  mnfs  einen  Kna- 
ben, der  geometrische  Kenntnisse  sich 
erwerben  soll,  sofort  abschrecken.  Ich 
frage  jeden  Lehrer,  ob  dieser  Grundsati 
für  einen  Knaben  in  Rücksicht  auf  den 
Standpunkt  seiner  noch  geringer  Begriffs- 
fähigkeit nicht  viel  zu  zusammengesetzt 
ist.    Nun  kommt  dazu,  dafs  Euklid  auf 
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die  gegebene  Erklärung  (10)  des  rechten 
Winkels  »ich  beruft,  welcher  durch  den 
Begriff  Neben  winkel  erklärt  wird,  üher 
welchen  in  den  vorherstehenden  Erklä- 
rungen gar  nicht  die  Rede  ist,  so  dafs 
Euklid  den  Nebenwinkel,  als  wenn 
derselbe  nichts  geometrisches,  sondern 
ein  allgemein  bekanntes  Ding  wäre  an- 
.sieht.    Der  1  lte  Grundsatz  heilst: 

Zwei  gerade  Linien,  die  von  einer  «1  rit- 
ten so  geschnitten  werden,  dafs  die  bei- 
den inneren  an  einerlei  Seite  liegenden 
Winkel  zusammen  kleiner  als  zwei  rechte 
sind,  treffen  genugsam  verlängert  an  eben 
der  Seite  zusammen. 

Dieser  Grundsatz  ist  offenbar  der  um- 
gekehrte 16 te  Lehrsatz:  An  jedem  Tri- 
angel ABC  ist,  wenn  man  eine  seiner 
Seiten  BC  verlängert,  der  äufsere  Win- 
kel ACD  gröfser  als  jeder  der  beiden 
inneren  ihm  gegenüber  liegenden  Winkel 
CBA,  BAC. 

Euklid  halbirt  AC  in  E,  zieht  BF  durch 
E,  macht  EF  =  BE,  zieht  CF  und  be- 
weist aus  den  gleichen  Dreiecken  FEC 
und  BEA,  dafs  Z.ECE  =  z  BAC,  also 
Z  ACD  >  BAC.    Die  Halbirung  von  BC 


Fig.  873. 


für  Z  ACD  •  ABC  ist  nicht  nöthig,  wenn 
man  AC  verlängert;  denn  ^_ACD  i>t  = 
Z.BCG,  also  nach  dem  ersten  Theil  des 
Beweises  Z.ACD  ^>  /_ABC. 

Man  kann  nun  den  Lehrsatz  auch  fol- 
gender Art  ausdrücken:  Wenn  2  sich 
schneidende  Linien  AC,  BC  von  einer 
3ten  BD  geschnitten  werden,  so  ist  der 
äufsere  Winkel  ACD  an  der  schneiden- 
den Linie  gröfser  als  der  auf  derselben 
Seite  liegende  ihm  entgegengesetzte  in- 
nere Winkel  ABC.  Dieser  Satz  umge- 
kehrt würde  lauten:  Wenn  2  gerade  Li 
nien  AB,  CD  von  einer  3ten  EF  so  ge- 
schnitten werden,  dafs  der  äufsere  Winkel 
CGF  gröfser  ist  als  der  auf  derselben 
Seite  der  schneidenden  Linie  ihm  gegen- 
überliegende innere  Winkel  AHE,  so 
schneiden  sich  die  beiden  geraden  Linien 
Dach  dieser  Seite  hin. 
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Einen  streng  wissenschaftlichen  Beweis 
dieses  umgekehrten  Satzes  ist  noch  kei- 
nem Mathematiker  gelungen,  der  Grund 
hiervon  soll  durch  folgende  beispielsweise 
Behandlung  anschaulich  gemacht  werden : 

Gesetzt,  die  Linie  BA  schnitte  die  Linie 
CD  nach  HA  hin  nicht,  sondern  nach 
Uli  hin,  so  wäre  nach  Euklid  Satz  16 

ZDGF>  Z.BHF 

Es  ist  aber 
/.  DGF  +  Z  CGF  -    MIF±  z  AHF=  <2B 

Da  nnn  ZJ7GF>  /_AHF 

so  ist       £0QF  <  Z  BHF 

folglich  schneidet  AC  nach  B  hin 

die  CD  nicht. 

Es  wäre  also  nur  noch  möglich,  dafs 
beide  Linie  AB,  CD,  beliebig  nach  beiden 
Seiten  hin  verlängert,  sich  nirgend  schnei- 
den. Man  ziehe  die  mit  VI)  Parallele 
JA',  so  sind  JE  und  CD  2  Linien,  die 
noch  so  weit  auf  beiden  Seiten  verlän- 
gert sich  nirgend  schneiden.  Dreht  man 
nun  Aß  so,  dafs  die  gleichen  Scheitel- 
winkel AHJ  und  BUK  immer  kleiner 
werden,  so  bleibt  das  Verbältnifs  zwischen 
den  beiden  Paar  Winkeln  AUF  mit  CGF 
und  /////•'  mit  DGF  immer  dasselbe,  so 
lauge  noch  Btl  aufserhalb  und  AH  in- 
nerhalb JK  sich  befindet.  Denkt  man 
sich,  dafs  AB  über  JK  hinaus  die  ent- 
gegengesetzte Lage  annimmt,  so  kehrt 
sich  das  Verhältnifs  um:  HA  schneidet 
die  CD  ganz  gewifs  nicht  und  bei  HB 
ist  die  Schneidung  zweifelhaft  wie  vorher 
bei  HA. 

Diese  Zweifel  aber  bleiben  Zweifel  und 
es  liegt  dies  offenbar  an  der  schlechten 
Wahl  des  Ilten  Grundsatzes. 

Wenn  der  Ute  Euklidische  Grundsatz 
lautete:  Zwei  in  einer  Ebene  liegende 
gerade  nicht  parallele  Linien  entfernen 
sich  nach  der  einen  und  nähern  sich  nach 
der  anderen  Seite  hin  und  treffen,  nach 
dieser  Richtung   hinreichend  verlängert 
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in  einem  Punkt  zusammen,  so  ist  dieser 
Grundsatz  nichts  weniger  als  auffallend, 
im  Gegentheil  ganz  hingehörig,  einfach 
zu  begreifen  und  beseitigt  alle  Schwie- 
rigkeiten. 

Denn  aus  Satz  16  geht  unmittelbar 
hervor:  Wenn  zwei  gerade  nicht  paral- 
lele Linien  von  einer  dritten  geschnitten 
werden,  so  sind  die  auf  der  schneidenden 
(der  convergirenden)  Seite  die  inneren 
Winkel  immer  kleiner  als  zwei  rechte 
Winkel  und  auf  der  entgegengesetzten 
(der  divergirenden)  Seite  die  inneren  Win- 
kel immer  gröfser  als  zwei  rechte  Win- 
kel. Sind  nun  die  Linien  parallel,  so 
dafs  sie  sich  nach  keiner  Seite  hin  schnei- 
den, so  mufs  das  Gesetz  der  inneren  Win- 
kel auf  beiden  Seiten  dasselbe  sein.  Da 
nun  auf  beiden  Seiten  zugleich  die  in- 
neren Winkel  nicht  kleiner  und  auch 
nicht  gröfser  als  zwei  rechte  Winkel  sein 
können,  so  müssen  sie  auf  jeder  von  bei- 
den Seiten  gleich  zweien  rechten  Win- 
keln sein. 

Hiermit  ist  denn  auch  der  umgekehrte 
16te  Satz  erwiesen,  nämlich  i  Wenn  zwei 
gerade  Linien  von  einer  dritten  geschnit- 
ten werden  und  die  inneren  Winkel  auf 
einer  Seite  der  schneidenden  Linie  sind 
kleiner  als  zwei  rechte  Winkel,  so  schnei- 
den sich  beide  Linien  nach  dieser  Seite 
hin.  Denn  wären  sie  einander  parallel, 
so  müfsten  die  inneren  Winkel  zusam- 
men gleich  zweien  rechten  sein ,  und 
schnitten  sie  sich  auf  der  entgegenge- 
setzten Seite,  so  müfsten  die  beiden  In- 
neren Winkel  gröfser  als  zwei  rechte  sein. 

Wenn  zwei  gerade  Linien  (Fig.  877) 
AB,  CD  von  einer  dritten  FF  geschnit- 
ten werden,  so  entstehen  8  Winkel,  vier 
iufsere  Winkel  AHE,  CGF,  BHE, 
DGF-,  vier  innere  Winkel  AHG,  CDH, 
BMG,  DGH. 

Von  diesen  heifsen  noch  je  zwei  Win- 
kel auf  einer  Seite  der  schneidenden  Linie, 
von  welchen  der  eine  äufserer,  der  an- 
dere innerer  ihm  gegenüberliegender  Win- 
kel ist,  Gegenwinkel.  Es  sind  diese 
BHE  nnd  DGF,  DGF  und  UHF.  AHE 
nnd  CGE,  CGF  und  AH  F. 

Ferner  je  zwei  innerhalb  der  beiden 
Linien  auf  verschiedenen  Seiten  der  schnei- 
denden Linie  liegende  Winkel:  Innere 
Wechsel  winkel;  nämlich  AUG  und 
DGH,  CGH  und  BHG. 

Endlich  je  zwei  aufserhalb  der  beiden 
Linien  auf  verschiedenen  Seiten  der  schnei- 
denden Linie  liegende  Winkel:  Aeufsere 
Wechselwinkel;  nämlich  AHE  und 
DGF,  BHE  und  CGF.  Sind  die  beiden 
Linien  einander  parallel,  so  sind  jedes 


Paar  Gegenwinkel  und  Wechselwinkel 
einander  gleich,  welches  daraus  folgt,  dafs 
die  inneren  auf  einer  Seite  der  schnei- 
denden Linie  gleich  zweien  rechten  Win- 
keln sind. 

Parallellinien  sind  überall  gleich 
weit  von  einander  entfernt.  Denn  fällt 
man  Fig.  877  von  beliebigen  Punkten 
E,  F  der  einen  der  Parallelen  AB  auf 
die  zweite  CD  die  Lothe  EG,  FH,  zieht 
EH,  so  sind  als  Gegenwinkel  Z  GEH  = 
/_EHF,  £GHE  =  Z.FEH.  Hierzu  in  bei- 
den Dreiecken  die  gemeinschaftliche  Seite 
EH  gibt  nach  Euklid  I.  Buch ,  Satz  20 
A  EGH  29  A  HFE,  mithin  EG  =  FH. 


Fig.  877. 


Aus  der  Lehre  von  den  Parallelen  fol- 

Sen  noch  folgende  wichtige  Sätze  über 
reiecke,  nämlich: 

1.  In  jedem  Dreieck  ist  der  Aufsen- 
winkel  gleich  den  beiden  ihm  gegenüber- 
liegenden inneren  Winkeln. 

2.  In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe 
sämmtlicher  drei  Winkel  gleich  zweien 
Rechten.  Denn  zieht  man  Fig.  875  die 
mit  der  Seite  BA  parallele  CF,  so  hat 
man 

Z  ACF  =ZCAB  als  innere  Wechselwinkel, 
ZFCfl  =  /_ABC  als  Gegenwinkel, 
woraus  Z  ACD  =  ^CAB  +  Z  ABC. 

Da  nun  Z.ACD  +  Z  ACB  =  2R 
so  ist  auch 

Z  CAB  +  z  ABC  +  Z  ACB  =  2R. 

Parallelen  abstecken.   Man  soll  auf 

dem  Felde  durch  den  Punkt  C  eine  mit 
der  durch  Signale  markirten  Linie  AB 
parallele  Linie  abstecken  (Fig.  877). 

Es  gibt  zwei  Fälle  i  Entweder  man  kann 
von  AB  aus  visiren  oder  nicht.  Im  ersten 
Fall  bestimmt  man  den  Punkt  D,  in 
welchem  CD  normal  auf  AB  ist,  und 
dies  geschieht  mit  dem  Diopterkreuz, 
einem  mit  Dioptern  versehenen  rechtwink- 
lig zusammengearbeiteten  Kreuz  von  Li- 
nealen, mit  dem  man  in  AB  das  eine 
Lineal  nach  AB  richtet  und  es  nach  und 
nach  auf  den  richtigen  Punkt  D  bringt, 
wo  das  andere  Lineal  nach  DC  zeigt, 


Digitized  by  Googl 


Parallelen  abstecken.  2 

nnd  dann  in  D  ein  Signal  stellt.  Man 
bedient  sich  auch  hierbei  des  Mefstisches, 
mit  dem  mau  eine  ähnliche  Hinrichtung 
verbunden  hat.  Hierauf  begibt  man  sich 
mit  dem  Instrument  nach  V,  richtet  das 
eine  Lineal  von  C  nach  D,  visirt  mit 
dem  andern  Lineal  nach  rechts  einen 
Punkt  G,  setzt  dort  ein  Signal  und  CE 
ist  die  verlangte  mit  AB  parallel  abge- 
steckte Linie. 

Kann  man  von  D  nach  C  nicht  vi- 
siren,  so  nimmt  man  einen  Punkt  A  in 
der  Richtung  AB,  von  dem  man  C  sehen 
kann,  stellt  dort  den  Mefstisch  auf,  vi- 
sirt nach  C,  verzeichnet  auf  demselben 
die  Richtungen  AB;  AC,  bringt  den 
Mefstisch  über  C,  stellt  ihn  dort  auf, 
so  dafs  die  gezeichnete  Linie  AC  nach 
CA  gerichtet  wird,  dann  wird  die  ge- 
zeichnete Linie  AB  visirt,  ein  Signal  // 
errichtet  und  HC  ist  die  verlangte  Pa- 
rallele. 

Ist  nicht  von  AB  und  von  keinem 
Punkt  in  AB  nach  C  zu  visiren,  so  wen- 
det man  die  Boussolo  an.  Man  stellt 
diese  in  irgend  einem  Punkt  der  Linie 
auf  und  beobachtet  den  Winkel  zwischen 
AB  und  der  Magnetnadel.  Diese  wieder 
,  über  C  gebracht  und  unter  demselben 
Neigungswinkel  visirt,  gibt  die  richtige 
Parallele  GH. 

Gesetzt  aber,  auch  das  wäre  nicht  mög- 
lich, es  wären  blofs  die  Punkte  A  und  B 
markirt,  man  könnte  aber  weder  von  A 
nach  Ii  noch  von  B  in  die  Richtung  nach 
A  visiren  und  man  solle  eine  durch  C 
laufende  mit  der  unbekannten  Richtung 
AB  parallele  Linie  abstecken,  von  C  sei 
aber  auch  weder  nach  A  noch  nach  B 


Fig.  878. 


zu  visiren,  so  ermittele  zwei  beliebig  lie- 
gende Punkte  /•.'.  /■*,  von  welchen  aus  A 
und  B  zugleich  gesehen  werden  kann. 

IV. 


1  Paralleleplpedum. 

Messe  die  Längen  EF,  ECy  FC,  trage 

diese  verjüngt  auf  den  Mefstisch,  visire 
mit  demselben  von  E  aus  die  Richtun- 

Sen  EA,  EC,  EB,  EF  und  von  F  aus 
ie  Richtungen  FA,  FC,  FB,  FE,  ver- 
zeichne sie  sofort  auf  dem  Tisch  bis  zu 
den  Durchschnittspunkten  A  und  B,  so 
hat  man  die  ganze  Figur  im  verjüngten 
Maafsstab,  zeichnet  die  Parallele  HG  nnd 
steckt  sie  den  verjüngten  Maafsen  ent- 
sprechend ab. 

Parallele  Hiramelskagel  ist  die,  welche 
von  einem  Pole  der  Erde  aus  gesehen 
wird,  weil  es  dort  scheint,  als  ob  säinmt- 
liche  Sterne  parallel  dem  Horizont  sich 
umdrehten,  uud  wo  kein  Auf-  und  Un- 
tergang statt  findet. 

Parallelebene,  s.  Bd.  III,  pag.  5. 

Parallelepipedam  ist  ein  Prisma,  des 
sen  Grundfläche  ein  Parallelogramm  ist, 
welches  also  von  sechs  Parallelogrammen 
eingeschlossen  wird,  von  denen  die  ein- 
ander gegenüber  befindlichen  parallel  and 
congrnent  sind.  Die  vier  Parallelogramme 
zwischen  den  beiden  Grundflächen  heifsen 
Seitenflächen.  Aus  der  Form  des 
Körpers  geht  hervor,  dafs  man  jede  der 
Begrenzungsflächen  zur  Grundfläche  neh- 
men kann.  Die  Begrenzungslinien  der 
Grundflächen  heifsen  Grandkanten, 
die  der  Seitenflächen  Seitenkanten. 
Stehen  die  Seitenkanten  normal  anf  den 
Grundkauten,  so  heifst  das  P.  normal, 
sonst  ist  es  ein  schräges,  ein  schie- 
fes P. 

Jedes  P.  wird  durch  eine  Diagonal- 
ebene in  zwei  gleiche  dreiseitige  Prismen 
getheilt. 

2.  P.  von  einerlei  Grundebene,  deren 
gegenüberliegende  Seitenflächen,  sowie  die 
den  Grundflächen  parallele  obere  Flächen 
paarweise  in  denselben  Ebenen  liegen, 
sind  einander  gleich. 

Bei  den  beiden  P.  Fip  879  auf  der- 
selben Grundfläche  abcH  liegen  die  obe- 
ren Flächen  efgh  und  iklm  in  einer  der 
(irundfläche  parallelen  Ebene;  ferner  lie- 
gen die  vorderen  beiden  Seitenflächen  in 
einerlei  Ebene  und  die  Hinterflächen  des- 
gleichen. 

Nun  i*t  Prisma  geacti  o±  Prisma  hfbdmk 
hiervon      Prisma  hfgrli  =  Prisma  hfqrl'% 

bleibt  Parallelep.  abedefgh  =  Par.  abedtikm 

3.  P.  von  einerlei  oder  congrueuten 
Grundebenen  und  gleichen  Hohen  sind 
einander  gleich. 

Sind  die  Grnndflächen  nicht  einerlei, 
ao  stelle  man  die  beiden  P.  auf  eine  und 
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dieselbe  Grundebene,  so  kann  man  zwei 
Seitenebenen  des  einen  P«  so  weit  ver- 
breitern, dafs  sie  die  verbreiterten  Ebenen 


Fig.  879. 


zweier  Seitenflächen  des  anderen  1*.  über- 
schneiden. Betrachtet  man  nun  das  zwi- 
schen den  4  Darchschnittsebenen  ent- 
standene neue  P.,  so  ist  dieses  nach  Satz 
2  dem  einen  wie  dem  andern  der  gege- 
benen P.  gleich,  folglich  sind  die  gege- 
benen unter  sich  gleich. 

4.  P.  von  gleichen  Höhen,  deren  Grund- 
ebenen Parallelogramme  von  einerlei  oder 
gleichen  Grundlinien  und  gleichen  Hüben 
sind,  sind  gleich. 

Man  denke  sich  ein  P.,  dessen  Grund- 
fläche mit  abpt  congruent  ist  und  mit 
dem  P.  abedefgh  einerlei  Hohe  hat,  so 
lege  man  dasselbe  auf  abpt  und  con- 
struire  ein  P.  über  abpt,  dessen  Seiten  - 
kanten  mit  ae  parallel  laufen,  so  sind  diese 
beiden  über  abpt  befindlichen  P.  nach 
Satz  3  einander  gleich.  Das  neu  con- 
struirte  P.  hat  mit  dem  P.  abedefgh  die 
Seitenkanten  ae,  bf  gemeinschaftlich ;  be- 
trachtet man  daher  in  beiden  P.  die  El>cne 
abef  als  gemeinschaftliche  Grundebene, 
so  ist  ac  beider  Hühe,  folglich  ist  nach 
Satz  3  das  P.  abedefgh  gleich  dem  über 
abpt  neu  construirten  und  also  auch  gleich 
dem  über  abpt  gegebenen  P. 

5.  P.  von  gleichen  Höhen  auf  Grund- 
ebenen von  gleicher  Grüfse  und  gleichen 
Winkeln  sind  gleich. 

Da  die  beiden  gleichen  Grundebenen 
ctfg,  abed  gleiche  Winkel  haben,  so  kann 
man  sie,  wie  Fig.  880  zu  Ergänzungs- 
parallelogrammen an  einander  setzen. 
Zieht  man  die  Diagonale  hk,  so  ist  Prisma 
über  cke  —  Prisma  über  cka,  Prisma  über 
ehg  =  Prisma  über  ehd  und  Prisma  üher 
hkf  =  Prisma  über  hkb.  Die  beiden  Pris- 
men rechts  der  Diagonale  von  dem  Prisma 
kkö  und  die  beiden  Prismen  links  der 


Fig.  880. 


Diagonale  von  dem  Prisma  hkf  forttre- 
liommen,  bleibt  P.  über  eefg  -  P.  ül>*r 
aö  cd. 

6.  P.  von  gleichen  Grundebenen  und 
gleichen  Höhen  sind  gleich. 

Hat  das  eine  P.  eine  Grundfläche  von 
der  Seite  =  ce,  das  andere  von  der  Seite 
=  et/,  so  verwandle  beide  in  Grundflächen 
von  einerlei  Winkel,  dann  sind  nach 
Satz  4  die  P.  von  denselben  Seiten  ee 
und  cd  einander  gleich,  beide  letzten  P. 
aber  gleich  nach  Satz  5,  mithin  der  Satz 
erwiesen. 

Aus  den  vorgetragenen  Sätzen  gehen 
noch  folgendo  hervor: 

7.  P.  von  gleichen  Grundebenen  verhal- 
ten sich  wie  ihre  Höhen  und  P.  von  glei- 
chen Uöhen  wie  ihre  Grundebenen. 

Sind  die  Grundebenen  Rechtecke  von 
einer  gleichen  Seite,  so  verhalten  sieb" 
P.  von  gleichen  Höhen  wie  die  ungleichen 
Grundkanten. 

Sind  die  Grundebenen  Rechtecke  von 
ungleichen  Seiten,  so  verhalten  sich  die 
P.  von  gleichen  Höhen  wie  die  l*roducte 
der  Grundkanten. 

Gerade  P.  mit  rechteckigen  Gruudebe- 
nen  verhalten  sich  wie  die  Pmdurte  der 
drei  ungleichen  Kanten. 

8.  P.  sind  ähnlich,  wenn  ihre  homo- 
logen Winkel  einander  gleich  sind  und 
wenn  zugleich  ihre  homologen  Kanten  in 
Proportion  stehen. 

Die  Inhalte  ähnlicher  P.  verhalten  sich 
wie  die  Cnbi  ihrer  homologen  Seiten- 
kanten. 

9.  Den  Inhalt  eines P.  durch  seine 
KantennndWinkelanszudrückeu. 


Fig.  881. 
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Es  seien  A,  B,  C  die  Längen  der  drei  Fig.  882. 

Kanten  eines  P.j  der  Winkel  zwischen 
A  und  B  sei  r,  der  zwischen  A  und  C 
—  b  und  der  zwischen  B  und  C—a.  I>er 
Neigungswinkel  der  Kante  C  gegen  die 
(irnndfläche  (/I,  Ä)  sei  =  f/.  Ks  i>t  mit- 
hin der  Inhalt  der  (irnndfläche  -  A  -  Bsinc 
und  der  Inhalt  des  \'.  =  A  •  //•(.' •  sin r  •  situ/. 

Man  beschreihe  nun  aus  der  Ecke  N 
zwischen  den  Kanten  A  und  ß  eine  Ku- 
gelfläche,  so  bilden  die  Durchschnitts- 
punkte der  Kanten  mit  der  Kugelfläche 
Spitzen  für  ein  sphärisches  Dreieck,  wel- 
ches entsteht,  wenn  man  diese  Punkte 
durch  gröfste  Kreisbogen  verbindet.  Die  (der  Kantonwinkol  der  Kante  NR 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  sind  die  gegen  die  Seite  c)  d. 
Kantenwinkel,  und  zwar  /»«  =  «,  QR  =  b  ftun  }st  dieser  Neigungswinkel  d  auf 
und  PQ  =  c;  der  normale  Rogen  von  dem  die  Seite  e  nach  dem  Art.  „Körpertri- 
Durchschnittspunkt  R  zwischen  a  und  b  gonometrie,  No.  18,  Formel  III.  ge- 
auf  die  Seite  c  ist  der  Neigungswinkel  geben: 


sin  d  = 


$  III  c 


,/  .  a  +  b  +e  a  + 
1/   ~  -   •  im  

r  2 


b—c    .   a+c-b     .   b  +  c—a 

2—  •••»— ä — H" — § — 


Es  ist  wie  oben  erwiesen  der  Inhalt  des  P.  =  ABC  sine  •  sind. 
Mithin 


V  -»Altnil  -  a  +  i+c       a  +  A-c 

r.  =  2  A  dv  1/  «n  •  #tti  — —  • 

\  2  2 


.  <i-fr  —  &  .  />•(•-,; 
«IM       —~     •  t%H  

2  2 


10.  Rei  gegebenen  Kanten  und  Win- 
keln eines  P.  die  Figur  und  den  Flächen- 
inhalt eines  Diagonalschnitts  zu  bestim- 
men. 

Es  sei  ACFB  der  zu  berechnende  Durch- 
schnitt, gdh  ein  aus  A  beschriebenes  sphä- 
risches Dreieck ,  hk  ein  Rogen  von  der 
Spitze  A  nach  dem  Durchschnittspunkt  k 
des  Rogens  dg  mit  der  Diagonale.  Ist 
nun  die  Kante  AB  =  a,  die  Kanto  AI) 
-  A,  die  Kante  All  =  r ;  ^  BAD  =  «, 
ZBAII  =  ß,  ^DAII  =  y,  mi  hat  man  in 
dem  geradlinigen  Dreieck  /if/J 

die  Diagonale  .-1C  =  j  '^-{-b*-^  2ab  cosa  (1) 
Da  nun  AC :  DC  =  sin  ABC :  sin  DAC 


cos  £*/A 


so  ist  «in  JMC  =  sin  dk  =      «"  =  

AC  iV-f- Al  +  2aÄ  cos  « 

Nun  ist  in  dem  sphärischen  Dreieck  dgh  nach  No.  10 
_  cos  ß  —  cos  a  •  cos  y 
sin  n  •  sin  y 

und  in  dem  sphärischen  Dreieck  dhk  nach  No.  11 

cos  kk  =  cos  dk  •  rot  dk  \  sin  dk  •  sin  dk  •  cos  hdk 

du                   it                      ....     ,i    fos  ß  —  ro*  a  •  ro*  v 
.  n.  ro*  An  =  ros  y  •  cos  dk  +  sin  y  •  sin  oft  •  -  -    .       —  - 

sin  u  •  stn  y 

..  ,  cos  ß  ~  cos  a  •  cos  y 

—  cos  y  •  cos  dk  -f  stn  dk  - 

«in  « 

Aus  Gleichung  2  hat  man 

16* 


(2) 
(3) 


(4) 
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co*««/A  =  l-«in3rfA  =  l 


a"  tin  J« 


+        2a&  ce*r< 
_  atco**tt  +  bt±2a6coiia  _     (b  +  g  co*  «)* 

a»+  A»  +  2a«  co*  «     =  «»  +  b7  +  20*0077« 

woraus       co*,fA=:  *+«co»a  

-f  AJ  +  2ao  cot  a 

Diese  Werthe  yon  «tu  dk  und  co*  rfA  in  Formel  4  substituirt  gibt 

6  +  a  co*  rt  a  (cot  ß  —  ro*  «  co*  y) 

t  AA  =  co*  )•  •   + 


(5) 


|/as  +  o«  +  2aA  co*  a     |/aJ  +  oJ  +  2  a&  co»  « 

..  „  t  a  cot  ß     £  co*  y 

ro*  AA  =  co*  CAH  =  - ---  (6) 

J  a'  +  Aa  +  2o6co*« 

Hieraus  erhält  man  nun 

tin  AA  =  «in  CAH  =  V  ^  $i*  ^  +  *'  "*  V  +  2  fl&      «  -  wg. « <w_y)l  (?) 

,V  +  o»  +  2o*  co*  o 

womit  also  der  Winkel  zwischen  einer  Seitenkante  und  der  Diagonale  der  Grund- 
fläche gefunden  ist. 

Der  Fiächeuinbalt  des  Diagonalschnitts  ACFH  -  J  ist  also  =  AC  x  AH  x  tin  CAH. 
Nun  ist  AH  =  c,  AC  -  \  V  +  A«  +  2aA  co*  a,  mithin  ist 

J  =  c  •  V[a*  «in  V  +  6*  «in  *y  +  2aA  (cot  a  —  cotß-  cot ; )]  (8) 

11.  Aus  den  gegebenen'Winkeln,  den  Bogen  auf  einander  normal  stehen, 
welche  die  drei  Kanten  eines  P.  die  eben  genannten  Winkel  als  Neigungs- 
mit  einander  bi  lden,  die  Neigungs-  winkel  der  Flächen.  Es  sind  also  in  dem 
winke!  dessen  Seitenflächen  zu  sphärischen  Dreieck  die  Seiten  a,  ß,  y 
finden.  gegeben  uud  man  hat  nach  dem  Art. 

Verfährt  man  wie  No.  10,  so  hat  man  , Körpertrigonometrie",  No. 10,  For- 
in dem  sphärischen  Dreieck,  weil  die  die  inel  I,  pag.  41 , 
Winkel  «rfA,  rf«A  und  dkg  repräsentiren- 


den  Neigungswinkel  dhg  zwischen  den  Seitenflächen  AE  und  BH 

,in  Ja  =  l/""  *("  +  £-?)•  rinj  («  +J^-  ß) 
1      '  sin  /J .  «in  y 

den  Neigungswinkel  d9h  zwischen  den  Seitenflächen  BD  uud  BH 

*in  m  =  i/<<"*tf^7y)";Mtf+y-«') 

'  «in  a  •  «in  y 

den  Neigungswinkel  gdh  zwischen  den  Seitenflächen  BD  und  AE 

«in  ic  =  l/""       4-  «  -  ß) .  «in  j     +  o) 
'  «ina.«in/J 

12.  Bei  gegebenen  Kanten  und  ACF:  cot  ACF-  -  cot  CAH,  daher 
Winkeln  eines  P    die  Diagonale  C*Y»=  ^#**-MC*  -  2^11  •  *C .  co«  (MW 
des  P.  und  den  Neigungswinkel  i«.iB,Iirtll)iI,  „au 
des   Diagonalschnitts   gegen   die  AP    AH  *  A0  +  ^ '  AC '  co$  CAH ' 
Grundfläche  zu  bestimmen.  die  Werthe  von  AC  ans  Gleichung  1  und 

Ziehe  die  Diagonalen  AF,  CHt  so  ist  cot  C AU  aus  Gleichung  4  No.  10  genom- 
in den  geradlinigen  Dreiecken  ACH  und  me»  (AH  =  R»M 

C^!i  =,U/«>xu±o «a  \  —  o-  .       ,  n  .  n-L~- :~     o  co» ß  +  b  cot  Y 


A jJ  *  c*  +  («'  +  4»  +  2  o6  co«  «)  *  2c  .  V'a»+  6«+  2a6co«  « • 
AP  )      m  l/o,+  A«  +  2«4co*« 

=  aa  +  o»  +  c1  +  2«6  co»  «  ^  2ac  co*  /?  *  2Ac  co*  y 

Den  Neiguugswinkel  dAA  zwischen  den  aus  dem  sphärischen  Dreieck  o*AA  und  es 
Ebenen  ACHF  und  ABCD  erhält  man  ist  bei  gegebenem  _dh=  _DAH  =  y, 
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Z*«  =  Z  HAF  und  /_dk  =  /_ÜAC  gleich  zweien  Rechten,  sämmtliche  4  Win- 

_  ro<  </A  -  co/     •  co«  <M  kel  zusammen  also  =  4  Rechten. 

sin  A«  •  «in  <fA  Aus  diesen  Gründen  können  P.  ihrer 

Nun  ist  dh-  y,  cot  hk  siehe  Gleichung  Form  nach  auf  zweierlei  Weise  verschie- 

6,  »in  hk  siebe  Gleichung  7  und  cot  hk  den  sein. 

s.  Gleichung  6,  No.  10.  i.  [Es  können  die  4  Seiten  entweder 

13.  Der  Art.  „Maximum  und  Mini-  alle  gleich  oder  ungleich  sein,  und  3.  Es 

in  um*  enthält  in  No.  8,  10,  12,  14  die  können  alle  Winkel  entweder  alle  gleich 

Nachwebe  über  die  kleinsten  Oberflachen  oder  ungleich ,  d.  h.  rechte  oder  schiefe 

der  P.  und  in  No.  9,  11,  13,  16,  16,  17  Winkel  sein.    Man   hat  demnach  vier- 

über  die  gröfsten  körperlichen  Inhalte  erlei  P.: 

derselben.  1.  p.  m\i  lauter  gleichen  Seiten  und 

ParallelepipedamderKräfte,s.,Kräfte  l*«t<*  gleichen  (rechten)  Winkeln, 

im  Gleichgewicht",  No.  27,  pag%  66.  2.  P.  mit  lauter  gleichen  Seiten  und 

Parallelflächig,  (Kryst),  im  Gegensatz  «gMf*«  ("liefen)  Winktln. 

von  geneigtflächig,   sind  Krystalle  3.  P.  mit  ungleichen  Seiten  und  lauter 

der  homoedrisehen  Form,  bei  welchen  die  gleichen  (rechten)  Winkeln, 

parallelen  Flächen  durch  die  Vergröfse-  4.  P.  mit  ungleichen  Seiten  und  nn- 

rung  der  abwechselnden  Flächen  gruppen  gleichen  (schiefen)  Winkeln, 

zum  Theil  geblieben,  während  sie  bei  den  Das  erstgenannte  P.  eine  reguläre  Fi- 

geneigt flächigen  verloren  gegangen  sind,  gnr,  ist  das  Quadrat 

Parallelkreise  sind  Kreise  auf  einer  Das  zweite  P.  der  Rhombus,  die 

Kogeloberfläche,  die  mit  einander  parallel  Raute. 

laufen.  Besonders  nennt  man  solche  Kreise  dm  dritte  P.  das  Oblongum,  Ree- 

P.,  die  auf  der  hohlen  Himmelskugel  und  tangnlum,  Rechteck, 

den  Weltkörpern,  so  auch  auf  der  Erde,  DajJ  ^  d„  Rhomboid>  die  ling. 

mit  dem  Aenuator,  der  immer  der  gTofste  1;. na,,ta 

der  Parallelkreise  ist,  parallel  laufen.  Die  ,,  M 

P.  an  der  Himmel.kugel  sind  die  astro-  Eukhd  hat  den  allgemeinen  Namen  : 

nomischen,  die  auf  der  Erde  die  geo-  Parallelogramm  nicht.   Nor  die  Tier 

graphischen  P.  Alle  unter  demselben  einzelnen  genannten  P.  und  er  setzt  sie 

P.  liegenden  Orte  haben  einerlei  geogra-  "b™  "Anfang  unter  die  Erklärungen 

phische  Breite.    Die  P.  werden  um  so  Angabe  ihrer  Eigenschaften, 

kleiner,  je  näher  sie  den  Polen  kommen  Erklärung  30  lautet:  Unter  den  vier- 

und  verhalten  sich  in  ihren  Längen  wie  seitigen  Figuren  heilst  diejenige  ein  Qua- 

die  Cosinusse  der  geographischen  Breiten,  drat,  welche  gleichseitig  nnd  rechtwink- 

Jeder  P.  wird  in  360  Grade  getheilt,  die  lig  ist,  ohne  also  vorher  nachzuweisen, 

(trade  der  P.  nehmen  also  ebenfalls  in  dafs  beide  Eigenschaften  möglich  ^  sind, 

dem  Verhältnifs  der  Cosinusse  ihrer  geo-  Dieselben  Kehler  finden  auch  bei  den 

graphischen  Breiten  ab.  drei  folgenden  Erklärungen  von  Oblon- 

D.„.ii*m„    .             r,  ■  •          .  gum,  Rhombus  und  Rhomboid  statt,  und 

ParalleUineal  »t  ein  Zeichuouinstru-  %  £  dieg  um  80  anffalionder,  da  er  erst 

ment,  mit  welchem  m«  parallele  Linien  dje  Erkli        von  Parallel  die  35te 

auf  dem  Papier  zieht.  Es  besteht  aus  zwei  ;    liftt     fte     -t      Kinföhrung  des 

genau  ^arbeiteten ^  neben  einander  geleg-  Ausdrnckj    Parallelogramm,  iuerst 

en Linealen  und  i>t  mit  z«ei  imralleh).i  um  ß    h  ,  Sa'(7  4,    ist  wohl  von  dem  Ueber- 

thn  Befestigungsdorna ,  tahbaren  Metall-  se       '  chehen\ 

bandern  zusammongefugt ,  an  »eichen  die      i>„,„R„i„  „rt„  ;„,iÄ»  n;„ 

Lineale  leicht  in  der  Röthigen  Entfer-  I  ^nelogramme  werden  von  jeder  Dia- 

.    *,     "   v  L     K  1j ""w«.  ^nale  m  2  congruente  Dreiecke  getheilt, 

nnng  auseinander  geschoben  werden.  «  Iq  ^k^^  p.  sind  beideK  Diapo_ 

Parallelogramm  ist  ein  Viereck,  in  nalen  einander  gleich,  in  schiefwinkligen 

welchem  die  gegenüberliegenden  Seiten  ungleich. 

parallel  sind.  Die  P.  sind  dieser  Erklä-  Nimmt  man  eine  Seite  eines  P.  zur 
rung  zufolge  Vierecke  mit  Seiten  als  Pa-  Grundlinie,  so  heilst  die  zwischen  ihr 
rallelcn  zwischen  Parallelen;  demnach  und  der  gegenüberliegenden  Seite  gezo- 
sind  je  2  gegenüberliegende  Seiten  und  gene  Normale  die  Höne  des  P. 
je  2  gegenüberliegende  Winkel  einander  P.  von  gleichen  Grundlinien  und  Hö- 
gleich, hen  sind  einander  gleich. 

Ferner  sind  je  2  an  einer  der  Seiten  Der  Inhalt  eines  P  ist  gleich  dem  Pro- 
liegende   Winkel    zusammengenommen  duet:  Grundlinie  mal  Höne. 
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Parameter. 


Die  Summe  der  Quadrate  beider  Dia- 
onalen  ist  gleich  der  Summe  der  Qua- 
rate  der  vier  Seiten. 


Fig.  881. 


f 

D 

4 

£  A 

B 

Also 

AC*  +  BD'=AB3  +  CD*  +  AD*+BC< 
Denn  es  ist 

BD1  =  DE*  +  BF?  -  A D*  -  AE'  +  BF? 
AC*=CF,+AF>  =  BW-BFi  +  AF3 

Addirt  gibt 
AC*+  BD* = A  ßa+  BC*  ~2A  E?+  (AB+AE)1 
+  (AB-AFy  =  AD*  +  BC*+AB*  +  CD* 

In  dem  Art.  „Constructionen  aus 
der  Elementargeom etrie"  sind  der 
Reihenfolge  nach  folgende  Zeichnenauf- 
gaben gelöst  pag.  67  u.  f.: 

1.  No.  71.  Dasselbe  Quadrat  im  Halb- 
kreise in  ein  Rectangel  im  Halbkreise  zu 
verwandeln. 

2.  No.  72.  In  einen  Kreis  ein  Rectan- 
gel zu  beschreiben,  dessen  anliegende 
Seiten  wie  n  i  m  sieb  verhalten. 

3.  No.  85.  Eine  gegebene  gerade  Linie 
um  ein  Stück  zu  verlängern,  dafs  das 
Rechteck  zwischen  der  ganzen  verlänger- 
ten Linie  und  dem  Verlängerungsstuck 
einem  gegebenen  Quadrat  gleich  werde. 

4.  No.  8G.  Eine  gegebene  gerade  Linie 
in  2  Theile  zu  theilen,  so  dafs  das  Qua- 
drat des  einen  Theils  gleich  wird  dem 
Rectangel  zwischen  dem  anderen  Theil 
und  einer  zweiten  gegebenen  geraden 
Linie. 

5.  No.  87.  Eine  gegebene  gerade  Linie 
so  zu  schneiden,  dafs  das  unter  der  gan- 
zen und  einem  der  beiden  Abschnitte 
enthaltene  Rectangel  dem  Quadrat  des 
übrigen  Abschnitts  gleich  sei  (Euklid  II,  11). 

6.  No.  99.  Ein  Parallelogramm  in  ein 
Rechteck  zu  verwandeln. 

7.  No.  100.  Ein  Parallelogramm  in 
ein  anderes  P.  mit  denselben  Winkeln 
nnd  einer  gegebenen  Seite  zu  verwan- 
deln. 

8.  No.  101.  Ein  Parallelogramm  in  ein 
Dreieck  zu  verwandeln. 


9.  No.  102.  Ein  Rechteck  in  ein  Qua- 
drat zu  verwandeln. 

10.  So.  133.  Ein  Parallelogramm  gleich 
der  Hälfte  eines  gegebenen  Vierecks  zn 
zeichnen. 

Parallelogramm  der  Geschwindigkei- 
ten, s.  u.  „Mittelgeschwindigkeit. " 

Parallelogramm  der  Hyperbel  ist  das 

Rectangel,  dessen  eine  Seite  eine  vom 
Mittelpunkt  der  Hyperbel  ab  auf  einer 
Asymptote  gemessene  beliebige  Länge 
und  dessen  zweite  Seite  die  von  diesem 
genommenen  zweiten  Punkt  der  Asymp- 
tote parallel  der  anderen  Asymptote  bis 
zum  nächsten  Hyperbelzweig  gezogene 
gerade  Linie  ist. 

In  dem  Art.  „Hyperbel",  pag.  265, 
Fig.  718  ist  JH  der  Mittelpunkt  beider 
zusammengehörigen  Hyperbeln,  von  de- 
nen die  eine  (JDEF  gezeichnet  ist  ML, 
MX  sind  die  beiden  Asymptoten.  Die 
eine  Seite  des  P.  ist  MV,  die  zweite  ist 
die  mit  MX  parallele  VD  nnd  das  ge- 
zeichnete P.  der  Hyperbel  ist  MVy.  VD. 

In  No.  18  desselben  Art.  pag.  270  ist 
nachgewiesen,  dafs  jedes  dieser  P.  einen 
constanten  Werth  hat,  wo  e  die 

Excentricität  =  i  ö»+c"  =  \'  M  E*+NE>. 
|e*  heifst  die  Potenz  der  Hyperbel. 

Parallelogramm  der  Kräfte,  s.  u. 

„Kräfte  im  Gleichgewicht",  No.  11, 
pag.  60. 

ParallelOgraph  ist  eiu  Instrument,  nm 
auf  dem  Papier  Parallelen  zu  zeichnen. 

Paralleltrapez  oder  Trapez  ist  ein 
Viereck  mit  zwei  parallelen  Seiten,  die 
beiden  anderen  gegenüberliegenden  Sei- 
ten  sind  nicht  parallel.  Der  Flächenin- 
halt desselben  ist,  wenn  die  Höhe  zwi- 
schen beiden  mit  A,  die  parallelen  Seiten 

mit  a,  A  bezeichnet  werden  =        "  *• 

Parameter  sind  constante  Gröfsen,  die 
sich  auf  die  Durchmesser,  zunächst  auf 
die  Axen  der  Kegelschnitte  beziehen. 
Die  Parabel  hat  nur  eine  Axe,  daher 
nur  einen  P.  y*  =  Ax.  x  die  Abscisse, 
vom  Scheitel  aus  genommen,  ist  eine 
Länge,  ein  Theil  der  Axe,  y  die  recht- 
winklige Ordinate  und  der  Parameter  A 
also  die  dritte  Proportionale  zwischen 
beiden. 

Ellipse  und  Hyperbeln  haben  zwei  Axen, 
also  auch  zwei  P. 

Die  Gleichung  für  die  Ellipse  ist  y'J 
-  Ax  —  Bx7;  die  Parameter  A  und  B  be- 
stimmen die  Gröfsen  der  Axen:  die  eine 
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A    A.        ..    A  ,  „   nung*,  No.  3,  pag.  439  und  unter  „Di- 

Axe  ist  B>  die  »weite  ^.„Ellipse",  Tisi^D«?  pag.  317. 

v«  «  ist  ß  >  1  so  ist  -    die     Partlalmaltipllcation .  P.  mnltiplicaii- 

No.6,  pag  42).  Ist  B^l,  so  ist  y  ß  die  ^   p  maltip»[icator  |  p..product   s.  0. 

/4    ..   , .  .      .  »    ,        „Buchstabenrechnung- und  „Mul  - 

grufse,      die  kleine  Axe;  ist  B<  1,  so  fiplicator pag.  438. 

ist  A  die  grofoe,  ^  die  kleine  Axe.    Partielle  Differenz^  TOB  Ijntionra. 

B  \  B  Wenn  man  in  einer  Function  U  die  Ver- 

Bezeichnet  man  die  eine  Axe  (wie  „El-  änderlicben  x,  y,  «...  derselben,  jede  um 
lipse"  pag.  43)  mit  2a,  die  andere  mit  eine  kleine  Gröfse  A*,  Ay,  A*  wachsen 
2c,  so  ist  läfet,  die  neue  Function  bildet,  und  zieht 

.  _  2c«      ,  _  _  c*  die  erstere  von  der  zweiten  ab,  so  erhält 

a  "  a'1  man  die  Differenz  beider  Functionen,  die 

Die  Gleichung  für  die  Hyperbel  ist  von  denselben  Veränderlichen  abhängt. 
yi  =  Ax+Bx\    Auch  hier  ist  die  eine      ltes  Beispiel. 

Axe  =4,  die  zweite  ^.„Hy per-  U  +  *U  =  ?t?fL*)+>(g  + *9) 

bei',  No.  3,  Formel  16,  17,  pag.  262)  woraQ8  Af=«A*+*Ay 

und  es  ist  2te8  Beispiel. 

j  =  2c    ß  =  -f.  (/  =  ax*  +  6y» 

«  '       flS  also    1/+ A   =       A*)'-r*(y  +  Ay)' 

Partialditlsion,  Partialdividend,  Par-  Die  Klammern  aufgelöst  und  abgezo- 

tialqnotient,  s.u.  „Buchstabenrech-  gen  gibt 

A«/  =  (2«x+aA-r)Ax  +  (36y'  +  36yAy  +  *Ay')Ay 

Die  aus  beiden  Gliedern  bestehende  allein  veränderlich  und  y  constant,  die 

Differenz  heifst  die  Totaldifferenz  oder  zweite  D.  diejenige  D.,  wenn  y  allein 

die  vollständige  D.,  jedes  der  beiden  veränderlich  und  x  constant  betrachtet 

Glieder  ist  eine  partielle  Differenz,  wird. 
Die  erste  D.  ist  diejenige  D.,  wenn  x 

3tes  Beispiel. 

U=x*  +  axy+? 

U  +  A  V  =  (x  +  a  *)*  +  « (*  +  A  *)  (y  +  A  y)  +  (y  +  A  y)3 
und         A</  =  (2x  +  Ax  +  ay)A*  +  (*r  +  2y  +  Ay)Ay  +  «A*  -Ay 

Diese  partielle  D.  hat  noch  ein  drittes  Gliedes,  wenn  man  darin  x  allein  varia- 
Glied,  welches  das  Prodnct  beider*  Zu-  bei  und  y  constant  setzt.  Es  ist  mithin 
wachse  zum  Factor  hat,  und  dieser  Fall  die  Formel  mit  dreien  Gliedern  die  all- 
tritt jedesmal  ein,  wenn  in  der  Function  gemein  göltige;  denn  man  sieht,  dafs  in 
zwei  und  mehrere  Veränderliche  ein  Pro-  den  beiden  ersten  Beispielen  das  Glied 
duet  bilden.  Dieses  dritte  Glied  ist  die  mit  A**Ay-0  werden  mufs,  weil  in 
partielle  D.  des  ersten  Gliedes,  wenn  man  jeder  das  erste  Glied  kein  y  und  das 
darin  allein  y  variabel  und  *  constant  zweite  kein  x  enthält, 
setzt,  oder  die  partielle  D.  des  zweiten 

4tes  Beispiel. 

V  =  y*x  -f  yx3  +  «x3 

V  +  A   =  (y  +  Ay)'(-r  +  A-0  +  (y  +  Ay)  (x  +  A*)'  +  « (x  +  A*)a 
hieraus      A  U  -  (y3  -f  2yx  4  y  A*  +  3öx'  +  3ax  Ax  +  «  A^A* 

+  (2yx  +  xAy  +  x»)Ay  +  (2y  +  Ay  +  2x  +  A')A*-Ay 

*     «  1    tr     *  Nimmt  man  die  Differenz  auf  die  blofs 

5tes  Beispiel.    V  =  —  Variabele  x,  so  erhält  man 

»    bt  1  a  17   •r+A*    *    yA*-*Ay     r,  .  yA*  Ax 

also  U  4  Aw  =  =    ,  .      *     Das  erste  Glied         =  — 

y+Ay    y     y(y+Ay)  y*  y 
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Die  Differenz  auf  die  blofs  Variabele  renzial  dem  Totaldifferenxial ,  »o  bildet 

y  genommen,  die  partielle  Differentialgleichung  den  Ge- 

das   weite  Glied        -^Ay  gensatz  von  Totaldifferenzialgleichung. 

y  (y  +  Ay)  Man  ersieht  übrigens  ans  dem  vorste- 

ünd  wenn  man  das  erste  Glied  auf  y  benden  Art.  daJs   partielle  Differenzen 

oder  das  zweite  auf*  sich  ändern  läfst,  gegen  die  vollkommenen  Differenzen  in 

das  dritte  Glied  demselben  \  erbaltnifs  stehen,  wie  es  bei 


_Aj*_    Af  _      AJ  •  A  y 


den  Differenzialen  der  Fall  ist. 


y  +  Ay     y~  ~  ~  y  Lj  +  A  y)  e-ne  Differenzialgleichung  gegeben, 

in  welcher  mehr  als  zwei  Veränderliche 
(x+A*)Ay       *Ay  A**Ay      vorkommen,  die  alle  eine  Beziehung,  eine 


,  ,  .  .  -f  ~. —  /  ,  - -  ;      gegenseitige  Abhängigkeit   zu  einander 

yfc+Ay)     y(y+Ay)       y(y  + Ay)     gaf)tM1>  un8d  maQ  dirferenzirt  in  Beziehung 


AZ  =  AAr  +  ÄAy  so  entsteht  eine  Total-Differenzial- 

wo  AAx  und  ÄAy  die  partiellen  Diffe-  gleichung.   Differenzirt  man  aber  nur 

renzen  von  AZ,  entere  auf  x,  letztere  eine  einzige  der  übrigen  Veränderlichen 

auf  y  allein  und  A  und  B  Functionen  als  veränderlich,  die  anderen  Veränderli- 

von  *  und  y  sind.  Ist  ferner  die  par-  chen  dagegen  als  constant  angesehen,  so 
tielle  Differenz  von  A  in  Beziehung  auf  entsteht  eine  partielle  Differenxial- 
y  =  pAy>  die  von  B  in  Beziehung  auf  gleichung. 

f  =  ?A*.  »o  bat  man  die  partiellen  Dif-  Es  sei  z.  B.  gegeben  die  Differenzial- 

ferenzengleichungen  gleichung 

A^  =  pAy  "            ASx  +  BSy=Cbi 

Aß  =  fl*  A*  so  sind  folgende  sechs  Gleichungen  T  o  - 

und  wenn  blols  A  veränderlich  und  B  tal-D.-Gleichungen: 

constant  genommen  wird:  a      C  8s 

AZ  =  M  +  Ai*)A*+ÄAy              (l)  !*    9x +  T =     ' är 

=  M+pAy)A*  +  ÄAy  ö»_  a     b  öy 

=  ^A*  +  ÄAy+pA*,Ay         (2)  2>  dx_"c+"c'9x 

8etzt  man  (statt  1)  A  constant  und  B  9x     z?      C    9  s 

veränderlich,  also  3.    g-  +  -j-  =  • 

und  verfährt  wie  so  eben ,  so  erhalt  man  4.    ^-  =  —  ~t-q  *  q~ 

AZ  =  ^*  +  «A»  +  ,.Ar.A»       (3)  8»         8  / 

Es  geht  also  hervor,  dafs  die  auf  x  5.    ä»  +  ~T  *  ä~  =  ~i 

und  y  von  A  und  Ä  genommenen  Par-  "  » 

tial-Differenzen  p  und  q  einander  gleich  R     oy     A    öx _  C 

sind.  b>    9*  +  "ß  9*~T 

Partielle  Dlfferenrlalglelchungea.  Der  Die  folgenden  sechs  Gleichungen,  in 
Begriff  von  Partiellem  Differonzial  ist  in  welchen  jedesmal  eine  dritte  der  Verän- 
dern Art.  .Differenzial",  No. 46,  pag.  deriichen  constant  gesetzt  ist,  sind  par- 
273  angegeben.   So  wie  partielles  Diffe-  tielle  D.-Gleichungen. 

1     8*-         A.        O  A.        O     ÖX-  B 

U  Sx"~    ~By     *'  8x"  C  '    J>  9y~"  il 

9*     B         _  9*  C      Ä  9y  C 
4'9y=  C;       6"  Ö»=T;     6-  8»  =  "fi 

2.  Eine  Function  von  einer  einzigen  deriichen:  F(x, y);  f(x,y, »);  <jr(x,y, », *) 

Veränderlichen  wird  allgemein  bezeichnet :  u.  s.  w. 

F(x);  /*(x):  y  (x),  wo  x  die  einsige  Ur-  Die   Differenzialquotienten  der 

veränderliche  ist  und  die  also  keine  par*  Functionen  werden  bezeichnet: 

tiellen  D.-Gleichungen  znläfst.  von  F(x)  mit  F'(x);  von  <i  (x)  mit  qp'(x); 

Eine  Function  von  mehreren  Verän-  von  f(xty)  mit  /*(*,y). 
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Die  Totaldifferenziale  der  Fnnc-  /9*\    /9»\  /9*\ 

tionen  werden  bezeichnet  (qJ;  (^J;  [^J 

von   F(x)  mit  öxF'(jr)  ;  von  <jx  mit  Die  Partialdifferenzi'ale  der  Function  einer 

öxa  (.r);  von  f(x,y)  mit  Qxf(.ciy)  und  Function,  z.  B.  vou  5  werden  bezeichnet 

oy  [  (f ,  y) ,  je  nachdem  x  oder  y  als  Ur-  /9  s\  Q     /  8  *\  _      /  9  s\ 

veränderliche  gilt.  9jr;  (g-j8,?  (^)Bu 

Die  Partialdifferenzialquotien-  Die  Partial-Differenziale  einer  Function 
ten  einer  Function  z.  B.  von  »  werden  von  mehreren  Veränderlichen  werden  be- 
bezeichnet: zeichnet 

(^)9li(f^)9y;(^))0>) 

je  nachdem  *,  y,  *  als  Urveränderliche  ziale  sind,  nicht  aufzuheben.   Die  einge- 

angesehen  wird.  klammerten  Oröfseu  sind  einzige  untrenn- 

Die  eingeklammerten  Quotienten  be-  hare  Gröfsen. 
deuten  Functionen  von  y,  x,  «,  »,  die      Das    vollständige  Differenzial 

Nenner  derselben  sind  also  mit  den  gleich  einer  Function  z.  B.  «  wird  allgemein 

bezeichneten  Factoren,  welches  Differen-  geschrieben 

einem  einzigen  Ghede  des  Total-Differen-         aBy  a    .    ,„  - 

zials  bestehen  9Z  =  mr*       9«,- +  *  9* 

/8ti\ft     /9«\Q     ,9«\ft  Hierzu  Gleichung  3 

(äy/  y;  ldijÖJr;  V9~Jöi;  Dz  =  il  B*  +  Buü*  +  Bx  9« 

3.  Es  sei  Z  eine  gleichartige  Function  w<>rans  m»  ^p"*-  9*  +  *m  9© 

von  x  und  y,  d.  h.  die  Summe  der  Ex-  =  ^4  9.r  +  Äm  9.r  +  Ar  9« 

ponenten  von  x  und  y  haben  in  allen  Da  a^er  n*er  nnr  von  Partial-Differen- 

Gliedern  dieselbe  Dimension  m.    Ist  nun  «alen  die  Rede  ist,  so  fallen  die  Diffe- 

gegeben  renziale  auf  andere  Veränderliche  als  Ur- 

9Z  =  /l  hx  +  Ä  9y              (1)  variabele  enthaltende  Glieder,  also  xm  9c 

so  läfet  sich  beweisen,  dafs  nnd  Bxt)u  ™s>  nnd  man  hat 

mZ  =  Ax+  By  me  **"  1  9x  =  A  öx  +  ßw  9* 

Setzt  man  nämlich  y-uxy  wo  «  eine  Für  den  Werth  von  vxm  den  Werth 

von  y  abhängige  veränderliche  Gröfse  ist,  z  gesetzt  und  mit  9j  dividirt,  gibt 

so  hat  man  mg 

9y  =  «9*  +  *9M               (2)  —  =^  +  äii 

und  aus  Gleichung  1  woraus  erwiesen 

9Z  =  A  9*  +  Bu  9*  +      9«      (3)  mZ  =  Ax  +  Bux  =      +  By  (A) 

Es  ist  mithin  Z  allein  abhängig  von  Beispiel. 

x  dargestellt  und  man  kann  Z  als  ein  Gegeben  Z  =  y* +  *' 

Product  ex*"  betrachten ,  in  welchem  v  y  -  x 

nur  von  y  oder  von  m  abhängig  ist.  Aus  Man  erhält  das  Differenzial 

a  7  _  (y  -  *)  (V  9y  +  3*«  9x)  -  (y»  +  g»)  (9y  -  8*) 

(y^ 

Dieses  Differenzial  in  Beziehung  auf  x  genommen,  also  y  als  constant  betrach- 
tet, gibt 

öz  =  <y-.Q*3.r»0x-(y» +  Bx)  _  -2*»+3.r»y  +  y»  . 


Digitized  by  Google 


Partielle  Differenzialgleichungen.  250  Partielle 

ft_  (y-x)3y'  By-Cy'  +  x^^y'-Jfe'x-x»^ 
*Z  =  (y"^x)>  "         (9  -  *)*  * 

Also  mit  9x  und  8y  dividirt  bZ  =  ß  =  2-£-~^&-  ~-  J- 

9Z  .    -2*M-3**y  +  y»  Oy               (jf  *)" 

-         =  - — /„"T^vj   Nun  i*  mit  x,  B  mit  y  multiphcirt, 

t,x               {y  "  '  beido  Producte  addirt  geben 

*ttf-T*)-2xy  dr  -  **)  =   ,  .     -    2  (y* -*»)(»-*)  =  2  »8±^!  =  2Z 

(y-j-y       "  'u     ;        y-*  v* 

Da  nun  in  der  gegebenen  Gleichung      2.  Beispiel, 
der  Zähler  drei,  der  Nenner  eine  Di-      r-p^ben  Z  =      _       (also  m  =  -  1) 
mension  hat,  so  ist  m  =  2  und  das  Re-         »  l'x8-f  ya 

snltat  stimmend.  .  ,x9x+yöy 

Man  erhält  das  Differeuzial 


(x'+y5)* 


OZ            -x         ,  OZ  -y 
Also     =-  =  A  =  -  r  und  k-  =  Ä  = 


folglich        4x  +  Äy  =  -  =  -  -===  =  m  Z  =  -  Z 

(x'  +  y3)*  V**+!/2 

4.  Ea  ist  Z  irgend  eine  Function  von  hat  man  folgende  symbolische  Bezeich- 

x  und  v  und  es  sind  folgende  Differen-  nunc  des  SaUes  4.    Es  werden  au*ge- 

zialgleicnungen  gegeben:  drückt: 

9Z  =  /i9x  +  Ä9y  Die  partiellen  Differenzialqnotienten  A 

ZA  =  r  9x  +  p  Oy  ^1           Ä  mit  P  mit 

9Ä  =  o9x  +  «9y  \öx'     QÄ      Vö»'  VOy/ 

so  ist  in  allen  Fällen  p  =  q  und  q  mit  ^— j. 

Dann  legt  man  8aU  3  des  vorigen  Art.  Q  ~z 

zu  Grunde,  nämlich  ^  Ox  mit  (s-lOx;  ÄOy  ,mit  L—  K*y 

Gleichung  l:  V°x/  *a  La 

AZ  =  ^A*  +  ÄAy  +  pAx.Ay  Der  behauptete  Satz  mit :  ör)=(H 

Gleichung  2:  Vöy/  \9*/ 

AZ  =  il  A*  +  #Ay  +  9  A*  •  Ay  6.  Der  Satz  No.  4  ist  in  sofern  vichtig, 

so  entsteht,  trenn  man  zu  den  Grenz-  weil  man  bei  einer  vorliegenden  Diffe- 

werthen  übergeht  :  renzialgleichung  mit  f >=  q  prüfen  kann, 


OZ  =  ,lÖx  +  tf  Oy  +  pOx-Oy 


ob  dieselbe  reell  ist  oder  nicht,  d.  h.  ob 
sie  aus  einer  vollkommenen  Stammelei - 


ÖZ  =  ,4Öx  +  Äöy+ oöx-öy  chung  abgeiejtet  ist  oder  nicht.  Ver- 

woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  p=q  gleiche  No.  33,  pag.  305  des  Art  „Inte - 
hervorgeht.  gral*,  wo  erwähnt  ist,  dafs  es  Fnnctio 


Beispiel. 
Es  sei  Z  =  x  sin  y  +  y  cos  x 


nen  gibt,  von  welchen  kein  Integral  mög- 
lieh  ist;  ferner  vergleiche  No.  4  des  Art. 
%n  •  t  .Differenzialgleichung",  pag.»  287, 

9Z  = Uco. y  +  co, x) 9y  +  (sin y-ysin x) 9x  «o dasselbe ausführlicher nachgewiesen ist. 

A  -  Min  u  -  M  sin  x  Beispiel.    Gesetzt  es  sei  von  einer 

also      A  -sxny    ysinx  unbekannten  Function  Z  das  auf  x  ge- 

il nd      B  -  x  cos  y  +  co«  x  nommene  Differenzial  A  =  2a  xy  gegeben ; 

0v4_ÖÄ  .  es  ist  mithin  auch  B  unbekannt,  so  bat 

9y  ~  Ox        y  man  die  Gleichung 

Es  ist    r  =  s  =  cosy  ÖZ  =  2a xy 9x  +  Ä«  Oy 

p  =  q  -z  —  »in  x  woraus 
6.  Den  Erläuterungen  No.  2  zu  Folge  Z  =  /2axy  9*  +  /fi9y  =  «yx«+/Ä  •  Oy 
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Pascals  Dreieck. 


Es  konnte  nun  scheinen,  als  wäre  B 
ganz  willkührlicb  zn  nehmen ,  allein  das 
ist  nicht  der  Fall,  es  hat  B  einen  ganz 
bestimmten  Werth,  und  dieser  Umstand 
führt  zu  folgender  wichtigen  Aufgabe: 

7.  Es  sei  Z  eine  Function  zweier  Ver- 
änderlichen x,  y;  da«  partielle  Differen- 
zial  nach  *  sei  A  9x  gegeben,  es  soll 
aus  diesem  das  zweite  partielle  Differen- 
zial  Äftjf,  das  vollständige  Differenzial 
von  Z  und  die  Function  Z  selbst  ge- 
fnnden  werden. 


v  uv  *  •  *  <>A  QB  A 
Nach  No.  5  ist  ft-  =  ?j-  d. 

9y  Ox 


i.  p  =  q 


,  .  BA^  9Äa 

daher  rr-Qx=frdx 
vy  üx 

Nun  ist  aber  |^9x  das  partiello  Dif- 
ferenzial von  B  nach  *  bei  constantem 
y,  und  somit  B  das  Integral  von 

d.  h.  Es  wird  das  Differenzial  von  auf 
die  alleinige  Verändeiliche  y  genommen, 


und  die  daraus  hervorgegangene  Gröfse 
nach  x  integrirt: 

1.  Bei  dem  Beispiel  des  vorigen  Satzes 
ist  A  =  2axy, 

ITieraus 

Es  ist  demnach 
ÖZ  =  2a  xy  9x  +  axs9x 
DA  =  2ay  +  2ax 
BB  -  lax  -f  0 
die  Function 

Z  =/2a  xy  9x  +/ax«  9y  =  «x3y  +  a.t  3y 

2.  Beispiel.   Gegeben  A  =  x. 

Hieraus  B  =         .  9x  =  y .  bx 
J  Öy 

folglich   9Z=x9x  +  y9y 
9^  =  9x  +  0| 
9tf  =  0  +  9y 
Z  =  *x'+*y' 

3tes  Beispiel. 


Es  ist  gegeben  A- 


[  x>  -  2xy 


Mithin  Ä=/^9x=/^^=9x=/^  ^ 
J  Joy\x*-2xy  t/(.r>_2xy)* 


xdy 


Hiera«.  M  .ÖLT  £*£  _ 

V  x-  -  2*y    y  x-  -  2*y 

Man  erhält  9.4  =  9    *~y  _  =  - 


J  xl  -  2  ry 


V'x-  -  2xy        (ar>  _  2xy)*  +  (*«  -  2xy)* 


QB  =  a  


und 


(x»-2xy)*  (x3-2xy)* 

Z  =  /LfLZl^  0x  +  r   9y  =  1  r^-~2x} 

^/  |/xJ  -  2xy       ,/  |x»  -  2xy 


Pascals  Dreieck.  Arithmetisches  Drei- 
eck; eine  Reihe  von  Zahlen  wird  so  ge- 
nannt, weil  man  sie  als  von  Pascal  er- 
funden angenommen  hat,  wiewohl  sie 
schon  früher  dagewesen  ist.  Sie  besteht 
in  der  Untereinanderstellung  der  Bino- 
mial-Coefhcienten  sämmtlicher  Grade  vom 
Oten  Grade  ab,  weshalb  man  auch  die 
Reihen  mit  der  Oten  anfangend  bezeich- 
net. 

Die  Ote  Reihe  enthält  eine,  die  erste 
2  u.  s.  w. ,  die  mte  (m  +  1)  Zahlen.  Die 
Reihen  sind  also  arithmetische  Reihen 
der  Oten,  lten,  2teu  ....  mten  Ordnung. 

Wenn  man  in  joder  verticalen  Reihe 
jode  obere  von  der  zunächst  unteren  ab- 
zieht, so  entsteht  die  links  neben  ste- 


hende verticale  Reihe,  und  auch  die  ver- 
ticalen Zahlen  bilden  Reihen  nach  stei- 
genden Ordnungen:  die  erste  eine  Reibe 
der  Oten  Ordnung,  die  2te  eine  der  ersten, 
die  mte  eine  der  (m  -  l)ten  Ordnung. 

Nach  der  untenstehenden  Reihenbe- 
zeichnung hat  die  Ote  Reihe  die  einzige 
Zahl  1 ;  jede  Reihe  hat  1  zum  ersten 
Gliede,  die  erste  Reihe  2  Zahlen ,  die  2te 
3  Zahlen  ....  die  mte  (m  -f  1)  Zahlen.  Be- 
zeichnet man  die  Zahl  der  Reihe,  (den 
Grad  der  Potenz)  allgemein  mit  n  und 
die  Zahl  des  Gliedes  darin  allgemein  mit 
m,  s<r  hat  man  für  eine  «te!  Reihe 
die  Gröfsen  der  Glieder  der  Reihenfolge 
nach 
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Glieder  1 

Gröfse     l ; 


2  3  4 

1 ; 


2) 


n(n~  l)(*-2) .. ..  (»  —  m  +2) 


1  •  2    '    1  •  2     •     3  1-2-3    ....       m-  1 

Dies  gibt  folgende  Zusammenstellung,  wobei  zugleich  die  Summe  S  angegeben 
ist,  welche  für  jeden  Grad  =  2"  ist. 


Potenz- 
grade. 


Reihe  der  Binomial-Coefficienten. 


Summe. 


0 
1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


1 
1. 

1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
L 
l. 
1. 


1  

2.  1  

3.  3.     1  , 

4.  6.     4.      I  , 

5.  10.    10.     5.     1      .    .   .  . 

6.  15.    20.    15.     6.     1  .    .    .  , 

7.  21.    35.    35.    21.     7.     1  . 
8  28.    56.    70.    56.    28.     8.  1 
9.  36.    84.  126.  126.    84.    36.  9. 

10.  45.  120.  210.  252.  210.  120.  45. 


1  . 
10.  1 


2° 
2« 
2= 
2* 
24 
2» 
26 
27 
2» 
2» 


1 
2 
4 

8 

16 

32 

64 

128 

256 

512 


2'°=  1024 


Passageninstrament,  s.  v.  w.  „Mit- 
tagsfern röhr",  auch  „ D  urchgan gs- 
instrnment"  genannt. 

Pedometer,  ein  Instrument,  welches 
auf  einer  Reise  zu  Wagen  dio  Länge 
des  zurückgelegten  Weges  angibt,  ein 
Schrittzähler  Ton  den  verschiedensten 
Constructionen. 

Pendel.  In  dem  Art.  .Fall  durch 
einen  Kreisbogen",  pag.  72,  ist  die 
Theorie  des  einfachen  Pendels  ausführlich 
vorgetragen,  dessen  Schwingnngszeit  l 
ermittelt  und  mit  Formel  15  ausgedrückt. 

Dieses  einfache  Pendel  besteht  nun  in 
einem  Massenpunkt,  der  an  einer  massen- 
losen unbiegsamen  geraden  Linie  in  der 
Entfernung  r  von  der  Drehaxe  befestigt 
ist. 

Die  Formel  ist  weitläufig.  Wenn  man 
aber  den  Scbwingungsbogen  klein  an- 
nimmt, so  ist  die  Zeit  der  Schwingung 
näherungsweise 


2  r  2g 


es  wird  das  Pendel  von  der  Länge  =  r 
gerade  die  Zeit  t  zu  einer  Schwingung 
gebrauchen. 

Stellt  man  sich  nun  alle  diese  Mis- 
senpunkte in  einer  einzigen  geraden  an- 
biegsamen  massenlosen  Linie  neben  ein-  * 
ander  fest  vereinigt  vor,  so  hat  man  ein 
physisches  Pendel,  und  es  hat  dieses 
die  Eigenschaft,  dafs  die  der  Drehaxe 
näheren  Massenpunkte  in  der  ihrer  Lag« 
entsprechenden  Schwingung  verzögert 
und  die  der  Drehaxe  entfernteren  M35- 
senpunkte  in  der  ihrer  Lage  entsprechen- 
den Schwingnng  beschleunigt  werden. 
Oder  dafs  die  der  Drehaxe  näheren  Punkte 
die  Schwingnng  des  unter  dem  Abstand 
r  befindlichen  Punkt  beschleunigen, 
die  entfernteren  Punkte  sie  verzögern. 

Die  Länge  r  des  einfachen  Pendels, 
welches  mit  dem  physischen  Pendel  gleiche 
Schwingungen  macht,  erhält  man  fol- 
gender Weise. 

Es  sei  C  die  Drehaxe,  G  der  Schwer- 
punkt des  Systems ,  S  der  Schwingungs- 


Die  Schwingungszeit  ist  also  um  so 
gröfser,  je  grofser  der  Abstand  des  Mas- 
senpunkts von  der  Drehaxe  ist. 

Hängt  man  also  eine  grofse  Anzahl 
einfacher  Pendel  neben  einander  auf,  de- 
ren Abstände  des  Massenpunkts  von  der 
Drehaxe  von  der  kleinsten  Länge  bis  zu 
einer  Länge  /  allmählich  gesteigert  sind, 
so  schwingt  der  kürzeste  eine  viel  kür- 
zere, der  längste  eine  viel  längere  Zeit, 
als  die  oben  gedachte  Zeit  t  beträgt,  und 


Fi 


88.'). 


(  s 
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Dankt,  d.  h.  CS  sei  die  Lange  r  des  mit'  lte  Differenzenreihe 

diesem  physischen  Pendel  gleich  schwin-  4  .  7  •  10  •  13 

genden  einfachen  Pendels,  M  das  Volum  0,    nwr  u 

(oder  die  Masse  oder  dai  Gewicht)  des  2te  ^renzenreihe 

Systems.    Es  sei  das  Trägheitsmoment  3  *  3  *  3  

in  Beziehung  auf  den  Schwerpunkt  G  als  Summe  der  ersten  n  Glieder 

Drehaxe  =  TO',  das  Trägheitsmoment  in  S  =  ±  n«  (n  +  1) 

Beziehung  auf  die  Axe  C  als  Drehaxe  pan*fljai,a„A«  u  -  *  i 

=  TO,  der  Abstand  CG  des  Schwerpunkts  «BtedekagOl,  s.  v.  w.  „Funfzelm- 

G  von  der  Axe  C  =  «,  der  Abstand  SG  ' 

=  *,  so  ist  nach  dem  Art.  „Momente  Perikaustika,  ist  eine  von  Jacob  Ber- 

der  Trägheit",  No.  8,  pag.  165  mit  noulli  aus  der  Kaustika  hergeleitete  Linie: 

F>g.  815  In  Fig.  251,  pag.  415,  Bd.  I.  sind  die 

TO  =  TO'  -f  a1 '  M  punktirten  Linien  die  aus  dem  leuchtenden 

Nun  hat  die  durch  das  Moment  TO'  V*nkt,  A  Sendeten  Strahlen  wie  Alt 

auf  den  Schwerpunkt  G  reducirte  Masse  AA  n'  *'  w:>  dio  ausgezogenen  Li- 

M  in  Beziehung  auf  die  Drehaxe  C  den  n,en.  dle  ™n    ,esen  prahlen  «nmckge- 


A,  über  1  hinaus  verlängert  und  diese 
Ferner  bei  Reduction  der  in  8  vereinig-  Verlängerung  dem  zugehörigen  reflectir- 
ten  Masse  *  auf  G  ten  8t*hl  F?eich  mJ[t(  ^  der  End. 

TO'  =  *8  M  punkt  der  über  1  verlängerten  Linie  ein 

bei  Reduction  derselben  aus  G  nach  C     Punkt  der  Perikaustika.  Eben  so  ist  der 
TO  =  «'  M  Endpunkt  des  um  die  Linie  3,  6  verlän- 


Es  ist  also  ro'Jf  =  «(*>+  „*)  ff 


gerten  Strahls  Ax  ein  Punkt  der  P. 


oder                  ra  _  ja  .  aa  Perigeom  ist  bei  der  um  die  Erde  lie- 

,2  genden  Mondbahn  der  der  Erde  nächste 

woraus  die  verlangte  Länge  r=—  +  «  Punkt,  er  liegt  im  Scheitel  der  grofcen 

a  Axe  (s.  „Apogeum"). 

Pendel,  ballistisches,  s.  „Ballisti-  Periheliam  ist  bei  den  Planetenbahnen 

sches  Pendel".  der  der  Sonne  zunächst  liegende  Punkt. 

va~».<wia»  „:.j  «  •  i»  •  Er  lie^  im  Scheitel  der  grofsen  Bahn- 
Pentaeder  wird  nutunter  ein  Prisma  axe  6 

genannt,  welches  gleichseitige  Dreiecke  .          .  A  ,  , 

zu  Grundflächen  hat.  Perimeter  ist  der  Imfang  einer  Figur. 

PeaUgon,  «.  v.  w.  „Fünfeck*.  Periodischer  Decimalbmch  s  Bd.  II, 

^  pag.  249;  Verwandlung  derselben  in  ge- 

Pentagonaliahlen,  fünfeckige  Zah-  meine  Brüche  und  die  4  Species  mit  den- 

len  sind  die  Reihe  von  Zahlen,  deren  selben. 

^iD*  dn  .Füafeck,  ÄU,  ,Grunde  «Jf1  Periodischer  Kettenbruch  ist  ein  sol- 

ZahLeihe  s  aff0na,ZahUn  ^     D,C  Cbfr'            Kennor  periodisch  abwech- 

1  sein,  wie  bei  den  periodischen  Decimal- 

1  .  6  •  12  •  22  •  35  . . . .  4  n  (3n  -  1)  brächen  die  Decimalstellen. 

«TT...           y  =  «4 1  5=«+_L_ 

•■M                          4  +  1  A+J_ 

•  +  ]   c+J_ 

a  (in  inf.)                 6  -f-j   «I  + 1 

a+l_ 

*  (in  inf.)  r  (in  inf.) 

Diese  periodischen  Kettenbrüche  haben  l 
die  merkwürdige  Eigenschaft,  dafs  sie  auf  ^*  B>  x  =  kl- 
eine quadratische  Gleichung  gebracht  wer-  Wa*  dem  zweiten  Gliede  1  des  Nenners 
den  kunuen.  zugefügt  werden  mufr,  nämlich  die  un- 
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endliche  Anzahl  von  —        ist  offenbar  hieraus  —  =0 

<*  +  J_  a 

-x  und  man  hat  und  r  =        f  l/-'  4 

1  2      f  4  a 

\.  *■  =        ,  woraus  jc1  +  oj-  -  1  =  o,  i 

fl+*              ,  3.  *  = 


<i-H   Ax-fir-fl 

A  +  1 

i  c+"jr 


woraus  .r  =  -      -\  1     -  +  i. 


+  L  A+l        nA-f  j  +«Ac+  «  +f 


2.  j  = 

o  -f- 1  woraus 

Ä+^;  («A+ l)**  +  (oAc+«  +  c-A)x-Ac-l  =  0 

also         ^  =  -  abc  *±f}jj>.  +  i//«*  +  «  "  * +       .  rcT ~ 

Periodischer  Monat,  ».  .Astronom!-     Periscii,  Umachattige  sind  die  Bewoh- 

scher  Monat",  No.  3,  pag.  153.  ner  der  kalten  Zone,  weil  dort  zur  Zeit 

Periöci,  s.  v.  w.  „Nebenwohner".  des  Tages,  indem  die  Sonne  einen  Kreis 

Perioptrik,-  Perioptik  ist  der  Theil  um.  si?,  b«£h[«ibt >  ihr  Sonnenschatten 

der  Optik,  welcher  mit  dem  auf  Oberfla-  nach  allen  R,chtail8en  ßUt- 

chen  von  Körpern  fallenden  und  von  den-  Pariscopische  Brillen  sind  solche,  de- 

se Iben  reflectirten  Lichtstrahlen  sich  be-  ren  eines  Glas  für  Kurzsichtige,  das  au- 

sc,,aftl&t-  dere  für  Weitsichtige  eingerichtet  ist,  um 

Peripherie  ist  dem  Worte  nach  das-  den  Nacbtheil  vou  den  Augeu  abzuwen- 

selbe  mit  Perimeter,  dem  Umfang  je-  ^en»  welche  aus  der  Kugelgestalt  der 

der  Figur,  es  bedeutet  aber  ausschlief*-  Gläser  zu  befürchten  ist. 

"CJ  «~n  K»»n«faiig.  PermuUtiOlieil,  Versetzung  von  Ele- 

renpneriewinkel  ist  jeder  Winkel,  den  menten.    Die  Kiemente  abcde  sollen  ia 

zwei  Sehnen  in  einem  Punkt  der  Pen-  geordneter  Reihenfolge  so  verscbi©deuar- 

pbene  mit  einander  bilden.    Der  P.  ist  tig  versetzt  werden,  dafs  die  letzte  edcha 

halb  so  grofs  als  der  mit  ihm  auf  glei-  hervorgebt, 
ehern  Kreisbogen  stehende  Centriwinkel. 

1  Element  a  P.  -  a 

2  Kiemente  a,  AP.  -  ab,  6a 

3  Elemente  a,  A,  c  P  =  abc,  acb,  bar,  bca,  cab,  cba 

4  Elemente  a,  A,  c,  d  P.  =  abcd,  ab  de,  aebd,  aedb,  adbc,  adeb 

baed,  bade,  bcad,  beda,  bdac,  bdea 
cabd,  cadb,  cbad,  ebda,  edab,  cdba 
dabe,  daeb,  dbae,  dbca,  dcab,  deba 

Dieser  Darstellung  zufolge  ist  nun  die  Sind  unter  ti  Elementen  8  gleiche,  so 

Bestimmung  der  Anzahl  von  möglichen  geben  die  »  Elemente  1  •  2  •  3  ...  »  Ver- 

\ersetzungen   sehr  leicht.     Geht   man  Setzungen,  wenn  man  sie  sammtlich  als 

namheh  von  ein  em  Element  nus,  so  hat  ungleich  ansieht,  die  beiden  gleichen  aber 

dieses  nur  eine  Versetzung.    Bei  Hin-  veranlassen,  daß  nur  die  Hälfte  von  den- 

zutntt  eines  zweiten  Elements  hat  jedes  selben  wahrnehmbar  bleibt.    Bei  3  glei- 

lur  sich  diese  eine,  beide  also  2  Ver-  chen  Elementen  bleiben  so  viele  unb? 

Setzungen.    Tritt  nun  ein  drittes  Ele-  merkbar,   als  drei  ungleiche  Elemente 

ment  hinzu,  so  haben  die  Versetzungen  Versetzungen  geben,  also  1«2«3;  es  ist 

von  zwei  Elementen  jedes  einzelne  Ele-  also  uur  der  6te  Theil  der  Versetzungen 

ment  zum  Begleiter  uud  es  entstehen  vou  ungleichen  Elementen  wahrzunehmen 

mithin  3x2  Versetzungen ,  mit  4  Ele-  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  An- 

menten,  also  4x3x2  =  24,  folglich  mit  zahl,  in  welcher  ein  Element  vorhanden 

n  Elementen  ».(n-l)(n -2)....  3«  2.1  ist,  mit  dieser  Zahl  als  Exponent,  «o 

Versetzungen.  schreibt  man  beiden  Elementen  a,  tb,  cec, 
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MM,  «,  c«,  <t*  und  hat  nun  hei  10  Elementen  die  mögliche  Anxahl  der  wahr- 
nehmbaren Versetzungen. 

1  .  2  •  3  •  4  •  5  •  6  •  7  •  8  •  9  •  10 

 — _       — r— T- -.r— .  =  4  •  5  •  7  •  9  . 10  Versetzungen 

1  x  1  •  2  x  1  •  2  •  3  x  1  •  2  •  3  •  4  * 

Allgemein  bei  cr  •     in  Summa  n  Elementen 

,  ,   ,     ,r  1»2«3«4«5  (w  -  2)(n—  1)  n 

die  Anzahl  der  Versetzungen  =  - — — -  ,  -n  „  ,  „   , 

1  •  2  •  3 . . .  /'  x  1  •  2  •  3 . . .  f  x  X  •  2  •  3 . . .  r  x  1  •  2  •  3  . .  * 

Permutiren,  Versetzen,  die  Permu-  nur  durch  eine  äufsere  Kraft  in  Bewe 

tationen  geordnet  darstellen.  £ul,g  und  ciu  in  Bewegung  befindlicher 

D..»j!..ix.     i<i     ii         u    i  Körper  in  Ruhe  gebracht  werden  kann. 

PerpendlCO  ar     lolhrecht,    nach  dem  Uat^inStofii  o«ler  ein  anhaltend«  Druck 

Mittelpunkt  ,{Zhtt  t"!  ^c"chtet;  V  ein  System  von  Körpern  in  Bewegung 
nien,  die  rechte  Winkel  mit  einander  brac^t  s0  kanQ  sie  Sortgenomtnen Ver- 
bilden, sollten  w.nkelrecht  oder  nor-  ^  ^  ^  g    tem  ^  des  Bphjlr_ 

mal  genannt  werden.  rungsstandes  wegen  in  Bewegung. 

Perpendicularmethode.  Dies  ist  in  der  Tjie9  würde  unausbleiblich  in  jedem 

Feldmefskunst  die  Arbeit  bei  Aufnahme  einzelnen  Fall  statt  finden,  wenn  nicht 

von  unregelmäfsig  gekrümmten  Linien,  die  Ursache,  welche  diese  Regel  zu  einer 

gewöhnlich  Grenzlinien  mit  Hülfe  von  Regula  falsi  macht,  in  dem  bewegten 

Abscissen  und  rechtwinkligen  Ordinaten  Körper  selbst  eingegraben  wäre, 

darauf  die  um  so  näher  an  einander  ab-  Wßnn    -   lfch  ejn  R-        .  Berfih. 

gesteckt  werden,  je  krummer  und  unro-  mjt  einem  ruhenden  Körper  ist,  so 

gelmafsiger  die  aufzunehmende  Linie  ist.  hat*er  dw  Be8treben  diesen  {n  djo  Be. 

Die  Abscisse  oder  mehrere  unter  Nei-  w          mit  bioein  Jf|  lieh       da  aber 

gungswinkeln  an    einander  wählt  man  der%w|ite  Körper  in  Ruhe  bleiben  will, 

möglich»,  nahe  der  aufzumessenden  Limo,  wider8tebt  ler  dem  sich  bewcgenden 

dafs  sie  dieselbe  auch  durchschneiden  K-rper>  er  übt  eiQen  Widerstand  gegen 

inn'  ihn  aus,  der  seine  Bewegung  offenbar 

Die   Absteckung  der  Ordinaten,  wie  hemmend  vermindert.    Jeder  nur  einen 

diese  einfache  Arbeit  mit  Kette  und  Stä-  Augenblick  ausgeübte  Widerstand  ver- 

ben  oder  Maafsstäben  geschieht,  ist  in  niindert  die  Kraft,  und  soll  sie  nicht  ver- 

dem  Art.  „  Baculometrie"  mit  Hülfe  nHndert  werden,  so  bedarf  sie  des  Kr- 

von  Fig  159  und  1G0  beschrieben.    Man  SVLtics.    Da  nun  der  Widerstand  perpe- 

bedient  sich  aber  auch  des  Diopterkreuzes  tueu  geschieht,  so  ist  er  ein  Perpetuum 

oder  des  Melstiscbes,  wie  dies  im  Art.  hnmutabile,  welches  mit  dem  Perpetuum 

„Parallelen  a h s tec ken «  erklart  wor-  mobile  in  gleichem  Grade  sich  schwächt 

den  ist.  un,i  endlich  erschöpft  zu  Null  wird. 

Perpendikel  ist  die  nach  dem  Mittel-  I>»«"e  Behauptung  bestätigt  die  Natur: 

punkt  der  Erde  gerichtete  Liuie.    Auch  der  ,,ebe  0ott  bat  die  ^Velt  n,cht  aus 

werden  Linien  sogenannt,  welche  rechte  K,ohts  geschaffen;  das  ist  uicht  möglich, 

Winkel  mit  einander  bilden,  aber  mit  e,s  ist  jedenfalls  der  Stoff  dazu  yorhan- 

Unrecht;  sie  sollten  winkelreoht  oder  den  gewesen.     Du»  bis  heut  vollendete 

normal  heifsen.  Welt  aber  ist  immer  kein  Perpetuum 

mobile;  man  ersieht  dies  aus  den  Aende- 

PerpendlkelWatge,  s.  v.  w.  „Setz-  rnngen,  welche  sichtbar  vorkommen,  und 

waage,  Blciwaago".  we|che  rait  dem  Namen  Störungen  be- 

Perpetaam  mobile  ist  eine  Idee,  welche  legt  werden, 

schon  viele  sonst  intelligente   aber  in  Jedenfalls  sind  dieso  sogenannten  Sto- 

diesem  Punkt  mit  gänzlichem  Mangel  rnngen  Ortsandern ngen  von  Kräften  und 

an  Einsicht  behaftete  Leute  unglücklich  mit  diesen  Abänderungen  der  Kraftegrö- 

gemacht  hat.    Dem  Begriff  nach  ist  P.  m  &en  selbst,  also  weise  Maafsregeln  sind 

eine  Maschine,  welche  die  zu  ihrer  me-  diese  sogenannten  Störungen,  dafs  das 

chanischen  Thätigkeit  consumirte  Kraft  Weltgebande  in  seinem  Lanfe  nnd  Be- 

aus  sich  selbst  heran«  fortwährend  wie-  »lande  nicht  gestört  werde, 

der  ersetzt.  Pertarlationeü  sind  die  attractoriachen 

Es  hat  seine  Richtigkeit,  dnfs  in  Folge  Einwirkungen  der  Weltkörper  auf  ein- 

des  von  der  Natur  gegebeneu  Beharrung*-  ander,  durch  welche  sie  aus  den  ellipti- 

s  tat)  des  ein  in  Ruhe  befindlicher  Körper  sehen  Bahnen,  denen  sie,  um  ihren  Cen- 


so 
kann 
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tralkörper  laufend,  ohne  solche  eintreten- 
den Gegenwirkungen,  dem  allgemein  gel- 
tenden Anziehungsgesetz  gemäfs  streng 
folgen  würden,  abgelenkt  werden. 

Es  ist  nicht  ein  einziger  Planet, 
der  einem  anderen  Planeten  diese  Ab- 
lenkung verursacht,  sondern  os  geschieht 
dieselbe  von  jedem  einzelnen  der  ande- 
ren Planeten  des  ganzen  Sonnensystems, 
weil  dasselbe  Attractionsgesetz  jedem  ein- 
zelnen Weltkörper  inne  wohnt,  so  date 
die  verursachten  Seitenbewegungen  die 
nothwendigen  Folgen  desselben  Gesetzes 
und  an  Gröfse  und  Richtung  denselben 
streng  unterworfen  sind. 

Es  sei  S  die  Sonne,  E  die  Erde,  FSIIW 
die  elliptische  Ekliptik,  welche  die  Erde 
um  die  Sonne  herum  durchläuft,  so  kann 
die  Erde  auch  um  die  geringste  Länge 
nicht  aus  derselben  sich  entfernen,  wenn 
nicht  andere  Weltkörper  ihr  attractorisch 
entgegenwirken. 

Ist  aber  ein  anderer  Weltkörper,  z.  B. 
der  Jupiter  J,  da  wo  er  gezeichnet  ist, 
der  Erde  nahe  gekommen,  so  übt  er  mit 
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seiner  grofsen  Masse  sein  attractorisches 
Recht  auf  die  Erde  aus,  und  während  die 
Erde  nach  H  ihren  Lauf  ruhig  fortsetzen 
will,  zieht  er  die  Erde  zu  sich  aus  der 
Ekliptik  heraus. 

Ist  zugleich  ein  zweiter  Weltkörper, 
z.  B.  der  Saturn  (ßn)  auf  die  gezeichnete 
Stelle  gekommen,  so  macht  dieser  es  eben 
*o\  und  die  drei  Pfeile  geben  ein  Bild 
von  der  Verlegenheit,  in  welcher  die  Erde 
sich  befindet. 

Aber  mit  dem  Jupiter  und  dem  Sa- 
turn ist  es  nicht  abgethan ,  es  kommen 
noch  viele  andere  kleinere  Planeton  hinzu; 
ferner  die  beiden  grofsen  Grenzhüter,  der 
Uranus  und  der  Neptun ,  welche  die  dem 
Verbältnifs  ihres  Fonds  entsprechenden 
Rechte  fordern,  geltend  machen  und  durch- 
setzen. 

Die  Monarchen  Deutschlands  sollten  die 


Regieru ngs weise  des  Sonnensystems,  als 
eine  unmittelbar  von  Gott  eingesetzte 
Disciplinar- Verwaltung  zum  Muster  neh- 
men :  Die  Grofsmacnt  Sonne  ist  nicht 
nur  nicht  ungehalten,  dafs  sie  durch  die 
Mittel-  und  Kleinmächte  in  ihren  Rechten 
verkürzt  wird,  sie  ist  im  Gegentheil  so 
freundlich,  jeder  dieser  Mächte  ein  dem 
Verhältnifs  ihrer  materiellen  Mittel  genau 
entsprechendes  mit  sich  selbst  gleich  gro- 
fses  Recht  freiwillig  zu  überlassen  und 
vor  allen  Dingen  beweisen  die  Central- 
und  Specialregierungen  die  gänzliche 
Nutzlosigkeit  eines  Bundestages. 

Die  Perturlationen,  auf  einen  Weltkör- 
per zusammen  wirkend,  sind  während 
eines  und  mehrerer  Jahre  unbedeutend, 
aber  von  zweierlei  Art :  Einige  sind  im- 
mer im  Zunehmen  begriffen ,  nach  einer 
Reihe  von  Jahren  erheblich  genug  und 
werden  deshalb  aus  den  Säcularande- 
rungen  der  ßahneleraente  entnommen. 
Diese  enthalten  nämlich  die  summarischen 
Elementenänderungen  von  Jahrhundert 
zu  Jahrhundert,  deren  Mittelzahlen  auf 
den  verlangten  kürzeren  Zeitraum  ver- 
hältnifsmäfsig  reducirt  werden. 

Die  anderen  sind  periodisch,  d.  h.  sie 
sind  eine  Zeit  lang  zunehmend  und  dann 
wieder  abnehmend,  so  dafs  sie  sich  im 
Laufe  der  Zeit  ausgleichen.  So  z.  B.  ist 
dies  bei  dem  Monde  der  Fall,  dessen  Um- 
laufszeit der  Säculargleichung  nach  im- 
mer kürzer  wird,  aber  mit  der  Zeit  auch 
wieder  zur  Verlängerung  kommt. 

Der  Erfolg  der  Störung  eines  Weltkör- 
pers durch  mehrere  andere  in  ihren  Ele- 
menten bekannte  Körper  zu  gleicher  Zeit, 
in  Betreff  seiner  Bewegungsveränderung: 
also  zu  ermitteln,  welche  Bewegung  er 
machen  wird,  ist  wegen  des  nothwendi- 
gen Ansatzes  vieler  von  einander  abhän- 
gigen Gleichungen  unmöglich.  Es  hat 
sich  aber  gefunden,  dafs  bei  der  Gering- 
fügigkeit der  einzelnen  Störungen  die 
Störung  durch  jeden  einzelnen  Himmels- 
körper für  sieb,  also  so  berechnet  werden 
kann,  als  wenn  die  übrigen  störenden 
Körper  nicht  vorhanden  waren.  Hat  man 
nun  diese  Einzelnstörungen  sämmtlich 
ermittelt,  so  gibt  die  Summe  derselben 
die  Gesammtstörung  sämmtlicher  gleich- 
zeitig störender  Körper  Diese  Aufgabe, 
diu  Ermittelung  der  Gesammtstörung  von 
mehreren  Himmelskörpern  auf  einen  ein- 
zigen anderen  ist  daner  unter  dem  Na- 
men: Problem  vo  n  drei  Körpern  be- 
kannt. 

Lagrauge  setzt  dieses  Verfahren  unge- 
fähr folgender  Art  auseinander:  Für  die 
Darstellung  der  Bewegung  eiuei  von  der 
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Sonne  angezogenen  Planeten  werden  drei  gleichförmig  und  ungleichförmig  beschleu- 
Differenzialgleichungen  des  zweiten  Gra-  nigter  und  verzögerter  Bewegung  sind  in 
des  angesetzt,  bei  deren  Integrirung  also  verschiedenen  Artikeln  dieses  Wörter- 
sechs Constanten,  nämlich  secos  von  den  buchs  schon  gegeben  und  die  Gesetze 
constanten  Bahnelementen  allein  abhän-  selbst  ausführlich  abgehandelt, 
gige  Gröfsen  vorkommen.  Es  soll  hier  nur,  der  möglichen  Voll- 
Wenn  man  nun  die  Gleichungen  für  ständigkeit  wegen,  noch  folgendes  hin- 
die  Anziehung  eines  dritten  Hiromelskör-  zugefugt  werden : 

pers  mit  einfuhren  wollte,  so  würden  sich      1.  Vergleicht  man  die  ungleichförmige 

^ene  Differenzialgleichungen  nicht  mehr  Bewegung  in  Hinsicht  des  zurückgelegt 

integriren  lassen.  Die  Glieder  aber,  welche  ten  Weges  von  irgend  einem  Augenblick 

hinzutreten  würden ,    enthalten  die  im  oder  von  irgend  einem  Punkt  des  Weges 

Vergleich  mit  der  Soune  nur  kleine  Mas  an  mit  derjenigen  gleichförmigen  Bewe- 

sen  des  dritten  Körpers,  sind  also  selbst  gnng,  die  als  das  Maafs  aller  übrigen 

sehr  kleine  Zahlen,  deren  Werth  man  zum  Grunde  gelegt  wird,  so  helfet  das 

näherungsweise  ermitteln  kann.    Diese  Verhältnifs  der  Wege  beider  Bewegun- 

Näherungswerthe  eingeführt  und  integrirt,  gen  in  einerlei  Zeit  die  Mittlere  Ge- 

als  wenn  diese  Glieder  nicht  hinzugekom-  schwindigkeit  der  ungleichförmig 

men  wären,  gibt  eine  d*r  wahren  Stö-  gen  Bewegung  in  dieser  Zeit, 
rung  möglichst  nahe  kommende.  Ist  nämlich  a  der  Weg  bei  der  un- 

Diese  Veränderungen  sind  nun  theils  gleichförmigen  Bewegung  in  der  Zeit  r, 

periodisch,  theils  sind  sie  es  nicht.    Die  80  »t  in  derselben  Zeit  der  Weg  der 

ersteren  hangen  ab  von  der  gegenseitigen  gleichförmigen  Bewegung  =  n,  also  die 

Stellung  des  störenden  und  des  gestör-  mittlere  Geschwindigkeit  der  ungleich- 

ten  Körpers,  sie  erhalten also  bei  der  wieder  ßrnügen  = Nun  ist  andererseits- 
eintretenden  selbigen  Stellung  denselbi-  t  t 

gen  Werth;  die  anderen  hangen  ion  die-  die  Geschwindigkeit  derjenigen  gleichför- 

sen  Stellungen  nicht  allein  ab  und  kön-  migen  Bewegung,  vermöge  welcher  in 

nen  mit  der  Zeit   wachsen  und  abueh-  der  Zeit  »  der  Weg  n  zurückgelegt  wird, 

men.    So  z.  B.  ergab  sich ,  dafs  die  Be-  folglich  kann  man  auch  die  mittlere  Ge- 

wegung  des  Jupiter  beschleunigend  und  schwindigkeit  bei  der  ungleichförmigen 

die  des  Saturn  verzögernd  war  und  dafs  Bewegung  als  diejenige  Geschwindigkeit 

diese  Aenderungen  nicht  auf  Säcularglei-  bezeichnen,  welche  derjenigen  gleiehför- 

chungen  bernhten.    Genaue  Beobachtun-  migen  Bewegung  zukommen  wurde,  ver- 

gen  haben  dann  ergeben,  dafs  die  VVech-  möge  welcher  in  derselben  Zeit  derselbe 

selwirkungen  zweier  Planeten  in  Bezie-  Weg  wie  bei  der  ungleichförmigen  durch- 

hung  auf  Bewegungsänderungen,  deren  laufen  würde.    Ist  nun  das  Gesetz  der 

Periode  sehr  lang  ist,  die  Summe  der  ungleichförmigen  Bewegung  so  beschaf- 

Quotienten:  Masse  dividirt  durch  die  Länge  fen,  dafs  die  mittlere  Geschwindigkeit 

der  grofsen  Axe  constant  bleiben.  n  •  ^  ^  be6timmten  Werth  alg 

Phasen  sind  Lichterscheinungeu,  Liebt-  '  , 
gestalten,  das  Aeukere  eines  Körpers  bei  V\erthgrenze  immerfort  nähert,  wenn  r 
dessen  verschiedenartiger  Beleuchtung,  immerfort  kleiner  und  kleiner  genommen 
Besonders  gebraucht  man  diese  Bezeich-  ™d»  oder  sich  so  vermindert,  da/s  diese 
nung  für  Planeten  und  Monde,  je  nach  Zelt  unendlich  klein  wird,  so  nennt  man 
deren  Gestalt,  in  welcher  sie  uns  bei  Werthgrenze  die  Geschwindig- 
verschiedenen  Beleuchtungen  durch  die  k«lt  der  ungleichförmigen  Bewe- 
Sonne,  je  nachdem  die  Erde  ihre  Lage  gung  lm  ersten  Augenblick  der 
zu  dem  beleuchtenden  und  dein  beleuch-  Zeit  *  oder  >"  dem  Punkte  des  We- 
teten  Weltkörper  hat.  Die  Phasen  des  &e9>  wo  daf  Bewegliche  in  diesem 
Mondes  sind  in  dem  Art.  „Mondpha-  Augenblick  sich  befindet, 
aen*  mit  12  Figuren  ausfuhrlich  be-  ,  Ut  *  B-  dw  in  d*r  Ze.!t  «  zurückge- 
schrieben. le&te  Weg  t  =  a  +  bi\  so  ist  der  Weg  in 
_  der  Zeit  #'  =  i-fT  =  o  +  6(/  +  r)»,  daher 
Phorometrie,  s.  v.  w.  „Phoronomie".  der  jn  der  Zeit  i  zurückgelegte  Weg 

Phoronomie  ist  die  Lehre  von  den  Ge-  »'  ~  \ [  =  b'  (2/  +  0;  ,da"us   die  mittlere 

setzen  der  Bewegung,  wenn  bei  dersel-  Geschwindigkeit  wahrend  der  Zeit  i  = 

ben  von  einer  Kraft  welche  dieselbe  her-  ±  =  m  +  bt  M  ]ieh  ±  _  nt  =  Är>  Da 

vorgebracht  hat  und  erhalt,  ganz  abge-  t  °  t 

sehen  wird.  Die  Erklärung  von  Bewegung,  nun  der  Subtrahend  von  r  unabhängig 

von  beschleunigter  und  verzögerter,  von  ist  und  bt  offenbar  mit  r  zugleich  un- 

IV.  17 
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endlich  klein  wird,  so  ist  24*  die  Werth-  Beschleunigung  des  materiellen  Punkts 

a      ..i .    i.    «     l  •  y     für  diesen  Augenblick  tu  bestimmen, 
grenze  von  — .  mithin  die  Geschwindig-      f4        ,   r,     4.  .       -  , 

f  Da  v  als  runction  von  t  gegeben  ist, 

keit  der  ungleichförmigen  Bewegung  am  so  ist  die  Geschwindigkeit  am  Ende  der 

Ende  der  Zeit  t  oder  im  Anfange  der  Zeit  /  +  Af  =  e  +  A«\  folglich  ist  A»  die 

Zeit  t  =  26/.  Aenderung  der  Geschwindigkeit  in  der 

Das  Gesetz,  wonach  sich  die  eben  er-  U\i  A'  und  daher        die  mittlere  Be- 
klarte Geschwindigkeit  wahrend  der  gan-  öl 
zen  ungleichförmigen  Beweguug  ändert,  schleunigung  während  der  Zeit  A'. 
bestimmt  die  verschiedenen  Arten  dieser  Beschleunigung  am  Anfange  der  Zeit  A' 
Bewegung.  oder  am  Eude  der  Zeit  I  ist  aber  die 

2   Ks  ist  der  Wetr  eines  materiellen  Werthgren»e  der  mittleren  Beschleani- 

Puu'kfc  als  Function*1  der  Zeit   gegeben.  Rför  .dj,e  unendliche  Abnahme  von 

Die  Geschwindigkeit  am  Ende  dieses  We-  4'n*C"  f^et  ™lJ  ±°  %\TJ^*  a!» 

«es  oder  am  Ende  dieser  Zeit  zu  be-  "lg  "*  m,t       °Sd  da,  !,ndrfrse,tss  d'* 

7;  Werthgrenze  des  Zuwachsquotienten  das 

stimmen.  DifTerenzial  der  Geschwindigkeit,  also  e«t- 

hs  sei  s  der  in  der  Zeit  I  zuruckge-  q„ 

legte  Weg  und  s  =  /"/  die  gegebene  Func-  weder  9#c  oder  ^-  ist,  so  hat  man 

tion,  so  ist  der  Zuwachs  des  Weges  in  c 

der  Zeit  A' =  A*  =      +  AO  -  fl  IV.   u  =  0  t  oder  ^ 

.....  .  .  A*    /"(/  +  AO-f«  0< 

folglich  ist  —  =  -      A  f  Nun  igt  nooh  e  =  ^ 

die  mittlere  (iesch windigkeit  während  der  folglich  0,©  =  9,*i 

Z*n  A/'u             »  u         ^     u  °-  Beachtet  man  dagegen  »,  r,  und  # 

Bezeichnet  man  daher  die  Geschwindig-  aj9  Functionen  irgend  einer  anderen  ge- 

keit  am  Endo  der  Zeit  t  mit  t,  so  ist  meinschaftlichen  ^veränderlichen,  so  hat 

diese  die  Werthgrenze  der  mittleren  Ge-  {),  fti 

schwindigkeit  unter  der  Voraussetzung,  man  ©  =  gt  und  0©  =  0  ^-  folglich  hat 

dais  A*  unendlich  klein  werde.  „„„1, 
,  man  auch 

Andererseits  ist  aber  die  Werthgrenze      v  „_ft> 
As  m  —  ü|  * 

von  —    das  DifTerenzial  der  Function  s  »4 
A«  ö  °_ 

auf  t  :  also  =  Df*,  wenn  1  die  Urverän-  ^         0  I  _  Ol •  oa»  -  Dt  •  Ö'l 

derliche  ist,  dagegen  der  Quotient  ^         .  .      D  ,.  _ 

B  ft  Dl      7.  Ist  bei  einer  Bewegung  die  Besehleu- 

der  DifTerenziale  von  »  und  l  in  Bezie-  nigung  uud  der  Weg  als  Function  einer 

hung  auf  irgend  eine  aber  ihnen  gemein-  und  derselben  Urveränderlichen  gegeben, 

schartliche  Urveränderliche.  Mau  hat  also  die  Geschwindigkeit  am  Ende  dieses  We- 

ges  zu  bestimmen. 

I.    ©  entweder  =  0,*  oder  =  ^  Nach  dem  Vorigen  ist 

3.  Ist  umgekehrt  die  Geschwindigkeit  r  =  —  und  «  =  ^~ 

©  als  Function  der  Zeit  gegeben,  so  hat  9l  öl 

man  gegenseitig  Man  hat  also  ds  =  t>di 

9*  =  t>  öl  und  daher 


und  daher  multiplicirt 

II.  #=>.öi.  vi.   *.di  =  ©.9© 

4.  Soll  nun  dieser  Weg  mit  der  Zeit  beiderseits  mit  2  multiplicirt  und  dann 
zugleich  anfangend  gezählt  werden,  so  integrirt  gibt 
inufs  #  für  1=0  selbst  =  0  werden ;  folg-  2/ii'ö.r  =  /2©  9©  =  ©'  -f  C. 
lieh  mufs  man  das  Integral  zwischen  den  T  »  „„„  n  j-         k  .      .  .'.  .  . 
Grenzen  1  =  0  und  t  =  t  nehmen.    Man  ,  Isi  n.un  £  die  Geschwindigkeit  im  An- 
hat also  unter  dieser  Voraussetzung  [„T ©  =%  we^eY '  Ihn  fct         '  =  ° 

III.  j=/Völ  2/*wöt  =  cJ+C 

6  Es  bewegt  sich  eiu  materieller  Punkt  folglich 

durch  den  Weg  *  in  der  Zeit  I  und  hat  yil.    2  f*u  Ö#  =  t>*  -  c* 

am  Ende  dieser  Zeit  die  Geschwindigkeit  © 

•  als  Function  der  Zeit  ausgedrückt.  Die  Woraus  gegenseitig 
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VIII.  v  =  Vc*  -f  2  J*u  öi  Wir^  nun  dieses  Gesetz  allgemein  ge- 

o  dacht,  so  bestimmt  es  die  Beschleuni- 

8.  Beispiel.  Die  Bewegung  eines  ff0"?  des  vorliegenden  Falles.  Es  be- 
Körpers zn  bestimmen,  dessen  Bescbleu-  «ich  nämlich  zuerst  der  Körper  so, 
nigung  von  dem  Quadrat  der  in  jedem  dafs  die  constante  Beschleunigung  addi- 
Augen blick  stattfindenden  Geschwindig-  *>v»  die  mit  v  veränderliche  aber  subtrac- 
keit  bedingt  ist  und  sich  ausdruckt  durch  tiv  i»t,  welches  dem  Falle  in  der  wider- 
die  algebraische  Summe  zweier  Glieder,  stehenden  Luft  entspricht,  so  hat  man 
▼on  welchen  das  eine  constant,  das  an-  «  =  wo  A  der  gedachte  Wider- 
dere  aber  das  Quadrat  der  Geschwindig-  standscoefficient  ist. 

keiS      fe6m  Fact?r  hat"  Beginnt  nun  die  Bewegung  von  der 

Nach  hrfahrung  bewegt  sich  ein  pby-  Ruhe  aus  und  ist  t  die  Geschwindigkeit 

sischer  Korper  an  der  Oberfläche  der  Erde  am  Ende  des  Weges  *,  so  hat  man 
im  luftleeren  Raum  in  jeder  Verticalen "  nach  VI. 

mit   einer  gleichförmig   beschleunigten  «  8*  =  »  9» 

oder  verzögerten  Bewegung,  je  nachdem  a 

er  sich  der  Erdoberflache  nähert  oder  also      8*  =  —      =  -  - 

entfernt,  und  zwar  mit  einer  Beschleuni-  *      9  -  Ara 

gung  2^  =  31,25  Fufs.    Bewegt  sich  da-  fv  t .  8r 

gegen  derselbe  Körper  in  derselben  Art  Mitnm  *  =  #  Z~nTi 

in  der  umgebenden  Luft,  so  nimmt  jene  •  9 

Beschleunigung  ab  um  ein  Product  aus  Setzt  man  nnn  o  -  Ar2  =  t,  so  ist 

dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  mit  -  2*r  9t>  =  9» 
einem  constanten  Factor,  welcher  durch 

die  Gestalt  des  Körpers  und  die  Menge  Hithin  t>  •  9t>  =  -  -£ 
seiner  materiellen  Theile  bestimmt  wird. 


talt  des  Körpers  und  die  Menge  Mithin  t>  •  9t>  =  — £ 

lateriellen  Theile  bestimmt  wird.  2* 

/"  -  8»        l    A9»       l  .  i 
».  =  -  üj  t = ~  s < = ~  a  c» *  -  *'% 

•  0 

=  -  ~  V»  (S  -  Ar«)  -  tn9\  =  -  (f  -         =  1  In  = 
=2A, 


daher  *  = 

-  21ä  v»  <»  -  - i = -  i '« et  -  *o: = i ^Är, = **. 

folglich         /»  — ,  =  2Aj 

odw  fh*'*"  oder  ^='-Ap" 

oder  •»  =  — y-  =|0-e-2i0 

also    v  =  )/|-  y  i  _  J_  (i)     Ferner  ist  nach  IV.  u  =  ^ 

Mithin  bleibt  .  stets  kleiner  als  ]/-{-  *e*en8eitiK 

kann  aber  diesem  Grenzwerthe  mit  dem  raithm  1  ~  j     u  =  /    —  Arv 

Wachsthum  von  $  beliebig  nahe  kom-  *•      '  "• 

men.  Man  setze  -J-  =  «»,  so  ist  g  =  ku* 

»o  dafs  it  =  fi  und  «.(y4  +  ß)=l. 

 -  «(.A  +  B)  +  (A-  B)v  Aus  beiden  Gleichungen  folgt  2«i4  =  l, 

(«-*)(«  +  «>)         («-•)(«  +  •)  .    .     _  1 

8etzt  man  (A-B)=0,  so  erhält  man  °   *  -  *  ~  f„ 
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U,„  tat  »l.o    f  ?!  _  ±  /7*L  +  8. 

t/  («- r)(«+f)     At/    \ff-e  «-cJ 

2«A\  «-«/, 

Also    <  =  JL(/B^r              (1)  Hieraus     *  +  *=(«- r),*«" 

Nun  beginnt  die  Bewegung  aus  der  woraus  »=— v-  ' 

Ruhe,  folglich  ist  für  *  =  0  auch  r  =  0,  e2ni/+ 1 

folglich  ist  C=-^  =  Nun  war 

2«A    n-c    2«*    rt-c  Mitbin  r-l/i— — _- — -  (II) 

Hieraus  gegenseitig  r  *  e2t{  '**+  1 

Zu        -gt(||  Setrt  man  nun  die  beiden  Werths  tob 

n  — •  »  (l  und  2)  einander  gleich,  so  erhält 

folglich  ?±I=«*«* 
o— © 


(3) 


Um  nun  /  aus  *  zu  bestimmen  hat  man  aus  dieser  letzten  Gleichung 
e<«      \  >*_  d  =  (.»' ^  +  1)  V?T'~-  1 

woraus  e  *  •  =  — —  — — 

,**  _  Ve2A%- 1 

Nimmt  man  nun  beiderseits  die  Logarithmen  irgend  eines  Systems,  so  erhält 


man 


v**»- 1)  -  fcf  G"  -  V?*-  0  ml1 

2[  o«-  h9e  »U1 
Soll  dagegen  *  aus  I  gefunden  werden,  so  hat  man,  die  Gleichung  3  quadrirt-. 

(/»Vir* e*' 
heraus    ?- =  1  -  = -j^- 

*"*  -f-  i)'  gung  subtractiv,  so  hat  man  u  =  —  g  -  kt\ 

woraus    e"   =  — T~5Tf  "i* —  un('  wenn  nun  die  Bewegung  mit  der 

4e"    "  Geschwindigkeit  c  l>egiunt,  so  hat  n»n 

/,_e2M      +  1  für  die  Geschwindigkeit  r  am  Ende  de* 

oder        e   _  Wegeg  , 

Beiderseits  die  Logarithmen  genommen  oder  ^^J"  ' 
.J^S^t^gje'^  .0.  =       =  -»Oft. 

9.  Ist  zweitens  auch  das  beständige  a  80  *  ~  g  -f  Ar* 

Glied  rn  dem  Ausdruck  der  Beschleunig  folglich 
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also    j  =  —  /*  g  +  *c*                      /in  Geschwindigkeit  in  bestimmen,  so  erhalt 

2*    0  +  A»3                     u  man  »ö8  I. 

Da  die  Bewegung  wegen  der  negativen  csx#  _  9  +  *c* 

Beschleunigung  *ine  verzögerte  ist,  so  9  + 

wird  die  Geschwindigkeit  r  am  Ende  eines  i  /  1  vo  4-  Ae*  \ 

Weges  *e  =0  weiden,  und  folglich  hat  woraus    •=  [ s  —  i*J~-  g\ 

man  aus  I.  *  \  «  / 

1  ,  $  +  kc*     1     /      A     \  Ferner  zur  Bestimmung  der  Zeit  hat 

'•==nl*~~J~  =  tklnV  +  Jc)  man 

Entwickelt  man  »*,  um  für  jeden  in-  öl  =  ^  =  — — —  

rückgelegten  Weg  die  noch  stattfindende  u     -  g  -  W 

für  e  =  c  ist  Bewegungsanfang,  also  «=0       ,    ,  i/A 
und  man  hat  vollständig:  und  ^rc '*  •  K  7  =  * 

'"^t^'^^f*^^}]    ao  hat  man  f*  <p  =  c  (Ab- 
setzt man  den  Bogen  Are  lg  c^-^-  =  9  und  tg  tp  =  9  j/A 

f       .      tg<p~ig  r  9       r  g     _  (c-  «)VAg 

fl*    W"l  +  <f9-^^"1+el/jL..l/l       j  -f-  Act 


Mithin  gegenseitig    <f  —  1//  =  vlrc  ip  ^C-^^*g 
d.h.,  ,  „      {„  -  „>  =       A.     ^  »'»' 


(IV) 


10.  Nimmt  man  an,  da fs  wenn  die  Ge-  Punkt  wieder  anlange,  von  welchem  er 

schwindigkeit  der  verzögerten  Bewegung  »eine  verzögerte  Bewegung  mit  der  Ge- 

anf  Null  gebracht  ist,  dann  eine  Bewe-  schwindigkeit  c  anfing.  Und  so  entspricht 

gung  nach  gerade  entgegengesetzter  Rieh-  denn  dieser  Aufgabe  die  physische  trage: 

tung  nach  dem  Gesetze  des  vorigen  Satzes  Mit  welcher  Geschwindigkeit  wird  ein  in 

erfolge,  so  kann  man  fragen,  mit  welcher  der  widerstehenden  Luft  vertikal  aufwarte 

Geschwindigkeit  dann  der  Körper  in  dem  geworfener  Körper  wiederum  in  dem  Punkt 


Digitized  by  Google 


Phoronomie. 


262 


Phoronomie. 


ankommen,  aus  welchem  derselbe  mit 
einer  gegebenen  Geschwindigkeit  gewor- 
fen wurde. 

Jene  Geschwindigkeit  bei  der  Rückkehr 
sei  c,.  Ist  nun  s0  der  Weg,  den  der  ver- 
zögerte Körper  zurückgelegt  hat,  bis  seine 
Geschwindigkeit  auf  Null  gebracht  ist, 
so  hat  man  nach  No.  9,  I,  wo  nun  c  =  0 
ist, 

•>=n*Jir=iM,+7e> 

woraus   In  (l  +  *  c*)  =  2**o 

Also   l  +  -c'  =  eM*«  (I) 
g 

Nach  dem  vorigen  Satze  findet  man 
dagegen  für  die  Geschwindigkeit  c,,  mit 
welcher  der  Körper  durch  beschleunigte 
Bewegung  am  Ende  des  Weges  *0  wie- 
der ankommt  (No.  8,  I.),  wenn  man  *0 
statt  s  und  c,  statt  ©  setzt: 


also 


woraus     *    =  *  "  A     =  — — 
e2**o  g    '  g 

Diese  Gleichung  mit  Gleichung  1 
tiplicirt 

k 


mul- 


,1  + 


■)  = 


oder  reducirt 

Aci-.ic>t(l+Aca)  =  o 
9  9      \       9  > 


woraus 


c,-=- 
1  + 


k 


11.  Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt 
nach  irgend  einem  Gesetze  in  einer  ge- 
raden oder  krummen  Linie,  und  denkt 
man  sich  von  einem  Punkt  aus  drei  ver- 
schiedene gerade  Linien  gezogen,  dann 
in  jeder  dieser  Linien  einen  beweglichen 
Punkt  sich  so  bewegend,  dafs  er  sich  in 
jedem  Augenblick  mit  dem  materiellen 
Punkt  in  einer  und  derselben  Ebene  be- 
findet, die  stets  mit  der  Ebene  der  bei- 
den anderen  Linien  parallel  ist,  so  nennt 
man  die  Bewegungen,  welche  diese  drei 
beweglichen  Punkte  in  ihren  Geraden  be- 
sitzen, die  relative  Bewegung  des 
materiellen  Punkts  nach  diesen 
drei  Geraden,  die  man  Richtungs- 
axen der  relati  ven  Be  wegu  ng  nennt 

Zur  Vereinfachung  pflegt  man  die  drei 


geraden  Axen  rechtwinklig  auf  einander 
zu  nehmen,  und  sie  dienen  dann  zugleich 
als  Axen  der  Coordioaten,  welche  die 
Stelle  des  materiellen  Punkts  in  jedem 
Augenblick  bestimmen.  Hiernach  ist  nun 
auch  leicht  zu  verstehen,  was  man  unter 
den  relativen  Geschwindigkeiten 
eines  materiellen  Punkts  nach  drei  Rieh- 
tungsaxen  begreift  Eben  so,  was  man 
die  relative  Beschleunigung  des  ma- 
teriellen Punkts  nennt. 

Bewegt  sich  der  materielle  Punkt  im- 
mer in  derselben  Ebene,  so  nimmt  man 
uur  zwei  Richtungsaxen  in  derselben 
Ebene. 

12.  Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt 
in  einer  geraden  Linie  gleichförmig,  so 
ist  auch  seine  relative  Bewegung  nach 
drei  Richtungsaxen  gleichförmig,  und  sind 
die  Richtungsaxen  unter  einander  win- 
kelrecht, so  ist  die  relative  Geschwindig- 
keit nach  jeder  Richtnngsaxe  =  dem  Pro- 
duet  aus  der  absoluten  Geschwindigkeit 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  ihre 
Richtung  mit  jener  Richtungsaxe  macht 

Dasselbe,  was  hier  von  den  relativen 
Geschwindigkeiten  gesagt  ist,  gilt  auch 
von  den  relativen  Beschleunigungen. 

13.  Erklärung.  Bewegt  sich  ein  ma- 
terieller Punkt  in  einer  geraden  Linie, 
so  heilst  diese  Gerade  in  der  Aufeinan- 
derfolge ihrer  Punkte,  wie  sie  nach  ein- 
ander die  Orte  des  bewegten  Punkts  wer- 
den, betrachtet,  die  Richtung  der  Be- 
wegung. Bewegt  sich  dagegen  der 
Punkt  in  einer  Cnrve,  so  heifst  die  Ver- 
bindungsgerade zweier  Punkte  seines  We- 
ges die  mittlere  Richtung  seiner 
Bewegung  von  dem  einen  Punkt 
zum  anderen.  Dagegen  heifst  diejenige 
Gerade  durch  den  einen  Punkt  in  einer 
solchen  Lage,  dafs  der  Winkel  zwischen 
ihr  und  der  mittleren  Richtung  unend- 
lich klein  wird,  die  Richtung  der  Be- 
wegung in  jenem  Punkt  Bekannt- 
lich ist  aber  diese  letzte  Gerade  die  Tan- 
gente. 

14.  Ein  materieller  Punkt  bewegt  sich 
in  einer  ebenen  Curve  nach  irgend  einem 
Gesetze,  seine  relativen  Bewegungen  nach 
zwei  unter  sich  normalen  Richtungsaxen, 
die  in  derselben  Ebene  liegen,  zu  be* 
stimmen  und  gegenseitig. 

Es  habe  sich  in  der  Zeit  %  der  mate- 
rielle Punkt  von  A  bis  B  durch  den  Weg 
*  bewegt,  seine  Geschwindigkeit  in  B  sei 

r,  so  ist  v=  tc-.    OX,  OK  seien  die  bei- 
ot 

den  Coordinatenaxen,  so  hat  während  der 
Zeit  i  der  materielle  Punkt  relativ  nach 
der  Abscisso  OX  den  Weg 
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rückgelegt.  Dagegen  ist  sein  relativer 
Weg  nach  der  Axe  OK  in  derselben  Zeit 
=  y  —  y'.  Bezeichnet  man  also  die  rela- 
tive Geschwindigkeit  am  Knde  der  Zeit  / 

Flff.  KS7. 


nach  der  Abscissenaxe  mit  r^.,  dio  nach 
der  Ordinatenaxe  mit  v  ,  so  hat  man 

g,=  - — — ,  und  da  x'  constant  ist, 
r  öl 


so  hat  man 


fix 


Eben  so  erhält  man 

_Ö(y-  y,)_dy 

9         öl  ""öl 

Nun  entsteht  die  Frage,  nach  welcher 
(ieraden,  durch  den  Punkt  B  gehend, 
luüTste  der  materielle  Punkt  sich  von  B 
aus  bewegen,  und  zwar  nach  demselben 
(iesetz  in  Absicht  auf  f  und  die  Gröfse 
des  Weges,  damit  dieselben  relativen  Ge- 
schwindigkeiten nach  den  beiden  Axen 
stattfänden.  Diese  Gerade  mache  mit 
der  Abscissennxe  den  Winkel  ff ,  so  hat 
man  die  relative  Geschwindigkeit  nach 
der  Axe  der  X,  weil  die  Geschwindig- 
keit jener  geraden  in  B  -  v  sein  soll, 

=  9  CO»  (f  =  ^  ■  CO»  if . 

Ebeu  so  hat  man  die  relative  Geschwin- 
digkeit nach  der  Axe  der  Y  —  v  »in  <f 
ö  » 

-      »in  ii .   Nun  sollen  diese  Geschwin- 
öi  ' 

digkeiten  den  vorhin  gefundenen  relati- 
ven einzeln  gleich  sein. 

Man  hat  also  r  »in  q  =  v„  - 

y    ()  I 

,  öx 
und  r  com  9  =  px  =  - 

Dividirt  man  bei<le  Gleichungen  durch 
einander,  so  hat  man 

Oy 


'9  '[  - 


Öx 


Nun  ist  ^  dio  trigonometrische  Tau- 
ft* 

gento  des  Winkels,  den  dio  geometrische 
Tangente  der  Curve  in  B  mit  der  Ab- 
scisse  macht,  und  folglieh  ist  die  gesuchte 
gerade  Linie  die  Tangente  in  B,  und 
daher  sagt  man,  dafs  diu  Richtung  der 
Geschwindigkeit,  die  ein  materieller  Punkt 
in  irgend  einem  Punkt  seiner  Hahn  hat, 
nach  der  Tangente  der  Cnrve  in  diesem 
Punkt  statt  Milde. 

Bewegte  sich  der  materielle  Punkt  in 
einer  Geraden  statt  in  einer  Curve  und 
zwar  nach  demselben  tiesetz,  so  dafs  in 
der  Zeit  A'  auch  der  Weg  A*  durch- 
laufen würde,  so  sind  die  gleichzeitigen 
relativen  Wege  nach  den  unter  sich  nor- 
malen Richtungsaxen  A*  •  cot  tt  und 
A«  •  *•»  «,  folglich  sind  auch  die  mitt- 
leren Geschwindigkeiten  nach  den  Rieh- 

A*  ,  A*   .  , 

tuiigsaxeu       co»  a  und       im  «,  und 

.  A<    .         AI  . 
hieraus  die  relativen  Geschwindigkeiten 

im  Anfange  der  Zeit  A<  =      co»  «  und 

■rj  •  jim  a.    Also  =  v  com  a  und  t>  »in  ir, 

wenn  r  die  wirklicho  Geschwindigkeit  in 
demselben  Augenblick  ist. 

Aendert  sich  nun  dio  wirkliche  Ge- 
schwindigkeit in  der  Zeit  .',t  von  r  auf 
■  +  Ar,  so  ändern  sich  die  relativen  Ge- 
schwindigkeiten von  r  cos  <<  und  r  «in  « 
in  (c  + "  und  (e  +  Ar )  w« 
Also  sind  die  relativen  Geschwindigkeits- 
änderungen in  der  Zeit  A'  =  A*roj« 
und  '  r  sin  m. 

Die  relativen  mittleren  Beschleunigun- 
gen sind  also  — 9  cot  «  und  ^  »in«,  mit* 
K  A«  A« 

hin  sind  die  relativen  Beschleunigungen 

am    Knde   der   Zeit   l  =      co»  «  und 

2-  »in  «•  Nun  war  aber  ^"  dio  absolute 
öl  Öl 

Beschleunigung  in  der  geraden  Linie, 
folglich  ergeben  sich  die  relativen  Be- 
schleunigungen aus  der  absoluten  wie  die 
relativen  Geschwindigkeiten  aus  «len  ab- 
soluten Geschwindigkeiten. 

Anders  verhält  es  sich  aber,  wenn  die 
Bewegung  in  einer  Curve  statt  findet, 
d.  h.  die  relativen  Beschleunigungen  las- 
sen sich  nicht  nach  dem  eben  angege- 
benen Gesetze  bestimmen  wenn  man 
annehmen  wollte,  die  Bewegung  erfolge 
nach  der  (ieraden,  die  der  Curve  in  ir- 
gend einem  Punkte  möglichst  nahe  kommt, 
also  nach  der  Tangente. 
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Denn  es  mache  die  Gerade,  in  welcher 
sich  der  Punkt  bewegen  müfste,  um  die- 
selben relativen  Beschleunigungen  nach 
den  beiden  Axen  zu  geben,  mit  der  Axe 
der  X  den  Winkel  7 ,  die  Beschleunigung 
in  dieser  Graden  am  Ende  der  Zeit  l  sei 
b  u,  so  sind  die  relativen  Beschleuni- 
gungen nach  der  Axe  der  X  =  u  cot  q. 
nnd  nach  der  Axe  der  Y  =  u  sin  (f. 

Sollten  nun  diese  Beschleunigungen 
dieselben  sein,  welche  sich  aus  der  Be- 
wegung des  Punkts  in  der  Curve  erge- 
ben, und  weil  die  Beschleunigung  das 
Differenzial  der  Geschwindigkeit  ist,  so 
müfste  hiernach  sein 

Ox 


öt>, 


5 


U  COS  (f  — 


Ol 


öl  Öl 

wenn  man  I  als  unveränderlich  annimmt, 


9cv 

und     H  sin  '/  -  $f  = 


JL 
öi 


=  Ö/y 


Werden  beide  Gleichungen  quadrirt  und 
addirt,  so  hat  man 

«»  =  (ö,'x)'  +  (ö,V  0) 


woraus 


u  =  \%'  x)'  +  (Ö,'  y)' 
0,'x 


COf  ff  — 


9,3x 


DA 


iin  (/  s 


1/(5,«*)»  +  (Ö,»y)' 

Dagegen  würde  die  Beschleunigung  in 
der  Tangente,  wenn  darin  die  Bewegung 
nach  demselben  Gesetz,  wie  in  der  Curve 
statt  fände,  weil  die  Geschwindigkeit  darin 
am  Ende  der  Zeit  I  nach  dem  Obigen 
=  v  ist  =  sein 

Öl     öl  ~°' 
Nun  ist  aber 

Qtf  =  (V)'  +  (2) 
Also  differenzirt 
2  0,*  •  Ö,'*  =  2  0,*  •  ö,'x  +  2ö,y  •  ö,'y 


woraus 


D,».= 


und  quadrirt 


D|« 


(Ö,3«)3  = 


(Ox)'  •  (O'x)»  -f-  (Oy)'  (ö'y)'  +  2  öx  ;  Oy  •  O'x  ■  ö'y 

(MF 


[(Ö*)a  +  (Oy)*]  [(Ö'x)»  +  (Ö»y)'j  _  (Ox)'  (ö'y)»  +  (Oy)'  (Ö'x)' 

(0*)*  (ö#)a 
2Öx  •  Öy  «  ö3x  ;  03y 
+  (ö.)' 


Setzt  man  nun  für  den  ersten  Factor 
des  ersten  Gliedes  aus  Formel  2  den  Werth 
(ö,*)3  oder  (ö*)3,  so  hebt  sich  dieser  mit 

dem  Nenner;  der  zweite  Factor  ist  nach 
Formel  1  =  «',  die  beiden  letzten  Glieder 
sind  ein  Quadrat.    Man  hat  also 

02y  —  Oy  •  O'x' 


ö* 


Der  Subtrahend  ist  aber  niemals  =  0, 
aulser  wenn  die  Curvo  in  eine  gerade 
Linie  sich  verwandelt.  Denn  in  diesem 
Fall  ist 


Ör  •  ö'y  -  Oy  •  0 


weil 


Oy 


^=0^  =  0 
Ox 


=  0  ist, 


Ox 

folglich  auch  der 
Ox  •  O'y  —  Oy  •  O'x 


Zähler  =  0  und 
ebenfalls  =  0. 
öy 


9 1 

Da      =0,  so  ist  *~"J  eine  Constante 

Ox  iix 

und    öy  =  c  •  Ox. 


Diese  Gleichung  noch  einmal  integrirt 
gibt 

y  =  cx  +  c 

eine  Gleichung,  welche  nur  der  geraden 
Linie  angehört,  folglich  ist  die  wirkliche 
Beschleunigung  u  des  in  einer  Curve  be- 
wegten Punkts  stets  gröTser  als  die  Be- 
schleunigung nach  der  Tangente;  letztere 
kann  also  nur  eine  rolati«e  Beschleuni- 
gung sein. 

15.  I  in  ohne  Rücksicht  auf  einwirkende 
Kräfte,  also  rein  nhoronomisch  die  wirk- 

Fig.  888. 
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liehe  Bahn  eines  Massenpunkts  aus  de- 
ren relativen  Bewegungen  ganz  allgemein 
zu  bestimmen,  seien  CX  und  CY  die 
rechtwinkligen  Coordinatenaxen ,  x  und 
y  die  Cooruinaten  für  einen  augenblick- 
lichen Ort  des  Massenpunkts  Jlf,  iu  «ei- 
chen dieser  nach  Verlauf  der  Zeit  t  ge- 
kommen ist,  und  $  der  von  der  Masse  M 
bis  dahin  zurückgelegte  Weg. 
Nach  phoronomischem  Grundgesetz  ist 


na»  di,  QMeh.ia4JjjMt  »on  *  in  di.- 
sein  Augenblick  =  deren  relative  Ge- 
schwindigkeiten nach  CX  und  CY  sind 
beide  Geschwindigkeiten  ge- 
ben, zu  einem  Rechteck  zusammengesetzt, 
in  der  Diagonale  die  Mittelgeschwindig- 
keit 


&\r  .  8y 
97  und8«; 


Nun 
formel 


ist  aber  nach  der  Rectifikations- 


daher 


oder 


r>lM|L_ 


8* 

8 

8* 
8 
8 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  des  Mas 
senpunkts  M  in  der  Bahn  ist  =  der 
Mittelgeschwindigkeit  aus  den 
beiden  relativen  Geschwindigkei- 
ten. 

Setzt  man  die  beiden  relativen  Ge- 
schwindigkeiten mit  deren  Mittelgeschwin- 
digkeit zu  einem  rechtwinkligen  Dreieck 
MAB,  Fig.  875  zusammen,  so  kann  AM 
als  die  Tangente  des  Curvenelements  in 
dem  von  m  berührten  Pnnkt  betrachtet 
werden,  folglich  ist  die  Richtung 
der  Mittelgeschwindigkeit  beider 
relativen  Geschwindigkeiten  zu- 
gleich die  Richtung  der  Bahntan- 
gente in  demselben  Punkt. 

Aus  diesem  Grunde  nennt  man  anch 
die  Tangente  an  irgend  einem  Punkt 
einer  Bahn  die  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit des  Massenpunkts 
in  seiner  Bahn,  oder  die  Richtung 
der  wirklichen  Bewegung  in  dem 
Ort  der  Bahn. 


Nach  phoronomischem  Grundgesetz  ist 
die  Beschleunigung  eines  Massenpunkts 

nach  Verlauf  der  Zeit  l  =  i 

8ax 

also  nach  der  Axe  der  X  =  | 


(1)  und  nach  der  Axe  der  Y  =  } 


8c» 

8>y 

Ol* 


Projicirt  man  nun  diese  relativen  Be- 
schleunigungen auf  die  Tangente  der 
Bahn  in  M,  so  erhält  man  die  Summe 
beider 

81*  8»y 

Nach  der  Cnrvenlehre  ist  aber  der  Co- 
sinus des  Winkels,  den  die  geometrische 
Tangente  mit  einer  der  Coordinatenaxen 
bildet  —  dem  Differenzial  der  Coordinate 
als  Function  des  urvariablen  Bogens. 
Mithin,  wie  auch  die  Figur  angibt: 


0* 


_8y 


cot  a  -  £-  und  cos  ß  =  ^ 

und  die  Summe  beider  relativen  Beschleu- 
nigungen auf  die  Bahn  redneirt: 


S 


,  \W*  Qx 


8/« 


8.J 


.8*    8x  9/      ,  8y    8y  8l 

Nunutö;  =  97-8iundo,=8r8-; 


Mithin 


*  8*\8i»*8i 


8«y  8y\ 
'  +8f  87/ 


also  nach  Gleichnng  1 

•Wie  aber  oben  die  Seitenbeschleunignngen  nach  den  Axen  der  -Y  und  der  K, 
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0*t 

so  ist  4  die  Beschleunigung  des  Mas- 
senpunkts in  seiner  Bahn.  Folglich  ist 
für  jeden  Punkt  der  Bahn: 

Die  Summe  der  auf  die  Bahn- 
tangente reducirten  relativen  Be- 
sch leunigungen  gleich  der  Be- 
schleunigung des  in  seiner  Bahn 
sich  bewegenden  Massenpunkts, 
weshalb  dieselbe  auch  die  Tangential- 
beschleunigung genannt  wird. 

Projicirt  man  beide  relativen  Beschleu- 
nigungen auf  die  Normale  MC,  so  gibt 
die  +  mit  y  gerichtete  Beschleunigung 

die  Projection  mn  =  i  cos  n,  die  Be- 
wegung nach  CM  hin  gerichtet;  die  + 
mit  x  gerichtete  Beschleunigung  die  Pro- 
jection Mn  =  *  |^co«/J,  die  Bewegung  nach  MC  hin  gerichtet. 

01  Also  die  Summe  beider  Projectiouea 


-Höf 


fO'x  ,  fl»« 


1     ./9»x   Oy    9'y  9x\ 


1  0#  \0i  'öl3     9/  *0l»/ 


(3) 


Nun  ist  der  Krümmungshalbmesser  der 
Bahn  in  .*/ 


daher 


G3T 


er 


lax»/ 

Um  diesen  Ausdruck  auf  l  als  Urver- 
anderhehe  zu  gestalten  hat  man  für  den 
Zahler 

9t  _  9,  9, 

Ox    Dl  *  Ox 

also 


Ox   O'y    Öf  ö*x 

91  '  9t»  91'öT« 

und  die  Summo  der  Beschleunigungspro- 
jectionen  nach  Formel  3 


9 


Ol 


&  0 


So 


für  den  Nenner 


9«y 
Ox« 


Ol 


91  /9xv 
\öi  j 

folglich  = 


Ol 

Ox" 

9x 
Ol 


»0 


in 

0»y 
Öl« 


Ox 
Ol 


0*y 
Ol» 


löl  / 

Oy 
Ol 


Nuu  ist  ^  die  Geschwindigkeit  e  des 

Massenpunkts  ;)/  in  dem  Puukt  (x,  y) 
der  Bahn,  mithin 

__L_  S-2Ö 

/0x\»         Djege  Beschleunigung  wird  die  Centri- 
Völ/       petal  beschleunigu  ng  genannt;  sie 
ist,  wie  die  Formel  zeigt,,  umgekehrt  pro- 
portional dem  Krümmungshalbmesser,  mit 
j  welchem  die  Richtung  jeder  Curvennor- 

^  male  zusammenfällt. 

(?r^)  ^a  die  Tangentialbeschleunigung  und 

die  Centripetalbeschleuniguug  mit  den 
relativen  Beschleunigungen  gleichgeltend 
sind,  so  kann  die  Bahn  nach  jenen  wie 
nach  diesen  bestimmt  werden. 

Photometer  ist  eine  Vorrichtung  zur 
ö«x        Messung  von  Lichtintensitäten.  DieLicht- 
ot-i         stärke  hat  keinen  Uaa&tUb,  keine  allgo- 
—         mein  geltende  Einheit,  es  mufs  also  eine 
solche  gewählt  werden,  als  z.  B.  die  Hel- 
ligkeit eines  Lichtes,  einer  Lampe  bei 


Oy 
Ol 


0»x 
Ol» 
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einer  bestimmten  Entfernung  von  dem 
su  beleuchtenden  Gegenstände. 

Eine  Methode,  das  Verhältnifs  der  Wir- 
kung zweier  erleuchtender  Flammen  zu 
finden  ist  die,  d«f*  man  Tnn  beiden  Lich- 
tern Schatten  auf  eine  hellfarbige  Fläche 
werfen  läfst  In  einem  dunklen  Zimmer 
wird  eine  weil*»«  Ebene,  z   B.  eine  Pa- 

fuerfiache  aufgestellt,  vor  dieser  ein  sc  Ii  inn- 
er Körper;  das  zu  prüfende  und  das  prü- 
fende Licht  neben  einander  gestellt,  wer- 
fen nun  Schatten  von  diesem  Körper  ge- 
gen die  weifse  Fläche  und  man  verschiebt 
<las  zu  prüfende  l.icht  so  lange,  bis  beide 
Schatten  dem  Auge  gleich  dunkel  er- 
scheinen. Die  Entfernungen  beider  Lich- 
ter von  der  Ebene  geben  im  Quadrat  das 
Verhältnifs  deren  Lichtintensitäten.  Steht 
das  prüfende  Licht  2  Fufs  von  dem  dunk- 
len Körper,  dieser  1  Fufs  von  der  weifsen 
Ebene,  und  werden  beide  Schatten  gleich 
dunkel,  wenn  das  zu  prüfende  Licht 
Fufs  von  dem  Körper,  also  4  Fufs  von 
der  weifsen  Ebene  entfernt  ist,  dann  ver- 
halten sich  die  Lichtintensitäten  beider 
wie  3* :  4«  =  9  :  16.  D.  h.  das  zu  prü- 
fende Licht  ist  i±  mal  stärker  als  das 

prüfende  Licht. 

Die  anderen  Methoden  sollen  hier  un- 
erörtert  bleiben. 

Photometrie  ist  die  Lehre  von  den  im 
vorigen  Art.  gedachten  Abmessungen  des 
Lichts,  die  Kenntnifs  aller  Messungsme- 
thoden und  die  ßeurtheilnng  deren  An- 
wendbarkeit und  Zuverlässigkeit. 

Physik,  Naturlehre,  die  Lehre  von 
den  aufserpn  Erscheinungen  in  Folge  der 
Wirkung  von  Naturkräften.  Sie  steht 
der  Chemie  gegenüber,  welche  die  innere 
Beschaffenheit  der  Naturkörper  zu  ken- 
nen, und  diese  Kenntnifs  auf  Zusammen- 
setzung neuer  Kör|»er  anzuwenden  sucht. 
Die  Physik  ist  eine  reine  und  eine  an- 
gewandte. Erstere  sucht  aus  gegebe- 
nen Erscheinungen  durch  Beobachtungen 
und  Versuche  die  allgemeinen  Naturge- 
setze aufzufinden,  welche  diesen  Erschei- 
nungen zu  Grunde  liegen.  Die  letztere 
erklart  die  Erscheinungen  aus  den  von 
der  reinen  Physik  überlieferten  Versuche 
und  Beobachtungen  und  wendet  diese 
zugleich  auf  die  Erklärung  neuer  Phäno- 
mene an. 

Die  Physik  hat  eine  mathematische 
Seite:  die  Berechnung  der  durch  die  Phy- 
sik in  ihren  Eigenschaften  dargestellten 
Naturkräfte  in  ih  ren  Wirkungen,  als  die 
der  Schwerkraft,  der  Attraetion,  des  Mag- 
netismus. Es  ist  die  angewandte  Mathe- 
matik, welche  die  Lehren  der  reinen  Ma- 


thematik auf  die  Physik  rechnend  und 
untersuchend  überträgt. 

Plan  ist  eine  Grundrifszeichnung,  be- 
sonders eine  im  verjüngten  Maafsstab  auf- 
getragene Vermessung. 

Plaoconcaves  Glas  ist  ein  zu  optischen 
Zwecken  durchsichtiges  flaches  Glas,  des- 
sen eine  Fläche  eben  und  dessen  andere 
die  Form  eiuer  hohlen  Calotte  hat. 

Planconvexes  Glas  ist  ein  Glas  zum 
Zweck  wie  «las  vorstehende,  dessen  eine 
Fläche  eben  und  dessen  andere  die  Form 
einer  erhabenen  Calotte  hat. 

Planetarium  ist  ein  aus  kleinen  Ku- 
geln verfertigtes  künstliches  Sonnensy- 
stem, mit  welchem  durch  Mechanismus 
die  Bewegung  der  Planeten  um  die  Sonne 
in  kleinem  Maafsstab  vor  Augen  gestellt 
wird 

Planeten  sind  die  Weltkörper,  welche 
sich  um  die  Sonne  bewegen.  Es  ge- 
schieht dies  zwar  auch  von  den  Kome- 
ten, welche  man  früher  als  zufällige  Er- 
scheinungen betrachtete,  und  die  sich 
übrigens  im  Aeufseren  von  den  Planeten 
ganz  auffallend  unterscheiden.  Der  Namo 
Planet  stammt  aus  dem  Alterthum,  son- 
derbarerweise von  dem  griechischen  Worte 
.iiurttutim,  herumirren;  heifst  also  Irr- 
stern, indem  man  sich  vorstellte,  dafs 
diese  Weltkörper  im  Weltenraum  herntn- 
irrten;  aber  ungeachtet  man  jetzt  weifs, 
dafs  sie  einen  regelmäfsigen,  immer  wie- 
derkehrenden constanten  Lauf  haben ,  hat 
man  aus  Pietät  gegen  die  alten  Astro- 
nomen den  Namen  Planet  beibehalten. 

Der  Name  Komet  kommt  von  dem 
Worte  »oßtij,  das  Haar,  wegen  ihres  haar- 
artigen langen  Schwanzes,  woher  diese 
(iestirne  deutsch  auch  Haarsterne, 
Schwanzsterile  genannt  werden. 

In  Beziehung  auf  unsere  Erde,  die  mit 
zu  den  Planeten  gehört,  hat  man  obere 
und  untere  Planeten.  Die  oberen  P. 
sind  diejenigen,  deren  Bahnen  die  Bahn 
der  Erde  einschliefsen,  die  unteren  P. 
die,  deren  Bahnen  von  der  Erdbahn  ein- 
geschlossen werden,  deren  es  nur  zwei 
gibt,  den  Merkur  und  die  Venus. 

In  Beziehung  auf  deren  Entfernung 
von  der  Sonne  und  von  der  Erde  hat 
man  hei  i  sc  he  Planeten  c  die 
Sonne),  den  Merkur,  die  Venus,  die  Erde 
und  den  Mars,  weil  diese  der  Sonne  die 
näheren  sind.  Uranische  Planeten 
den  Jupiter,  den  Saturn  und  den 
Uranus,  (ouuaroi,  der  Himmel)  weil 
diese  der  Sonne  am  entferntesten  sind 
und  zu  welchen  jetzt  noch  der  Neptun 
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gekommen  ist.  Teleskopische  Pla- 
neten nennt  man  diejenigen,  welche 
man  mit  blöken  Augen  nicht  sehen  kann; 
als  die  Vesta,  die  Asträa,  die  Juno, 
die  Ceres,  den  Uranus,  den  Jupiter. 
Endlich  nennt  man  Asteroiden  die 
kleinen  Planeten,  die  Vesta,  Juno, 
Ceres,  Pallas  und  alle  die  vielen  neu 
entdeckten  noch  viel  kleineren  zwischen 
dem  Mars  und  dem  Jupiter  befindlichen 
Planeten. 

In  dem  Art.  »Centraibewegung"*, 
Bd.  II,  pag.  15  sind  von  den  sieben  grö- 
ßeren Planeten  die  Entfernungen  L  der- 
selben von  der  Sonne,  deren  Massen  m 
im  Verhältnis  zur  Sonnenmasse  s  1  und 

deren  Momente  —  angegeben.  Ferner 
tn 

die  Schwerpunkte  des  Sonnensystems  im 
Maximo  der  Entfernung  vom  Sonnen- 
mittel =  1,886  Sonnenhalbmesser ,  also 
noch  0,886  Sonnenbalbmesser  ausserhalb 
der  Sonne  und  im  Minimo  =  0,2446  Son- 
nenhalbmesser nachgewiesen. 

Ueber  die  Gesetze  der  Bewegung  die- 
ser Planeten  ist  Folgendes  zu  beachten. 

1.  Eins  der  wichtigsten  Gesetze,  welche 
ermittelt  worden  sind,  ist,  dafs  jeder  Pla- 
net in  gleichen  Zeiten  gleiche  Sectoren 
durchläuft. 

2.  Es  sei,  Fig.  890,  C  der  Ort  der  Sonne 
S,  AZ  ein  Bogen  der  Bahn  eines  Plane- 
ten P.  Ist  dieser  in  A  befindlich  und 
hat  im  Abstände  AC  von  C  die  Geschwin- 
digkeit c,  in  einer  anderen  Entfernung 
Cr  die  Geschwindigkeit  r,  so  ist  r  so 
grofs  wie  in  W,  wenn  der  Körper  von 
CW  =  CK  nach  AC  hin  geradlinig  be- 
wegt wäre. 

Fig.  890. 


Die   nach  AV  wirkende  Seitenkraft 
=  p  cos  CAV,  also  die  Zunahme  in 
in  der  Zeit  t  =  2g  pl  -  coa  CAV 

daher  die  Zeit  t  für  den  Weg  A  V=  — Lg^ 

COt  (sA* 

und  die  Zunahme  in  V 

co*  CAV  n 

=  2""'7o7ca-v  =  2"" 

3.  Die  Kraft,  wenn  der  Körper  in  ge- 
krümmter Bahn  läuft,  hat  als  anziehende 
Kraft  eine  doppelte  Wirkung: 

A  Vermehrt  sie  die  Geschwindigkeit, 
wenn  sich  der  Körper  C  nähert  und  ver- 
mindert sie  bei  dessen  Entfernung. 

B.  Erhält  sie  ihn  in  der  Bahn,  hindert, 
dafs  er  nicht  dem  Beharrungsvermögen 
zufolge  nach  der  Tangente  fortgeht;  er 
macht  also  näherungsweise  eine  Kreis- 
bewegung und  es  ist  die  bewegende  Kraft 
für  diesen  Augenblick 
c» 

P~2gr 

4.  Ist  c  die  unveränderliche  Geschwin- 
digkeit, so  ist  die  Umlaufszeit 

T=  — 
e 

2nr 

woraus  c  = 


=  2g  rp 
#c  =  V2g  rp 


c  = 


ergibt 

\  2g  rp 

oder 

2g  rp 

oder 

9P 

Denn  ist  V  ><  hr  nahe  an  .4,  so  dafs 
die  Kraft  während  der  Bewegung  als 
dleirlifürinig  wirkend  angesehen  werden 
kann,  ist  die  Schwerkraft  =  1,  die  bewe- 
gende Kraft  in  C=p,  dann  ist  die  Zu- 
nahme an  Geschwindigkeit  nach  dem 
Fall  durch  AW  in  der  Zeit  I  =  2g pt. 


Nun  ist  nach  No.  3 
also 

hierzu  die  vorige  Gleichung 
2.7  r 

T 

2/TT 

T 

4/t»r« 
P  " 
2/i'r 
Tl 

Da  nun  g  und  n  constant  sind,  so  hat 
man  für  ein  p\  T\  r' 

r  #  r' 

r*  *  v* 

d.  i.  die  Schwungkraft  ist  gerade  pro- 
portional dem  Halbmesser  und  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrat  der  Umlauft»- 
zeit. 

5.  Soll,  wie  es  geschieht,  die  Sonne 
verschiedene  Planeten  in  ihren  Kreisen 
erhalten,  so  int  p  in  verschiedenen  Ab- 
ständen ungleich.  Nach  dem  dritten  Kep- 
ler'schen  Gesetz  sind  die  Quadrate  der 
Umlaufszeiten  wie  die  Cobi  der  Abstände. 

Also    T*  i  r»  *  r»  :  r11 


p:p'  = 
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oder 


Nach  No.  4  aber  ist 

P  •  P    j%  ■  j'i 

Die  zweite  Proportion  durch  die  erste 
dividirt  gibt 

L .  t  „  '  EL. 

Allgemeine  Untersuchung  über 
die  Centraibewegung. 

6.  Wenn  die  Bahn  kein  Kreis  ist,  so 
ist  die  Schwungkraft  wie  vorhin,  sobald 
man  in  jedem  Punkt  der  Cnrve  statt  r 
den  Krümmungshalbmesser  nimmt. 

Ist  (Fig.  891  und  892)  C  der  Centrai- 
punkt, A  Bahnpunkt,  AB  Tangente  an 
der  Bahn,  die  beschleunigende  Kraft  Ab 
in  die  Längen  AE  und  AD  zerlegt,  so 


die  Umlanfszeit  in  Secunden  mit  T  be- 
zeichnet: 

Fig.  893. 


Fig.  891. 


Der  in  einer  Secuude  beschriebene  Sec- 
nb 

tor  —  <t  T . 

A.  Ist  der  Körper  in  ,1  4cm  Perihe  1 , 
so  ist  dessen  Entfernung 

AC  =  a  -  y**  —  »» 

AB,  den  in  einer  Secunde  durchlaufenen 
Bogen  setze  man  =c, 

so  ist  Sector  ACB  =  Je  (it-\raT-  l*)  =  n  "* 
also         c  — 


(a  -  |«»  -  6«)  r' 


6  * 


vermehrt  AE  die  Geschwindigkeit,  wenn 
/_CAB  spitz,  und  vermindert  die  Ge- 
schwindigkeit, wenn  Z_CAB  stumpf  ist; 
AD  hält  aber  der  Schwungkraft  das  Gleich- 
gewicht. 

Fig.  892. 


der  Krümmungshalbmesser  >«»  A  = —  —  t 

a 

also  Schwungkraft 

m  «■  _  An*  a*  b*  j    2,7  «J 
~  2jr  ~~  ~    ÄV^T  =  gAC*  f* 

a 

B.  Ist  der  Körper  in  G,  im  Aphel, 

Bogen  GJ  -  c\  Sector  CGJ  =  Je'  •  CG, 

Sector  Je'  -  CtTcs 

also  c«  =  *,  • 

so  ist  die  Schwungkraft 


2a.  ^ 
y  a 


2i 


g  •  6*6'»  •  1* 


7.  Beispiel.  Da  nach  Kepler  die 
Sonne  im  Brennpunkt  steht  und  die  durch- 
laufenden Sectoren  der  Zeit  proportional 
sind,  so  ist  zu  schliefsen,  dafs 


der 


Rönne  der  Sitz  der  Kraft  sei. 
Es  sei,  Fig.  893 
AE  die  halbe  grofse  Axo  -  a 
DE  die  halbe  kleine  Axo  =  6 

so  ist  der  Inhalt  der  Ellipse  =  nah 


die  Schwungkräfte  iu  A  und  G  verhalten 
sich  also  wie 

1  1 

AC*  '  CG* 

Also  eben  so  die  Anziehungskräfte  der 
Sonne  in  C,  weil  diese  den  Körper  hin- 
dert, dem  Beharrungsstande  zu  folgeu 
und  ihn  nöthigt  in  der  Bahn  zu  ver- 
bleihen. 

C.  Der  Körper  sei  in  D,  die  Richtung 
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der  Bewegung  also  normal  auf  DE,  DC  r^»  _   e„*  f  _  _  ,  J> 

=  a,  Bogen  DH  =  r„.  2or  ~       a*~       _     a*     ~ qT* 

ab  2*'T         2f'T  T 

Mithin  8ector  DCH  =        =  *  V  aa  a-  i  a     *  k.«  „ 

*  "         T         and  der  von  dieser  nach  der  Richtung 

„  DE  normal  der  Tangente  DH  sich  zer- 

Denn  *r..  ist  =  n  —  oder  4 D// =  halbe  .       .......  A 

*  "  T  legende  Theü  ist  p„  cos  COR  -  p„  — . 

Ellipse  MAG  und  weil       sich  zu   0/f     _  ,        „  b  b 

r  T  Daher   p"  —  =  2.-i»  — 

▼erhält  wie  1  :  ADG  *  9T* 

der  Krümmungshalbmesser  in  D  =  —    UD(*             P  ^fi 

t  Ä     (,ie         anziehenden  Normalkräfte  sind 

also  die  Schwungkraft  demnach 

und  verhalten  sich  wie  Ist  nämlich  .9  die  Beschleunigung  in 

III  der  Entfernung  r,  so  ist 

ÄC*lCG*   CD*  r     _  _1_ .  1 

8  Es  sollen  nun  die  Geschwindigkeiten  '  9  ~  R*  r* 

r;  c  •  r„  betrachtet  werden.  r« 

06    woraus  G  =  g  .  - 

c  in  ,4  ist  2*  • AC  =  a-\**-b*  Ä" 

  fallt  der  Körper  um  die  Länge  Ä,  so  ist 

r,  in  ü  ist  2*  •  CG  =  «  +  | a*-b*  pl  =  4(?ft  =  ^  jr. 

r„in  Dist2..-4-Tr;  ^D  =  «  ^  1  .  c#Bas4    .  1 

Vorausgesetzt  ist,  wenn  C,  C  die  Oe-  Ä  Ä. 

schwindigkeiten  des  Körper»  in  den  Knt-  n-C1-^'  R,-^R    .    ,  1  \ 

fernuogen  rt,  Ä'  sind,  das  Gesetz:  '      9    '  RR,       9*  '  \R  R'f 

p*  _  f  1  _4-r«  .  "'_lif  das  allgemeine  Gesetz  nach  dem  Obigen 

^       *       ÄÄ,  ist  aber 

ta*b*   CC»  -  AC*  _     ,  a'e»  (CC  +  ,4Q(CQ  -  ^C) 

.  ,«»6»   2«   CG-y4C    0  .  a«   CG  -  AC 

=  471  "fT  T»  •  ACT GC  =  871  T*  •  CCT^C 
Ebenso 

C«  *  C„«  =  ffi  .  ^  /  1  —  1\  =  N  (t+JW-JC) 
T*  \AC*    b*)  b*AC* 

(*)    a  »    4«  -  AC*        2  (6«  -  o»  +  a  V«» 

=  4»'r»  =  *  iiö   

,    a»    »V^  6»  (a  -  \fa*  -  b*)     0    .    a»      j/i»  -  4" 

=  81 1  •  —  •   ;    ,         =  Ün*  •  ~  '  —  - 

T*         (a_r<li_6»)»  T*  a~\'«*-b* 

,  «>      CiE     „  ,   «•  a-AC 

T«   a*AC  T*  a»AC 

Beides  der  allgemeinen  Formel  gemäfs.  mungen  über  die  Planeten  ohne  Analy- 
Die  vorstehende  Darstellung  soll  als  sis  zu  übersehen. 
Mittel  dienen,  die  theoretischen  Bestim-     9.  Genauere  Bestimmungen. 
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E.s  sei,  Fig  894 
C  der  Mittelpunkt  der  Kräfte 
AB  die  noch  unbekannte  Bahn  des 
Körpers. 

BD  die  Tangente  in  //'. 

p  die  in  B  wirkende  beschleunigende 
Kraft. 

Der  Radiusvector  BC  für  den  Ort  B 
des  Planeten  =  j. 

Die  Fliehkraft  desselben  hierbei  =  p ,. 


Fig.  894. 


Dann  ist  p  :  p,  =  BC  i  BD  =  s  :  BD, 
woraus  der  beabsichtigte  Weg  des  Pla- 
neten 

BD  i 
P 

Nun  ist  die  Kraft,  wenn  CD  =  w  nor- 

l  *V— tl1 

mal  BD  ist,  von  p  nach  BD  =  p  •  - — — - 

tc 

die  normal  auf  BD  =  p  — . 

Ist  die  Geschwindigkeit  in  Ä  =  t», 

so  ist   De  =  2$p  *  -  Öl 

l  i«  _  iß* 

tör  =  2gp  -  0« 

ptf     r ' 

and       =  - — ,  wenn  r  der  Krummungs- 
i  2gr 

halbmesser  in  B  ist. 

CDS  L  DU  —  —  S-  =    =  1  

daher  vbv  =  —  2pp  0* 
c»     r  ■ 
4<»    4  $r 


wenn  c  an  einem  bestimmten  Ort  die  An- 
fangsgeschwindigkeit ist. 

Planetenbahn.  Die  Weltkörper  schwe 
beu  frei  im  Kaum,  daher  sind  die  Be- 
schreibungen von  Bahnen,  entweder  um 
Centraikörper  oder  am  gemeinschaftliche 
Schwerpunkte  das  einzig  mögliche  Mittel 
zu  deren  Erhaltung ,  und  es  kann  kein 
einziger  Weltkörper  in  Kuhe  gedacht  wer- 
den. Das  von  Newton  entdeckte  Attrac- 
tionsgesetz  hat  sich  nicht  nur  bei  allen 
Planeten,  Kometen  und  Monden,  sondem 
auch  bei  Gestirnen  aufserhalb  unseres 
Sonnensystems,  namentlich  den  Doppel- 
sternen als  sireng  richtig  bewährt,  so 
dafs  man  es  als  zur  Erhaltung  des  gan- 
zen Weltalls  zu  Grunde  liegend  ansehen 
intlfe;  der  Art  also,  dafs  die  Sonne  mit 
ihrem  ganzen  Planetensystem  mit  meh- 
reren anderen  Sonnensystemen  gemein- 
schaftlich wieder  eine  Centraisonne  um- 
kreist,  die  ein  Sonnensystem  zweiten 
Grades  bildet  n.  s.  f.  (Vergleiche  den 
Art.  „Attraction"  über  die  inuthmaals- 
liche  Entstehung  der  Weltkörper  und  de- 
ren Systeme.) 

Kepler  hat  zuerst  bewiesen ,  dafs  jeder 
der  l  inkreise,  welche  ein  Weltkörper  um 
seinen  Centraikörper  macht,  als  die  Pla- 
neten und  Kometen  um  die  Sonne,  die 
Monde  um  die  Planeten,  eine  Ellipse  ist, 
dafs  der  Centraikörper  in  deren  einem 
Brennpunkt  sich  befindet,  durch  Attrac- 
tion  (Cen tri peta Ikra ft)  ihn  zu  sich 
zieht,  während  eine  auf  den  umlaufenden 
Körper  nach  der  Tangente  in  jedem  Punkt 
seiner  Bahn  wirkende  Centr  ifugalkraft 
den  geradlinigen  Sturz  des  umlaufenden 
Körpers  nach  dem  Centraikörper  hin  ver- 
hindert. 

Beide  Kräfte  sind  für  jeden  einzelnen 
Bahnpunkt  so  genau  untereinander  aus- 
geglichen, dafs  die  Bahn  auf  ewige  Zei- 
ten unverändert  dieselbe  bleibt. 

Wie  eine  solche  Zusammenwirkung 
möglich  ist,  zeigt  der  Art.  „Central- 
krafte"  mit  Fig.  282  bis  285  mit  aus- 
führlicher Erklärung;  ferner  der  Art. 
a  Ce n  tralbe wegung*  mit  dem  Bei- 
spiel der  Bewegung  des  Mondes  um  die 
Erde,  endlich  der  Art.  «Bahn  *  mit  Fig. 
163  bis  167  die  Zusammen  Wirkung  der 
beiden  Kräfte  mit  bildlicher  Darstellung 
des  Umlaufs  eines  Planeten  und  dessen 
verschiedene  Geschwindigkeiten. 

In  Folge  der  elliptischen  Form  hat  die 
Bahn  eine  grofse  und  eine  kleine  Axe; 
in  der  grofsen  Axe  hat  der  Planet  seine 
Sonnennähe  in  dem  Punkt  des  Pe- 
riheliums  und  seine  Sonnenferne 
in  dem  Punkt  des  Apheliums.    Der  Ab- 
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stand  zwischen  dem  Mittelpunkt  der  El- 
lipse nnd  dem  Brennpunkt,  dem  Stand- 
punkt der  Sonne  heilst  die  Excentri- 
cität  der  Ellipse.  Eine  ausführliche 
Theorie  über  die  Wirkung  der  Kräfte  bei 
Bewegung  der  Weltkörper,  s.  die  Art. 
„Bahn, Bahn  der  Welt  körper,  Bahn 
der  Weltkörper,  die  Ellipse".  Siehe 
auch  den  Art.  „Elemente  der  Bahn 
eines  Planeten". 

Planetenjaht  ist  die  Zeit,  in  der  ein 
Planet  einen  Umlauf  um  die  Sonne  macht. 

Planetensystem  ist  die  Zusammen- 
wirkung sämmtlicher  der  Sonne  zuge- 
hörigen Planeten  einzeln  und  summarisch 
aufgefafet. 

Planetoiden,  s.  v.  w.  „Asteroiden". 

Planetolabiom,  s.  v.  w.  „Planeta- 
rium". 

Planimetrie  i»t  der  Theil  der  Geome- 
trie, welcher  sich  mit  den  Ebenen  be- 
schäftigt. Vergleiche  den  Art.  „Longi- 
metrie". 

Platonische  Körper  sind  die  fünf  re- 
gelmäßigen Polyeder. 

Platonisches  Jahr  (grofses)  der  Zeit- 
raum von  25873  Jahren,  innerhalb  wel- 
ches die  Weltaxe  um  die  Axe  der  Eklip- 
tik ihren  Umgang  vollbracht  hat  und  die 
Nacbtgleichenpunkte  wieder  an  der  vor 
dieser  Zeit  behaupteten  Stelle  sich  be- 
finden. (Vergl.  den  Art  .Nachtglei- 
chen".) 

Pias  (+)  ist  das  Zeichen  für  eine  po- 
sitive Gröfse  und  das  der  Addition. 

Pneumatik,  Aerodynamik  ist  die  Me- 
chanik der  luftformigen  Körper  (s.  die 
Art  ,  Aerody  namik,  Aerodynami- 
sche Gesetze").  Die  ganze  Lehre  der 
Pneumatik  findet  sich  ausführlich  in  dem 
Art.  , Ausflufs  der  Luft,". 

Pol  (no  ich  drehe  um)  ist  immer 
ein  Endpunkt  einer  geraden  Linie  in  Be- 
ziehung auf  etwas  gleichförmiges,  sym- 
metrisches, was  sich  in  gleichen  Abstän- 
den von  dem  Pol  um  die  gerade  Linie 
herum  sich  befindet. 

Pol  heilst  der  feste  Punkt,  von  dem 
ans  die  Ordinaten  (Polarordinaten)  nach 
einer  Curve  gezogen  werden,  wenn  die- 
selbe durch  eine  Polargleichung  bestimmt 
werden  soll. 

Pol  ist  jeder  Endpunkt  des  Durch- 
messers einer  Kugel  in  Beziehung  auf 
den  gröfsten  auf  dem  Durchmesser  (der 
Axe)  normalen  Kreis  und  allen  mit  die- 
sem parallelen  Kreisen. 


Pole  des  Horizonts  eines  Orts  der 
Erdoberfläche  sind  die   unendlich  weit 
entfernten  Endpunkte  der  senkrecht  auf 
dem  Horizont  befindlichen  Linie,  welche 
durch  den  Erdmittelpunkt  nach  der  un- 
tern Himmelskugel  geht:  das  Zenith 
oder  der  Scheitelpunkt  über  dem  Ho- 
rizont, das  Nadir  oder  derPufspunkt 
unter  dem  Horizont. 

Pole  des  Himmels  sind  die  End- 
punkte der  Weltaxe,  welche  mit  unserer 
Erdaxe  parallel  läuft  oder  auch  dieselbe 
ist,  weshalb  es  auch  einen  Nordpol  und 
einen  Südpol  am  Himmel  gibt,  welche 
mit  dem  Nordpol  und  dem  Südpol  der 
Erde  in  einerlei  geraden  Linie  liegen. 

Pole  der  Ekliptik  desgleichen  die 
Endpunkte  deren  Axe,  «eiche  mit  der 
Erdaxe  einen  Winkel  von  33}°  bildet 

Pole  eines  natürlichen  Magnets 
sind  die  einander  gegenüberliegender. 
Punkte,  welche  gegen  Eisen  die  meiste 
Anziehungskraft  aulsern.  Man  erkennt 
dieselben,  wenn  man  den  Magnet  in  Eisen- 
feile legt,  wo  dann  diese  Pole  am  mei- 
sten davon  angehäuft  sind. 

Diese  Pole  eines  natürlichen  Magnet*, 
so  wie  die  einer  künstlichen  Magnetna- 
del üben  auf  die  Pole  eines  zweiten  na- 
türlichen Magnets  oder  einer  Nadel  die 
eigentümliche  Wirkung,  data  sie  sich 
je  zwei  und  zwei  einander  anziehen 
und  abst olsen.  Sie  heifsen  daher 
freundliche  und  feindliche  Pole, 
nnd  in  Beziehung  auf  Nord  und  Süd  der 
hier  folgenden  magnetischen  Pole  der 
Erde,  Nord-  und  Südpole;  der  Nord- 
pol des  einen  stufst  den  Nordpol  des  an- 
deren ab  und  zieht  den  Südpol  des  an- 
deren an ,  so  da  Ts  also  die  gleichnamigen 
Pole  feindlich,  die  ungleichnamigen  freund- 
lich sind 

Die  Erde  hat  ebenfalls  magnetische 
Pole,  einen  Nordpol  und  einen  Süd- 

6ol;  deren  Richtung  findet  man  an  jeder 
agnetnadel,  denn  sie  zeigt  nach  ihnen 
hin  und  bildet  mit  ihrer  Richtung  die 
Richtung  des  magnetischen  Meridians 
der  Erde.  Die  Magnetnadel  hat  aulser 
dieser  Declination  (Unterschied  ihrer 
Richtung  mit  dem  wirklichen  Erdmeri- 
dian) noch  eine  lnclination,  eine  Ab- 
weichung von  der  Horizontalen,  und  es 
gibt  Punkte  auf  der  Erde  in  der  Nähe 
der  Pole,  an  welchen  die  Nadel  ganj 
senkrecht  steht,  und  wo  die  Nordspitze 
in  der  Nähe  des  Nordpols  und  die  8üd- 
spitze  in  der  Nähe  des  Südpols  senkrecht 
abwärts  steht.  Diese  Orte  der  Erde  sind 
deren  magnetische  Pole.  Kapitain  Rofs 
hat  den  magnetischen  Nordpol  erreicht, 
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und  zwar  unter  263°  14'  östlich  vou  Green- 
wich  und  70°  5'  nördlicher  Breite;  er  fand 
nämlich  daselbst  die  Inclination  90°. 

Polabstand  eines  Sterns  ist  gleich  90° 
weniger  seiner  Abweichung.  P.  eines 
Orts  der  Erde  ist  gleich  dessen  Aequa- 
torhöhe. 

Polarcoordinaten.  Deren  Erklärung, 
s.  den  Artikel:  „Coordinaten -.  Deren 
Bildung  und  Anwendung,  s.  den  Art. 
„Curve  nlehre,  pag.  186  mit  Fig.  537, 
pag.  193  mit  Fig.  541. 

Polardistani ,  s.  v.  w  „Polarab- 
sta  nd". 

Pol&rdreieck  bei  Kugeldreiecken,  s.  v. 
w.  „Supplenientardreieck*. 

Polargleichang  ist  eine  Bestimmnngs- 
gleichung  für  Curven  mit  Polarcoordina- 
ten. 

Polarkarte  ist  die  Karte  derjenigen 
Erdhalbkugel,  für  welche  der  Pul  als 
Standpunkt  der  Aufnahme  gedacht  ist, 
in  welcher  also  der  Pol  Mittelpunkt  und 
der  Umfang  des  Aequators  die  Grenze  ist. 

Polarkreise  werden  bei  Umdrehung 
der  Erde  um  die  Axe  von  den  Endpunk- 
ten der  Axe  der  Ekliptik  beschrieben;  sie 
sind  Ton  den  Polen  23}°  eutfernt.  Der 
an  dem  Nordpol  befindliche  ist  der  nörd- 
liche, der  am  Südpol  der  südliche 
Polarkreis. 

Polarproiection  ist  die  Protection  der 
auf  der  Erdoberfläche  befindlichen  Punkte 
und  Linien  zur  Verzeichnung  einer  Po- 
larkarte, indem  also  die  wahre  Lage  jedes 
einzelnen  Punkts  in  der  von  diesem  auf 
die  Aequatorebene  gefällten  Normale  an- 
gegeben wird. 

Polarsten,  ein  sehr  heller  Stern  in 
der  Nähe  des  Nordpols,  der  letzte  Stern 
im  Schwanz  des  kleinen  Bären,  der  mit 
den  beiden  Sternen  des  grofsen  Bären, 
die  dessen  Schwanz  am  entferntesten 
sind,  in  einer  geraden  Linie  liegt.  Die 
Lage  des  Polarsterns  ist  veränderlich ,  er 
nähert  sich  immer  mehr  dem  Pol,  hat 
gegenwärtig  einen  Abstand  von  demsel- 
ben =  1°  35'  und  wird  ihm  noch  300 
Jahre  lang  immer  näher  rücken. 

Polantrkel,  s.  t.  w.  .  Polarkreis \ 

Polarzonen  sind  die  von  den  Polar- 
kreisen begrenzten  Calotten,  sowohl  die 
auf  der  Erde  als  die  an  der  Uimmels- 
kugel. 

Polarisation  det  Lichts  ist  die  Abän- 
derung, welche  ein  Lichtstrahl  erfährt, 

IV. 


wenn  er  mittelst  eines  Spiegels  reflectirt. 
Die  Aenderung  seiner  Natur  besteht  da- 
rin, dafs  er  nur  zum  zweiten  Mal  mit 
derselben  Kraft  und  unter  demselben 
Wiukel  mittelst  eiues  zweiten  Spiegels 
reflectirt,  wenn  dieser  zweite  Spiegel  mit 
dem  ersten  parallel  ist.  Je  mehr  mau 
den  zweiten  Spiegel  von  der  Parallelität 
mit  dem  ersten  abweichen  läfst,  desto 
schwächer  wird  die  Reflexion,  ohne  dafs 
dabei  der  Reflexionswinkel  geändert  wird, 
und  wenn  beide  Spiegel  unter  einem 
Winkel  von  90°  sich  befinden,  so  hört 
die  zweite  Reflexion  auf,  sie  wird  Null. 

Polemoskop  ist  ein  Fernrohr,  mit  wel- 
chem man  nach  einer  anderen  Richtung 
hin  siebt  als  dahin  wo  der  zu  beobach- 
tende Gegenstand  sich  befindet ,  indem 
ein  schräger  Planspiegel  diesen  auffängt 
und  dessen  Bild  auf  das  Ohjectivglas 
wirft.  Die  Erfindung  ist  von  lievel,  der 
es  zum  Gebrauch  im  Kriege  empfahl, 
daher  der  Name  {noltuoe  der  Krieg). 

Polhöhe,  s.  den  Art.  ,  Höhe  des  Pols" 
III,  pag.  247,  die  Art.:  „Astronomi- 
scher Horizont*,  pag.  148  und:  »Auf- 
gang und  Untergang  der  Gestirne», 
pag.  174. 

Für  Landesvermessungen  ist  die  Pol- 
höhe eines  bestimmten  Orts  der  Erde  von 
Wichtigkeit;  direct  kann  man  sie  nicht 
messen,  weil  in  dem  Pol  kein  Fixstern 
steht.  Man  wählt  daher  einen  der  dem 
Pol  zunächst  stehenden  Sterne,  daher 
am  zweckmäßigsten  den  dem  Pol  nahen 
und  hellen  Polarstern,  beobachtet  und 
mifst  in  den  Augenblicken  seiner  beiden 
Cnlminationen  seine  größte  und  seine 
geringste  Höhe,  so  hat  man  in  der  hal 
Ken  Summe  seiner  beiden  Höhen  die  Pol- 
höhe. Oder  man  beobachtet  und  mifst 
die  Höhe  der  Sonne  in  dem  Augenblick 
des  wahren  Mittags,  deren  Abweichung 
man  für  jeden  Tag  des  Jahres  genau 
kennt.  Ist  die  Abweichung  nördlich,  so 
subtrabirt  man  dieselbe  von  der  Sonnen- 
höhe, ist  sie  südlich,  so  addirt  man  sie 
zur  Sonnenhöhe  und  erhält  in  jedem  der 
beiden  Fälle  die  Aequatorhöhe  des  Orts, 
welche  von  90°  abgezogen,  dessen  geo- 
graphische Breite  oder  Polhöhe  gibt 

Polyeder  ist  ein  Körper,  der  von  lauter 
ebenen  geradlinigen  Figuren  begrenzt  ist. 
Diese  Figuren  heifsen  die  Seitenflä- 
chen oder (i renzflächen, dereu  Summe 
die  Oberfläche  des  Körpers.  Die  Sei- 
ten der  Figuren,  welche  zweien  zusam- 
menliegenden Seitenflächen  gemeinschaft- 
lich sind  oder  die  Durchschnittslinien 
zweier  Seitenflächen  heifsen  Kanton; 
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die  Endpunkte  der  zusammentreffenden 
Kanten  neifsen  Ecken.  Ein  Neigungs- 
winkel zweier  zusammentreffenden  Sei- 
tenflächen heifst  deren  Flächen  winket 
und  der  von  den  in  einer  Ecke  zusam- 
menstoßenden Seitenflächen  daselbst  ge- 
bildete Winkel  ein  körperl  icher  Win- 
kel oder  Körperwinxel. 

2.  In  jede'm  P.  ist  die  Anzahl  der 
ebenen  Oberflächenwinkel  das 
Doppelte  der  Anzahl  der  Kanten. 

Denn  jede  Figur  hat  so  viele  Winkel 
als  Seiten,  da  nun  jede  Kante  zu  zweien 
Seitenflächen  gehört,  also  zwei  Seiten 
ausmacht,  so  kann  die  Anzahl  der  Kan- 
ten nur  die  Hälfte  der  ebenen  Winkel 
betragen.  Hieraus  folgt  zugleich,  dafs  in 
einem  P.  die  Anzahl  der -ebenen 
Winkel  immer  eine  gerade  Zahl 
sein  mufs. 

Ferner  folgt  daraus,  dafs  wenn  das 
P.  von  Figuren  mit  einer  ungera- 
den Anzahl  von  Seiten  begrenzt 
wird,  die  Anzahl  der  Seitenflä- 
chen immer  gerade  sein  mufs. 

Wird  ein  P.  von  m  Seitenflächen 
mit  einer  geraden  Anzahl  und  von 
n  Seitenflachen  mit  einer  unge- 
raden Anzahl  von  Seiten  begrenzt, 
so  dafs  die  Anzahl  der  Begrenzungsflä- 
chen =  m  +  n  ist ,  so  mufs  n  gerade 
sein,  mmag  gerade  oder  ungerade 
sein. 

3.  Die  Anzahl  der  ebenen  Ober- 
flächenwinkel eines  P.  ist  minde- 
stens dreimal  so  grofs  als  die  An- 
zahl der  Grenzflächen. 

Denn  sind  die  Grenzflächen  Dreiecke, 
so  sind  der  ebenen  ^Vinkel  gerade  drei- 
mal so  vielmals  die  Anzahl  der  Grenz- 
flächen beträgt;  bei  Flächen  von  mehr 
als  drei  Seiten  wird  die  Anzahl  der  Win- 
kel gröfser. 

Ist  demnach  F  die  Anzahl  der  Grenz- 
flächen, K  die  Anzahl  der  Kanten,  so  ist 
2K  die  Anzahl  der  Winkel;  also  entwe- 
der 2K  -  ZF  oder  2K  >  3F.  Es  gibt  also 
kein  P.,  in  welchem  die  Anzahl  der  Kan- 
ten geringer  wäre  als  l\  mal  der  An- 
zahl der  Grenzflächen,  oder  die  Anzahl 
der  Grenzflächen  gröfser  als  §  der  An- 
zahl der  Kanten. 

4.  Die  Anzahl  aller  auf  der  Ober- 
fläche eines  P.  vorhandenen  ebe- 
nen Winkel  ist  entweder  gleich 
oder  gröfser  als  die  dreifache  An- 


zahl der  Ecken  und  als  die  drei- 
fache Anzahl  der  Grenzflächen. 

Denn  jede  Ecke  und  jede  Grenzflicke 
wird  aus  mindestens  3  ebenen  Winkeln 
gebildet. 

Bezeichnet  man  noch  die  Anzahl  der 
Ecken  mit  E,  so  ist  die  Anzahl  der  ebe- 
nen Winkel  W  nach  Satz  3  =  2A*.  Es 
ist  demnach  immer  entweder  2  K  -  3  E 
oder  2K  >  3£  und  2K  =  3F  oder  >  3F. 
Demnach  kann  in  einem  P.  weder  die 
Anzahl  der  Grenzflächen  noch  die  der 
Ecken  gröfser  sein  als  J  der  Anzahl  der 
Kanten. 

5.  In  jedem  P.  ist  die  Summe  der 
Anzahl  der  Ecken  und  der  Grenz- 
flächen um  2  gröfser  als  die  An- 
zahl der  Kanten.   (£  +  F=  K  +  2). 

Denkt  man  sich  innerhalb  des  P.  einen 
beliebigen  Punkt,  beschreibt  um  densel- 
ben eine  Kugelfläche,  zieht  von  dem  Punkt 
aus  nach  den  Ecken  des  P.  gerade  Linien, 
beschreibt  auf  der'  Kugeloberfläche  durch 
je  zwei  auf  derselben  entstandene  Durck- 
schnittspunkte,  welche  den  Ecken  einer 
Kante  des  P.  entsprechen,  einen  größten 
Kroisbogen,  so  erhält  man  eine  Summe 
von  sphärischen  Vielecken,  die  zusammen 
gleich  der  Kugeloberfläche  sind. 

Es  kommt  nun  darauf  an ,  die  Inhalte 
dieser  sphärischen  Vielecke  zu  bestim- 
men. 

In  dem  Art.  „Kugel",  No.  19  ist  aber 
die  Proportion  als  richtig  erwiesen 

J:F=(r-(n-2)2Ä:2Ä 

woraus 

y-(n-2)2ft  H«-2)1809 
2Ä  180° 
Hier  bedeutet  J  den  Flächeninhalt  eines 
sphärischen  Vielecks, q.  dieSumrae  sämmt- 
licher  Umfangswinkel,  m  die  Anzahl  seiner 
Seiten  und  f  den  Inhalt  des  4ten  Tbeüs 
der  Kugeloberfläche.  Bezeichnet  man 
die  ganze  Kugeloberfläche  mit  S,  so  hat 
man 

^-(„-2)180° 

J~  720°  S  (1) 

Bezeichnet  man  ferner  die  Summen 
der  Winkel  der  einzelnen  Vielecke  mit 
(f ,  q\  tf" ...  und  die  Anzahl  der  Seiten 
derselben  mit  n,  n\  n" ...  die  Anzahl  der 
Vielecke  wieder  mit  F,  so  erhält  man 
die  der  ganzen  Kugeloberfläche  S  gleiche 
Inhaltssumme  Jt  sammtlicher  Vielecke. 


9> +      +      +  .».-(»  -t-a'  +  n"....-2F)  180° 


720° 


-  s-  s 


woraus 


<f  +  (f '  +  q>"  +  .  • :  ~  (n  +  »'  +  n*  -f  . . .  -  2F)  180°  =  720c 


(2) 
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Sämmtliche  Winkel,  deren  Summe  = 
iat  (f  +  <r'  +  <f"  +  . . .  liegen  aber  um 
so  viele  rankte  als  das  P.  Ecken  hat  und 
die  Anzahl  der  um  eine  Ecke  liegenden 
Winkel  machen  zusammen  360°  aus ;  mit- 
bin ist  (jp  +  <jp'  +  9"  +  . . .  =  E  .  360°. 
Nach  No.  2  ist  nun  die  Anzahl  n  +  m' 
+  »"  +  ...  =  2K.  Wenn  man  demnach 
diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung  sub- 
stituirt,  so  hat  man 

£  .  360°  -  (2Ä  -  2F)  180°  =  720° 
oder         E  +  F  -  K  +  2  (3) 

6.  DieSumme  aller  ebenen  Win- 


kel auf  der  Oberfläche  eines  P.  ist 
gleich  so  vielen  Rechten  als  die 
4fache  Anzahl  der  Ecken  beträgt 
weniger  8. 

Also    »V=(4E-8)KZ  =  (E-2)4KZ. 

Denn  sind  n,  n\  nl' ....  die  Seitenan- 
zahl der  einzelnen  Vielecke,  so  betragen 
deren  Winkelsummen  (2it— 4)  Ä,  (2*'-4)Ä, 
(2»"-4)Ä...  Nun  i»t  *  +  »'  +  »"  +  ... 
=  der  Anzahl  aller  auf  der  Oberfläche  des 
P.  befindlichen  ebenen  Winkel  =  W  =  2E, 
mithin  hat  man  die  Summe  sämmtlicher 
Winkel 


(n+n'+»"+...)2R-4FR=2WP-4FR  =  AKR-4FR=(K-F)4R 


Oder      W  =  (E-F)4Ä  (4)  man  Zahlen  a,  b  finden, 

Nun  ist  aus  Formel  3:  Ä-F=E-2,  «°  dafs  K=|F+a  und  K=f£+6 

also  die  Summe  W  =  (4E-8)ÄZ       (5)  d»  nnn  (Formel  3)  E=E+F-2 

7.  In  jedem  P.  ist  die  Anzahl  der  ">  hat  man  fF+«=E+F-2 
Kanten  +  6  kleiner  oder  eben  so  und  | E+ 4 = £+ F—  2 
grofs  als  die  dreifache  Anzahl  der  woraus        F  +  2a  +  4  =  2E 
Ecken  oder  der  Seitenflächen.  und            E  +  2*  +  4  =  2F 

Also     A  |3fi  daher   F  +  4  <  2E  und  E  +  4  <  2F 

_  ...       .         _  10.  Da  aus  den  No.  9  entwickelten  For- 

Denn  nach  No.  4  ist  2E  >-  3E  und  meln 
2E>3F.  £=|F+a+2 

Hierin  aus  Formel  3:  E  und  F  sub-  nnd         E  =  2F- 25-4 
stitoirt  8Q  jtann  jn  ejnem  p>  jje  ^oaa^|  £  der 

gibt       2K>3A'-3F+6  Ecken  weder  kleiner  als  JF+  2  noch  grö- 

und       2A'^3£- 3E-f  6  fser  als  2F- 4  werden.   Diese  beiden 

woraus     A'+6  —  3F  G  röfsen  ^  F+ 2  und  2F  -  4  sind  also 

.         v  i  c  =  >,e  fß\  die  Grenzen  zwischen  welche  in 

*t+   5         „  C?  jedem  P.  die  Anzahl  E  der  Ecken 

8.  Nach  No.3  ist  F~  |K.  Diesen  Werth  fant 

in  Gleichung  6  substituirt,  gibt  E^6.  Da  ferner  F=2E-4-2a 

Es  geht  hieraus  hervor,  dafs  in  einem  Qnf|  »ngleich  F=  |fi  +  2  +  b 

l\Jl**r\VAhl  ?elK*Rt%\V^\  so  kann  F  nicht  gröfser  werden  als  2E-4 

man  diLL  mL^,^ ^ ?    ?  als  4;E  +  2  und  diese  bei- 

fi  .n  IaSI  Gröben  2E  -  4  und  T£  +  2  sind 

6,  so  erhalt  man  also  die  Grenzen,  zwischen  welche 

4  +  woraus  £1=4  in  jedem  P.  die  Anzahl  Fder  Sei- 
t3'  *)>  tenflächen  fallt 
Es  kann  also  in  einem  P.die  An-  ll.  Kein  P.  kann  von  lauter  sechs- 
zahl derEcken  unddie  derGrenz-  aD(j  mehrseitigen  Figuren  einge- 
rieben nicht  geri  n^er  als  4  sein,  schlössen  werden,  auch  gibt  es 
(Diese  Satze  geben  übrigens  schon  aus  kein  P.,  dessen  Ecken  aus  sechs 
No.  4  hervor.)  oder  mehr  ebenen  Winkeln  zu- 

9.  In  jedem  P.  ist  die  Anzahl  F  sammengesetzt  sind. 

der  Grenzflächen   +  4   entweder  Denn  es  würde  die  Anzahl  W  der  ebe- 

kleiner  oder  gleich  derdoppelten  nen  Winkel  auf  der  Oberfläche  ^  6F, 

Anzahl  E  der  Ecken  und  die  An-  v    OP  „  •      v„«  *^A-n?nr 

zahl  derEcken  +4  entweder  klei-  3F  ■«».   Nun  ^  Iber (For- 

ner  oder  gleich  der  doppelten  An-  K-SF-B,  also  K  immer  <3F, 


zahl  der  Grenzflächen.  welches  der  Annahme  widerspricht. 

_  (|  F      .  Wären  die  Ecken  sechs  •  oder  mehr- 

winklig, so  wäre  die  Anzahl  W  der  ebe- 


Iienn  iL  nach  Nu  4  ■  *  =  »°  k;imi 


18 
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4K-AF-2F 


nen  Winkel  ^  GF,  also  K  ~  3£.  Es  ist 
aber  (Formel  6)  K  ^  3F-6,  also  K<  3F, 
welches  der  AnDahme  widerspricht. 

12.  Die  Summe  aller  ebenen  Win- 
kel auf  der  Oberfläche  eines  P. 
kann  nie  kleinersei n  als  2F rechte 
Winkel  und  nie  gröfserals  8(F-3) 
rechte  Winkel. 

Denn  da  nach  No.  4  :  2A'  =  3F 
so  ist 

Nun  ist  nach  Formel  4 
(4/C-4F)  R  =  W 
mithin  W  =  2F  rechte  Winkel. 

D.  h.  die  8nmme  W  der  ebenen  Win- 
kel kann  nie  kleiner  werden  als  2F  rechte 
Winkel,  d.  h.  nie  kleiner  als  so  viele 
rechte  Winkel,  wie  die  doppelte  Anzahl 
der  Vielecksflächen  ausdrückt. 

Nach  No.  7  ist  K  +  6  ^  3F 
oder  (A'  -  F)  -f  6  ^  2F 

Also  (ff-F)4Ä  =  (2F-6)4Ä 
also  nach  Formel  4 

W  =  8F  -  24  rechte  Winkel. 

D.  h.  die  Summe  W  der  ebenen  Win- 
kel kann  nie  gröfser  werden  als  8F— 24 
und  die  Summe  aller  ebenen  Winkel 
eines  P.  kanu  nie  aufser  den  Grenzen 
2F  rechte  Winkel  und  8F-24  rechte 
Winkel  fallen. 

13.  Polyeder,  die  von  lauter  Drei- 
ecken eingeschlossen  sind  und 
deren  Ecken  theil  s  Ton  fünf,  theils 
von  sechs  ebenen  Winkeln  gebil- 
det werden,  können  nicht  mehr 
und  nicht  weniger  als  zwölf  fünf- 
flächige Ecken  haben  (sobald  näm- 
lich jede  Ecke  aus  gleich  vielen 
Flächen  besteht). 

Da  die  Flächen  sämmtlich  Dreiecke 
sind,  so  hat  jede  Fläche  3  Seiten  und  3 
Winkel;  bei  F  Flächen  ist  also  die  An- 
zahl der  Seiten  =  3  F  und  folglich  die 
Anzahl  der  Kanten  K=\F 

woraus         2tf=3F  (1) 

Hierzu  Formel  3: 

£+F=A-+2  (2) 

Aus  1  den  Werth  von  K  in  2  gesetzt 
gibt 

£=±F-f-2  (3) 

Hat  nun  das  P.  p  fünfflächige  und  q 
sechsflächige  Ecken, 

ao  ist      E  =  p  +  </  (4) 
Die  Anzahl  der  ebenen  Winkel 

W  ist  =  bp  +  69  (5) 
Eben  so  viele  Seiten,  also  halb  so  viele 


Kanten  bat  das  P.,  folglich  ist 

*  =  i(5/»  +  6o)  (6, 
Aus  4  den  Werth  von  g  in  6  gesetzt 
gibt 

K={(ÖP±GE-  Gp)  =  *  (6E  -  j>) 

woraus      p  =  GE  —  2/t. 

Setzt  man  nun  aus  1  den  Werth  von 
A'  und  aus  3  den  Werth  von  E  in  die 
letzte  Gleichung,  so  erhält  man  p  =  12. 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  p  =  12, 
so  erhält  man 

q  =  JK  -  10;  A'=  3«  +  30 

=  ±F  —  10;  F=2f  +  20 

=  E-  12;  E=  9+12 

Kann  in  dem  Polyeder  jede  Ecke  von 
der  anderen  verschieden  viele  ßegreu- 
zungsflächen  haben,  so  kann  eine  der- 
selben von  1000  Flächen  begrenzt  sein. 

14.  Zusammenstellung  der  für  sämmt- 
liche  Polyeder  allgemein  geltenden  Ge- 
setze: 

W  =  2A' 

W  =  (4E  -  8)  ÄZ 
W  -(K  ~  F)  4  ÄZ 
»r*>3F 
W^3E 

W  =  2F  Rechte  Winkel  1  n 

W  =  8F  -  24  Rechte  W.  J  0renzwertbe 


F=  K- E  +  2 
F  <  |  W 

i*  1 

Fi  2F-4 \ 


(irenzwerthe 


F  >  ±  E  +  2 


(irenzwerthe 


F= tf- F+2 

F-*F+21 
E  ^  2F  -  4  / 


Grenzwerthe 


Grenzwerthe 


ff =  E  +  F-2 

x?3F-e}  G™*"«rth° 

K^3E 

In  jedem  P.  sind  mindestens  4  Ecken, 
4  Grenzflächen,  6  Kauten. 

Von  den  Grenz werthen  hat  man  fol- 
gende Zusammenstellung. 


(1  renzwerthe 
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Gegeben  |  der  GröTse 

kleinster  Werth 

gröfeter  Werth 

F  K 
E 
W 

\F 

*F  +  2 

2F  rechte  W. 

3F~  6 
2F-  4 
(8F- 24)  rechte  W. 

K  E 
F 

SA' +  2 
JA-+2 

E  K 
F 

i 

*F  +  2 

3F.  -  6 
2F-4 

Ans  der  zweiten  Rubrik:  Ä"  gegeben 
lafst  sich  folgendes  schliefsen: 

1.  Für  K  -  6  ist  £  =  F  =  4.  Das  P. 
ist  eine  dreiseitige  Pyramide 

2.  Kein  P.  kann  7  Kanten  haben,  denn 
»wischen  J  +  2  =  4J  und  y  existirt  keine 

ganze  Zahl. 

3.  Für  K  =  8  kann  E  =  F  nur  5  sein. 
Das  P.  ist  eine  vierseitige  Pyramide. 

4.  Für  K  =  9  ist  £  =  F  =  5  bis  6.  Das 
P.  ist  ein  dreiseitiges  Prisma,  also  von  5 
Flächen  und  6  Ecken. 

5.  Für  K  =  10  ist  E  =  F  nur  =  6  Das 
P.  ist  eine  fünfseitige  Pyramide. 

6.  Für  Ä=  11  ist  F  =  F=6  bis  7. 
Das  P.  ist  eine  Summe  von  einer  drei- 
und  einer  vierseitigen  Pyramide  von  ge- 
meinschaftlicher Spitze,  deren  beide  Grund- 
flächen zwei  Ebenen  bilden«  die  mit  einer 
Mittellinie  zusammenhangen.  Das  P  hat 
also  5  Seitenflächen  +  2  Grundflächen, 
nnd  es  ist  F  =  7;  es  hat  eine  Spitze  und 
6  Grundecken,  also  E  =  6. 

U.  s.  w. 

15.  Die  Anzahl  der  Bestimmungs- 
stücke eines  P.  zu  finden. 

Ist  eine  der  Grenzflächen  ein  neck,  so 
ist  die  Anzahl  dessen  Bestimmungsstucke 
=  2n  —  3. 

Es  sind  nun  aufser  diesen  n  noch  E—n 
Ecken  vorhanden,  zur  Bestimmung  der 
Lage  eines  Punkts  im  Raum  gehören 
aber  3  Bestimmungsstücke ,  mitbin  zu 
(£-*)  Punkte  noch  3  (F-n)  Bestim- 
mungsstücke ,  im  Ganzen  also  2  n  —  3 
+  3  (E  —  n)  =  3F  —  »  —  3  Bestimmungs- 
stücke. 

Diese  Anzahl  ist  aber  zu  grofs. 

Denn  haben  die  übrigen  (F  —  1)  Um- 
fangsflächen  n',  n",  n'"  ...  Seiten,  so  lie- 
gen immer  »',  n",  n"'  ...  in  einer  Ebene; 
die  Lage  einer  Ebene  ist  aber  durch  drei 
Punkte  bestimmt. 

Ist  nun  die  Lage  des  n'ecks  durch  3 
Punkte  bestimmt,  so  bleiben  noch  »'  -  3 


Punkte  zu  bestimmen  übrig,  und  da  nun 
jeder  derselben  schon  ein  Bestimmungs- 
stück hat,  so  bedarf  jeder  nur  noch  zweier 
Bestimmungsstücke.  Das  »'eck  hat  a)BO 
noch  2  (n'  —  3)  Bestimmungsstücke  nö- 
thig  und  es  sind  für  dasselbe  n'-3  zu 
viel  gerechnet.  Dies  gilt  für  alle  übri- 
gen Grenzflächen  von  den  8eiten 


.»»» 


Es  sind  demnach  von  den  oben  aufge- 
führten 3£-n-3  Bestimmungsstücken 
abzuziehen 

(n'-3)-K»"-3)  +  (n»"-3)  +  ... 
=  (n'-l-n"+n'"+...)-3(F-l) 
=  (»  +  n'+  n"  +  ...)- [n  +  3  (F  -  1)] 

und  da  so  viele  Winkel  als  Seiten  an 
den  Grenzflächen  sind,  abzuziehen 
W-n-Z(F- 1) 

und  da  nur  halb  so  viele  Kanten  als  Sei- 
ten oder  Winkel  an  den  Grenzflächen 
sind:  abzuziehen 

2K  -  n  -  3  (F  -  1) 
Die  erforderliche  Anzahl  Bestimmungs- 
stücke für  das  P.  ist  demnach 

3F  -  n  -  3  -  2Ä  +  n  +  3  (F  -  1) 
=  3  (£  +  F)  -  2K  -  6  =  K 
d.h.  die  Anzahl  der  erforderlichen 
Bestimmungsstücke  für  ein  P.  ist 
=  der  Anzahl  seiner  Kanten. 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  dafs  die 
Kanten  allein  ei n  P.  nicht  bestim- 
men, es  gehören  diese  und  noch  andere 
Stücke,  besonders  Winkel  dazu. 

16.  Polyeder  sind  gleich,  wenn  sie 
einen  gleichen  körperlichen  Inhalt  haben. 

P.  sind  congruent,  wenn  sie,  in  ein- 
ander gelegt  gedacht,  nur  einen  einzigen 
P.  ausmachen. 

P.  sind  ähnlich  (nach  Euklid  XI, 
Erkl.  10),  wenn  sie  von  gleich  vielen 
ähnlichen  Kbenen  begrenzt  werden.  Bes- 
ser ist  wohl  die  Erklärung:  Wenn  die 
P.  lauter  gleiche  Ecken  in  derselben  An- 
ordnung haben,  oder  wenn  alle  homo- 
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löge  Linien  derselben  einerlei  Verhalt*  winkel  eines  regelmä Taigen  Fünf- 
nifs  haben  und  alle  homologen  Winkel  ecks  hat  108°,  drei  Umfangswinkel  an- 
einander gleich  sind,  auch  noch  die  ho-  sammen  also  324°.    Mit  dem  Fünfeck 
mologen  Stücke  in  einerlei  Anordnung  hört  die  Grenzfläche  auf;  denn  ein  Sech« 
neben  einander  liegen.  eck  hat  Umfangswinkel  von  120°;  es  be- 

Sind  in  swei  P.  zwei  Seitenflächen  tragen  also  drei  derselben  gerade  360°. 
einander  ähnlich  und  liegen  alle  übrigen     Ist  die  Ansahl  der  Seiten  einer  Grenz 
Eckpunkte  derselben  in  Spitzen  je  swei  fläche  —  n,  die  Länge  der  Seite  =  #,  so 
und  zwei  ähnlicher  Pyramiden,  so  sind  ist  der  Umfang  einer  Grenzfläche  = 
beide  P.  einander  ähnlich.  Um  iede  Grenzfläche  läfst  sich  ein  Kreis 

Aehnliche  P.  verhalten  sich  wie  die  beschreiben;  ist  dessen  Halbmesser  =  rM 
Cubi  ihrer  Längenabmessungen.  so_is£  die  Normale   auf  die   Seite  = 

P.  sind  symmetrisch,  wenn  sie  con-  VV~  IV >  *•»<>  der  Flächeninhalt  einer 
gruente  Flächen  haben,  die  aber,  wenn  Grenzfläche  =  \n*  J  r*  — 
sie  auf  homologe  Grenzflächen  neben  ein-  Um  jedes  regelmäßige  P  läfst  sich  eine 
ander  gestellt  werden,  mit  den  congru-  Kugel  beschreiben;  ist  deren  Halbmesser 
enten  Flächen  nach  gerade  entgegenge-  =  r>  eine  YOn  dem  Mittelpunkt  auf  die 
setzten  Richtungen  angeordnet  sind.        Grenzfläche  gefällte  Normale  ist  =  l'r«-r»; 

Symmetrische  P.  haben  gleichen  kor-  setzt  man  nun  den  Inhalt  der  Grenz- 
perhchen  Inhalt.  fläche  =  F,  die  Anzahl  derselben  =  19, 

Wenn  man  Ton  den  Eckpunkten  eines  so  ist  der  Inhalt  des  P. 
P.  auf  eine  außerhalb  des  P.  liegende  _  r  _  ,  — — • 

Ebene  Lothe  fällt  und  jedes  Loth  auf  ~  J  "  *nr  1  ^"  r' ' 

der  anderen  Seite  der  Ebene  um  ein  18.  Das  regelmäßige  P.,  welches  drei 
gleiches  8tück  verlängert,  so  sind  die  Dreiecke  für  jede  Ecke  hat,  heifst  Tetra- 
Endpunkte  der  Lothe  die  Eckpunkte  eines  eder  (rerpac  vier)  weil  es  vier  Greni- 
P.,  welches  dem  ersten  symmetrisch  ist.  flächen  hat 

Regelmässige  Polyeder.  Das  regelmäßige  P.,  welches  vier  Drei- 

17.  Ein  regelmäfsiges  Polyeder  ecke  für  jede  Ecke  hat,  heißt  Oktaeder 

ist  ein  P.,  welches  lauter  regel-  £p"«s  acht)  weü  es  acht  Grenzfläcb« 

mäfsige  congruente  Grenzflächen  hat. 

hat  und  dessen  Ecken  von  gleich  Das  regelmäßige  P.,  welches  fünf  Drei- 

viel  ebenen  Winkeln  eingeschloe-  ecke  für  jede  Ecke  hat,  heifst  Ikosaedsr 

sen  werden,  (Eixoaama  Zeit  von  20  Jahren),  weile* 

Die  Anzahl  der  regelmäßigen  P.  ist  »wanzig  Flächen  hat. 

begrenzt:  Sie  hängt  ab  von  den  regel-  Das  regelmäßige  P.,  welches  drei  Qua- 

maßigen  Vielecken,  welche  dessen  Grenz-  drate  für  jede  Ecke  hat,  heifst  Hexaeder 

flächen  sein  können  und  von  deren  An-  (Finnin  Zeit  von  6  Jahren)  weil  es  sechs 

zahl  zu  Bildung  deren  Ecken.  Flächen  hat 

Weniger  als  drei  Vielecke  können  keine  Das  regelmäßige  P.,  welches  drei  Fünf- 
Ecke  bilden  und  wie  viel  mehr  dazu  mög-  ecke  für  jede  Ecke  hat,  heifst  Dodeks- 
licher  Weise  genommen  werden  dürfen,  eder  (yfW»*«  zwölf)  weil  es  zwölf  Flä- 
hängt  von  der  Größe  deren  Umfanga-  eben  hat 

winkel  ab,  weil  die  Summe  dieser  Win-  19.  ßen  Neigungswinkel  zweier 
kel  kleiner  als  4  rechte  Winkel  sein  aneinander  liegenden  Grenzflä- 
mu**  eben  eines  regelmäfsigen  P.  zu 

Jeder  Winkel  eines  regelmäßigen  Drei-  finden, 
ecks  hat  60°,  es  können  also  sechs  Drei-  Der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen 
ecke,  weil  diese  zusammen  gerade  4  R-Z  wird  mit  Hülfe  eines  Körperdreiecks  ge- 
betragen,  zu  einer  Ecke  nicht  genom-  fanden,  wie  dies  in  dem  Art.  „Paral- 
men  werden.  Es  kann  also  nur  regel-  lelepipedum«  No.  11,  pag.  244  mit 
mäßige  P.  geben,  deren  Ecken  3,  4  und  flg.  883  geschehen  ist. 
5  Dreiecke  zu  Grenzebenen  haben.  Es  ^  Fi    g95>  R  eine  dnM 

Für  Quadrate  als  Grenzflächen  existirt  regelmäfsigen  P.,  die  Anzahl  der  die  Ecke 

aus  demselben  Grunde  nur  ein  einziges  bildenden  ebenen  Winkel  sei  =  «,  aus  E 

regelmäfsiges  P.  beschreibe  man  mit  beliebigem  Halbmes- 

Aus  demselben  Grunde  gibt  es  nur  ein  ser  eine  Kugel,  EA,  EB ...  seien  die 

einziges  regelmäfsiges  P.,  deesen  Grenz-  von  der  Kugel  abgeschnittenen  T 

flächen  Fünfecke  sind.    Jeder  Umfang»-  stücke,  ABCDF  sei  das  auf  den 
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279  Polyeder, 
den  halben  Neigungswinkel 
cos  AEG 


COS 


sin  GAE  = 


cos  AG 


COS 


n 

R 
2 


Ist  nun  die  Anzahl  der  Seiten  (AB,...) 
jeder  Seitenfläche  =  m ,  so  ist  der  Cosi- 
nus der  halben  Seite  AG  -  All  =  dem 
Cosinus  von  (90°  -  Z  GEA) 
woraus 


flächen  entstandene  Polygon,  dessen  Sei-  mltn 
ten  und  Winkel  alle  gleich  sind.  Jede 
Seite,  wie  AB  ...  sei  =0,  jeder  Winkel,         iin+"  = 
nie  FAEB  =  y,  die  Dreiecke  AMÄ,  EÄC. . . 
sind  alle   gleichschenklig   und   es  ist 

ZAEB  =  Z.BEC  =  —, 

n 


cos 


n 


cos 


180° 


.»in 


180' 


(2) 


«in 


m  m 

Für  das  Tetraeder,  das  Octaeder,  das 
Icosaeder,  das  Hexaeder,  das  Dodekaeder 
Wird  nun  AB  durch  einen  Bogen  EG  jsj 
in  G  halbirt,  so  ist  EG  auf  AB  normal,  m  =  3>  3>  3f  4>  5  und  „  -  3|  4>  5j  3,  3 

/_AEG  -/_BEG=        folglich  ist  für     Demnach  hat  man  sin  (ly)  für 


das  Tetraeder 
das  Octaeder 
das  Ikosaeder 
das  Hexaeder 
das  Dodekaeder 


cos  60° 
«in  60° 
coi  46° 
«in  60° 
co«  36° 
«in  60° 
00«  60° 
«in  45° 
co«  60° 
«in  36° 


H3; 

il(2+  1^5; 


=  }V2; 


y  =  70°  31'  44" 
y  -  109°  28'  16" 
y  =  138°  11'  23" 
y=  90° 


5  +  15 


20 


20.  Um  R  und  r  zu  bestimmen  be- 
zeichne, wie  No.  19 

m  die  Anaahl  der  Seiten  jeder  Grenz- 
fläche, 

n  die  Zahl  der  zu  jeder  Ecke  gehören- 
den Grenzebenen, 
so  hat  man  schon  No.  19: 

y  den  Neigungswinkel  zweier  Ebenen 
durch  die  Formel 

180° 
»*  

780°  (l) 
«in  

M 

Es  sei  Fig.  896:  AUF  El)  die  Grenz- 
fläche eines  P.,  C  deren  Mittelpunkt. 
Denkt  man  sich  von  C  ans  in  und  um 
dieses  regelmäßige  Vieleck  Kreise  be- 
schrieben, so  ist  Cll  der  Halbmesser  (O 
des  inneren,  CE  der  Halbmesser  {II')  des 
äußeren  Kreises,  und  es  ist 


-  I  10-215;  y-  116°  32'  54" 


Fig.  896 


«in  \y  —  — 


also 


CH  =  r'  =  Ell  •  lg  CEH 

I  .L  180° 

r'  =  lk  •  cot  

*  tri 


(2) 


Polyeder. 


2*0 
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und 

CE m  R'=  EH-  tec  CEH=\k  •  cotec 


180{ 


(3) 


JC=r  ^CH.tgCHJ=  r  Ig 


(4) 


Bedeutet  der  Punkt  J  den  Mittelpunkt 
des  P. ,  und  denkt  man  sich  von  J  aus 
in  und  um  das  P.  Kugelüberflächen  be- 
schrieben ,  so  ist  JC  =  r  der  Halbmesser 
der  inneren  und  JE  =  ft  der  Halbmesser 
der  änfseren  Kugeloberfläche,  und  man 
hat,  da  Z  HCJ  =  ft  ist 


und  JE*=Ri  =  CE>  +  CS*  =fP+r»  (5) 
Es  ist  mithin,  wenn  man  für  r  aas 
Formel  2  in  Formel  4  seinen  Werth  setzt 


\kcot 


180° 


(6) 


und  wenn  man  ans  Formel  3  und  6  di« 
Werthe  von  R'  und  r  in  Formel  5  setzt 


180' 


Ä>  =  4  Jka  •  cotec1          +  i  *'  •  cot* 


180' 


«5 


woraus  Ä  =  fcft  )/( 1  +  colJ  ^5-  •  «ec3  |-) 

Nun  ist  Formel  1,  No.  20 


(7) 


180° 

cos  

n 


sin 


180' 


Und  wenn  man  der  Abkürzung  wegen  — —  =  <jr  und        =  y  setzt, 

'  l  *    $tn  *tf  -  cot  »i/»J     1    r        SM  *(?  -cot*i}f 

-  \k  1/    1  ~~  cos  1 1//     _  i  co« 

»  st*  *qp  —  cot*tff  ~     *  cot*tff'  sin  *cp  -  cot  *tff 


180' 


v  180°  v 

also  R  =  }*     i// .     i  =  }|  •  I,  —  .  | 


(8) 


21.  Derlnhalt  ei  ner  Grenzfläche 


ist 


II  iL,.  180° 
J*  =  [  mk*  cot  


(1) 


Denn  ist,  Fig  897,  AHfiDE  eine  Grenz- 
fläche eines  regelmäßigen  P. ,  und  man 
zieht  vom  Mittelpunkt  C  derselben  nach 
allen  Spitzen  A,  R  ...  gerade  Linien,  so 
hat  dieselbe  m  congrucutc  Dreiecke  ACB, 
BCG  ...    Es  ist  also 

J»  =  m  x &ACB 
Fällt  man  von  C  auf  eine  der  Kanten, 
i.  B.  auf  DG  eine  Normale  CF,  so  ist 


Fig.  897. 


J'  =m- 1  DG-CF=  \mk-  CF 
Es  ist  aber 


CF=  GF-I9CGF=  iktg{^^  =  *A  i,(l  -  ^  ft)  =  **eol 


(2) 


(3) 


daher 

.,    .  .JÄ     .  180° 

m  m 


und  Formel  6: 


180' 


cot  — 
2 


i  =  2r 

wie  zu  erweisen  war.  Diese  Werthe  in  Gleichung  1  gesetzt. 

Um       auch  durch  ft  und  r  ans-  fP^t 
drücken  zu  können,  hat  man  aus  No.  j%  =  ot#j  .cot1 
20,  Formel  8 :  n 

180°  w  1ÄO°  v 

A  =  2Ä  col  —  .  col  j»  =  mri  .,„i^_.C0|»4  (6) 

n  2  m  2 


C0<^.C0,.Z(4) 
tv*i  * 
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no 


Der  Inhalt  des  P.  ist  gleich 
dem  so  Tieler  Pyramiden  als  der- 
selbe Grenzflächen  hat,  die  als 
Grundflächen  die  gleichen  Ab- 
stände des  Hittelpunkts  ton  den- 
selben zu  Höhen  naben. 

In  Fig.  896  ist  also  die  Ebene  ABFED 
die  Grundfläche  und  CJ  =  r  die  Höhe 
jeder  solchen  Pyramide  P. 

Nun  ist  nach  Satz  5,  Formel  3 : 


F=K- E+2 
No.  21,  Formel  1  ist: 

J1  =  \mk*  cot 


m 


Pyramide  P  =  l(CJ)  •  J*  -  *r  J». 
Nach  No.  20,  Formel  6  ist 


r={kcot 


180' 


m 


Daher  eine  Pyramide 


ISO' 


P-  k  •  *«-col  — 


y  180< 
•  Ig  -—■  X  {mk*  cot  


(1) 


180' 


oder  P=Jsmk*  cot*  —  ■  tg  |- 

|U)0  v 

Also  />=  ^mF*1«)*»  ~ 


(2) 
(3) 


Aus  No.  20,  Formel  8  ist 

l     nn      .  180°  v 

*  =  2Ä  •  cot  .  cot  — 

i»  2 


(4) 


180°  v 
J«  =  ftmFx  8Ä>  col»        •  col»  Z  •  col» 

a  m  2 


Diesen  Werth  in  Formel  3  gesetzt  gibt 
180° 


9  2 


(6) 


Endlich  ist,  um  J*  auch  durch  r 
auszudrücken,  aus  No.  20,  Formel  6 

a  =  2rla  •  col 

m  2 

Diesen  Werth  in  Formel  2  gesetzt,  gibt 
J»=  !»  Fr*  fa^.esf' £  (6) 


=  Rcot 


180r 


col  • 


180° 


180°  i« 
*  =  2Ä  •  cot  —  •  col  ^ 

180° 


=  mft«  cot1 


180' 


23.  Den  voranstellenden  Untersuchun-  J*=  imk*  cot  — 
gen  nnd  Ermittelungen  entsprechend  hat 
man  die  Znsammenstellung  folgender  für 
regelmäßige  P.  allgemein  geltende  For- 
meln: 

180° 
cot  —  


cot 


180° 


co<>| 


J».  180°  ,1 

wr  lg  .  col* 


180d  180° 

=  r  •  I«  •  io  — 

a      *  m 


Ä  fürs  Tetraeder 
fürs  Octaeder 
fürs  Ikosaeder 
fürs  Hexaeder 


=  x.FA»coi»I^.,e| 

»»Fä*mi»  — .«*  — 
a  m 

180( 


col*|- 


=  im  Fr»  /o  —  •  cot1  Z. 

m  2 

24.  y  und  *ia(4y)  s.  No.  19. 

Nach  den  Formeln  No.  23  ist  nun 


3  x  r 

\  1/6  x  * 

4  V 2  x  * 
J'3  x  r 


=  3,000  0000  x  r 
=  0,612  3724  X  * 
-  0,707  1068  x  * 
=  1,732  0508  x  r 
*  ^10  +  2  !/5  X  *  =  0,961  0565  X  * 
V3(6-2v/5)xr  =  1,258  4087  x  r 
l^3xi  =  0,866  0254  X  * 

V3  X  r  =  1,732  0506  X  r 
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förs  Dodekaeder  =  i  V3  (6  +  2  »'5)  x  fc  =  1,401  2685  x  * 

=  VZ(b  -  2|/6)  xr  =  1,258  4086  xr 
r  fürs  Tetraeder  =  *  x  R  -  0,333  3333  x  A 

=  rVl/6xa  =0,2041241  x4 

fors  Octaeder    =  |  y6  x  *  =  0,408  2483  x  * 

=  |V3  X  Ä  =  0,577  3503  x  A 

fors  Ikosaeder    =  rV(3  +  V5)  V3  x  a  =  0,755  7613  x  k 

=  j/Llil*  x  A     =  0,794  6436  x  A 

fors  Hexaeder    =  i  x  k  =  0,600  0000  x  * 

=  t^3xA  =  0,577  3503  XÄ 

fürs  Dodekaeder  =  ±  Vi  (60*+  22 1/6)  x  k  =  1,1 14  6381  x  * 

°  tVi  (6  +  2 V6)  x  Ä  =  0,794  6544  x  A 
*  fors  Tetraeder  =  |  V6  x  Ä  =  1,632  9932  x  Ä 

=  2y6xr  =4,898  9796  xr 

fürs  Octaeder    =  V*  x  A  =  1,414  2186  x  A 

=      X  r  =  2,449  4897  x  r 

fürs  Ikosaeder    =  V2  (1  -  ,  V  ö)  X  A  =  1,051  4690  x  A 

=  (3  -  V$)  V3  X  r     =  1,323  1691  x  r 
fön  Hexaeder    =  |J/3  X  A  «  1,154  7005  x  Ä 

=  2  X  r  =  2,000  0000  x  r 

fürs  Dodekaeder  =  »^6(3-^5)  x  Ä  *  0,713  6441  x  A 

=  V/W-22V5xr  =  0,778  7840  X  r 
J»  fürs  Tetraeder  *  aV3  x  *»  =  1,632  9932  x  a» 

=  1,164  7006  X  A* 

=  2V8xr*  =  3,464  1016xr* 

fön  Octaeder    =  «V3  +  a»  =  1,632  9932  x  a' 

=  4V3  x  Ä*  =  0,866  0254  x  A« 

afl^xr»  =  2,698  0762  X  r' 

fürs  Ikoaaeder    =  tVZ  x  a>  =  0,433  0127  x  a» 

=  t\,(5-  K5)  V3x  Ä»  =  0,478  7270  x  R1 

-  j(7  _  3^5)  y/3  x  r*  =  0,768  1084  X  r» 
fürs  Hexaeder    =  a>  =  1,000  0000  x  a* 

=  |  x  A*  =  1,333  3333  x  Ä* 

=  4  X  r*  =  4,000  0000  x  r' 

fürs  Dodekaeder  =  ,  V'5  (5  +  2  \  5)  x  a>  =  1,720  4773  x  a* 

=  \  110  (5  -  V6)  x  Ä*  =  0,876  218  x  Ä* 

=  |V'2(65-29V5xr'=  1,246  1340  x  r» 
J*  fürs  Tetraeder   =  T«,  V2  x  *»  =  0,1 17  8511  x  a» 

=     V3  x  Ä*  =  0,613  200  x  Ä' 

=  J»3xr'  =  1,539  6007  x  r1 

fürs  OeUeder     =  H  2  x  a'  =  0,471  4045  x  a» 

=  J  x  Ä*  =  1,333  3333  x  A« 

=  4j3xr»  =  6,928  2032  x  r» 

fürs  Ikosaeder    =  A  (3  +_»  6)  *»       =  2,181  6950  x  a» 

=  1^10+2^5  x  Ä»  =  2,536  1609  x  Ä* 

=  10(7  -  3 1  5)1/3  x  r»  =  0,505  4066  x  r* 
fürs  nexaeder    =  a»  =  1,000  0000  X  a« 

=  |K3x  A»  =  1,589  6007  x  Ä» 

=  8  X  r»  =  8,000  0000  x  r' 
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fürs  Dodekaeder  =  K'5  +  7 1  5)  x  A»   =  7,663  11 89  x  AJ 
=  3 1  30(3  +  V  5)  x  R*  -  2,785  164  x  Ä* 
=  101  2(65  - 29|  5)xrl=  4,980  5360  X  r» 
J*  fürs  Tetraeder  =  \  3  x  Aa  =  1,732  0508  x  A* 

=  1 1  3  x  =  4,618  8022  x  Ä3 

=  8  1  3  x  r«  =  13,856  4065  x  r' 

fürs  üctaeder     =  2  j  3  x  Al  =  3,464  1016  x  V 

=  4  1  3  x  10  .  =  6,928  2032  X  ftJ 
=  12  \  3  x  r>  =  20,784  6097  x  rJ 

fürs  Ikosaeder    =  5  |  3  x  A*  =  8,660  2540  x  Aa 

=  2  (5  -  15)  1'3  x  Äa  =  9,574  5412  x  A» 
=  30(7-31  5)  13 xr»  =  1,516  2168  X  r> 

fürs  Hexaeder    =  6  x  Aa  =  6,000  0000  x  A' 

=  8x/l'  =  8,000  0000  x  R* 

=  24  X  rs  =  24,000  0000  X  r» 

fürs  Dodekaeder  =  3 1  5  (5  +  2  ]  5)x  A»  =  20,645  7273  x  A> 
=  2 1  10(5  -  V 5)x  R*  =  10,514  616  x  R* 
-301  2(65  -291  5)xr«=  14,941  6080  X  r* 


25.  Stereometrische  Construc- 
tionen. 

Von  diesen  haben  diejenigen,  welche 
durch  Euklid  zn  uns  gekonimon  sind,  das 
gröTste,  besonders  ein  geschichtliches  In- 
teresse. 

1.  Aufgabe  (Bueh  XII,  17  Satz).  Es 
sind  zwei  concentrische  Kugeln 
gegeben,  man  soll  in  die  grüTsere 
ein  Polyeder  beschreiben,  welches 
mit  seiner  Oberflächo  die  kleinere 
Kugel  nicht  berührt. 

Ks  sei  DEBP  die  gröfsere  Halhkugel- 
oberfläche;  durch  beide  Kugeln  sei  durch 
deren  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  C 
eine  Ebene  gelegt,  so  bildet  dieso  zwei 
gröTste  Kreise,  den  äufseren  REDF  und 
den  ihm  concentrischen  inneren  GJKII. 

Fig  898. 


P 


Zeichne  deren  normal  auf  einander  befind- 
liche Durchmesser  BD,  EF,  beschreibe 
in  dem  ersten  Quadrant  des  größeren 
Kreises  BEDF  die  Seiten  eines  gleich- 
seitigen Polygons  von  gerader  Seitenan- 
zahl,  welches  den  kleineren  Kreis  nicht 
berührt. 

Ziehe  nun  aus  der  an  B  nächsten 
Spitze  L  des  Polygons  den  Halbmesser 
L<\  verlängere  denselben,  bis  er  den  Kreis 
nochmals  in  0  schneidet,  errichte  auf 
der  Kreisebene  BEDF  in  dem  Hittel- 
punkt C  eine  Normale  CP  bis  in  den 
t'mfang  der  grölseren  Kugel;  durch  die 
gerade  Linie  CP  und  jeden  der  beiden 
Durchmesser  BD,  LO  lege  zwei  Ebenen, 
welche  also  auf  der  Kugeloberfläche 
gröfste  Kreise  bilden,  deren  Hälften  DPB 
und  OPL  sichtbar  sind. 

Die  Linien  DB,  LO,  EF  als 
Durchmesser,  und  eben  so  die  Qua- 
draoteu  BP,  L  /',  BE  derselben  Ku- 
k  gel  sind  einander  gleich  und  es  las- 
sen sich  also  auch  in  BP  und  LP 
dieselben  Polygonseiten  eintragen. 
Ziehe  hierauf  die  geraden  Verbin- 
dungslinien L'l,  M'm,  A"n,  so  sind 
jedes  der  Vierecke,  so  wie  das  oberste 
Dreieck  N*nP  ebene  Figuren. 

Dadurch  nun,  dafs  man  von  den 
Punkten  N',  n,  M',  m,  L',  I  nach  dem 
Mittel  C  gerade  Linien  zieht,  ent- 
steht zwischen  den  beiden  Quadran- 
ten BP  und  LP  ein  aus  Pyramiden 
zusammengesetztes  Polyeder  von  der 
gemeinschaftlichen  Spitze  C  und  de- 
ren Grundflächen  die  schon  gedachten 
Vierecke  und  ein  Dreieck  ausmachen. 
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Construirt  man  nun  ebenso  Polygon- 
seiten auf  den  drei  übrigen  Quadranten 
BF,  FD,  DE,  desgleichen  in  der  zweiten 
Halbkugel,  so  erhält  man  das  verlangte 
aus  lauter  Pyramiden  zusammengesetzte 
Polyeder,  welches  mit  seiner  Oberfläche 
die  kleinere  Kugel  nicht  berührt. 

Euklid  macht  den  Beweis  etwas  weit- 
läufig: In  dem  ersten  Theil  beweist  er. 
dafs  die  vier-  und  dreiseitigen 
Umfangs  - Figuren  Ebenen  sind: 

Er  fällt  deshalb  für  das  Viereck  HI. IL ' 
die  Normalen  la,  L'b  auf  die  Grundebene 
BFDE,  welche  ^  sind  und  auch  die 
Durchschnittslinien  BD,  LO  treffen  und 
zieht  ab.  Da  Bogen  BV  =  LI,  so  ist 
/_CBL  —  ^_CLl,  bei  a  und  b  sind  rechte 
Winkel,  auch  ist  L'B  =  IL,  folglich  ist 

L'b  -  In  und  Bb-  La  -, 

also  auch      Cb  =  Ca 

folglich   Bb  .bB  =  La  :  aC 

folglich  ah  i-  LH 

Nun  war  L'B  +  und  =  la 

folglich         ab  =  und  +  iL' 

folglich  ist  auch      iL'  ^  LB 

Eben  so  wird  bewiesen  dafs  mM'  4=  IL', 
nN'  *  mAf'. 

Da  IL'  +  HL,  so  ist  das  Viereck  iL  HL 
in  einer  Ebene  und  so  ist  auch  jede  der 
anderen  Vierecke  in  einer  Ebene. 

Um  zu  beweisen,  dafs  die  Ebene 
UVB  die  innere  Kugelfläche  nicht 
berührt,  hat  man  nur  zu  zeigen,  dafs 
die  kleinste  Entfernung,  der  Abstand  der- 
selben von  C  kleiner  ist  als  der  Halb- 
messer CG  der  inneren  Kugel.  Dieser 
Abstand  ist  aber  offenbar  die  Normale 
Cc  von  C  auf  UVB. 

Nun  ist  QBC  =  \JeC  +  UcB 
ebenso      QLC =QcC -\-QeL 

Da  nun  BC=LC 

so  ist       [JCB  =  \JCL  und  CB  =  cL 

Es  gilt  dies  von  den  beiden  anderen 
Punkten  des  Vierecks  ebenfalls  und  folg- 
lich hat  man  cB  -  cL'  =  cl=  cL 

Es  lädt  sich  also  aus  c  um  das  Vier- 
eck ein  Kreis  beschreiben. 
Nun  ist  BL  >  ba,  ba  =  lV  also  BL  >lV. 

Da  nun  BL  -  LI  -  BL\  so  ist  der  zur 
Sehne  IV  gehörige  Bogen  der  kleinste, 
ZLcB  ist  stumpf  und  QLB  >2QBc. 

Fälle  (Fig.  899)  die  Normale  Ld.  Da 
nun  BD  <  2Dd, 

und     BD  :  Dd=  BDxBd  .  Ddx  Bd 
so  ist     BD  x  Bd  <  2Dd  x  Bd 
Zieht  man  nun  die  LD,  so  ist 


Fig.  899. 


BDx  Bd  =  QLB 
ebenso  ist  Dd  x  BD  =  QdL 

Also  \JLB<2UdL 
und  da  nach  Obigem 

QLB  >2HBc 
C.dL>\jBc 


so  ist 

Da  nun 
und 
aber 
also 


nBC  =  OBc  +  QcC 
QLC  =  QLd  +  \JCd 

BC  =  LC 
DBC  =  BLC 
so  ist  nBc+UcC  =  UL't  +  OCd 

Nun  war  \jLd  >QBc 
folglich  ist  QCc>\jCd 

Also  Ce  >  Cd 

folglich  noch  viel  mehr  Co  CG 

woraus  hervor  geht,  dafs  die  Oberfläche 
des  P.  die  Oberfläche  der  inneren  Kugel 
nicht  berührt. 

2.  Aufgabe.  Ein  Tetraeder  ,  wel- 
ches sich  von  einer  gegebenen 
Kugel  umfassen  läfst,  zuconstra- 
iren. 

Es  sei  AB  der  Durchmesser  der  gege- 
benen Kugel ,  thcile  denselben  in  drei 
gleiche  Theile,  in  einem  der  Theilpunkte 
C  errichte  eine  Normale  auf  AB  bis  iu 
den  Umfang  des  Kreises. 

Fig.  900. 


Beschreibe  nun  um  einen  beliebigen 
Punkt  //  mit  CD  als  Halbmesser  einen 
Kreis,  construire  darin  das  gleichseitige 
Dreieck  EFG,  ziehe  EH,  FHt  GH,  er- 
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Fig.  901. 


messet  der  Kugel,  so  errichte  in  dessen 
Mittelpunkt  M  den  winkelrechten  Halb- 
messer MN,  ziehe  NA. 

Construire  nun,  Fig.  902,  ein  Quadrat 
RFGH,  von  der  Seite  =  AN,  ziehe  FH, 
KG,  die  sich  in  A  schneidet!.  Errichte 
auf  RFGH  in  A  die  Winkelrei  hte  KL  mit 
Verlängerung  rückwärts  nach  M,  mache 
KL  -  KM  =  einer  der  Linien  KR,  KF, 
KG,  KU.  Ziehe  von  L  und  M  gerade 
Linien  nach  R,  F,  G,  II,  so  ist  der  ent- 
standene Körper  das  verlangte  Octaeder. 

Fig.  902. 


richte  auf  der  Kreisebene  in  //  die  Nor- 
male HK  =  AC,  ziehe  KR,  KF,  KG,  so 
ist  der  Körper  von  der  Grundfläche  RFG 
und  der  Spitze  K  das  verlangte  Tetra- 
eder. 

Beweis.  1.  dafs  der  Körper  ein 
Tetraeder  ist. 

KH  bildet  mit  HR,  HF,  HG  rechte 
Winkel.  Da  nun  HR  -  HF  -  HG,  so  ist 
auch  KR  =  KF  =  KG. 

Nun  ist  AB  .  BC  =  \JAD  :QDC 
Da  nun  HK-AC;  HR=HF=HG=  DC 
so  ist      KE  =  KF  =  KG  =  AD 

Aber     AC-1BC,  also  AB  =  3BC 
also  QAD=3QÜC 
und  da     DC  =  RH 

QAD=UBF=ZQRU 
folglich    AD-RF-RG^  FG 
und  zugleich  AD  =  KR  =  KG  =  KF 
folglich  sind  sämmtliche  den  Körper  ein- 
schliefsende Dreiecke  gleichseitig  und  con- 
gruent. 

2.  Dafs  der  Körper  von  der  ge- 
gebenen Kugel  umfafst  wird. 

Verlängere  die  KH  um  die  Länge  HL 
=  BC,  so  ist  AB  =  KL. 

Da  nun  AC :  CD  =  CD  j  CA 
Aber  .46'  =  ATI,  CD  =  //£,  CA  a  //L 
so  ist  auch    AT/  :  //£  =  //  /, :  //  /. 
folglich  RH  normal  AL,  RHK-Z.RHL 
—  B.  und  ein  über  KL  beschriebener  Halb- 
kreis geht  durch  den  Punkt  /. 

Dreht  man  nun  diesen  Halbkreis  mit 
seinem  Durchmesser  KL  um  seinen  Mit- 
telpunkt, so  trifft  er  eben  so  durch  die 
Spitzen  G  und  F.  Es  liegen  also  die  4 
Eckpunkte  des  Tetraeders  in  der  Kugel- 
Oberfläche,  deren  Durchmesser  AB  ist. 

3.  Aufgabe.  Ein  Octaeder,  wel- 
ches sich  von  einer  gegebenen  Ko- 
gel umfassen  läfst,  z  u  construircn. 

Ist,  Fig.  900,  AB  der  gegebene  Durch- 


Hewois.  1.  Dafs  der  Körper  ein 
Octaeder  ist. 

KB=KH,  z.  RKH  =  A 

folglich  □//£=2DA£ 

Nun  ist  auch  LK-  RK  und  z.LKR=B, 
also  □&"!.  =  2QEA 

folglich  [JHR  =  \JLR  und  HR  =  LE 

Aus  gleichen  Gründen  LH  =  RH, 

folglich  &LRH  gleichseitig. 

Auf  ähnliche  Art  wird  bewiesen,  dafs 
die  Dreiecke  L RF,  L FG,  LGH  auch  gleich- 
seitig und  dem  &LfcT/  =  sind,  so  wie 
auch  die  vier  Dreiecke  unterhalb  der 
Ebene  RFGH  mit  der  gemeinschaftlichen 
Spitze  iW,  folglich  ist  der  von  den  Drei- 
ecken begrenzte  Körper  ein  Octaeder. 

2.  Dafs  sich  das  Octaeder  von  der 
gegebenen  Kugel  umfassen  läfst. 

Es  ist  LK  -  KM  =  KR;  mithin  liegt 
der  Punkt  R  in  einem  über  LM  als  Durch- 
messer beschriebenen  Halbkreis.  Drehet 
man  diesen  Halbkreis  um  seinen  festen 
Durchmes.ser  LM  herum,  so  geht  er  aus 
demselben  Grunde  auch  durch  die  Punkte 
F,  G,  H,  folglich  liegen  die  Ecken  L,  M, 
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E,  F.  G,  H  in  dem  Umfang  einer  Ku- 
gel, deren  Durchmesser  AB,  Fig.  902  ist. 

4.  Aufgabe.  Einen  Würfel  (He- 
xaeder), welcher  sich  von  einer 
gegebenen  Kugel  umfassen  läfst, 
zu  construiren. 

Ist,  Fig.  902,  AB  der  Durchmesser  der 
Kugel,  theile  wieder  denselben,  dafe  AB 
=  3ÄC,  so  ist  der  Würfel  von  der  Seite 
BD  der  verlangte. 

Denn  in  dem  Würfel  ist  jeder  Um- 
fangswinkel  ein  Rechter,  alle  Seiten  s 
sind  einander  gleich,  mithin  ist  das  □  der 
Diagonale  d  einer  Grenzfläche  =  2  x  dem 
□  einer  Seite  »,  d.  i  \Jd  =  2[_t.  Die 
Diagonale  d  bildet  aber  mit  einer  der  ihr 
anliegenden  Seiten  *  ebenfalls  einen  rech- 


ten Winkel  und  folglich  mit  dieser,  mit 
jeder  der  beiden  Diagonalen  D  des  Wur- 
feis wiederum  ein  rechtwinkliges  A  and 
es  ist  □£>  =  □</  +  □*  =  3'_«. 

Nun  ist  &AB  :OBD  =  AB  :  ÄC  =  3  : 1 
und  da  auch    □  ß:G*  =  3:l 
so  ist  \JD:D.  =  QAB.DBD 

und  da  BD  =  •  also  auch 
so  ist    DÜ  =  L]/4ß 
also        D  -  AB. 

5.  Aufgabe.  Ei n  Ikosaeder,  wel  - 
ches  sich  von  einer  gegebeneu 
Kugel  umfassen  lifst,  «n  con- 
struiren. 

Es  sei  I.  der  Durchmesser  AB  der  ge- 
gebenen Kugel  so  getheilt,  dafe  AB=  bBC 


Fig.  903. 
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Krrichte  auf  AB  in  C  das  Loth  CD  bis 
in  den  Umfang  des  Halbkreises  und  liehe 
BD. 

Beschreibe  II.  um  einen  Punkt  W  mit 
dem  Halbmesser  BD  einen  Kreis,  be- 
schreibt' in  diesen  das  gleichseitige  Fünf- 
eck EFGHK,  halbire  die  5  Bogen  in  L, 
M ,  N,  O,  P,  und  zeichne  das  Fünfeck 
I.MNOP. 

In  den  Punkten  E,  F,  G,  H,  K  errichte 
auf  der  Kreisebene  die  Normalen  EQ,  FR, 
GS,  HJ,  KV,  mache  jede  derselben  =  BD 
und  verbinde  deren  Endpunkte  zu  einem 
gleichseitigen  Fünfeck  QRSJV;  ziehe  fer- 
ner die  Linien  OL,  HL.  RH,  SM;  SN, 
TN;  JO,  VO;  VP,  QP. 

Ziehe  III.  auf  der  Kreisebene  im  Mit- 
telpunkt W  die  Normale  WZ  +  IV*  Y, 
mache  WX  =  der  Seite  der  sechsseitigen, 
XZ  und  WY  =  der  Seite  der  zebnseiti- 
een  Figur,  verbinde  durch  gerade  Linien 
den  Punkt  Z  mit  den  Winkelpunkten 
der  Figur  QRSTV  und  den  Punkt  Y  mit 
den  Winkelpunkten  der  Figur  LMNOP, 
so  ist  das  verlangte  Ikosaeder  construirt. 

Beweis  der  Construction.  l.Dafs 
er  Körper  ein  Ikosaeder  ist. 

In  II.  sind  KQ,  FR  ...  auf  der  Kreis- 
eft>ene  normal,  =  und  \  .  folglich  sind 
aauch  QR  und  EF  =  und  f-,  folglich  ist 
die  Seite  eines  in  den  Kreis  EFGHK 
beschriebenen  gleichseitigen  Fünfecks. 
Dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Seiten  und 
folglich  ist  QRSTV  ein  gleichseitiges 
Fünfeck. 

Es  ist  EQ  -  BD  =  des  Kreises  EFGHK 
Halbmesser,  folglich  =  der  Seite  des  gleich- 
seitigen Sechsecks,  EL  die  Seite  des 
gleichseitigen  Zehnecks,  /_LEQ  —  H  also 
LQ  die  Seite  des  gleichseitigen  Fünfecks, 
aus  gleichem  Grunde  auch  LA,  aber  auch 
QR,  folglich  &QRL  gleichseitig  und  aus 
denselben  Gründen  die  Dreiecke  RSM, 
STN,  TVO,  VQP  gleichseitig. 

In  III.  sieht  man  die  Polygone  RSTVQ 
und  LMNOP,  von  den  gedachten  Drei- 
ecken aber  die,  deren  Grundlinien  ST, 
TV,  VQ  und  deren  Spitzen  N,  0,  P  sind  ; 
desgleichen  die,  deren  Grundlinien  NO, 
OP  und  deren  Spitzen  T,  V  sind,  näm- 
lich die  Dreiecke  STN,  TVO,  VQP,  NOT, 
OPV. 

Nun  sind  XW,  QE  beide  normal  auf 
der  Kreisebene,  also  +  und  auch  gleich; 
folglich  ist  XQ  mit  WE  =  dem  Halb- 
messer =  der  Seite  des  Sechsecks.  XZ 
ist  die  Seite  des  Zehnecks  und  z_  QXZ 
=  Ä,  daher  wieder  QZ  die  Seite  des  Fünf- 
ecks, aus  gleichen  Gründen  VZ,  und  uach 
Obigem  auch  QV;  folglich  A  VQZ  gleich- 


seitig. Dasselbe  gilt  von  den  Dreiecken, 
deren  Grundlinien  PO,  ON,  NM,  ML, 
L  P  siod  und  deren  Spitze  I  ist.  Dem- 
nach ist  der  construirte  Körper  «in  Iko- 
saeder. 

2.  Dafs  sich  das  Ikosaeder  von 
der  Kugel  umfassen  lafst. 

In  HI.  tot  WX  die  Seite  des  Sechs- 
ecks,. XZ  die  des  Zehnecks ,  folglich  ist 

wz.  WX^WX.XZ 
also         WZt  WP  =  WPi  WY 

Nun  tot  ZPWZ=  £PWY  -  R,  also 
wenn  man  PZ  sieht,  &PWZ«a&PWY, 
folglich  Z  FfZ  =  R ,  folglich  geht  der 
über  YZ  beschriebene  Halbkreis  durch  P. 

Aus  obiger  Proportion 

WZ  .  WY  =  WX .  XZ 
wo  WZ  =  XY  und  WX  =  XQ  folgt 

XY  XQ  =  XQ.XZ 
folglich  ist,  wenn  man  QY  zieht,  anch 
Zr0Z=  R,  folglich  geht  der  über  FZ 
beschriebene  Halbkreis  auch  durch  Q. 

Wird  dieser  Halbkreis  um  seinen  festen 
Durchmesser  YZ  herumgedreht,  so  geht 
er  aus  gleichen  Gründen  auch  durch  die 
übrigen  Eckpunkte  des  Ikosaeders;  sie 
befinden  sich  also  in  der  Oberfläche  einer 
Kugel  von  dem  Durchmesser  YZ-AB. 

Denn  da  IFZ  nach  stetiger  Proportion 
in  V  geschnitten  ist,  so  ist,  wenn  man 
WX  in  a  halbirt:  □Za  =  5D«X  Nun 
ist  FZ  =  2Za  und  WX  =  2aX,  folglich 
OYZ  =  bDWX=bQDB  Da  nun  AB 
=  bBC  nnd  AB  :  BC=\JAB  :QBD,  also 
QAB=  &QBD.  Folglich  □  FZ  =  CM« 
und  YZ  =  AB. 

6.  Aufgabe.  Ein  Dodekaeder, 
welches  sich  von  ei ner  gegebene n 
Kogel  umfassen  läfst,  zueonstru- 
i  ren. 

Construire  das  Quadrat  für  den  Wür- 
fel No.  4,  setze  zwei  derselben  ABCD, 
CBEF  rechtwinklig  an  einander,  halbire 
ihre  Seiten  und  verbinde  die  Theilpunkte 
durch  die  geraden  Linien  GK,  HL,  MH, 
NO.  Schneide  die  NP,  PO,  HQ  in  den 
Punkten  R,  S,  T  nach  stetiger  Propor- 
tion, so  dafs  PR,  PS,  QT  die  größeren 
Abschnitte  sind,  errichte  in  Ä.  S,  T  anf 
den  Würfelflächen  die  Normalen  RV, 
SW,  TX.  mache  diese  den  gröfseren  Ab- 
schnitten PR,  PS,  QT  gleich  und  ziehe 
die  Linien  VB,  BX,  XC,  CW,  WV,  welche 
in  einer  Ebene  liegen,  gleiche  Winkel 
einschliefsen  und  ein  über  der  Seite  BC 
des  Würfels  beschriebenes  gleichseitiges 
Fünfeck  bilden.  Wird  nun  auf  jeder  der 
zwölf  Würfels  ei  ten  ein  solches  Fünfeck 
beschrieben ,  so  bilden  diese  das  verlangte 
Dodekaeder. 
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Beweis,  l.  Daf»  YBXCW  eine 
gleichseitige  Figur  ist. 

Ziehe  tf/J,  BS,  BW.  Der  Theilung  zu- 
folge ist 

aber  PN  -  BN 

und  PR  -  RV 

folglich    UBN  +  0NR  =  2ORV 

Nun  ist  OBN  +  UNR^OBR 
folglich  ist  □  BR  =  3C]ÄF 

folglich  i[JRV  =  OBR  +  ORV  =  OBV 
folglich      2RV  -BV 

Nun  ist    RS  =1RP-2RV 

also  RS  -  VW  =  2ÄF 

folglich  ist    BV  =VW 

Auf  dieselbe  Weise  wird  die  Gleichheit 
der  übrigen  Seiten  des  Fünfecks  BVWCX 
bewiesen. 

2.  Dafs  die  Figur  in  einer  Ebene 
ist 

Ziehe  durch  /'  die  PY  I  den  Linien 
RV,  SW,  verbinde  Y,  H  und  H,  X,  so 
ist  YHX  eine  gerade  Linie. 

Denn  da  HQ  in  7  nach  stetiger  Pro- 
portion geschnitten,  und  QT  der  gröfsere 
Abschnitt  ist,  so  ist 

HQ.QT=  QT:  TH 

Aber  HQ=HP  und  QT  =  TX  =  PY j 
folglich  diese  Werthe  eingesetzt: 
folglich  HP.PY=TX:TH 

Nun  ist  HP*  TX  und  LH  mit  77/*  PY. 

Erstere,  weil  sie  auf  der  Ebene  BD, 
letztere,  weil  sie  auf  der  Ebene  BF  win- 
kelrecht sind,  folglich  sind  HY,  HX  in 
gerader  Linie,  folglich  ist  die  Figur 
BVWCX,  in  welcher  die  ganze  AT  ist, 
in  einer  Ebene. 


3.  Dafs  die  Figur  gleichwinklig 
ist. 

Da  NP  nach  stetiger  Proportion  in  R 
geschnitten  und  PR  der  gröfsere  Ab- 
schnitt, so  ist 

PN  +  PR  :  PN  =  PN  i  PR 

Nun  ist        PR       =  PS 

also  NP+  PR  =  NS 

also  NS:NP=  NP-.PS 

folglich  ist  A'S  nach  stetiger  Proportion 
in  P  geschnitten  und  NP  der  gröfsere 
Abschnitt,  folglich 

QNS  +  QSP=ZQPN 

aber  PN  =  BN  und  SP  =  SW 

folglich   QN8+Q8W  s  ZQNB 

folglich  auch 

□  NB  +  □  NS  +  US  W  =  AQ  NB 

Nun  ist  QNB  +  QNS*QBS 

folglich  ist 

AQNB  -  QBS  +  QSW  -  QBW 
folglich       BW  =  2NB=  BC 

Nun  war  nach  Beweis  1. 
auch     B  V  =  BX  und  V W  =  CX 

Folglich  ist  Z.BVW-  z_  BXC 

Auf  eben  die  Art  wird  die  üleichbeit 
der  Winkel  VWC,  BXC  bewiesen,  folg- 
lich ist  BVWCX  gleichwinklig. 

4.  Dafs  sich  dieses  Dodekaeder 
von  der  gegebenen  Kugel  umfas- 
sen läfst. 

Verlängere  YP  bis  in  das  Innere  des 
Würfels  nach  Z,  so  trifft  FZ  die  Diago- 
nale des  Würfels,  so  dafs  beide  in  Z  ein- 
ander halbiren.  Folglich  ist  Z  der  Mit- 
telpunkt der  Kugel,  die  den  Würfel  um- 
fafst  und  PZ  gleich  der  halben  Seite  /'.V 
des  Würfels.   Ziehe  FZ. 

Da  .VN  nach  stetiger  Proportion  ge- 
schnitten und  Afp  der  gröfsere  Abschnitt 
ist,  so  ist 

QNS  +  [JSP=3JNP 

Nun  ist  NP=PZ  und  PS  =  PY 

also  NS  =  YZ 

Auch  ist  SP=  RP 

also  SP=  IT 

folglich  □FZ  +  D  YV  =  QVZ  =  Z[JNP 

Nun  ist  das  Quadrat  des  Durchmessers 
der  Kugel  gleich  dem  dreifachen  Quadrat 
der  Seite  des  Würfels,  also  auch  das 
Quadrat  des  Halbmessers  dem  dreifachen 
Quadrat  der  halben  Seite  NP-,  folglich 
ist  FZ  der  Kugelhalbmesser,  Z  der  Mit- 
telpunkt und  der  Punkt  F  in  der  Kugel- 
flache.  Auf  ähnliche  Art  wird  bewiesen, 
dafs  aufser  F  auch  jeder  andere  Eckpunkt 
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des  Dodekaeders  in  der  Kugelfläche  ließt ; 
folglich  wird  das  Dodekaeder  von  der  Ku- 
gel unifafst. 

26.  Die  Seiten  der  fünf  regelmä- 
ßigen Körper  zu  finden. 

Es  sei  AB  der  Durchmesser  der  um 
die  Körper  beschriebenen  Kugel,  in  C 
und  D  so  geschnitten,  dafs  AC  =  BC  und 
AD  =  2BD.  Errichte  in  C  und  D  Win- 
kelrechte C£,  DF  bis  an  den  Halbkreis, 
ziehe  AF,  BF,  schneide  BF  in  .V  nach 
stetiger  Proportion,  so  dafs  BN  der  grü- 
fsere  Abschnitt  ist.  Errichte  in  A  die 
Winkelrechte  AG  =  AB  auf  AB  ziehe  CG, 
welche  den  Halbkreis  in  //  schneidet, 
fälle  die  Winkelrechte  //A' auf  AB,  mache 
CL-CK,  so  dafs  also  LK-2CK  ist, 
errichte  endlich  auf  AB  in  L  die  Win- 
kelrechte LM,  so  ist 

AF  die  Seite  des  Tetraeders 
BF  die  Seite  des  Hexaeder 
BE  die  Seite  des  Octaeders 
BN  die  Seite  des  Dodekaeders 
BM  die  Seite  des  Ikosaeders. 
Die  Beweise  der  Constructionen  gehen 
aus  den  Untersuchungen  No.  25  hervor. 

Fig.  905. 


1.  Fürs  Tetraeder. 

Die  Theilung  des  Durchmessers  AB  in 
dem  Punkt  ß  stimmt  genau  mit  der 
Theilung  des  Durchmessers  AB  in  dem 
Punkt  C  der  Fig.  900  für  das  Tetraoder. 
Dort  ist 

AC-2BC,  also  AB=3BC  und  folglich 
AB=}AC. 

Da  nun  AB  i  AC  -  QAB  :  \JAÜ 

so  ist  auch    [JAB  =  \QAD 

wo  AB  der  Durchmesser  der  gegebenen 

Kugel  und  AD  die  Tetraederseite  ist. 

Nun  ist  AF,  Fig.  905  =  AD,  Fig.  900 
AB,  Fig.  905  =  AB,  Fig.  900 
Folglich  ist  Ah  die  Seite  des  in  die 

IV. 


Kngel  vom  Durchmesser  AB  beschriebe- 
nen Tetraeders. 

2.  Für  das  Hexaeder. 

Auch  hier  ist  durch  D  dieselbe  Thei- 
lung, Fig.  900  durch  den  Punkt  C.  Es 
ist  dort  BD  als  die  Seite  des  in  der  Ku- 
gel vom  Durchmesser  AB  beschriebenen 
Würfels  erwiesen ,  folglich  ist  auch  Fig. 
904,  BF  die  Seite  des  von  der  Kugel  des 
Durchmessers  AB  umfafsten  Würfels. 

3.  Für  das  Octaeder. 

Die  Richtigkeit  der  Construction  geht 
aus  No.  25,  3  hervor. 

4.  Für  da»  Dodekaeder. 

Nach  No.  25,  6  ersieht  man  mit  Fig 
904,  dafs  die  Seite  des  in  die  Kugel  ein' 
beschriebenen  Würfels  so  getheilt  werden 
mufs,  um  die  Seite  des  Dodekaeders  zu 
geben  wie  Fig.  905  dieselbe  Seite  BF  des 
Quadrats,  und  dafs  also  die  Construction 
richtig  ist. 

5.  Für  das  Ikosaeder. 
Fig.  905.  ist  AG=AB  =  2AC 

also  auch         WA' =2 CA' 

also  OHK  =  4UCK 

also  UHC  =  \jHK  +  nCK=bOCK 

Da  nun  HC-BC,  also  {JHC-{JBC 
so  ist  UCB  =  bQCK 

Nun  ist       AB  =  2BC 

und  LA  =  2CÄ 

folglich         OAB  =  4OBC  =  20QCK 

also  GAB  =  b{jLK 

Nach  No.  25,  5  ist  also  LK  die  Seite 
des  Sechsecks  in  demjenigen  Kreise,  von 
dem  aus  die  Verzeichnung  der  Seite  des 
verlangten  Ikosaeders  geschieht. 

Nun  ist  AK  =  LB 

also  AB=LK+2LB 
folglich  ist  LK  die  Seite  der  sechsseiti- 
gen und  /.  /,'  die  der  zehnseitigeu  Figur 
in  jenem  Kreise  der  die  Verzeichnung 
der  verlangten  Seite  bestimmt  und  die 
angeführte  Construction  ist  richtig. 

Polyedralzahlen  sind  in  dem  Art.  „Fi- 
urirte  Zahlen  "  ausführlich  abgehan- 
elt. 

Folyedrometrie  ist  die  Lehre  von  den 
Polyedern. 

Polyedron,  s.  v.  w.  »Polyeder*. 

Polygon,  Vieleck  ist  eine  ebene  ge- 
radlinige Figur,  welche  von  mehr  als  vier 
geraden  Linien  eingeschlossen  wird. 

Figuren,  die  von  drei,  von  vier  geraden 
Linien  eingeschlossen  werden ,  heifsen 
Dreiecke,  Vierecke.    Die  das  P.  ein- 
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schliefsenden  geraden  Linien  heifsen  Sei- 
ten, die  von  je  zwei  zusammentreffenden 
Seiten  eingeschlossenen  Winkel  heifsen 
Polygonwinkel  oder  schlechtweg  W  i  n- 
kel,  Seiten  und  Winkel  führen  den  ge- 
meinschaftlichen Namen  Stücke,  Po- 
lygonstücke. Die  Punkte,  in  welchen 
die  Seiten  zusammentreffen  sind  die 
Spitzen.  Gerade  Verbindungslinien 
zweier  Spitzen,  ohne  dafs  sie  Seiten  sind, 
die  also  innerhalb  des  P.  fallen,  heifsen 
Diagonalen. 

Das  P.  wird  nach  der  Anzahl  seiner 
Seiten  speciell  bekannt  und  heifst  Fünf- 
eck, Sechseck  n.  s.  w.  Für  Ermittelung 
von  Oesetzen,  die  allen  Vielecken,  ab- 
gesehen von  der  Anzahl  deren  Seiten  zu- 
kommen, bezeichnet  man  die  Anzahl  der 
Seiten  mit  n  und  das  Vieleck  mit  dem 
Ausdruck  neck. 

2.  Jedes  neck  hat  n  Seiten,  n  Winkel, 
n  Spitzen. 

3.  Jeder  Polygonwinkel  macht  mit 
seinem  äufseren  Winkel  zusammen 
4  Rechte,  mit  seinem  Nebenwinkel 
zusammen  2  Rechte  aus. 

Ist  der  P.-winkel  hohl,  so  ist  der  Neben- 
winkel ein  äufserer,  ist  er  erhaben ,  ein 
innerer;  auch  mit  diesem  ist  der  P.- 
winkel  zusammen  ss  2/2,  wenn  der  Neben- 
winkel negativ  genommen  wird. 

Die  Summe  der  inneren  und  der  äufse- 
ren P.wiukel  ist  =  4nÄ ,  die  der  inneren 

(2n-  4)/f.  also  die  der  äufseren  = 
(2n+4)Ä.  Die  Summe  der  äufseren  ist 
also  in  jedem  neck  um  SR  >  als  die 
Summe  der  inneren  P.winkel. 

4  Ein  nek  kann  höchstens  (n  —  3)  er- 
habene Winkel  haben,  denn  bei  (n  —  2) 
erhabenen  Winkeln  wäre  deren  Summe 
>  (2n  -  4)  R. 

Ein  neck,  wenn  es  nur  hohle  Winkel 
hat,  kann  nicht  mehr  als  3  spitze  Win- 
kel haben ,  denn  bei  4  spitzen  Winkeln 
würde  die  Summe  der  äufseren  Neben- 
winkel  >  sein  als  AR. 

5.  In  jedem  neck  beträgt  die  algebra- 
ische Summe  sämmtlicher  Nebenwinkel 
=  AR,  denn  die  Summe  der  P.winkel  ist 
=  (2n  —  4)  Rt  die  Summe  derselben  +  der 
Summe  sämmtlicher  Nebenwinkel  =  2nÄ. 

6.  Ein  neck  mit  nur  hohlen  Winkeln 
(n  =  4  ausgenommen)  kann  nicht  mehr 
als  3  Rechte  haben,  denn  deren  Neben- 
winkel würden  zusammen  mehr  als  AR 
betragen. 

7.  Die  Anzahl  der  vou  einer  Spitze  ab 
zo  ziehenden  Diagonalen  beträgt  n  -  3 ; 
es  sind  also  überhaupt  in  einem  neck 
n  (n  —  3)  Diagonalen  zu  ziehen  möglich, 


von  welchen  aber  jede  doppelt,  vorwärts 
und  rückwärts  gezogen  wird,  die  Anzahl 
der  möglichen  Diagonalen  in  einem  n  eck 
ist  also  =  |fl  'n  —  3). 

Durch  die  von  einer  Spitze  aus  gezo- 
genen n  —  3  Diagonalen  wird  das  neck 
i  ii  n  -  '2  Dreiecke  getheilt ,  deren  Winkel 
zusammen  =  der  Summe  der  P.winkel 
sind.  Da  nun  die  3  Winkel  eines  Drei- 
ecks zusammen  2  Rechte  betragen,  so  ist 
die  Summe  der  l'mfangswinkel  eines  necks 
=  2  (n  —  2)  Ä  =  (2n  —  4)  Rechten. 

8.  Macht  man  aus  einem  neck  durch 
Hinzufügung  einer  Seite  ein  (n  +  l)eck, 
so  vermehrt  sich  die  Summe  der  Um- 
fangswinkel  um  2/t. 

Fällt  das  hinzukommende  Dreieck  aufser- 
halb  der  Figur,  so  ist  die  Richtigkeit  augen- 
scheinlich. Es  sei  der  Schlufo  des  necka 
abed\  durch  Hinzufügung  der  beiden 
Seiten  bx,  ex  mit  Hinweglassung  der 
Seite  bc  entstehe  das  (n  -f  l)eck  abxcd. 

Fig.  906. 


Bei  der  Winkelbezeichnung 
bestanden  die  Winkel  des  necks  ans: 

«  + /*  +  y  +  rf 
bestehen  die  Winkel  des  (n-f  l)ecks  aus: 
n  4-  4Ä  -  *  +  6 
Und  es  soll  sein 

n  +  fl  +  y  +  d  +  2R=«  +  AR-t  +  t1 
<t  und  J  beiderseits  subtrahirt  und  ft  +  y 
=  2R  —  t  gesetzt  ergibt  die  Richtigkeit 
des  Satzes. 

9.  Bezeichnet  man  die  aufeinander  fol- 
genden Winkel  eines  P.  mit  »»,  ß,  J 
. denkt  sich  dann  die  Seiten  alle 
entweder  rechts  oder  links  (aus  einem 
Standpunkt  innerhalb  der  Figur  betrach- 
tet) verlängert  und  bezeichnet  die  Win- 
kel zwischen  jeder  Verlängerung  und  der 
folgenden  Seite  mit  «,  &,  0,  ■  ...*,  so 
ist,  wenn  man  diejenigen  dieser  Winkel, 
weiche  aufserhalb  der  Figur  fallen,  po- 
sitiv, die  welche  innerhalb  fallen,  nega- 
tiv nimmt,  die  algebraische  Summe  S 
der  Winkel  <i,  6,  c,  4 ...  jederzeit  =  AR.. 

Denn  es  ist  a+a  =  /J  +  »  =  y  +  c... 
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a  2/1 ;  deren  Summe  also  n  •  2ft,  die 
Summe  «+/?  +  ,,  +  ...  ist  =  (2*-4)Ä, 
die  Differenz  beider  Summen  also  =  4Ä. 

10.  Aehnliche  Polygone.  P.  sind 
so,  wenn  sie  durch  gleichliegende  Seiten 
und  Diagonalen  in  gleichliegende  ähn- 
liche Dreiecke  zerlegt  werden. 

Oleichliegende  Winkel  in  ähnlichen  P. 
sind  gleich. 

Gleichliegende  Seiten  und  Diagonalen 
und  die  Tmfänge  ähnlicher  P.  stehen 
mit  einander  in  fortlaufender  Proportion. 

Gleichliegende  Dreiecke  und  andere  Fi- 
guren in  ähnlichen  P.  sind  ähnlich. 

Die  Inhalte  ähnlicher  P.  verhalten  sich 
wie  die  Quadrate  homologer  Seiten ,  Dia- 
onalen  und  der  Unifänge.  Denn  es  ist 
ies  bei  ähnlichen  Dreiecken  der  Fall, 
diese  aber  verhalten  sich  wie  die  ähnli- 
chen P. 

11.  Bezeichnen  a,  6,  c  die  3  Seiten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  und  ist  a 
die  Hypotenuse;  denkt  man  sich  nun  3 
geradlinige  ähnliche  P. ,  au  welchen  o, 
b,  e  als  nomologe  Seiten  oder  Diagona- 
len gehören  und  bezeichnet  deren  In- 
halte mit  A,  B,  C,  so  ist  jedesmal  A  = 
B  +  C. 

Denn  es  ist  a'  =  6*  +  c* 
ferner         B  :  C  =  A> :  c» 
also       B  +  Ci  C=4»  +  c*:c*=a»:e* 

Weiter  ist  eben  so 

A  :  C  = «» :  c* 
auch     B  +  C:C  =  «':c* 
also      B  +  C:C=  A:C 
woraus  A  =  ß  +  C 

12.  Bezeichnen  A ,  B,  C  die  Inhalte 
ähnlicher  P.,  a,  *,  c  homologe  Seiten  der- 
selben, und  ist  A  -  Ii  \  (\  so  ist  das  mit 
a,  i,  c  als  Seiten  zu  bildende  Dreieck 
rechtwinklig  und  der  rechte  Winkel  liegt 
der  Seite  a  gegenüber. 

Denn  aus     B :  C  =  4»  i  c» 
folgt         Ä  +  C^iri'-fc^c' 

Da  nun      B  +  C=A 
so  ist  J:C=*a+«>  :c» 

und  da  .4  v  r 

so  ist  vi  :  C  =  a1  i  e* 

Mithin  4«+c"  :c*  =o»  :c» 
woher  +    s  a* 

13.  Bei  einem  P.  Ton  einer  geraden 
Anzahl  Seiten,  welches  in  einem  Kreis 
liegt,  ist  die  Summe  des  lten,  3ten,  5ten . . . 
Umfangswinkels  so  grofs  wie  die  Summe 
des  2ten,  4 ten ,  6ten  . . . 

Denn  es  steht  ^_bah  als  Peripherie 


Fig.  907. 


winkel  mit  dem  Centriwinkel  ß  +  y  +  S 
+  •  +  %l  +  9  auf  demselben  Bogen.  Dem- 
nach ist 

«  =  *(«'  +  «  +  <l  +  *  +  *  +  «») 
•  =  *<»?  +  9  +  l  +  a+ß+y) 
9  =  *(*  +  «+/»+r  +  «r4-i») 

woraus 

a  -f  c + r + g  =  §  ( „  +  ß  + ,  <  +  J  +  *  -I-  rj  4-  9  +  * ) 

=  H«  =  6ß 

Es  ist  aber 

fl  +  Hf  +  </+«  +  f+J  +  *=  12Ä 
folglich    a4-e  +  e4-«  =  4  +  rf-r-/+A. 

14.  Bei  jedem  Vieleck  von  einer  ge- 
raden Anzahl  von  8eiten,  welches  um 
einen  Kreis  liegt,  ist  die  Summe  der 
lten,  3ten,  5ten  ...  Seite  so  grofs  wie  die 
Summe  der  2ten,  4ten,  6ten  . . . 

Denn  zieht  man  die  Halbmesser  nach 
den  Berührungspunkten,  wie  Cc  und  Cd, 
denkt  sich  die  Linie  Ck,  so  ist  &Cck 
&  .  \ ('</*,  folglich  ck  =  dk. 

Mau  bat  demnach 

bsU 

le  -  Id 
me  =  mf 
ng  -  nf 
og  =  oh 
pa  =  pk 
qq  =  qb 

rc  =  rb 

die  Reihen  addirt  geben 

kr  -f  Im  -f  no  4-  pq  =  */  4  **n  +  op  +  qr 

15.  DieAnzahlderBestimmungs- 
stücke  eines  P.  zu  finden. x 

Von  den  («  —  2)  Dreicken ,  in  welche 
ein  P.  getheilt  werden  kann,  bedarf  jedes 
dreier  Bestimmungsstücke.  Es  wurden 
also  für  ein  P.  3  (n  -  2)  Bestimmungs- 
stücke erforderlich  sein ,  wenn  nicht,  von 
einem  der  beiden  Anfangsdreiecken  ab, 
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jedes  folgende  Dreieck  in  dem  vorher  an- 
schließenden in  der  gemeinschaftlichen 
Seite  schon  ein  Bestimmungsstück  mit 
erhielte.  Also  nur  ein  Dreieck  bedarf 
dreier,  von  den  übrigen  jedes  Dreieck 
nur  zweier  Bestimmungsstucke;  das  P. 
folglich  3  +  2  (n  -  3)  =  2n  -  3  Bestiin- 
muugsstücke. 

Zu  den  Bestimmungsstücken  eines 
Dreiecks  gehört  mindestens  eine  Seite; 
es  würde  also  zur  Bestimmung  eines  P. 
ebenfalls  nur  eine  Seite  erforder- 
lich sein,  wenn  die  übrigen  Bestim- 
mungsstücke aus  den  Winkeln  beständen, 
welche  die  aus  einer  einzigen  Spitze  ge- 
zogenen Diagonalen  mit  einander  bilden. 
Da  dies  aber  wohl  nur  aus  Kuriosität 
einmal  vorkommen  könnte,  so  sind  min- 
destens so  viele  Seiten ,  als  Dreiecke  vor- 
handen sind,  also  mindestens  n  —  2  Sei- 
ten, erforderlich. 

Dem  Art.  „Congruenz  der  Drei- 
eck e,"  pag.  43,  zufolge  sind  Dreiecke 
nicht  congruent,  wenn  zwei  Seiten  und 
der  der  kleineren  von  beiden  gegen- 
überliegende Winkel  einander  gleich  sind, 
es  entstehen  zwei  verschiedene  Dreiecke, 
die  beide  der  Bedingung  genügen.  Es 
ist  demnach  auch  bei  den  Polygonen 
zweifelhaft,  ob  die  gegebenen  2n  —  3  Be- 
stimmungsstücke auch  genügende  Be- 
stimmungsstücke  sind. 

Kegelmäfsige  Polygone. 

16.  Ein  regelmäfsiges  P.  ist  ein  P.  von 
lauter  gleichen  Seiten  und  gleichen  Win- 
keln; deren  Anzahl  ist  unbegrenzt. 

Die  Summe  sämmtlicher  P.winkel  ist 
(2n  -4)  rt, 

2  m    4 

jeder  P.winkel  also  =  R. 

n 

4 

Jeder  Nebenwinkel  ist  =  —  R. 

H 

jeder  Aufsenwinkel  =   "  —  Ä 

n 

der  Unterschied  zwischen  dem  P.winkel 

tt  —  4 

und  seinem  Nebenwinkel  ist  =  2  R, 

n 

der  Unterschied  zwischen  dem  P.winkel 

g 

und  seinem  äufseren  Winkel  =  —  R. 

n 

Die  Winkel  eines  regelmäfsigen  P.  sind 
nur  hohl  und  stumpf,  die  Nebenwinkel 
nur  spitz,  die  Aufsenwinkel  nur  erhaben. 

Jedes  regelmäfsige  P.  liegt  in  und  um 
einen  Kreis,  beide  Kreise  haben  densel- 
ben Mittelpunkt  und  dieser  ist  zugleich 
der  Mittelpunkt  des  P.  Dieser  Mit- 
telpunkt liegt  in  einem  Durchschnitts- 
punkt der  Halbirungsliuien  sweier  ein- 


ander nicht  gegenüber  liegenden  Seiten 
oder  Winkel.  Die  Normalen  auf  den  Sei- 
ten in  deren  Mitten  errichtet  und  die 
Halbirungslinien  aller  Winkel  schneiden 
sich  alle  in  einem  Punkt,  dem  Mittel- 
punkt. 

17.  Zwischen  zwei  concentrischen  Krei- 
sen, so  nahe  sie  auch  an  einander  liegen 
mögen,  ist  im  gröfseren  immer  noch  ein 
regelmäfsiges  P.  denkbar,  dessen  Seiten 
die  Peripherie  des  Kleineren  weder  schnei- 
den noch  berühren. 

Denn  denkt  man  sich  an  einem  belie- 
bigen Punkt  des  kleineren  Kreises  eine 
Taugente  und  diese  von  beiden  Seiten 
bis  zum  Umfang  des  gröfseren  Kreises 
gezogen,  so  wird  diese  Sehne  des  grö- 
fseren Kreises,  und  es  lassen  sich  +  mit 
derselben  noch  viele  kleinere  Sehnen  zie- 
hen, die  also  von  dem  Umfang  des  klei- 
neren fern  liegen.  Unter  allen  diesen 
kleineren  Sehnen  läfst  sich  aber  offenbar 
eine  ermitteln,  von  deren  Bogen  der 
Kreisumfang  ein  ganzes  Vielfaches  ist 
und  man  hat  in  sämmtlichen  Sehnen 
dieser  Bogen  das  verlangte  P. 

18.  Zwischen  zwei  concentrischen  Krei- 
sen, so  nahe  sie  auch  an  einander  liegen 
mögen,  ist  um  den  kleineren  immer  noch 
ein  regelmäfsiges  P.  denkbar,  dessen 
Spitzen  innerhalb  der  Peripherie  des  grö- 
fseren Kreises  liegen  ohne  dieselbe  zu 
berühren. 

Der  Beweis  wie  der  zu  dem  vorigen 
Satz. 

19  Zwischen  dem  Inhalt  A  eines  re- 
gelmäfsigen P.  um  einen  Kreis  und  dem 
Inhalt  a  eines  ähnlichen  P  in  demselben 
ist  der  Inhalt  b  des  regelmäßigen  P.  von 
doppelt  so  viel  Seiten  in  eben  diesem 
Kreis  die  mittlere  geometrische  Propor- 
tionalfläche also  A  :  b  =  b  :  a. 

Ist  die  Seitenzahl  von  A,  also  auch 
von  a  =  n,  so  ist  die  von  &  =  2n,  A  und 
a  bestehen  aus  n,  b  aus  2n  congruent  en 
Dreiecken. 

Stellt  Fig.  908  diese  Dreiecke  dar,  so 
dafs 
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A  =  *'  Apmc,  Man  hat  demnach 

a  =  n  '  A*«<  a  =  m&kmt  =  2n  &hmk 

b  =  2* .  Arne  A  =  2m  •  AAmc 

Da  nnn  Zp«c  =  Z£»c,  80  kann  man  v4  =  *  •  &pmg  =  2n  &pmc 

anch  schreiben  B  =  2n  Acmtf  =  4n  •  Af»»c 

i4  =  2n  •  Apmc  UI1(j  hierans  wie  im  Torigen  Satz 

a  =  2»  •  A*"»*  a  :  6  =  Am  :  cm 

A  =  2n  •  AÄmc  anch 

Es  folgt  hierans  a :  b  =  Am :  Am  =  cm  :  pm  =  oq :  py 

1 .  i4  : 6  =  Apmc :  A  *»*c  folglich 

=  pm      :  Am  =  cm  :  km  1«     a  :  d  +  6  =  cf  :  cp 

2.  A:a  =  A*«M?:A*mft  =  cm:Äm  ferner       Ä  :'/4  =  2Acmf  :  A emp 
Aus  beiden  Proportionen  folgt  oder 

A-b  =  b:a  2.        B :  2/1  =  kemq  x  Acmp  =  «f  :  cp 

20.  Ist  die  ganze  Zahl  «  mindestens  3,  Als0  ans  *  u«d  2 

so  verhält  sich  der  Inhalt  a  jedes  regel-  a  :  a  +  b  —  B  :  2A 

mäßigen  »ecks   in  einem   Kreis  A  zur  0(jer     a;  l(a  +  b)  =  B  :  A 

halben  Summe  der  Inhalte  desselben  und  01   '     ,    .    ,    .  „Ä 

des  regelmäßigen  2»  ecks  in  k,  wie  der  Be,trac,ht?t  ™  a  U°V |J- 

Inhalt'//  des  regelmäfsigen  2»ecks  um  f!"n  ode?  bekaAnt'   80  fo1^  aU8  den 

*  zum  Inhalt  .4  Oes  regelmäßigen  «ecks  Belden  TOn&en  Sata€U 

Um  *>  d  1  1.  &  =  f£72  nnd  2.  fi=_2a-i-^ 

2            *  Für  »  =  4,  r  der  Halbmesser  des  zn- 

Es  ist  wie  im  vorigen  Satz  gehörigen  Kreises 

hl  eine  der  n  Seiten  von  a  o  =  2r';  i4  =  4r* 

Ac  eine  der  2 n  Seiten  von  6  Also  die  Inhalte  der  regelmäßigen  Acht- 

pg  eine  der  n  Seiten  von  A  e<*e  in  und  um  den  Kreis 

qd  eine  der  2»  Seiten  von  B.  b  =  j/2r*  .  4r»  =  2r>  yi 

2  •  2r'  •  4r'           8  .         ,Ä     ,x  . 

ß  =  =  =  — —  r»  =  8(V2  -  1)  r* 

2r*  +  ^2r».4r»  1+V2 

Setzt  man  wieder  a  =  2r»  j/2  und  yl  23.  Bezeichnet  man  Fig.  908 

=  8  (|/2  —  1)  r*  mit  r  den  Halbmesser  mc  des  Kreise.«, 

so  erhält  man  die  Inhalte  der  regelmä-  mit  ,  die  Seite  Af  des  regelmäfsigen  «ecks 

ßigen  Sechzehnecke  in  nnd  um  den  Kreis  im  Kreise, 

6  =  4r*  |/2~-  V2  und  mit  *'  die  8eite  Ac  des  regelmäßigen 

✓         ,   v  2»  ecks  im  Kreise, 

ß  =  16r»(>-l-v2  +  ^4  +  2V2;  ^  g  ^  geite  ^  deg  regeimäfsigen 

°-  8-  w-  «ecks  um  den  Kreis, 

22.  Jedes  regelmäßige  P.  ist  =  einem  mit  t  den  Centriwinkel  pmg  für  eine  Seite, 

Dreieck,  welches  den  L  mfang  des  P.  zur     ..      .     T.  f  w„i 

Grundlinie  und  die  Normale  (A)  aus  dem  mi  »  ümfangswinkel, 

Mittelpunkt  auf  einen  seiner  Seiten  («)  J  den  InhaIt  des  »oneren  necks, 

zur  Höhe  hat:  J=\nah.  mit  J'  den  Inhalt  des  äußeren  necks, 

Die  Höhe  A  oder  der  Halbmesser  r  des  so  hat  man 

inbeschriebenen  Kreises  ist  =  l     ,-_      *>  _ 

2»  2.    ,  =  ^  v^-V 

der  Halbmesser  Ä  des  darum  beschriebe-  r   

nen  Kreises  ist  =  3.  >,  =  Vir*  -  r  \ ÄVr-  «'» 

ia,-r.  ^?JLl4  ß\  24.  Aus  Formel  2  und  3  findet  man 

»atec  ^   2w-«;-  die  Seiten  der  regelmäi^igen  P.  im  Kreise 
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*  des  Dreiecks  =  ry3 

»,  des  Sechsecks  =  r 

des  Zwölfecks  -  r  \  ¥ -  y3 

des  Vierundswanzigecks  =  r  V2  —  y2  -i-  V3 

des  Achtundvierzigecks  =  r  |A  -  VWj/2  +  V3 

des  Sechsundnennzigecks=  r  K2  -  \l  +  V2  +  y  2  +  V'3 
u.  s.  w. 

1  des  Vierecks  -ry/% 


*'  des  Achtecks  .     =  r  ^2  -  V  2 


des  Sechsehnecks  =  rV2-y'2  +  y'3  _ 

des  Zweiunddreüsigecks  =  r  ^2  -  V2  +  V^~'+V» 

des  Vierundsechzigecks  =  r  j/2^2  +  ^2  +  ^5TV» 


11.  s.  w. 


.4-1/5 

*  des  Fünfecks  =r  \  — 2 — 

des  Zehnecks  =  r  ~l  +  Vb 

des  Zwanzigecks  =  r  * 

des  Vierzigecks  =  r  j/2  -  j/2  +  j/^- 

des  Achtsigecks  =  r  ^2  -  ]/«  +  j/«  +  j/^y- 


n.  s.  w. 


*  des  Funfsehnecks  =  4r  (]/10  +  2yö  -  Vlo  +  K3) 

25.   Ferner  findet  man  die  Seiten  der  am  den  Kreis  liegenden  P.  : 

Zur  Bestimmung  der  folgenden  Formeln  nimmt  man  also  $,  ans  den  No.  24 
aufgestellten  Formeln. 

Es  sind  also  die  um  den  Kreis  liegenden  Seiten  : 


du  Sechseck»  =  —A^  =  Jr  KS 


,'r'-_ 

*.  Zwölf«.,  =2" "8 II  =  2r  \  'l  ZT*  =  f  ,  0     ,  3) 

|«r»-r»(2  -1-3)        '  *  +  V3 

„..  vi.ra„dIw,„ligwks   =  _JÜ%J?p    =  » 1/^J2  ±1? 

l'4r»-r»(2-l/2+f3)         |r  2  +  |'2  +  |  3 
=  2r  (2  +  ,'3)  (2  )/2  -  y3  -  l) 

.     fc  0  J     2-V2  +  V  2TT3 

des  Achtundvierzigecks      =  '2r  I, 


2  +  ^2  +  W+  y2  +  V'3 
V'H-31'3  [2  -  V  2  +  \/2  +  y  3] 


Google 
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/2  -  \U  +  V2  +  y/2~T»:3 
des  Sechsundneunzigecks  =  2r1/-  "^z^z 


n.  ».  w. 

5»  des  Vierecks  =  2r 


des  Achtecks  =  2r  ^^j—  =  ^  (V2  -  1) 

des  Sechzehnecks  =  2rV^£J^  =  2r  h  2  (2  +      -  l  2  -  l] 

r  2  +  l'2  +  \  2 


des  ZweiaDddreifsigecks 


Jg-Va  +  yg  +  yg 

^  2  +  ^2  +  V2~+V2 


,  /2  -  \^2  +  V2  -f  y  2  +  1/2 
des  Vierundsechzigecks     =  2r  V  .   —  -  ;=£^="-: 

2  +  \2  +  V2  +  y2"+72 


a.  s.  w. 


S  des  Fünfecks  =2r|  5-2^5 

des  Zehnecks  =  2r  [/6  " 


des  Zwanzigecks 


2 

_  j/5  +Ji 
ys 


des  Vierzigeck»  =2 


o  1/       V  » 

i/2 


\r  y  —  ■  ■       ---   -  - 

2 + /iT^T+ 


'5  +  y5 

des  Achtxigecks  =  2r  |/ 


n.  s.  w. 

26.  Nachdem  nun  No.  24  nnd  26  die  /~ 
Seiten  der  in  und  am  den  Kreis  be-         m*  =  y  rJ  -  —  =  f  \At*  — 
schriebenen  P.  gefunden  worden,  hat  man  r 

nun  deren  Inhalte  zu  finden.  mith,n  deD  Inhalt  <*e»J>reieck8 
Zu  diesem  Behuf  hat  man  Fig.  908  das  mht  =     ^  "  jl 


auf  die  8eite  AI  gefällte  Apothema  und  den  Inhalt  des  P.  =  {ni^ir*-  «» 

Also  die  Inhalte  der  in  dem  Kreise  beschriebenen  P. 
/  des  Dreiecks  =  |r'  \  Z 

des  Sechsecks  =  \r%  J  3 

des  Zwölfecks  =3r'  _ 

des  Vierundzwaniigecks    =  6r»  v  2  -  V  3 

des  AchtundTienigecks     =  12r»  V2  -  ]/'2+\K 

des  Sechsundneunzigecks  =  24  r»  l^VT*  y  2  +  V3 
u.  s.  w. 
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J  des  Vierecks  =  2r» 

des  Achtecks  =  2r»  y2 

des  Sechzehnecks  =  4r*  [/% I  -  V2 


des  Zweiunddreifsigecks  =  8r»  ^2  —  i/2  +  \2 

des  Vierundsechzigecks  =  16  r»  j/2  -  ^2  +  |/8  +  f2 
u.  s.  w. 

/  des  Fünfecks  -  jr«  j/io  +  2^5 

des  Zehnecks  =  1 r"  V^IO  —  2  V5 

des  Zwanzigecks  =  }r*  y/6  -  2  V5  


5+  V5 


des  Vierzigecks  =  10  r*  y  2  -  J/ 

des  Achtzigecks  =  20  r*  y  2  -  "^2  +  [/— 


u.  s. 


27.  üm  die  Inhalte  der  unbeschriebe-  Inhalt  J  des  P.  =  ±nrS. 

nen  P.  zu  finden,  hat  man  zur  Höhe  Im  Demnach  den  Inhalt  der  um  den  Kreit 

auf  der  Seite  pg  =  S  den  Halbmesser  r,  beschriebenen  P. 
daher  der  Inhalt  des  gmp  =  frS  und  den 

J  des  Dreiecks  =  3r*  yz 

des  Sechsecks  =  2r*  V3 

des  Zwölfecks  =  i2r»  =  12r*  (2  -  }'3) 

des  Vierundzwanzigecks     =  24r*  f/   ~  *  2  +JL=24r»  [2  L'2  + 1  3  -  ( l+i  2)1 

K  2  +  v2±V3__ 

des  Achtundvierzigeeks      =  48r»  t/-  ~ ^2-t_V2-±Z?  =48r»[2-V'2+p2=+Kl] 

r  2  +  IV f  1/2  +  V3  

/2  -  JA  +  K2  +  V/2+T3 
=  96r»  y   _=-- 

r  2+|/2  +  V2"+V2+  K3 


des  Sechsundneunzigecks  = 


/  des  Vierecks  =  4r« 

des  Achtecks 


=  8r,l/rT^z^,(v2"1) 

des  Sechzehnecks  =  I6r«  |/2  ~  *3 

2  +  V2  +  * 2 

des  Zweiunddreifsigecks  =  32  r'  l/2  ~  ^LtJj2-— -2 

"  2  +  ^2  +  }'2  +  V*  , 

/2  —  1/2  +  V2  +  l'2  +  V  2 
des  Vierundsechzigecks  =  64  rJ  1/  f-  

2  +  ^2  +  Vi  +  ]/2  +  V2 
J  des  Fünfecks  =  5r'  \V~2Vb 

des  Zehnecks  =  lOr»  j/^-2^? 

'2  + 


des  Zwanzigecks 


/5  +  j/5 
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des  Viersigecks 


de»  Achtzigeck« 


u.  s.  w. 


40  r» 


6  +  ^5 
2 


+  V5 


80  r' 


28.  Trigonometrische  Bestimmung  der 
P.  und  ihrer  Stücke. 

Es  ist  der  Centnwinkel  einer  Seite 

4  _  360° 
*  =  —  R  =  

n  n 

der  Umfangs winkel 
y  =  ?!^*Ä  =  !L^18oo 

n  n 

die  Seite  des  neeks  im  Kreise 
180° 

$  =  2r»tn  

n 

die  Seite  des  neeks  nm  den  Kreis 

n 

der  Inhalt  des  inneren  neeks 
J  =  *nr»  sin  ?ü!  =  i  ii."  co«  — 
der  Inhalt  des  äufseren  neeks 


180; 


180' 


J'  -  nr*  tg        =  in  S*  cot 

n       4  n 

der  Halbmesser  des  Kreises 

180°     .  „    .  180° 


r  =  £«  •  co*<»c 


=  co<  

1  n 


1.  Für  das  Dreieck  ist 
*  =  JÄ  =  120° 
y  =  IÄ  =  60° 
i  =  2r  •  «in  60°  = 
S  =  2r  •     60°  = 
r  =      •  co«ec  60°  = 
r=*S-  coi  60° 
J  =  |r».  sin  120°  = 
J=  |*»  .  co/ 60° 

=  3r*  •  «o  60°  = 
=  i  S»  •  cot  60°  = 

2.  Für  das  Viereck  ist 
«  =  Ä  =  90° 

y  =  R  =  90° 

«  =  2r  •  »n  46°  =  1,414  2136  X  r 

8  =  2r  •  <«  46°  =  2,000  0000  x  r 


1,732  0508  x  r 
3,464  1016  X  r 
0,577  3503  x  « 
0,288  6751  x  S 
1,209  0381  X  r» 
0,433  0127  x  «' 
5,196  1524  X  r» 
0,433  0127  x  S> 


r  = 
r  = 
J  = 
J  = 
J'  = 
J'  = 
3. 
»  = 

#  = 

s  = 

r  = 
r  — 
J- 
J  = 
J'  = 
J'  = 
4. 
s  = 

y  = 
«  =: 

s  = 

r  = 

r  = 

J  = 

J  - 

J'  = 

J'  = 

6. 
t  = 

y  = 
« = 

s  = 

r  = 
r  = 
J  = 
J  = 
J'  = 


5r». 


4  s  •  co*ec  45° 
iS  •  cot  45° 
2r»  •  sin  90° 
#»  .  col»  45° 
4r»  .  ««  45° 
S*  •  co«  45° 
Für  das  Fünfeck  ist 
|K  =  72° 
|Ä  =  108° 
2r  •  sin  36° 
2r  •  tg  36° 
£  *  •  co$oc  36° 
IS  ♦  cot  36° 
«in  72° 
lo  36° 
*o36° 
cot  36° 
Für  das  Sechseck  ist 
}A  =  60° 
|Ä  =  120° 
2r  •  sin  30° 
2r  •  fj  30° 
}«  .  co«ec  30° 
*S  •  cot  30° 
3r'  •  sin  60° 
f*J  .  cot  30° 
6ra  •  Ig  30° 
i  S>  .  co<  30° 

Für  das  Achteck  ist 
*Ä  =  45° 

|Ä  =  135° 

2r  •  «in  22°  30'  =  0,766  3668  x  r 

2r  •  <o  22°  30'  =  0,828  4272  X  r 

|#  .  co«ec  22°  30'  =  1,306  5628  X  s 

iS-cot  22°  30'  =  1,207  1068  x  S 

4r>  .  «in  45°  =  2,828  4272  X  r> 

2»»  •  co«  22°  30'  =  4,828  4272  X  «a 

8r*  •  «o  22°  30'  =  3,313  7088  X  r» 

25*  •  col  22°  30'  =  4,828  4372  X  S» 


=  0,707  1068  x  t 
=  0,600  0000  x  S 
=  2,000  0000  xr> 
=  1,000  0000  X  *» 
-  4,000  0000  X  rJ 
=  1,000  0000  X  S» 


=  1,175  5706  X  r 
=  1,643  0862  x  r 
=  0,805  6508  X  « 
=  0,688  1909  x  S 
=  2,377  6412  X  r» 
=  1,720  4774  X  ta 
=  3,632  7130  xr» 
=  1,720  4774  X  Sa 


-  1,000  0000  x  r 
=  1,154  7006  X  r 
=  1,000  0000  x  « 
=  0,866  0264  X  S 
=  2,598  0762  x  r* 
=  2,598  0762  x  «' 
=  3,464  1018  x  r» 
=  2,698  0762  x  S> 
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6.  Für  das  Zehneck  ist 

*  =  §  Ä  =  36° 
y  =  |Ä  =  144° 

*  =  2r  .  «in  18° 
5  =  2r  ■  tg  18° 
r  =  \t  .  cotec  18° 
r=  ±S  •  cot  18° 
J  =  5r>  .  sin  36  ° 
J  =  $#»  .  cot  18° 
J'  =  lOr"  •  «y  18° 
J'  =  4     •  cof  18° 

7.  Für  das  Zwölfeck  ist 
»  =  i  Ä  =  30° 
y  =  |Ä  =  160° 
»  =  2r  •  «in  15° 
S  =  2Ä  •  Ig  15° 
r  =  4s  .  cotec  15° 
r  =  ±S.co«  16° 
J  =  6r*  •  «in  30° 
J=  3«'  •  cot  15° 


=  0,618  0340  X  r 
=  0,649  8394  X  r 
=  1,618  0340  X* 
=  1,538  8417  X  S 
=  2,938  9265  xr' 
=  7,694  2087  x  «* 
=  3,249  1970  x  r» 
=  7,694  2087  X  S» 


r  =  4.  S  •  co<  9° 
/=  lOr»  •  «in  18° 
/  =  5#»  •  co«  9° 
.T  =  20r»  •  tg  9° 
J'  =  5S»  .  co«  9° 


J'  =  12» 


«o  15° 

J'  =  3S»  •  cot  15° 

8.  Für  das  Funfeehneck  ist 
»  =  A«  =  24° 
y=  f|A  =156° 
«  =  2r  •  «in  12° 
S=2r  •  <y  12° 
r  =  4«  •  oo««c  12° 
r  =  $S  •  eo*  12° 
J=  J_»r»  •  «in  24° 
cor  12° 


=  0,517  6380  xr 
=  0,535  8984  X  r 
=  1,931  8622  x« 
=  1,866  0254  xS 
=  3,000  0000  X  r* 
=  11,196  1524  x  «* 
=  3,216  3904  xr" 
=  11,196  1524  XS» 


J-  L»«« 

J'=  16r»  •  «y  12° 
J'  =  AIS*  •  co«  12 


=  0,415  8234  xr 
=  0,426  1130  xr 
=    2,404  8671  X  « 
=  2,352  3150  xS 
=  3,050  6246  xr» 
=  17,642  3629  x  «» 
=  3,188  3476  X  r» 
=  17,642  3629  x  S» 

4 

9.  Für  das  Sechzehneck  ist 
»  =  *Ä  =  22°  30' 
y  =  JÄ  =  157°  30' 
«  =  2r  •  «in  11°  16'  = 
S=2r  •  tg  1L°  16'  = 
r  =  \t  •  cotec  11°  15'  = 
r  =  ±S  •  cot  11°  16'  = 
/  =  8r»  •  «in  22°  30'  = 
J-  4«« 


0,312  8690  x  r 
0,316  7688  x  r 
3,196  2266  x  « 
3,156  8757  x  S 
3,090  1700  X  r» 
cot  11°  15'  =  31,668  7570  X«» 


=  3,156  8757  x  5 
=  3,090  1700  X  r» 
=  31,568  7570  x«» 
=  3,167  6880  x  r» 
=  31,568  7570  x  S» 


11.  Für  das  Vienindxwanzigeck  ist 
s  =  *Ä=  15° 

y  =  JüL  Ä  =  165° 
*  =  2r  •  «in  7°  30° 


S  =  2r  •  lg  7°  30' 


0,261  1124  X  r 
0,263  3050  x  r 
3,629  7683  x  « 
3,797  8770  x  S 
3,105  8280  X*r» 
45,574  5246  X  «• 
3,169  6600  X  r» 
46,574  5246  x  S» 


0,250  6664  X  r 
0,252  6688  X  r 
3,989  3664  X  « 
3,967  9075  x  S 
3,108  6237  x  r 


r  =  |«  •  cotec  7°  20' 

r  =  ±S.  cot  7°  30' 

J=  I2r»  .  «in  16° 

J  =  6«»  •  co«  7°  30' 
J'  =  24r»  •  tg  7°  30' 
J1  =  6S»  •  co*  7°  30' 

12.  Für  das  Fünfandzwanzigeck  ist 
*  =  0,16Ä  =  14°  24' 
y  =  1.84Ä  =  166°  36' 
«  =  2r  •  «in  7°  12'  = 
S=2r.«o7°12' 
r  =  |«  •  cotec  7°  12'  = 
r  =  *  S  •  co«  7°  12'  = 
J  =  I2,5r».«inl4°24'  = 
J  =  6,25»»  •  cot  7°  12'  =  49,473  8444  x  *» 
J'  =  25r»  •  tg  7°  12'    =  3,158  2360  X  r» 
J  =  6,26  S»  •  cot  7°  12'  =  49,473  8444  X  S* 

13.  Für  das  Dreiftigeck  ist 
»  =  AÄ=12° 

y  =  UR=  168° 
«  =  2r  •  «in  6° 
S  =  2r  •  lg  6° 
r  =  i«  •  cotec  6° 
r  =  4  S  •  col  6° 
J  =  15r»  •  «in  12° 
J  =  7,5  «»  •  cot  6° 
J'  =  30r»  .  Ig  6° 
J'  =  7,6  S*  •  co«  6° 


=  0,209  0670  xr 
=  0,210  2084  X  r 
=  4,783  3833  x  • 
=  4,767  1822  XS 
=  3,118  6755  xr« 
=  71,367  7337  x»» 
=  3,153  1260  X  r* 
=  71,367  7337  x  S» 


14.  Für  das  Zweianddreilaigeck  ist 
s  -  0,125  A  =  11°  16' 
y  =  1,876  Ä=  168°  45' 
«=  2r.  »in  6°  37' 30"  = 


T  =  16r»  •  Ig  11°  15'  =   3,167  6880  x  r» 

J1  =  4S*  •  cot  11°  15'  —  31,568  7670  x  S*  S  =  2r  .<y  6°  37' 30"  = 

10.  Für  das  Zwanzigeck  ist  r  =  ^t- cotec 5° 37' 30*'  = 

»  =  |Ä=18°  r  =        co«  5°37'30"  = 

y  =  |  R  -  162°  J  -  I6r»  .  «in  11°  15'  = 


0,196  0343  x  r 
0,196  9829  X  r 
6,101  1694  x  » 
6,076  5850  X  S 
3,121  4448  x  r> 


*  =  2r  •  «in  9° 
S=  2r  •  «y  9° 
r  =  4«.  co#«c  9° 


=  0,212  8690  xr     J  =  8*»«  cot  5°37'30"  =  81,226  3600  x  »» 
=  0,316  7688  x  r    J'  =  32r»  .<y  5°37'30"  =  3,161  7264  X  r» 
=  3,196  2266  X  «    J*  =  85».  co«6°37'30"  =  81,226  3600  X  S» 
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16.  Für  dag  Vierzigeck  ist 

*  =  0,1R  =  9° 

y  =  1,9Ä  =  171° 

*  =  2r.«in4°30' 
S  =  2r  •  tg  4°  30' 
r-\»'Co$ec\°  30' 
r  =  *S  •  cot  4°  30' 
/=20r9-»in9o 
J=  10«»  •  cot  4°  30' 
J'  =  40r».lo4°30' 


0,157  2082  x  r 
0,157  4034  X  r 
6,360  9907  x  * 
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r  =  *S.col2048'45"  =  10,177  7347  xS 
J=  32r».  «in  5°37'30"=    3,136  5488  x  r» 
/  .  16*»  -col  2°48'45"=  325,687  5117  \  «» 
,T  =  64r».lo2D48'45"  =    3,1441 152  xr» 
J'  =  16S»«col2°48'45"=  325,687  5117  x  S» 

20.  Für  das  Achtzigeck  ist 
»  =  0,05Ä  =  4°  30' 


0,125  5810  xr 
0,125  8294  x  r 
7,962  9873  x  * 


»  =       =  7°  30' 
y  =  f|A=  172°  30' 
#  =  2r.*i»3°45' 
S=2r-tg  3°  45' 
r  =  i»>  cosec  3°  45' 
r  =  ±S>cot  3°  45' 
J  =  24r»»«in  7°  30' 
J=  12«».  col  3°  45' 
J'  =  48r»  •  tg  3°  45' 
J'=12S«.col  3° 45' 

17.  Für  das  Funfzigeck  ist 
*=0,08Ä  =  7°  12' 
y=  1,92  Ä  =  172°  48' 
jr  =  2r.  ii»  3°  36'  = 
S=2r.lo  3°  36'  = 
r  =  \t  •  cotec  3°  36'  = 
r  =  ±S-cot  3°  36' 
J  =  25r»-«in  7°  12'  = 
J  =  12,5»»  •  cot  3°  36'  =  198,681  825  x  #» 

=  60r»  •  ig  3°  36'  =  3,145  7360 xr* 
J'  =  12,5  S»  .co!3°  36'=  198,681  825  xS» 

18.  Für  das  Sechzigeck  ist 

»  =  i«8Ä  =  6° 
y=f|Ä=l74° 

«  =  2r-«in  3° 

S=2r.|y  3° 

r  =r  f#  •  co#ec  3° 

r=  fs-col  3° 

/=30r»  .«in  6° 

J=  15t"  'cot  3° 

J'  =  6Or».<0  3° 

J'  =  15S»-eol  3° 


0,078  5196  X  r 
0,078  5802  X  r 
12,735  6732  X  s 
12,725  8500  X  S 
3,138  3640  xr' 
509,034  0000  X  «» 
3,143  2080  Xr» 
509,034  0000  xS» 


=    6,363  1012  X  S 

=    3,128  6900 xr»    y  =  1,95/1  =  175°30' 
=  127,062  024  x«»    ,  =  2r-«in20°15' 
=    3,148  0680 Xr»  S=2r.lp2°15' 
J'=  10S»  »col  4°  30'  =  127,062  024  xS»    r  =  4« •  co«ec  2°  15' 
16.  Für  das  Acht  und  vierzigeck  ist         r  =  ±S-coi  2°  15' 

J  =  40r».*i»4°30' 
J  =  20«»  -col  2°  15' 
0,130  8062  xr    J'  =  80r»  .<o2°15' 
0,131  0870  xr    j>  -  20S»  •  col  2°  15' 
7,644  8995  x#       21.  Für  das  Sechsundneunzigeck  ist 
7,628  5263  X  S     ,  -       =  30  45' 

3.132  6288  xr«    y  -  J|Ä  =  176°  15' 
183,084  63    Xt»    ,  =  2r»  «in  1°  52' 30"  =    0,065  4380  xr 

3,146  0880  xr»    s  -  2r- tg  1°52'30"    =    0,066  4732  xr 
183,084  63    xS»    r  =  4*.co«ocl062'30"=  15,281  6421  x« 
r  =  \S-  col  1°52'30"  =  15,2734196x5 
J  =  48r».  «in  3°  45'    =    3, 139  3488  xr» 
/  =24«».  col  1°52'30"=  733,124  1398  x  *» 
J'  =  96r».lol°52'30"  =    3,142  7126xr» 
J'  =  24S»  -col  1°  52'  30"=  733,124  1398  xS» 
22.  Für  das  Handerteck  ist 
7,947  2729 xS     »  =  0.04Ä  =  3° 36' 

3.133  3300  xr»    y  =  1,96Ä  =  176°  24' 
«  =  2r-  «in  1°48' 
S='2r*tg  1°48' 

r  =  4'  *  C0,9e  1°  48' 
r=  4S- coli0  48' 
J  =  50r»  •  «in  3°  36' 
J  =  25«» -col  1°  48' 
=    0,104  6720xr    J'=  100r».  tg  1°  48' 
=    0,104  8156  xr    J'  =  25S»  •  cot  1°  48' 
=    9,553  6522  x  *      Polygonalzahlen  sind  in  dem  Art.  „Fi- 
=    9,640 5680 xS   gurirte  Zahlen*  ausführlich  abgehan- 
=    3,135  8550 xr»  «elt- 

=  286,217  0394  x  «»  Polygonometrie  ist  die  Lehre  Ton  den 
-     iiiiifisnYi.»  Polygonen,  besonders  Ton  der  Ausmes- 

:  JSJJ  JSJ  x«. so:?,  "°lB"tT  ™ZT' 

.      '      ...  Polynom,  s.  v.  w.  Multinom. 

l9-  FRnL  ^Ändsech"geck  ul  Polynomial-  Coefficient,  s.  den  folgen- 

y  =  44Ä-  174  22  30  Polynomischer  Sali  ist  die  Anweisung 

,  =  2r.*in2°48'45"  =  0,098  1353 xr  zur  giidung  der  Potenz  von  beliebigem 

S=  2r.  lp  2°  48'  45"   =  0,098  2536  x  r  orade  eines  Polynoms,  also  die  geordnete 

r  =  4«.co«ec2°48'46"=  10,1900116x«  Entwickelnng  der  Reihe 


=    0,062  8216 xr 
=    0,062  8526  x  r 
=  15,918  0918  X« 
=  15,910  2573  xS 
=    3,139  5250  xr» 
=  795,512  8675  X«» 
=    3,142  6300  xr» 
=  795,512  8675  XS» 
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(a ±  i  ±  e  ±  d * . .. .  ,)»  mente  «  and  6  io  allen  möglichen  Com 

Berechnet  man  sämmtliche  Glieder  bin.tionen  mit  Wiederhol „nl  » 

▼om  zweiten  ab  mit  einem  einzigen  Zei-  „„,1 

che»  *  eohat  «,.„  (.*,)•  folglich  dh  pH  bei  3GUedera,a"3"b.i  »"1??"' 
Aufgabe  des  binom  sehen  Saöee.  «  Fl™.?1! f "  •  8l»d«™ 

M_mQ»+l)(m  +  2)  ....(«,  +  »-■!) 

1  .  2    . 3    ~  Glieder  ^ 

2.  Um  das  Gesetz  der  Bildung  einer  dienen- 
solchen  Potenzenreihe  vorläufig  anschau-  (a  4.  A  x  «  j_  ja 

lieh  in  haben  möge  folgendes  Beispiel     Man  erhält  ^ 


Gh%VrttA4tF|i(!3tmit        7S?     4-  Ä  *  Anzahl  der  Di- 

nlZLrr  ■?  E,emente  nn4  dritte  mensionen  jedes  Gliedes- 
Ordnung,  weil  zu  dieser  a  nicht  hinzu-  M  * 

gezählt  werden  kann,  aB-mc;  a"~s6crf  a.  s.  w. 

4 ' 6'6  -  .        Ist  "»>*»  so  kann  folglich  jede*  ein 

al5°  I72T3= 20  Glieder  seine  Glied  höchstens  „  einzelne  E  Ini- 

Die  zweite  Abtheilnng  mit  r  1  «Xi?**        *  iine8  GUedes  ein^ 

dem  ersten  Gliede  6  hat  3  Ele-  *'  "  'eMeD  (w  "  n)  * 

mente  und  die  dritte  Ordnuni?  ^a.+  *  +  e  +  «*  +  «)s  kann  a*,  a»c,  ad*  «4C, 

.     3»4.6_                8  ctU  enthalten,  nicht  aber  a H \  cd*e. 
as0  1-2.3" 10  Glieder     Ist  m<w,  so  muls  in  jedem  Gliede 

Die  dritte  Abtheilung  mit  mindestens  ein  B  in  Potenz  vorkommen, 

dem  ersten  Gliede  c  hat  2  Ele-  («  +  *  +  c)*  hat  nur  Glieder  wie  a*b* 

mente.und  die  dritte  Ordnung  f4. 

mithin  ^^4=  .   '.  .  4Glied«r  1.  ?inePotenzin  welcher  m  =  M  ist, 

1-2-3            *  *  4  ülieder  heifst  eine  vollständige  Potenz. 

Die  vierte  Abtheilung  mit  6.  Zu  Erlanrun*  einer  m«iUAn  ß. 

dem  einzigen  Gliede  (1  Ele-  wandtheit  in  defpract SacMTnXbuw 
ment  und  dritte  Ordnung)  ^  1  Glied  _  für  Ausübung  der  Hauptregel  zur  zl 

Summa  35  Glieder  sammenstellung  einer  geordneten  Reihe 
Die  ganze  Potenz  hat  4  Elemente  mit  von  Gliedern  der  Potenz  eines  Polynoms 

4ter  Ordnung,  mithin  il^6-7-36Glie    „L^V  £Vtwa8  ^gedehnteres  Bei- 
8'  1.2.3 -4' **ÖUUe   sP»el  als  Richtschnur  vorangestellt  Wer- 

der, den,  nämlich  das  Beispiel 

3.  Die  Anzahl  der  Elemente  soll  (a  +  *  +  «  +  «f+e-f7  +  f +  *)• 

immer  mitm,  die  Summe  der  Ein-  Das  Polynom  hat  8  Glieder,  es  soll 

heiten  des  Potenzexponenten  im-  z"r  8ten  Potenz  erhoben  werden,  und  die 

mer  mit  n  bezeichnet  werden.  Ex-  Potenz  ist  eine  vollständige. 

meVmit1«."1"  Element  im"  derNach  No-  2  beträgt  die  Anzahl  der  Glie- 

1.  Der  ganzen  Potenz  =  _  M  fl 

5  1.2-  3^4TöT6T7^T  ~  6436  Rheder 

2.  Der  ersten  Abtheilnng  mit  dem  ersten 
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(iliede  a  = 


8  .|9  •  10  •  11  •  12  •  13 


14 

7 


15 


1«2.3«  4.5*6. 

3.  Der  zweiten  Abtheilung  mit  dem  ersten 

Gliede  6    »  '  9'  "  '  »  '  »■  13  4 
1.2.3.4.6.6  15 

4.  Der  dritten  Abtheilnng  mit  dem  ersten 


6435  =  3432  Glieder 


Gliede  c- 


8  •  9  •  10-  11 


3 


12  6 

-5  =  13XI716 


=  1716 


792 


5.  Der  vierten  Abtheilung  mit  dem  ersten 

a]Mt  rf_8.9.10-  11  5 

1.2.3.4  12X7SW 

6  Der  fünften  Abtheilung  mit  dem  ersten 

o,.  .        8  •  9  •  10     4  _ 
Ol„d..=  _T=nx330 

7.  Der  sechsten  Abtheilung  mit  dem 'ersten 

8*9  3 
Gliede  f  -  j~~2  ~  y  x  **0 

8.  Der  siebenten  Abtheilnng  mit  dem 

ersten  Gliede  9=  ?  =      8  , 

1   

der  Glieder  Summe   6435  Glieder 

Die  Potenz  (a  +  b  +  e  +  d  +  e  +  f  +  g  +  *)•  bat  nun  folgende  Glieder. 

I.  Diejenigen  Glieder,  welche  nur  aus  einem  E  bestehen: 


=  330 


=  120 


=  36 


Anzahl 
der  Glieder 


Es  ist  dies  das  einzige  Glied  a» 

II.  Diejenigen  Glieder,  welche  aus  zweien  £  bestehe/]. 

«'(O  +  c-M  +  e  +  f+jr  +  A) 

+  a9  (6»  +  c»  +  rf'  +  e»  +  f  +  j,»  +  A») 

+  a»(5* -f  c»  +  rf» +  «'  +  /•  + ^  +  *») 
+  «•(*'  +  e«  +  rf*  +  e*  +  f*  +  g*  +  A«) 
+  a»  (A»  +  c*  +  «r*  +  e»  +  /»  +  g*  +  A&) 
+  a»  (6«  +  c«  +  rf«  +  e«  +  /•  +  p«  +  A6) 

+  a(Ä'+c'  +  rf'  +  e'  +  /'  +  y7  +  *7) 
in  Summa  7x7=  


III.  Diejenigen  Glieder,  welche  aus  dreien  E  bestehen. 

2  !  (a,c+a»c,+«V+«,cHoVi«c')((/}«+/+9+*) 

3  (a,rf+«V+a4(.,+o,(r,  +  a1d»  +  fl(ll)(e  +  f+j+A)  . 

4  (a,«  +  a*e,-r«V  +  a*e4+aV  +  ae6)(f+$r-f  A)  .  .  . 
6    (flV+^/H«V*+«V*+aV* +  «/■)(*  +  *)  .... 

6  (a^  +  aV+aV+aV+«V+a?")*  

7  a»A»(c  +  rf  +  «  +  ^+,/  +  A) 

a5ct(rf+e  +  r+J  +  A) 

aV*  
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9 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


Anzahl 
der  Glieder 


147 


: 


105 


21 


21 


Transport 

(a*b  +  (cs  +  . .  A«)  +  (a5c  -f  •  •        (d*  -f  •  •  **) 

+(a5</+ . .  a</5)  (e*  -f .  •  A*)  -f       -f- . .       (/*  +  g*  +  A») 

+  («Y+  •  •  «n  (pH*1) +  («*•  +  ..  «•*)  a»  

aV(rf  +  e  +  f+ff +  A) 
««</*(«. +  f  +  p-f-A) 
a4'3  CT  +  sr  +  A) 

«VA   21 

a*A>  (c»  +  rf»  +  e8  +  f*  -f  ff»  +  A») 
a*c«  (rf3  +  e»  +  /*  +  ff»  +  A1) 

+  •*  +  **) 
«V(/»  +  ff»  +  A») 

0y  a>  

•^(c  +  rf  +  e  +  f+jr+A) 
a»c*(rf  +  e  +  /  +  y  +  A) 
aWCe+f  +  ff  +  A) 
a*e*(f  +  g  +  h) 

«'/*(*+*) 

«VA  •  

a>il(ei  +  (p  +  «i  +  />  +  ,i  +  Jl^ 

a«c«(cP+e«  +  r,+  ^+ A») 
«V»  («»+<»  + ff» +**) 

+  ff«  +  A») 
«Vk'+A») 

aVA'  

««6»(C*  +  eF  +  e»  +  /*  +  *J  +  A*) 
aV(rf»  +  e'  +  r  +  »3  +  A«) 
aV(«*  +  f»-rff«  +  A») 

«Vtf* +  + 
«•/»(ff'+A*) 

aVA*  ,  

(a4*  +  ..ab*)  (c'+ . .  A»)+(«i*c  + . .  ac«)(i<>+ . .  A») 
+  (a4** + . .  a*)(.» + . .  A»)  +  (a4e  + . .  ae*)(P + ff»  +  A») 
+(«Vi  ..«/•)(jr,+A«)+(a«„+..«p*)A»  

(os6  +  a'A'  +  a*»)(c*  + . .  A4)  +  (a»c  + . .  ac*)  (</*  +  ..  A4) 
+  (a*d  + . .  arf»)  («4 + . .  A4)  + (a»e + . .  oe») </*  +  g*  +  A4) 
+  («V+«V+«nGr4+A4)  +  (a»ff  +  ««ff»  +  aff«)A4  .... 

a»A»(c  4-rf  +  e  +  f+  9  +  A) 

aV^+e  +  f+ff  +  A) 

a»a*(e  +  f+ff  +  A) 

«•«*(/"  + ff +  A) 

«"/»(ff  +  A) 

•y*   i 


50 


21 


21 


84 


63 
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17 


18 


19 


20 


21 


„^«(c»  +  «*  +  es  +  ft  +g*  +  Aa) 
«V  («/«  +  el  +  P  +  «'  +  A») 
a«rf«(e>  +  f«  +  o'  +  A») 
aV(/»  +  ,H*!) 


Transport 


a3f*(g7  +  A1) 
a*A»i 


Anzahl 
der  Glieder 


525 


21 


21 


21 


42 


— ! 


f  d,  +  «,  +  fH*,  +  A3) 
a'c3  (ds  +  e»  +     -f     -|-  A5) 
<,*rf"(e3  +  fs-rö,+  A>) 

«VC/'  +  ^  +  A») 
aV(o»  +  A3) 
«V  A3 

aaA*  (c4  +  rf4  +  e4  +  f»  +  g*  +  A4) 
«V  (rf*+«4  +  f4  +  ^4  +  A4) 

«V(«4  +  /,  +  S4  +  A4) 
aV(f»  +  o4  +  A4) 

«W+A4) 
ay  A4 

(a«6  +  aA*)  (c5  +  -  A4)  +  (a3c  +  ac*)(d*  +  ..A*)-f  (a*d  +  ad»)  (e5  + . .  As) 

+  (o'e  +  ae»)  (/*+«*  +  A4)  +  (aV+  «ZW  +  »*)  +  (a»o  +  ay«)  A4 
ab  (e«  +  ..  A6)  +  ac  («*  +  ..  A6)  +  ad(e*  +  ..  A8)  +  ae  (/*  +  o6  +  A4) 

+   

IV.  Diejenigen  Glieder,  welche  aus  vier  E  bestehen. 
Erklärung.    Der  erste  Factor  jedes  Gliedes  hat  folgenden  Character: 
(«»  6c  + . .  aAe5)  =  aibc+a*b*c  +  a*bc*  +  a*b*c  +  a*b*c*  +  a*  Ae» 
+  a*6*c  +  a'A'c*  +  a*6*c*+  a'Ac4  +  aA4e  +  aA4c*  +  aA3e* 
+  aA»c4+aAc4  beträgt  15  Glieder. 
(a4Ae+..aAe4)  hat  10  Glieder. 
(a3Ac  +  abc3)  hat  6  Glieder, 
(a*  bc + aAe*)  hat  3  Glieder. 

(a*  Ae  + . .  oÄc5)(rf+  e + f +  g  +  A)  +  (a4Ad  + . .  a  Arf4)(e  +  ..A) 
+  (a4  Ae  + . .  «Ae»)  (f + g  +  A) + (a*  Af + . .  aA/»)  ($ + A) 

+  (a»A$  +  ..aAo6)A  

(a4  Ae  + . .  aAe4)  (d* + . .  A*)  +  (a4  Ad + . .  a  Ad4)  (e'  + . .  k*) 
+ (a4  6e  + . .  aAe4)  (/*+$'  +  A1)  +  (a4  Af  + . .  aAf 4)  (o*  +  A*) 

+(a4Ao  +  ..aA«4)A>  

(a'Ae  + . .  abc3)  (d*+  As)  +  (a*  Ad  + . .  abd3) (e'+ . . A1) 

+  (a3Ae  +  ..«Ae»)  </»+**+  A»)+(ö,6/'+ . .  a  AD^+A") 
+  (a»Aa-|-..aAo»)A»  

(a*  Ae  + . .  «Ae»)(d* + . .  A4)  +  (a»  Ad  + . .  a  Ad«)  (e4 -f . .  A4) 

+  (aHe  +  ..abe')U*+g*+h*)  +  {anf+..abr)(s*+») 
-f  (a»Ae  +  ..aAo«)A4  

a  Ac(d» + . .  A5)  +  aAd(es  + . .  A4) + aAe  (/»  +y» + A») + aA^(o5 + A») 

+  ah»  

(a*  erf + . .  aed*)  (e + . .  A)  +  (a5  ee  + . .  aee6)  (/+ y  +  A) 

+ («*  e/"+ . .  ac/*)  (g + A)  +  («»  cg + . . .  aco»)  A  

(a4  cd + . .  acd*)  (eJ  -f . .  A») + (a4  ee + . .  aee4)  (/» + g*  +  A») 

+  (a4eA4-..aen(o,+A,)  +  (a4ea  +  ..aea4)A'  ...... 

Latus 


225 


150 


90 


45 


15 


150 


100 


50 


G47 


775  |  697 
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Transport 


(a>  cd  + . .  acd*)  (e>  + . .  A») + (a>  ce + . .  ace»)  (/* + *  J + 4») 
+  (a>cf+..flc^(5«+*')  +  (a,<tf  +  ..a<y)**  •    .  . 

(a » crf  + . .  acd*)  (e*  +  A«) + (a9  c*  + . .  ace1)  (/* + ff 4  +  *4) 
+(fl»cf+..acr*;(ff4+*4)  +  («,^  +  ..ac5>)*4  .    .  . 

«««*(<»  + . .  A5)  +  ace  (/* +ff 4 + A»)+ acf  (a* + *5)  +  «3** 
(a » aV  +  . .  ade*)  (/"+  g  +  A)  +  (a»  df  + . .  ««7»)  {g  +  A) 

+(o»rfo  +  ..arfff6)*  .-*..•.  

(a*de  +  ..  «Je*)  (/■+  ff  »  +  •«>+ (a*aY+  •  •-•V)  (ff*  + 

+  («4^+..flrf<74)As  

.«<ie»)(/»+ ff"+*,)+(«,«'f  +  •  •  ^(ffH  *•) 
+  (a*a*a  +  ..aa,a*)A5  

(a'd«+..«/e>)(f4  +  o4+A4)  +  (a*rfr+.«<'r)(ff4+*4) 
+  (a,rffl-f..ad9*)*4  

adef>+adfg  *  +  mi$k*  

(a»  «H-..««/*)  (ff +*)+(«*  «ff +  --aeff*)*  

(o*  *f  +..«*/*)  (y»+*')  +  (a4«ff+.-  ««ff4)**  ■  •  •  ■ 
{aief+..oef*)(s*  +  k*)+{a*e9  +  ..aeg*)k*     .    .    .  . 

C.^.-«^^!^^«^.-««*1)*4    •    •    •  • 

**(ff*+*6)  

(a*«a+..aea*)A  

(a4ea+..a«a4)A*  

(«•eo  +  ^aep*)**  

(a*e$  +  ..ara,)A4  

aeaA6 

(a5fo  +  .«/ffs)* 
(«•fr +..■&*)*■ 
(aVff  +  .^ff1)*3 
(•«/ff  +  ^ff*)*4 
«/ff*6 


Anzahl 

der  Glieder 


775 

60 

30 
10 

90 

60 

36 

18 
3 
46 
30 
18 
9 
2 
15 
10 
6 
3 
1 

15 
10 
6 
3 
1 


V.  Diejenigen  Glieder,  welche  aus  fünf  E  bestehen. 
Erklärung.   Der  erste  Factor  jedes  Gliedes  hat  folgenden  Character: 
a*bcd,  ab* cd,  abc'd,  abcd* 
a»6»cd,  a*bc*d,  a*bcd* 
aWcd,  ab*c*d,  ab*cd> 

a'bc*d,  ab*c*d,  abc*<P 
aHcd\  a6«crf»  abc*dl 
aWcld,  aWccP,  a*bc*d*,  aoVJ1 


(a4bcd+..abcd*)  hat  20  Glieder 
(a3bcd+..abcd*)  hat  10 
\a*bcd  +  ..abcd*)  hat  4 


(a**c«*+ . .  abcd*)  (e + /"+ a  +  A)  +  (a*bce  + . .  abce*)(f+g  +  *) 
K«W+..«M*)(a  +  A)+(a46ca  +  ..a6ca*)A  

(a'W+ . .  abcd*)  (■'+  P+ff'  +  A3)  +  (a'6ce+ . .  a*«*»)  tf»+ff9+ **) 
+  (a'oeH-..a6c/^(ff,+A>)+(a,Ace+..aocaJ)A»  .... 

(a36cd+ . .  atc^Ce'  + . .  A") + {aflbce + . .  aice*)  (/» + ff»  +  A») 
+  (o»ac^+..a*cr)(os  +  A3)  +  (a,»c«+..a6cp«)*»    .    .    .  . 


200 
100  j 
40  I 


Latus 


340  I  1953 
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Transport 

a&crf(e*+..A<)+rtJce(/*+^4-A*)+«*^4+A4)  +  «i^*4  •  • 
(a4A<fc + . .  abde4)  (f+g  +  A) + (aHdf+ . .  abdf*)  (g  +  *) 

+  (a4bdg  +  ..abdg4)h  

(aHde  + . .  abde*)  (A>+ +  A«)  +  (a»bdf  +  aArf/*)  (?« + A1) 

+  (a*bdg+..abdg*)ht  

(aHde  4- . .  abde9) (/»  +  a3+  A3) + . .  abdf1) (g3  -f  A3) 

-f  (a'M^^-..fl6<^«)A,  

aWf(r,  +  a4  +  *4)  +  aW^<94  +  *4)  +  «*rf«*«  ....... 

(0*4^+.  «^/*) +(«4*<*+.  .aAe*4^  

(a*A«f  4- . .  abef*)       A»)  4-  (a»Ae?+.  .aA««*)  A«  

(a'Aef + .  .aAe/*)  (o»+ A»)  +(a»Aeo  + . .  abeg*)  A3  

a  A       +  A4) + abegh*  

(a4Afa4-..aA/,a4)A  

(fiHfg  +  ..abfg*)k*  

(aHfg  +  ..abfg*)k>  

aAfrA4  

(a*cde  4- . .  aede*)  (f+  g + A) + (a4crff  + . .  ac«*/*  (g+k) 

4-  (a*cdg  -f . .  aedgA)  k  

(a»c<ie  4- . .  ac«V)  tf» + g* + A»)  +  (a*cdf  + . .  «cd*/»)  (g* + A*) 
+(a«crfj,  +  ..ac^»)A'  

(a*<?«fe4- . .  acrfe»)  (A»+o'+ A»)+ (a'ctf7+ .  .a<?tfY*)(o»4-  A3) 

+  (a*cdg  -f . .  acdg*)  k%  

acdeip+gt+k^  +  acdfigi+k^  +  acdgk*  

(a*cef+ . .  aeef4)  (g + A)  +  (a4ceo  + . .  aeeg*)  k  

(a*cef+ . .  acef*)  (g* + k*) + (a»cea  4- . .  acep«)  A»  

(a  «<*f+  •  •  acef*)  (g* + A») + (a'cea  + . .  aceo»)  A3  

a^(ff4+*4)  +  flC««A4  

acfgh*   

(a*def+ . .  adef*)  (g 4- A)  +  (a4d*a + . .  acfca4)  A  

(a*def+ . .  adef*)(g* 4- A*)  +  (a3tfea  + . .  atfeo3)  AJ  

(flarf«f  + . .  adef*)  (o»  +  A3)  +  (o«rfeo+'.  •  *3  

arfe/V  +  A^  +  arfeoA4  

adfgk*  

{aAefg+..aefgA)k  

(a*efy+..aefg*)k*  

{aiefg  +  ..aefg*)k*  

aefgk*  

VI.  Diejenigen  Glieder,  welche  ans  sechs  £  bestell 
Erklärung.   Der  erste  Factor  jedes  Gliedes  hat  folgenden  Character. 

aHede,  ab*cde,  abe*det  abedte, 

aWade,  aHc'de,  aHc<Pe,  aHede* 

oAWe,  «A'crf»*,  aö'cde' 

«AcV**,  aAc*rfe* 

«AcdV 

(aHede +..abcde*)  hat  15  Glieder 
(o'Aerf«+..aAe<fe^    „    5  , 


Anzahl 

der  Glieder 


340 

1950 

10 

120 

10 

24 

60 

30 

12 

3 

20 

10 

4 

1 

120 

60 

94 

ß 

10 

3 

t 

■ 

60 

30 

12 

3 

1 

20 

10 

4 

1 

1157 

Latus 


|  3107 


IV. 


20 
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Transport 

(aHede  + . .  abcde*)  (f+g  +  k)  +  (a'bcdf+ . .  abcdf3)  (g  +  A) 

+  (aibcdg  +  ..abcdg3)h  

(aHede  + . .  abcde*)  (f*  +  g*  +  A>)  +  (aHcdf  +  . .  abcdf1  (•«  +  A*) 
+  (a'bcdg  +  ..abcda1)h*  

abcde  (ß  +  g*  +  A3)  +  aAcaY  («3  +  A3)  -f  aAerfoA3  

(a56c^  + . .  abcef*)  (g  +  A)  +  (a3*eeo  + . .  abceg3)  A  

(aHccf+  . .  abcef)  (o>  +  A3)  +  (a^cro  + . .  aÄ^o*)  A»  

abcef(g*  +  h*)  +  abcegh3  

(aibcfg  +  ..abcfg*)K  '  

(a*bcfg+.  abcfg*)h*  

abcfgh*  +  abdfgh3+abefgk*  

(a'cdef  + . .  acdef3)  (g  +  A)  +  (a3e</i?o  + . .  ardVo3)  A  

(a*cdef+..  acdef*)  (g'  +  k*)  +  (a'cdeg  +  .  acdcg*)k*      .    .    .  . 

acdVf(o3  +  A*)  +  acaVaA3  

(a*defg  +  .  adefg*)k  

(a*defg  +  ..adefg*)ki  

adefgh*  


Anzahl 
der  Glieder 


3107 


90 

30 
6 

45 

15 
3 

15 
5 
3 

45 

15 
3 

15 
5 
1 


.1 


29C 


VII.  Diejenigen  Glieder,  welche  aus  sieben  E  bestehen. 
Erklärung    Der  erste  Factor  jedes  Gliedes  hat  den  folgenden  Character. 
aHedef,  ab*cdef,  abc*deft  abctPef,  abcde1^  abcdef1  mit  also 


6  Gliedern. 


(a*bcdef+  . .  abcdef7)  (g  +  A)  +  (aHcdeg  + . .  abcdeg*)  A 

abcdef (g*  +  A>)  +  abedegk*  

{atcdefg  acdef g*)  A  

acdef gh-   

abcdefgh  


18 
3 
6 
1 
1 


29 


Summa 


.'5432 


Polynominm  ist  eine  aus  unendlich 
vielen  Theilen  bestehende  GröTse. 

Ponton.  Die  Bestimmung  des  Inhalts 
geschieht  folgendermaafsen : 

Fig.  909. 


1.  Das  innere  Parnllelepiped  mit  der 
unteren  Grundfläche  ist  =  abh. 


2.  die  vier  dreiseitigen  Prismen,  zwei 
von  der  Länge  a  und  zwei  von  der  Länge 
b  sind  =  |  (a  -f  b)  (A  -  o)  A.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dafs  A-a  =  B—b  hat  man 

B=A-(a  +  b). 

Die  vier  Eckpyramiden  sind  ,",(4-a)'. 
Der  Inhalt  des  Pontons  ist  demnach 
=  0*  +  k("  +  o)  (A-a)  +         "  «)*]  *■ 

Porisma>  Die  Erklärungen  alle,  welche 
Klügel  sämmtlich  als  von  verschiedenen 
Mathematikern  herrührend,  in  seinem  ma- 
thematischen Wörterbuch  angibt,  sind 
mehr  und  weniger  unverständlich.  Den 
aufgeführten  Beispielen  nach  ist  Porisma 
die  Lösung  der  Aufgabe,  aus  gegebenen 
geometrischen  Gröfsen  andere  zu  finden, 
die  alle  mit  einander  in  einem  constauteu 
Verhältnifs  stehen. 

Die  von  Klügel  unter  No.  5  aufgeführte 
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Potenz. 


beispielsweise  Aufgabe  ist:  Ein  Kreis  und 
eine  gerade  Linie  sind  gegeben.  Man 
soll  in  dem  Kreisnmfang  denjenigen  Punkt 

Fig.  910. 


finden ,  durch  welchen  nach  beliebigen 
Richtungen  gerade  Linien  gezogen,  die- 
selben alle  so  geschnitten  werden,  dafs 
beide  Theile  gleiche   Rectangel  geben. 
Dieser  Punkt  ist  der  Durchschnittspunkt 
der  aas  dem  Mittelpunkt  auf  die  gerade 
Linie  gefällten  Normale.    Denn  dars  DE 
x  FE  constant  ist,  findet  man  mit  Hülfe 
des  Halbmessers  CD.    Es  ist  nämlich 
DE=2CEtin$«  =  2r  tin\« 
FE=  EG tec  FEG-  EQ  •  co$ec  $« 
mithin     DExFE=2r*  EG. 

Porosität,  s.  u.  dem  Art.  „Atom" 
pag.  163 

Positiv,  s.  affirmativ. 

Positionswiokel  eines  Sterns,  der  ge- 
bildet wird  durch  zwei  grüfste  Kreise,  der 
eine  durch  den  Pol  der  Ekliptik,  der  an- 
dere durch  den  Pol  des  Aequators. 

Postulat,  s.  o.  „Constructions- 
sätze" ,  pag.  124. 


Potenotsche  Aufgabe.  Es  sind  die  drei 
Punkte  A,  B,  C  ihrer  Lage  nach  bekannt, 
oder  was  dasselbe  ist,  das  Dreieck  ABC 
ist  gegeben;  man  soll  einen  beliebigen 
vierten  Punkt  D  gegen  die  gegebenen 
drei  Punkte  seiner  Lage  nach  bestimmen. 

Bezeichnet  man  die  Seiten  AC  und 
BC  mit  b  und  a,  die  Winkel  des  Drei- 
ecks mit  A,  Bt  C.    Ferner  wird  voraus- 

Fig.  911, 


gesetzt,  dafs  man  von  D  aus  nach  den 
gegebenen  drei  Punkten  visiren  kann 
und  dafs  mithin  /_BDC-tt  und  /_ADC 
—  ß  bekannt  sind. 

Die  beiden  Z.CAD  und  CBD  sind  un- 
bekannt, mit  x  und  y  bezeichnet  and 
man  hat 

y  =  360°  -C-D-x 
oder  der  Abkürzung  wegen  den  bekann- 
ten Winkel  360°- C-D  mit  y  bezeich- 
net :  y  —  y  —  x. 

Die  Diagonale  CD  läfst  sich  aus  den 
beiden  Dreiecken  ACD  und  BCD  aas- 
drücken, es  ist  nämlich  . 

CD  =  b$*^  =  a'±^) 
tin  ß  tin  « 


, .  b    sin  er    tin  (y  —  x)    ttn  y  cot  x  —  cot  y  t%n  x 

hieraas     —  »     ■  •=  s   r  =  ■  '  =  stn  y  cotx  —  cot  y 

a    ttn  ß         ttn  x  ttn  x  ' 


Mithiu  cot  x  =  —  .  — — -  -f  cot  y 
a    ttnß  ' 

_  .  a     tin  ß  , 

Eben  so  ist  cot  y  =  —  •  — -  -f  cot  y 

b     ttn  tt 

Ist  y  stampf,  d.  h.  sind  ZC  +  Z^ 
<180°,  so  ist  cot  y  negativ  zu  nehmen. 

Potenz  ist  ein  Product  aus  zweien  oder 
mehreren  gleichen  Factoren. 

49  =  7x7  =  7';  64  =  8x8  =  8*  =  4x4x4  =  43 
=  2x2x2x2x2x2  =  2«.  Die  Anzahl  der 
gleichen  Factoren  heilst  der  Exponent, 
die  mehrmal  genommene  Zahl  heilst  die 


Wurzel;  die  Potenz  wird  nach  der  Zahl 
des  Exponenten  benannt. 

Jede  Wurzel  ist  die  erste  Potenz: 
7=7';  49  =  7'  ist  die  zweite  Potenz  von 
7  oder  das  Quadrat  von  7  oder  7  im 
Quadrat.  So  heifst  die  dritte  Potenz 
auch  der  Cubus,  die  vierte  auch  Bi- 
quadrat. 

Desgleichen  wird  nach  dem  Exponent 
die  Wurzel  benannt  und  man  hat  zweite 
oder  Quadratwurzel,  dritte  oder  Cu - 
bikwarzel,  vierte  oder  Biquadrat- 
warsei,  5te,  löte  Wurzel  u.  e.  w. 

20* 


# 

Potenz.  808 
Bleibt  die  Wanel  dieselbe  und  man     Potenxexponent,  s.  u.  Exponent. 

constante  Wnrael  die  Basis,  die  Expo-     Potenzzeichen,  desgl.  daselbst 

f^Zr^^lV'li}^:  £Sh™       ******  WdlCÜ,  ist  die  Kunst,  beim 
tenz  der  Numerus,  die  ganze  Reihen-  Rechmm  mit  Leichti' keit  und  Schnellig- 
folge  der  Potenzen  in  Summa  ein  Lo-  *it  .„  ,         '     K  * 
garithmensystem.  keit  8U  Yerfahren- 

Die  alten  Mathematiker  verglichen  be-  Freue,  die  hydraulische,  s.  „hydrau- 
kanntlich  die  arithmetischen  Gröfsen  im-  Hache  Presse".  Alle  ubngen  Pressen 
mer  mit  den  geometrischen,  sie  nannten  iam  bürgerlichen  Gebrauch,  auch  mecba- 
daher  die  zweite  Potenz  eine  viereckige  nis che  Pressen  genannt,  werden  durch 
Zahl  oder  ein  Quadrat,  die  vierte  ein  Hebel,  Keile  oder  Schrauben  in  Thätig- 
Quadratoquadrat,  die  fünfte  einen  koit  gesetzt. 

Quadrato-Cubus,  die  sechste  einen  Primfactoren  einer  Zahl  sind  die  ein- 
Cubocubus.  Daher  bei  Euklid  die  in  fachsten  Theiler  derselben  z  B  die  Prim- 
Potenz  commensurabele  und  incommen-  factoren  der  Zahl  120  sind  2.2.2-3.5. 
surabele  Linien. 

1.  Die  ElemenUrrechnung  mit  einfachen  Primzahlen  sind  Zahlen,  die  aus  keinen 
Potenzen  oder  die  8pecies  derselben  be-  Factoren  bestehen,  die  kein  Product  sind, 
stehen  blos  in  zwei  Rechnungsarten,  dem  Die  von  1  bis  100  sind:  1,  2,  3,  5,  7,  11, 
Multipliciren  und  dem  Dividiren.  Erste-  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47, 
res  geschieht  durch  Addition,  letzteres  53,  &9>  61,  6?»  71,  73,  79,  83,  89 
durch  Subtraction  der  Exponenten.  ™d  97.   Die  Zahl  2  ist  die  einzige  ge- 

H  racle  Zahl  unter  den  Primzahlen.  Ls  gibt 

an  x  am  =  o1**'"*""'  —  =an~m  ^em  au^seres  Kennzeichen  für  eine  un- 

'  am  grade  Zahl  mit  Ausnahme,  deren  End- 

»  Ziffer  die  5  ist,  ob  sie  Primzahl  ist  oder 


nicht. 


*      ,  Primzahlen  unter  sich  sind  solche 

flt  x  a»  _  fl2-*-s  _  ß6  #  a__  a3_4  _  fl— i  _  J_  Zahlen ,  die  keinen  gemeinschaftlichen 

'  a4  a   Factor  haben  als  25  und  36.    Sie  wer- 

(mmym  =  am'm'  (a*)*=alt'  (m*l*=a*  den  auch  relative  Primzahlen  ge- 

'        i  nannt. 

„    .     "        ~a     „    "  Prisma  ist  ein  Kürpor,  welcher  zwei 

Ks  ist  \a  =  a    ;  a  =\a  parallele  congruente  Endebenen  besitzt, 

n          ?L  und  deren  diese  verbindenden  Seite  nfli- 

yam  =  a  "  chen  Parallelogramme  sind.    Jeder  mit 

4      i     a              IIA  deD  Endebenen  +  genommene  Durch- 

l/a>=Ka;  V«4        =  schnitt  ist  denselben  congruent. 

<P      mp       m      ^  2.  Zwei  Prismen  sind  congruent,  wenn 

!         -  .      *»  _  V?„**  -  sie  congruente  Endflächen  und  eine  con- 

1(l    *'       ~  *     "  gruente  Seitenfläche  haben. 

(«*)'  =  a  »  =  i"'aw  3.  Ein  schiefes  Prisma  hat  denselben 

Inhalt  mit  einem  geraden  von  denselben 


/  m\ «  _    M  _  ^  mp  Seitenkanten,  dessen  Grundflächen  aber 

)    -  a     -  y  a  ejn  aQf  ^ je  geitenkanten  normal  geführ- 

*      JL      ÜL  _,_  P.  ter  Durchschnitt  ist.   Denn  ist  GHJ  ein 


P_  [ 

ä*  Xa9  =a"      *  =a    "9  normaler  Querschnitt  des  schiefen  Prisma 

m  ABC  DEF,  so  nimm  auf  der  verlängere 

—      in  _  ^     mg  -  *t;i  ten  Kante  ilF  ein  Stück  GL  =  AF,  fcgo 

 =  a"      *  -a    *1  durch  £  eine  Ebene  +  zu  G/JJ  und  er- 

JL  weitere  die  Seitenflächen  des  Prisma,  bis 

n  7  sie  die  Ebene  schneiden,  so  entsteht  ein 

( aV"    (a\*    am  •  a*    am+H  gerades  Prisma  GHJKLM,  dessen  Kan- 

u)   X  UJ  =  L"*    a"  =  «»«-+-«  ten  denen  des  schiefen  Prisma  gleich  sind. 

D    •*     *  Da  AF=GL  so  ist  AG=FG;  ebenso 

Potenz  der  Hyperbel  ist  Fig.  718,  nag  folgt  JMf=  Elf,  CM  =  DJ  u.  s.  w.  Bringt 

265  im  Art.  , Hyperbel*  das  Quadrat  man  also  den  Körper  GHJ  DEF  so  in 


der  Linie  MZ  oder  der  halben  Linie  MX.  den  Körper  ELM  ABC,  dafc  die  Grund- 
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flächen  GHJ  und  KLM  congruiren,  so 
werden  auch  die  Kanten  E.  Elf  u.  5.  w. 
mit  den  Kanten  AL,  BK  n.  s.  w.  zu- 
sammen fallen,  weil  sie  auf  den  Grund- 
flächen normal  nnd  je  zwei  und  zwei 
einander  gleich  sind ,  mithin  fallen  auch 
die  Punkte  /*',  H.  E  u  s.  w.  auf  die 
Punkte  vi,  C,  B  u.  s.  w.  und  die  End- 
flächen eben  so.  Daher  decken  sich  auch 
alle  Seitenflächen,  folglich  sind  die  Kör- 
per ABC L KM  und  DEFGHJ  congruent. 

Nimmt  man  nun  von  dem  Körper 
DEEL  h  M  einerseits  den  Körper  ABC  L  KM 
hinweg,  so  bleibt  das  schiefe  Prisma 
ABCDEF,  nimmt  man  andererseits  den 

Sleich  grofsen  Körper  DEFGHJ,  so  bleibt 
as  gerade  Prisma  GHJ L KM;  das  schiefe 
und  das  gerade  Prisma  sind  also  gleich 
grofs. 

4  In  einem  Parallelepiped  u  m  sind 
die  gegenüber  liegenden  Seitenflächen 
gleich  und  parallel. 

Denn  das  P.  ist  ein  Prisma,  dessen 
Endflächen  Parallelogramme  sind.  In 
einem  Prisma  sind  die  Endflächen  con- 
gruent, folglich  die  Endflächen  des  P. 
congruente  Parallelogramme.  Bei  zweien 
gegenüberliegenden  Seitenflächen  sind 
also  je  zwei  Seiten  einander  4-  und  gleich, 
folglich  diese  Seitenflächen  4=  und  aj, 
weil  überdies  die  homologen  Winkel  gleich 
sind,  da  ihre  Schenkel  +  laufen.  In 
einem  Parallelepipedum  kann  man  also 
je  zwei  einander  gegenüberliegende  Be- 
grenzungsflächen als  Grund-  oder  End- 
iiichen  _be  trachten. 


5.  Zwei  Parallelepipeda  von  congruen- 
ten  Grundflächen  und  gleichen  Höhen 
sind  gleich  grofs. 

Denn  legt  man  die  Grundflächen  der 
beiden  P.  so  auf  einander,  dafs  sie  con- 
gruiren und  die  P.  selbst  auf  einer  Seite 
der  congruirenden  Grundflächen  liegen, 
so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Wenn  zwei  gegenüberliegende  Sei- 
tenflächen des  einen  P.  mit  zweien  des 
anderen  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen  und 

2.  Wenn  keine  Seitenfläche  des  einen 
mit  keiner  Seitenfläche  des  anderen  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegt. 

Ks  seien  nun  im  lsten  Fall  ABCDEFGH 
und  ABC  DJ  KLM  die  beiden  P.,  bei  de- 
nen die  Seitenflächen  AG,  AL,  DH,  DM 
in  einer  Ebene  liegen.  Da  sie  gleiche 
Höhen  haben,  so  fallen  auch  die  oberen 
Endflächen  EH  und  KM  in  einerlei  mit 
der  Grundfläche  BD  +  laufende  Ebene 
und  so  bildet  sich  das  vierseitige  Prisma 
AELC,  dessen  Endfläche  die  Trapeze 
ABLF  und  DCME  sind.  Dieses  Prisma 
wird  durch  die  Ebene  ADJK  in  zwei 
Theile  zerlegt,  wovon  der  eine  das  P. 
AM,  der  andere  das  dreiseitige  Prisma 
ADEFKJ  ist.  Eben  so  zerlegt  die  Ebene 
BCHG  jenes  vierseitige  Prisma  in  das  P. 
AH  und  das  dreiseitige  Prisma  BCHQLM. 
Diese  dreiseitigen  Prismen  sind  aber  2$; 
denn  es  ist  die  Grundfläche  AFK  der 
einen  v  der  Grundfläche  BGL  der  an- 
deren, die  Seitenfläche  ADEF  des  einen 
29  der  Seitenfläche  BCHG  des  anderen 
und  diese  beiden  sind  gegen  ihre  Grund- 
fläche unter  gleichen  Winkeln  geneigt. 
Nimmt  man  daher  von  dem  vierseitigen 
Prisma  nach  einander  die  dreiseitigen 
hinweg,  so  mufs  Gleiches  übrig  bleiben. 
Nun  bleiben  aber  die  beiden  zu  verglei- 
chenden Parallelepipeden,  folglich  sind 
diese  gleich  grofs. 

2ter  Fall.  Liegen  die  Seitenflächen 
des  einen  mit  denen  des  anderen  in 
verschiedenen  Ebenen,  so  sei  NOPQ 
dio  obere  Endfläche  des  Parallelepipeds 
ABCDNOPQ.  Erweitert  man  nun  dio 
Seitenflächen  AD  NO  und  BCQP  bis  sie 
die  erweiterten  Ebenen  der  Seitenflächen 
ABGF  und  CDEH  schneiden,  so  bildet 
sich  über  der  Grundfläche  ABCD  durch 
Erweiterung  der  oberen  Endflächen  EG 
und  NP  ein  drittes  Parallelepipedum 
ABCEJKLM ,  mit  welchem  nach  dem 
ersten  Fall  die  beiden  Parallelepipeda 
ACHF  und  ACQO  gleich  grofs  sina,  und 
folglich  sind,  die  eben  genannten  auch 
unter  sich  gleich  grofs. 
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Fig.  913. 


6.  Jedes  Parallelepiped  läfst  sich  in 
ein  gerades  vun  derselben  Höbe  und  von 
gleich  grofser  und  rechtwinkliger  Grund- 
fläche, d.  h.  in  ein  rechtwinkliges  P.  ver- 
wandeln, welches  mit  dem  gegebenen 
einerlei  Körperinhalt  hat. 

Denn  construirt  man  über  der  Grund- 
fläche des  gegebenen  ein  gerades  von 
derselben  Hobe,  so  ist  nach  dem  vorigen 
Satz  das  letzte  mit  dem  gegebenen  von 
gleicher  Gröfse.  Es  sei  ABCDEFJK  das 
gleich  grofse  gerade  P. ;  auf  der  Seite 
AB  der  Grundfläche  errichte  man  bis  an 
CD  in  A  und  B  die  Normalen  AH  und 
BG,  so  entsteht  das  Rechteck  Alifi Ii 
gleich  der  Grundfläche  ABCD.  Errichtet 
man  nun  über  ABGH  als  Grundfläche 
ein  gerades  P.  von  einerlei  Höhe  mit 
dem  ABCDEFJH,  so  ist  jenes  ein  recht- 
winkliges, welches  mit  dem  gegebenen 
eine  gleich  grofse  Grundfläche  und  eine 
gleiche  Höhe  hat,  ist  aber  auch  von  glei- 
chem körperlichen  Inhalt  mit  dem  gege- 
benen. Denn  man  kann  die  gemeinschaft- 
liehe Seitenfläche  ABEF  als  Grundflächo 
betrachten,  so  hat  dann  das  Paralle- 
lepipedum  ABCDEFJK  und  das  recht- 
winklige, dessen  Grundfläche  ursprüng- 
lich ABGH  ist,  einerlei  Grundfläche  und 
gleiche  Höhe,  folglich  sind  beide  P.  gleich 
grofs ;  das  rechtwinklige  ist  also  aucn  mit 
dem  gegebenen  gleich  grofs. 

1.  Parallelepipoda  verhalten  sich  ihrem 
körperlichen  Inhalt  nach  wie  die  Pro- 
duete  aus  den  Inhalten  ihrer  Grundflächen 
mnltiplicirt  mit  den  zugehörigen  Höhen, 
sofern  man  die  Grundflächen  nach  einerlei 
Flächeneinheit  und  die  Höhen  nach  der- 
selben Längeneinheit  bestimmt 


Denn  da  P.,  wenn  sie  nicht  rechtwink- 
lig sind,  sich  in  solche  mit  gleichen  Grund- 
flachen  und  gleichen  Höhen  verwandeln 
lassen,  so  ist  der  Beweis  nur  für  recht- 
winklige zu  führen. 

Es  seien  zuerst  die  P.  von  congruen- 
ten  Grundflächen,  dann  lassen  sie  sich  so 
in  einander  legen,  dafs  ihre  Grundflächen 
congrnent  und  ihre  Seitenkanten  zusam- 
men fallen,  dafs  einer  also  ein  Theil  des 
anderen  wird. 

ABC  und  ABD  seien  die  beiden  zu 
einander  gelegten  P.,  deren  gemeinschaft- 
liche Grundfläche  AB,  dann  sind  AC 
und  AI)  ihre  Höhen.  Ist  nun  zuerst  AC 
oommensurabel  mit  AD,  so  sei  AF.  ihr 
gemeinschaftliches  Maafs.  Dieses  sei  in 
AC  n-,  in  AD  m  mal  enthalten.  Trägt 
man  nun  AE  von  A  nach  D  auf  und 
legt  durch  die  Endpunkte  der  aufgetra- 
genen Theile  Ebenen  -t  zu  AB,  so  zer- 
fällt dadurch  das  P.  ABC  in  n,  das  P. 
ABCD  aber  in  m  unter  sich  congruente 
Theile.  Bezeichnet  man  nun  einen  die- 
ser Theile  mit  P,  so  hat  man  Pp.  ABC 
ss  nP  und  Pp.  ABD  =  mP;  folglich  ist 

P=  1  ABC  und  also  Vv.ABD=  -  ABC, 
n  '  n 

mithin  ist  —  der  Name  des  Verhältuis- 
n 

ses  ABC:  ABD.    Ganz  eben  so  folgt, 

fFI 

dafs  AI)        AC,  folglich  hat  auch  das 

Verhältnifs  AC  i  AD  denselben  Namen 

— ,  die  beiden  Verhältnisse  sind  also  ein- 
n 

ander  gleich  und  daher  P.  ABC:?.  ABD 
=  AC:AD. 

Sind  die  Uöhen  AC  und  AD  incom- 
mensurabel,  so  folgt  eben  so,  dafs  jene 
beiden  Verbältnisse  immer  einerlei  An- 
näherungsnamen und  mithin  ebenfalls 
einander  gleich  sind;  es  verhalten  sich 
also  P.  mit  congruenten  Grundflächen 
wie  ihre  zugehörigen  Höhen. 

Nun  seien  ferner  bei  zwei  rechtwink- 
ligen Pp.  A  und  /.'  die  Nebenseiten  der 
Grundflächen  des  einen  und«,  b  die  des 
anderen,  die  zugehörigen  Höhen  seien  // 
und  h,  die  Inhalte  der  Pp.  P  und  /».  Nun 
denke  man  sich  zwei  andere  P.,  wovon 
das  eine  zu  Nebenseiten  der  Grundflächen 
A,  B  und  zur  Höhe  /»  hat,  der  Inhalt 
dieses  P.  s  /",  von  dem  anderen  P  seien 
a,  B  die  Nebenseiten  der  Grundflächen 
und  A  die  Höhe,  der  Inhalt  =  p',  so  hat 
man  nach  dem  Erwiesenen  P :  P* —  H :  k. 
Bei  den  Pp.  P  und  v  kann  man  die 
Seitenflächen,  deren  Nebenseiten  B  und 
h  sind,  als  Grundflächen  betrachten,  dann 
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sind  ihre  Höhen  A,  a  nnd  man  hat  eben- 
falls P  :  p  =  A  :  a. 

Bei  den  Pp.  p'  und  p  kann  man  die 
Seitenflächen,  deren  Nebenseiten  a  und 
A  sind,  als  Grundflächen  betrachten,  dann 
sind  diese  gleich  und  B  und  b  sind  die 
zugehörigen  Höhen ,  folglich  ist  auch 
p':p  =  B.b. 

Setzt  man  die  drei  Proportionen  durch 
Jlultiplication  zusammen,  so  erhält  man 

Kig  01 4. 


Grundflächen,  ff  und  A  die  zugehörigen 
Höhen.  Man  zerlege  jedes  Prisma  durch 
Diagonalebenen  durch  die  Scitenkanten 
in  dreiseitige.  Die  des  Prisma  /'  seien 
der  Reihe  nach  P,  P,  Pt  ..  PH\  die  In- 
halte deren  Grundflächen  G,  Gt  6',  .. 
Bei  dem  Prisma  p  bezeichnen  p,  p,  p, ..  plt 
und  ff,  gt  gl  dasselbe. 

Da  nun  dreiseitige  Prismen  sich  wie 
die  Producte  aus  Grundfläche  in  Höhe 
verhalten ,  so  verhalten  sie  sich  wie  ihre 
Grundflächen,  wenn  ihre  Höhen  gleich 
sind. 


AI 


so 


PI  >' :  P'pp  =  ff  •  A-  B-.kab 
woraus         P  \  p  =  ABU  :  abh. 

Sind  G  und  g  die  Inhalte  der  Grund- 
flächen der  Pp.  P  und  p,  so  hat  man 
G  :  g  =  AB  :  ab,  folglich  P.p-H  •  G :  hg. 

8.  Ein  P.  wird  von  einer  durch  zwei 
gegenüberliegende  Seitenkanten  gelegten 
Ebene  in  zwei  gleich  grofse  dreiseitige 
Prismen  zerlegt. 

Man  schneide  das  P.  mit  einer  Ebene, 
die  auf  den  Seitenkanten  desselben  nor- 
mal ist,  so  ist  der  Durchschnitt  ein  Pa- 
rallelogramm und  wird  durch  die  Diago- 
nalfläche  also  in  zwei  congruente  Dreiecke 
getheilt,  welche  die  normalen  Durch- 
schnitte der  beiden  dreiseitigen  Prismen 
sind,  worin  das  P.  zerlegt  wird.  Nun 
ist  jedes  Prisma  gleich  einem  geraden, 
dessen  Grundfläche  der  normale  Quer- 
schnitt des  ersten  ist  und  dessen  Seiten- 
kanten dieselben  sind,  folglich  sind  hier 
die  dreiseitigen  Prismen  so  grofs  als  zwei 
congruente  dreiseitige  Prismen,  folglich 
sinu  sie  auch  unter  sich  einander  gleich. 

0.  Zwei  dreiseitige  Prismen  verhalten 
sich  also  wie  die  Pp.,  von  denen  sie  die 
Hälften  sind,  folglich  wie  die  Producte 
aus  ihren  Höhen  in  die  doppelten  Inhalte 
der  Grundflächen,  also  auch  wie  die  Pro- 
ducte aus  Grundfläche  und  Höhe. 

10.  Zwei  Prismen  verhalten  sich  im 
Allgemeinen  wie  die  Producte  aus  den 
Inhalten  ihrer  Grandflächen  in  ihre  Höhen. 

Denn  es  bezeichnen  P  und  p  die  bei- 
den Prismen,  G  und  g  die  Inhalte  ihrer 


P,:P1:Pl:..Ptt  =  G,:Gi.Gt'....G 
daher 

P,':P,+  Pi  +  ...PH  =  G,':G,+  Cit...Gtl 
eben  so  folgt 

/V/'.  +  ZSH \  -  P„  =  9,'9,  +  9i  r—f« 
Aber    P,  +  Pt  {  ...P„  =  P 

f,  +  f%  + P„  =  P 

o,+at+..aa=  g 
ff+ii+»f»ai 

Also  hat  man  auch 

P,zP=G,:G 

P,-P  =  9>-9 
Nun  verhält  sich 

P,:p,=  G,H  :  g,  h 

Es  ist  aber  auch,  wenn  man  die  Hin- 
terglieder der  letzten  Proportion  mit  A 
multiplicirt, 

P,  i  P  =  9,  *  i  9h 
woraus         P:  P,  =  GH  :  G,  ff 
hieraus  P:p=GH:G,H 

11.  Der  Inhalt  eines  Prisma  ist  das 
Product  aus  den  Zahlen,  welche  den  In- 
halt der  Grundfläche  nach  dem  Quadrat, 
dessen  Seite  die  Längeneinheit  und  die 
Höhe  nach  der  Längeneinheit  selbst  be- 
stimmen. 

Denn  sind  P  und  p  zwei  Prismen,  die 
Inhalte  ihrer  Grundflächen  G  und  g  ihre 
Höhen  mit  der  Längeneinheit  gemessen 
ff  und  A,  so  hat  man  nach  dem  vorigen 
Satz  P:p  =  GH  : gh.  Ist  nun  p  ein  Wür- 
fel, dessen  Kante  jede  =  1 ,  so  ist  g  =  1, 
h  =  1,  also  auch  gh=  1. 

Bezeichnet  man  nun  diesen  Würfel  mit 
A,  so  hat  man 

P:k=  GH :  1 
mithin  ist  P-GH-k 
folglich  ist  G  •  ff  die  Zahl,  welche  angibt, 
welches  Vielfache  der  Raum  des_  Prisma 
P  von  dem  Körperranm  des  Würfels  A 
ist,  folglich  ist  GH  der  Inhalt  des  Prisma. 

Aehnliche  Prismen  siehe  Bd.  I.,  pag.  31. 
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12.  In  einem  dreiseitigen  Prisma 
ABCDEF  kennt  man  drei  in  einer  Ecke 
zusammenstoßende  Kanten  wie  auch  die 
ebenen  Winkel  dieser  Ecke;  die  Neigungs- 
winkel aller  das  Prisma  begrenzenden 
Flächen,  den  körperlichen  Inhalt  und  die 
Oberfläche  desselben  zu  finden. 

1.  Bezeichnet  man  die  Kanten  AB  mit 
a,  AC  mit  b,  AD  mit  c,  die  gegebenen 
Winkel  BAC  mit  «,  BAD  mit  ß,  CAD 
mit  y,  so  sind  wegen  dieser  bekannten 
Winkel  a,  ß,  y  auch  die  Seiten  des  sphä- 
rischen &bcd  bekannt,  also  auch  die  Win 
kel  b,  c,  d.  D.  h.  die  Neigungswinkel 
der  Seitenflächen  ADEB,  ADFC  gegen 
die  Grundfläche  und  gegen  einander  selbst. 

2.  Im  geradlinigen  Dreieck  ABC  kennt 
man  die  neiden  Seiten  AB,  AC  und  den 
Winkel  BAC,  folglich  auch  die  Winkel 
ABC,  ACB  und  die  Seite  BC. 

3.  Im  sphärischen  Dreieck  ace  kennt 
man  nun  den  Winkel  a-b,  nebst  den 
Seiten  ac,  ae  (180°-/?),  folglich  auch 
die  Winkel  c,  e  und  die  Seite  ct.  Der 
Winkel  c  gibt  die  Neigung  der  Ebene 
BEFC  gegen  die  Grundfläche  ABC  und 
der  Winkel  t  die  Neigung  der  nämlichen 
Ebene  gegen  AB  DE. 


Fig.  915. 


D   \E 


4.  An  der  Ecke  C  kennt  man  die  Win- 
kel ACB(1),  ACF=  190° -y  nnd  BCF 
=  180°  -  CBE  =  180°  -  et ,  folglich  läf»t 
auf  eine  ähnliche  Art  wie  bei  A  der  Nei- 

Sungswinkel  der  Ebenen  BCFEt  ACFD 
nden. 

5.  Der  körperliche  Inhalt  eines  Prisma 
ist  die  Hälfte  von  dem  des  Parallelepi- 
peds  von  doppelt  so  grober  U rundfläch« 
und  ist  demnach 


6.  Die  Oberfläche  des  Prisma  besteht 
aus  drei  Parallelogrammen  und  zwei 
Dreiecken.  Es  ist  aber  &ACB  =  &DFE 
=  ka!>  $in  a.  Parallelogramm  AB  ED  = 
ae  sin  ß,  ACFD  -  bc  sin  y.  Da  ferner  BC 
und  CBE  ischon  gefunden  worden',  so 
setze  man  BC  =  f,  CBE  =  C,  alsdann  ist 
Parallelogramm  CBEF  ■—  cf  sin  f.  Nimmt 
man  falles  dieses  zusammen,  so  erhält 
man  die  gesuchte  Oberfläche 

ab  sin  a  -\-  ac  sin  ß  +  bc  sin  y  ■+■  cf  sin  £, 

13.  Ein  schief  abgeschnittenes  dreisei- 
tiges Prisma  ist  dreien  Pyramiden  zu- 
sammen genommen  gleich,  von  einerlei 
Grundfläche  mit  dem  Prisma,  deren  Hö- 
hen aber  die  Abstände  der  Winkelspitzen 
des  schiefen  Schnitts  von  der  Grundfläche 
sind,  oder  einem  dreiseitigen  vollständi- 
gen Prisma  =  von  derselben  Grundfläche 
und  dessen  Höhe  das  arithmetische  Mit- 
tel aus  jenen  drei  Abständen  ist. 

Denn  es  sei  ABC  die  Grundfläche, 
DEF  der  schiefe  Schnitt  des  dreiseitigen 
Prisma.  Man  lege  durch  die  Eckpunkte 
A ,  C,  E  und  C,  E,  F  Ebenen,  so  zerlegen 
diese  das  Prisma  in  drei  dreiseitige  Py- 
ramiden. Diese  drei  Pyramiden  sind 
FDEC  (JFDE  Grundfläche,  C  Spitze), 


i).«4»i(a+y-0mK«+£-r) 

ABCE  (ACB  Grundfläche,  E  SpiUe)  und 
AFEC  (CAE  Grundfläche,  F  8piUe).  Die 
Pyramide  ABCE  hat  mit  dem  Prisma 
einerlei  Grundfläche  und  ihre  Spitze  in 
Winkelpunkt  E  des  schiefen  Schnitts, 
also  zur  Höhe  den  Abstand  dieses  Punkts 
von  der  Grundfläche. 

Betrachtet  man  von  der  Pyramide 
ACFE  das  Dreieck  ACF  als  Grundfläche, 
so  ist  E  ihre  Spitze,  und  weil  BE  mii 
AF  also  auch  mit  der  Ebene  des  Drei- 
ecks ACF  läuft,  so  ist  diese  zweite 
Pyramide  auch  einer  Pyramide  gleich  über 
derselben  Grundfläche  ACF,  die  Ihre  Spitze 
in  B  hat.  Von  dieser  Pyramide  ist  das 
Dreieck  ABC  eine  Begrenzung« fläche; 
nimmt  man  diese  als  Grundfläche  an,  so 
hat  sie  ihre  Spitze  in  F.  Die  zweite  Py- 
ramide ACEF  ist  also  gleich  einer  Py- 
ramide von  einerlei  Grundfläche  mit  dem 
Prisma  und  deren  Höhe  der  Abstand  des 
Winkelpunkts  von  der  Grundfläche  ist 
Nimmt  man  bei  der  dritten  Pyramide 
CDEF  das  &CDE  als  Grundfläche,  also 
F  zur  Spitze,  so  ist  sie,  weil  AF  +  der 
Ebene  CDE,  einer  Pyramide  gleich  über 
derselben  Grundfläche  CDE  mit  der  Spitze 
in  A.  Von  dieser  ist  das &ACD  eine  Begren- 
zungsfläche; nimmt  man  diese  zur  Grund- 
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fläche,  so  hat  sie  ihre  «Spitze  in  E,  weil  BF. 
mit  der  Ebene  ACD  ±  läuft,  sie  ist  also  einer 
Pyramide  gleich  über  derselben  Grund- 
flache ACD  und  Spitze  in  Ii,  mithin 
ist  auch  die  dritte  Pyramide  CDFE  die- 
ser letzt  genannten  Pyramide  gleich.  Man 
kann  aber  bei  letzterer  die  Begrenzungs- 
fläche ABC  als  Grundfläche  betrachten ; 
dann  ist  D  ihre  Spitze,  folglich  ist  die 
dritte  Pyramide  einer  Pyramide  gleich 
über  der  Grundfläche  der  Prisma,  die  den 
Abstand  der  Winkelspitze  D  zur  Höhe  hat. 


Flg  9 IG. 


Dafs  die  Pyramide  ACDE  gleich  ist 
der  Pyramido  CDFE,  folgt  unmittelbar, 
weil  &ACD  =  &CDF.  Ist  nun  g  der 
Inhalt  der  Grundfläche  ABC,  und  sind 
h,  k',  k"  die  Abstände  D,  E,  F  von  der 
Grundfläche,  so  sind  die  Inhalte  der  drei 
Pyramiden,  die  das  Prisma  ausmachen, 
i7A<  i£A\  ,'///".  daher  der  Inhalt  des 
Prisma  =  hg  (A  +  h'  -f  *")■ 

Sind  die  Seiteukanten  auf  der  Grund- 
fläche normal,  so  sind  sie  zugleich  die 
Abstände  der  Winkelspitzen  des  schiefen 
Schnitts  von  der  Grundfläche,  und  daher 
ist  in  diesem  Fall  der  Inhalt  des  Prisma 
ein  Product  aus  der  Grundfläche  und  dem 
arithmetischen  Mittel  der  drei  Seiten- 
kanten. 

14.  Der  Inhalt  eines  dreiseitigen  schief 
abgeschnittenen  Prisma  ist  gleich  dem 
Product  aus  dem  Inhalt  eines  auf  die 
Seitenkanten  normal  geführten  Durch- 
schnitts und  dem  arithmetischen  Mittel 
dieser  Seitenkanten. 

Denn  es  sei  GHJ  ein  normaler  Quer- 
schnitt des  schief  abgeschnittenen  Prisma 
CDEF,  so  zerlegt  der  normale  Schnitt 
dasselbe  in  zwei  Theile,  deren  Inhalte 
sich  nach  dem  Vorigen  bestimmen  lassen, 
indem  man  GHJ  als  Grundfläche  für 
beide  Theile  betrachtet,  denn  dann  hat 
man 


Prisma  ABCGHJ  =  A GHJ  x  i  {AG  +  Bll  +  CJ) 
Prisma  DEFGHJ  =  A  GHJ  x  A  (FG  +  EG  +  DJ) 
Prisma  ABCDEF=&GHJx  |(4F4  BE  +  CD) 


Fig.  917. 


15.  Den  Inhalt  eines  schief  abgeschnit- 
tenen vierseitigen  Prisma  zu  finden,  wenn 
die  vier  Seitenkanten  und  der  normale 
Querschnitt  gegeben  sind. 

Es  sei  ABCDEFGH  das  vierseitige 
schief  abgeschnittene  Prisma,  dessen  End- 
flächen AliCD  und  EFGH,  die  Kaute 
AF  sei  ay  BG  =  b,  CD  =  c,  DE  =  d,  JKLM 
der  normale  Querschnitt.  Zieht  man  in 
diesem  die  Diagonale  KM,  so  sei  A^A'.W 
=  g,  ELM  -  g  .  Legt  man  durch  die 
Kanten  DE  und  BG  eine  Ebene,  so  zer- 
fällt dadurch  das  Prisma  in  zwei  dreisei- 
tige, wovon  nach  dem  vorigen  Satz 
das  eine  ABDEFG  =  ft  (a  4-  b  -f  d)  g 
das  andere  BCDEGH  =  $  (A  +  c  +  d)g' 

Daher  ist  der  Inhalt  des  vierseitigen 
Prisma  ABCDEFGH  = 

4(„-f  A +       +       -f-c  +  d)g' 

=  l(«j  +  ^Hi(H'0{j  +  9'). 
Ist  die  Seitenfläche  ABDF  *  der  Sei- 
tenfläche CDEH ,  ihr  Abstand  von  ein-  Ion  Querschnitts  =  /,  und  die  parallele 
ander  gleich  h,  die  Seite  JM  des  norma-  Seite  KL  cti,  so  ist  g=       g'  =  JA/. ,  da- 
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her in  diesem  Fall  das  vierseitige  Prisma 

=  4(«  +  *  +  <0  •  W  +  !(*  +  c  +  d)  •  \kl 

=  i  U  (a  +  *  +  d)  +  l  (a  +  6  +  c). 

Sind  die  parallelen  Seitenflächen  ABGF 
and  CD  EH  Rechtecke,  so  ist  6  =  a,  d  =  c, 
daher  der  körperliche  Inhalt 
=  |A[(2a  +  r)/  +  (a  +  2c)i]. 


Fig.  918. 


Fig.  920. 


PI 

1 

16.  Der  Inhalt  eines  schief  abgeschnit- 
tenen Parallelepipeds  ist  das  Product  aus 
dem  Inhalt  der  Grundfläche  und  dem 
arithmetischen  Mittel  der  Abstände  zweier 
gegenüberliegenden  Winkelspitzen  des 
schiefen  Schnitts  von  der  Grundfläche. 

Es  sei  ABCD  der  schiefe  Schnitt  des 
Parallelepipeds    über    der  Grundfläche 


EFGH  des  Inhalts  =  g.    Die  Abstände 

der  Winkelspitzen  At  Ä,  C,  D  seien  in 
derselben  Folge  o,  b,  c,  d  von  der  Grund- 
fläche. Legt  man  nun  durch  die  Kanten 
BG  und  DE  eine  Ebene,  so  theilt  dies« 
das  Parallelepiped  in  zwei  schief  abge- 
schnittene dreiseitige  Prismen,  deren 
Grundflächen  die  Hälften  der  Grund- 
flächen des  Parallelepipeds  sind.  Folg- 
lich ist  nach  dem  Obigen 

ABDEFG  =  \g-  k(a  +  b  +  d) 
BCDEGH  =  +  *  + 

Mithin  der  Inhalt  des  ganzen  Paralle- 
lepipeds 

■  Ü- 4(«  +  *  +  <0  +  *9  4(4  +  c  +  d) 
=  lg  (a  +  26  +  2d  +  c) 

Der  schiefe  Schnitt  ist  ein  Parallelo- 
gramm, weil  die  Gegenseiten  die  Durch- 
schnitte des  schiefen  Schnitts  mit  Paral- 
lelebenen sind.  Die  Diagonalen  halbiren 
sich  also  wechselseitig  in  ihrem  Durch- 
schnitt J.  Legt  man  durch  die  Lothe 
a  und  c  und  b  und  d  Ebenen,  so  sind 
diese  auf  der  Grundfläche  des  Parallele- 
pipeds normal ,  die  Durchschnittslinie  JK 
dieser  beideu  Ebenen  ist  also  auch  ein 
Loth  auf  der  Grundfläche,  und  folglich 
ist  2JK  =  a  +  c  =  b  +  d.  Substituirt  man 
daher  für  b  -f  d  seinen  Werth  ■  +  c  in 
den  obigen  Inhaltsausdruck  des  Paralle- 
lepipeds, so  wird  derselbe 

Ist  das  schief  abgeschnittene  Paralle- 
lepiped ein  gerades,  so  sind  die  Abstände 
der  Winkelspitzen  des  schiefen  Schnitts 
von  der  Grundfläche  die  Kanten  selbst, 
und  hieraus  folgt  wie  bei  dem  dreisciti- 

Sen  schief  abgeschnittenen  Prisma ,  dafs 
er  Inhalt  jedes  schief  abgeschnittenen 
Parallelepipeds  ein  Product  ist  aus  dem 
Inhalt  eines  auf  die  Kanten  normal  ge- 
führten Querschnitts  uud  dem  arithme- 
tischen Mittel  zweier  gegenüberliegenden 
Kanten. 


Fig.  921. 
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17.  Prismen  sind  ähnlich,  wenn  sie 
ähnliche  Grundflächen,  eine  ähnliche  ho- 
mologe Seitenfläche  und  diese  unter  glei- 
chen Winkeln  gegen  die  Grundflächen 
geneigt  haben. 

Denn  es  seien  ABCDEFGH  und 
abcdefgh  zwei  Prismen,  worin  die  Grund- 
flächen ABEF  und  abef,  sowie  die  Sei- 
tenflächen ABCD  und  abcd  einander  ähn- 
lich und  die  letzten  gegen  die  ersten 


Fig.  922. 


unter  gleichen  Winkeln  geneigt,  alsdann 
ist  die  Ecke  bei  B  es  der  bei  b.  Denn 
wegen  der  Aehnlichkcit  der  Grundflächen 
ist  ABE  =  Seite  abe,  und  wegen  Aehn- 
lichkcit der  Seitenflächen  Seite  ABC=abc, 
und  wegen  gleicher  Neigungswinkel  der 
Seiten  FE,  je  sind  auch  die  von  diesen 
eingeschlossenen  Winkel  gleich  Folg- 
lich sind  auch  die  Seiten  CHE  und  cbe, 
so  wie  die  Winkel,  welche  diese  Seiten 
mit  den  Seiten  ABE  und  abe  machen 
einander  gleich.  Die  Seitenflächen  BCE 
und  bce  der  Prismen  sind  also  gleich- 
winklig und  gegen  die  Grundflächen  un- 
ter gleichen  Winkeln  geneigt.  Wegen 
Aehnlichkcit  der  Grundflächen  ist  AB:ab 
=  BE'be,  und  wegen  der  Aehnlichkeit 
der  Seitenflächen  AB  :  ab  =  BC :  bc.  Mit- 
hin ist  auch  HC  :  bc  =  BE  :  be.  Daher 
sind  die  Seitenflächen  BCE  und  bce  ähn- 
lich, schliefst  man  so  fort,  so  folgt,  dafs 
alle  homologen  Seitenflächen  ähnlich  und 
folglich  alle  homologen  Winkel  gleich 
und  alle  homologen  Kanten  und  Linien 
proportional  sind. 

18.  Aehnliche  Polyeder  verhalten  sich 
wie  die  Würfel  der  homologen  Kanten 
oder  Linien. 

Man  fälle  auf  die  Grundflächen  die 
Lothe  CG  und  cg  und  ziehe  BG  und  bg, 
so  sind  die  /_  CBG  und  cbg  die  Neigungs- 
winkel der  Kanten  BC,  bc  gegen  die 
Grundflächen,  und  da  die  Ecken  B  und 


b      sind,  so  sind  diese  Neigungswinkel 
einander  gleich,   mithin    die  Dreiecke 
CBG,  cbg  einander  £?.   Daher  hat  man 
CG  t  cg  =  BC-.  bc-  AB  :  ab. 

Es  ist  aber  auch  Grundfläche 
ABEF ':  abef 's  AB7 :  ab*. 

Setzt  man  beide  Proportionen  zusam- 
men, so  erhält  man 

CG  X  ABEF :  cg  X  abef  =  AB*  :  ab3. 

Nun  verhalten  sich  aber  Prismen  wie 
die  Producte  aus  ihren  Grundflächen  und 
llöhcn,  folglich  ähnliche  Prismen  wie  die 
Cubi  ihrer  homologen  Kanten. 

Prisma,  achromatisches,  siehe  den  Art. 
„achromatisch",  pag.  24. 

Prisma,  (Optik)  hat  in  der  Physik  Wich- 
tigkeit in  Betreff  der  Brechung  der  Licht- 
strahlen. Das  Wesentlichste  hiervon  s. 
den  Art.  „Brechung  der  Lichtstrah- 
len«. 

Prisma  (Kryst.).  Es  gibt  deren  sehr 
viele: 

1.  Das  quadratische  oder  die  qua- 

dratische Säule  hat  die  Form  891. 

2.  Das  oblonge  oder  die  rectangu- 

läre  Säule  hat  die  Form  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipeds. 

3.  Das  rechtwinklig  vierseitige.  Es 

gibt  zweierlei  derselben  und  kommen 
diese  häufig  mit  den  Qnadratoctae- 
dern  vor. 

4.  Das  achtseitige,  das  vier  und  vier- 

kantige hat  8  Flächen  mit  zweierlei 
Kanten. 

5.  Das  sechsseitige;  ihre  6  Flächen  sind 

der  Hauptaxe  parallel. 

6.  Das  zwölf  seit  ige,  sechs  und  sechs- 

kantige hat  12  Flächen,  12  Kanten 
die  der  Hauptaxe  -J  ,  die  Kanten 
zweierlei,  6  abwechselnd  sind  stum- 
pfer und  6  abwechselnde  schärfer. 

7.  Das  vertikale   vierseitige  steht 

in  genauer  Beziehung  zu  den  Rhom- 
bendodekaedern. Die  Kanten  des  P  , 
welche  an  den  Endpunkten  der  zwei- 
ten Nebenaxe  liegen,  heifsen  die  er- 
sten, die  an  den  zweiten  Seiten- 
kanten die  zweiten  Seitenkan- 
ten. 

8.  Das  horizontale,  deren  Flächen  der 

zweiten  Nebenaxe  -t  sind,  heifsen 
die  ersten  horizontalen  Pris- 
men; deren  Flächen  der  ersten  Ne- 
benaxe sind,  die  zweiten  hori- 
zontalen Prismen. 

9.  Das  vertikale  P.  und  die  beiden  ho- 

rizontalen Prismen,  die  zu  einem 
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und  demselben  Octaeder  gehören  und 
deren  Flächen  daher  eine  gleiche 
Lage  haben  wie  die  Kanten  desselben, 
heilsen  die  drei  zusammengehö- 
rigen Prismen 

10.  Das  vordere  schiefe  Prisma, 

11.  Das  hintere  schiefe  Prisma  eines 
zwei  und  eingliedrigen  Octaeders, 
kommen  aber  in  den  zweierlei  Flä- 
chen eines  zwei  und  eingliedrigen 
Octaeders  getrennt  vor,  woher  die 
zwei  schiefen  Prismen,  in  welche  sie 
zerfallen  können,  auch  besonders  be- 
zeichnet werden.  Dies  geschieht  nun 
dadurch,  dafs  man  das  Prisma,  des- 
sen obere  Flächen  an  dem  Octaeder 
an  der  hinteren  Seite  liegen,  das 
vordere  schiefe  Prisma,  das  letz- 
tere das  hintere  schiefe  Prisma 
nennt. 

Bei  der  Bezeichnung  eines  Octae- 
ders müssen  immer  die  Zeichen  bei- 
der Prismen  ausgeführt  werden,  da 
eines  nie  das  andere  voraussetzt. 

12.  Das  vierseitige  Prisma,  deren 
Flächen  der  Hauptaxe  t  sind. 

13.  Das  vertikale  Prisma,  deren  Flä- 
chen der  Hauptaxe  |  sind. 

14.  Das  erste  horizontale  Prisma,  de- 
ren Flächen  der  zweiten  Neben- 
axe  +  sind. 

15.  Das  zweite  horizontale  Pris 
ma,  deren  Flächen  der  ersten  Ne- 
benaxe  I  sind. 

Prismatisches  KrystalUsationssy 
stein  ist  das  vierte  System,  das  einuna- 
einaxige  System,  bei  welchem  drei 
unter  einander  ungleichartige  Axen 
unter  rechten  Winkeln  sich  schneiden 
(s.  „ Axensystem' ). 

Plismoid  ist  ein  Körper,  dessen  Grund- 
flächen parallele  geradlinige  Oberflä- 
chen von  gleich  vielen  aber  unähnli- 
chen Seiten  sind.  Die  Seitenlinien  oder 
Kanten  sind  sich  einander,  keine  oder 
nicht  alle  parallel,  wie  sie  in  dem  Prisma 
sind.  Die  Folge  der  parallelen  Durch- 
schnitte mnfs  als  stetig  gedacht  werden. 

Probe,  Rechnungsprobe  ist  eine  Rech- 
nung, mit  welcher  man  sich  versichert, 
dafs  eine  in  Zahlen  ausgeführte  Rech- 
nung richtig  ist.  Die  beste  Probe  ist, 
wenn  zwei  Rechner  sie  unternehmen  und 
ihre  Resultate  übereinstimmend  finden. 
Wenn  ein  Rechner  dies  nicht  haben  kann, 
so  mag  er  selbst  die  ganze  Rechnung 
nach  einer  Zwischenzeit  wieder  vorneh- 
men und  zwar  auf  eine  abgeänderte  Art. 
Z.  B.  beim  Addiren,   besonders  vieler 


Posten  wird  er  einmal  von  oben  herunter, 
das  andere  Mal  von  unten  nach  oben 
summiren;  auch  fängt  man  nach  dersel- 
ben Richtung  mit  einer  Einheit  mehr 
oder  weniger  an ,  wo  man  als  Resultat 
eine  Einheit  mehr  oder  weniger  erhält. 

Die  Multiplication  mag  es  durch  die 
Division,  die  Division  durch  die  Multi- 
plication prüfen.  Hier  können  auch  die 
Logarithmen  nützliche  Dienste  leisten. 
Das  Facit  einer  Regel  de  trie  nehme  mao 
als  ein  gegebenes  Glied*  der  Proportion 
und  eines  der  gegebenen  Glieder  zum 
Gesuchten.  Siehe  ferner  die  Art.  .Neu- 
nerprobe,  Eilfcrprobe*. 

Problem,  s.  unter  dem  Art.  -  Auf- 
gabe". 

Problem  von  drei  Körpern,  s.  d.  Art 
„Pertubationen". 

Problem,  ballistisches,  s.  u  -Balli- 
stik». 

Problem,  beaunisches,  ist  folgendes: 
Die  Gleichung  für  die  krumme  Linie 
AM  zu  finden,  in  welcher  die  Ordinate 
PM  zu  der  Subtangente  PR  sich  verhält 
wie  eine  gegebene  gerade  Linie  zu  dem 
Unterschied  der  Ordinate  und  Abscisse. 

Fig.  923. 


1 

mm 

C  L     R    A  f 

p 

D.  i.  wenn  die  gerade  Linie  AB  unter 
dem  Winkel  von  45°  durch  den  Anfang 
der  Abscissen  A  gezogen  wird,  welche 
l'M  in  Q  schneidet  und  die  gegebene 
Linie  D  heifst,  so  soll  sein 

PM  .PR=  Ü  :  MQ. 

Jacob  Bernoulli  hat  diese  Aufgabe  all- 
gemeiner gemacht,  dafs  er  statt  der  ge- 
raden Linie  AB  irgend  eine  krumme 
Linie  setzte. 

Es  sei  AMN  die  gesuchte  krumme 
Linie,  die  Abscisse  AI'=xt  die  Ordinate 
PM  =  y\  der  Winkel  APM  ein  rechter, 
die  gegebene  Linie  D  =  a. 
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Bjt  9s 

Es  ist  die  Subtangente  PÄ  =  yg-,        =  T~2*  4180        TV  =  a  }2  oder  die 

also  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  Subtangente  auf  der  Asymptote  ist  un- 

9y  :  9x  =  a :  y  —  x  veränderlich  wie  an  der  logarithmischen 

d.  h.  arfx  =  y9y  —  x9y.  rechtwinkligen  Ordinaten. 

t  j-  r\-ec  •  i  i  •  i  •  j  j-  Dieses  hat  Descartes  gefunden.  Er 
In  dieser  DifTereiizialc  eichune  sind  die        . j.    .       J:  t  •  •    j  Bc"'"r 

veränderlichen  Oröfsen  nicht  lesondert.  1?^^*™  ^ dU"L f  Ä 

Inzwischen  hat  man  hier  nicht  nöthig,  parchschneidong  zweier  geraden  Linien 

c  ,  ...  ..       j      .       mg  ...  ,.     *'  beschreiben,  deren  eine  sich  +  mit  AB, 

eine  Substitution  oder  einen  Multiplicator  dj       d     '       ,    AC         *  punk 

sÄnSnS     i?\«tt  *  °n  *  ~  ™*  Geschwindigkeit  der 

Seiten  das  Diffennml  ady  so  ist  ergteren  ^  er    leichf-nili    «ei  die 

~a  -*d»-at>*  Geschwindigkeit  dir  anderen  aber  zuneh- 

oder        —  —  =  -  9y  men  nach  dem  umgekehrten  Verhältnifs 

°  ^ "  (*es  au^  ^     nocn  beständigen  Weges 

Da  f _  /„  _  M  _  für  die  mit  /4Ä  parallele.    In  A  sollen 

J  u        const.'  beide  Geschwindigkeiten  'gleich  grofs  sein. 

a  +  x  —  y       y  Dieses  ist  ßanz  richtig.    Die  mit  AB  pa- 

so  ist  /oyn         —  =  -—  rallele  sei  in  LM,  die  mit  AC  parallele 

con  '\'  in  TM,  ihr  Durchschnitt        Es  sei  AL 

und      /„  _J^L_  =  +  iL  =  (  und  LM  =  CT  =  i,  so  ist  der  senk- 
a  +  x  —  y        a  - 

Soll  die  krumme  Linie  durch  den  An-  rechte  Abstand  der  TM  Ton  AC=y=  —. 
fanespunkt  der  Abscissen  gehen,  so  ist     Die  Geschwindigkeiten  der  Linien/.«, 

der  Logarithmus  =  0  wenn  y  =  0  und  die  TiW)  ;ener  nach  der  Richtung  AL,  dieser 

zugehörige  Zahl  ist  =  1,  also  Con»t.  =  a  nach  der  Richtung  PM  verhalten  sich 

und    logn  -  =  — .  wie  9« :  9y.    Nun  ist  t-a-u,  also  rfl 

a  +  *  —  y     a  '  =  —  9m  die  Gleichung  zwischen  u  und  s 
Man  nehme  auf  der  Abscissenlinie  AC  8«     9y        ,  ft, 

a,  ziehe  CK  unter  dem  Winkel  von  Pbt  'JZTr  V  Daher  lst  ö< :  ö*  = 
45°  oder  +  ./4Ä,  verlängere  ÄJf  bis  an  a 

CF  in  S,  so  ist  MS  -  a  +  x  -  y.    Es  sei  a-t.a-\:  -. 

MT±CP,  so  ist  auch  JfT=a+x-y  a~* 

und  CT=  y\V.  In  A,  wol  =  0ist,  ist  9< :  9y  =  1  :~. 

Man  setze  TM  =  u,  CT=*,  Man  kann         ^  man  hieratJ9  aifth^ 

so  ist   ln~  =  — .  W  sich  gleichförmig  und  £Af  sich  un- 

„   .  A    *  _  s  B  ,  gleichförmig  bewegen  lassen,  sowie  man 

Es  ist  also  die  krumme  Linie  eine  lo-  3ie  Logarithmen  ursprünglich  in  arith- 

eanthmische,  deren  Asymptote  CV  ist.  metischer  Progression,  die  zugeordneten 

Dafs  die  Coordinaten  CT,  f  jtf  einen  Winkel  Zahlen  in  geometrischer  sich  vorstellt, 
von  45°  machen,  ist  kein  wesentlicher  .  ,  ,.  f,  ,  ,  , 

Unterschied  von  derjenigen ,  wo  der  Coor-  M  P™d,actf .ut       Grofse,  welche  aus  der 

dinatenwinkel  ein  rechter  ist.     Die  be-  Multiplication  zweier  oder  mehrerer  Zah- 

rührende  RM  schneide  die  Asymptote  in  len,  en^erht-    W'e  e,in  Pro.*fet. 

F.    Ebenso  wie  bei  rechtwinkligen  Co.  JS^ifi^  ^tWlet! 

ordinaten   ist   TV  =  —     - .    Aus  der  tion".  Für  allgemeine  Gröfsen,  als  Zah- 

len  betrachtet,  zeigt  es  die  Buchstaben- 
Gleichung  zwischen  u  und  *  folgt  rechnung,  für  Reihen  insbesondere  die 

«  Combinationslehre. 

2.  das  Product  (l  -  **)  (1  -      (1  -  fr*)  (l  -  fo*)  u.  s.  w.  ist  =  und 


—  a 


das  Product  (1  -  **)  (1  -  fr*)  (1  -         u.  s.  w.  =  cos 

'+Ti«(f5—  U.  8.  W. 


Denn  es  ist  sin  o;  =  cp  —  ^<jp*  -f  TT«<f>5  —  u«  *•  w- 
und  cot  <p  =  1  —  ^<pr 


Die  erste  Reihe  wird  =  0,  wenn  o;  =  0  Setzt  man  daher  für  o;  die  Gröben  nt 

oder  o?  ein  Vielfaches  von  ±  ^  wird,  und  und        so  haben  die  obige  Reihen  ihre 

die  zweite  Reihe  wird  =  0,  wenn  q>  ein  Richtigkeit  und  Gültigkeit, 
ungerades  Vielfaches  von  ±  Jtt  wird. 
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3.  Das  Product  (l  +  *«)  (1  +      (1  +      . . .  s 


2*3 

und  das  Product  (1  +  »»)  (1  +  4s»)(l  +  A»«) . . .  =  *  (e1"  +  e~  T) 
Denn  es  ist 


1     1  •  2+ 1  .2.3  +  l  •  2 -3«4+ 1  »2-3  .4-5  + 1T2T3.4.5.6 

- 1  _  —  +     _  *'  .  g4  

1     1-2     1.2.3+1.2.3.4     1.2-3.4.5+l -2»3.4.56 

1  <-'+•-)='  +  ^ + + nm—t + •  •  •  " 

Die  Reihe  .4  verwandelt  sich,  wenn  Also  gegeben 

x\-\  statt  *  gesetzt  und  alles  durch  fl  .  ea  .  e%a  .  eafl  •  ±em-la-S 

\  -  1  dividirt  wird,  in  die  Reihe  für  «in  x  ,   7,   7,    7  7" 

und  diese  ist  gleich  dein  Product  M  +  e  fl  +  t  a  +  «•«  +  ••••  +  *  -  " 

/      f*\  /       .r*  \  Zieht  man  nun  die  obere  von  d«  bi 

x  V1  ~  ^i)  y  ~~  4^1/  •  •  ••  teren  ab,  so  hat  man,  da  alle  inner« 

Glieder  mit  einander  sich  aufheben 

Pro4nctionsmaschiae,  s.  den  Art  „Ar-  „  «  0 

beitsmaschine".  e  a  -  a  =  eS  -  S 


Progression,  Reihe  ist  eine  nach  einem  woraus  S  =  — 
bestimmten  Gesetz  fortlaufende  Reihen-  e  -  1 
folge  von  Zahlengröfsen.  Es  gibt  zwei-  Ist  das  erste  Glied  und  irgend  eis  all- 
erlei P.,  arithmethische  und  geo-  deres  P,  ferner  der  Exponent  e  geo- 
metrische P.  Die  enteren  sind  in  dem  so  erhält  man  die  Antrabe  des  wi*  fiel- 
Art  Arithmetische  Reihe  ausfuhr-  ten  Gliedes,  welches  P  ausmacht,  «« 
lieh  abgehandelt.  der  Formel  für  S.   Denn  es  ist 

Die  geometrische   Progression  ist  p.e.  .         e,           „.  »-/ 

eine  Reihenfolge  von  Zahlengröfsen,  in  S  =  —— bekannt.  Setzt  man  noo  r-*  - 

welcher  jedes  vorstehende  Glied  mit  einer  80  w  man 

constanten  Zahl  multiplicirt  wird,  um  das  .        ,    „  ,  ,    ,           .  . 

unmittelbar   darauf  folgende  Glied   zu  *  h9  *  =  to8  S  +  log(e- 

geben.  Es  sei  P=  512,  c  =  2,  a  =  1, 

Eine  Reihe  ist  nach  beiden  Richtungen  2*  •  1 

endlos ,  sie  ist  nach  einer  Richtung  nin  80  ut    *  =  513  =  — \ — 

steigend,  wachsend,  nach  der  anderen  .         .    _    .  ,.a 

hin  fallend,  abnehmend.  ünd      *k*2  =  ky5l2 

1111    QAfi    ic  vi                      /oo61  2    2,7092*00  . 

i-i-T«  1'2  -  4-8  - 16 ....  hieraus  ist     *  =           =  Zommm 

Die  Zahl,  mit  welcher  jedes  voranste-  lo*  2  0,30l03w 

hende  Glied  multiplicirt  wird,  um  das  Pronische  Zahl  ist  die  Summe 

nachfolgende  Glied  zu  erhalten,  beifst  Zahl  und  ihres  Quadrats  oder  ihre»  Wj 

der  Exponent;  in  dem  vorstehenden  Bei-  bus  oder  ihres  Biquadrats,  nämlich  s-K 

spiel  ist  derselbe  =  2.  oder  a  -f  a*  oder  a  +  a4. 

Die  allgemeine  Form  einer  geometri-  Proportion.   Dieser  Gegenstand  i*t  ü> 

sehen  Reihe  ist  diesem  Worterbuch  unter  verschieß 

o     a                                  ,  Artikeln  ausfuhrlich  behandelt  wor»"- 

^.  v.a.ea.e>«.e'*....e     a  s.  die  Art  „  Arithmetische  P.'  «>d 

.  .      ,             ni.  ,     -1    ,  geometrische  P.';  .continuirlic" 

W«°  nf.V.dfm  eret6n  Ghede'  *     a  das  oder  stetige  P.«  s  u.  dem  Art  .Co*" 

nte  Glied  ist.  tinuirlich.  Multipl.  P."  in  dem  Art. 

Um  die  Summe  der  Glieder  solcher  „  Aequivale  ut"  ;  ferner  die  Art.  tcon* 

Reibe  zu  erhalten,  multiplicire  die  gege-  trageometrische    P. „fortU»* 

bene  Reihe  mit  dem  Exponent  und  schreibe  fende  oder  geordnete  ?.'  indem^ 

sie  darunter.  .Geometrisch«  ?.'  No.  3. 
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Proportionalität. 


die  Art.  „Harmonische  P.  nnd  con- 
traharmonische P." 

Der  Uebelstand,  dafs  wenn  die  Propor- 
tionalität »weier  Arten  Ton  Gröfsen  für 
den  Fall  bewiesen  ist,  wo  die  Gröfsen 
jeder  Art  commensarabel  sind,  dafs  es 
dann  auch  noch  für  den  Fall,  wo  sie  in- 
commensurabel  sind ,  geschehen  mufs, 
veranlafst  ein  allgemeines  Kennzeichen 
aufzusuchen,  für  welches  zwei  Gröfsen 
der  einen  Art  mit  zweien  Gröfsen  der 
anderen  Art  proportional  sind,  diese  Grö- 
fsen mögen  commensarabel  oder  incoui- 
mensurabel  sein,  wenn  nämlich  bei  ihnen 
dieses  Kennzeichen  wahrzunehmen  ist. 

Zwei  Gröfsen  einer  Art  sind  nämlich 
mit  zweien  Gröfsen  einer  andern  Art 
proportional,  wenn  sie  so  zusammenhan- 

5en,  dafs  immer  je  zwei  Gröfsen  der  einen 
rt  dasselbe  Verhältnifs  haben,  als  die 
beiden  ihnen  einzeln  angehörigen  mit 
ihnen  zusammenbangenden  Gröfsen  der 
anderen  Art. 

Das  Kennzeichen  der  Proportionalität 
derselben  ist  nnn  das,  dafs  die  Ganzen 
der  einen  Art  auch  zu  den  Ganzen  der 
anderen  Art  gehören  müssen.  Man  denke 
sich  ein  Dreieck  afg,  in  diesem  zwei  mit 
fg  parallele  Linien  bd  und  ce  gezogen, 
so  hangen  die  beiden  von  den  Seiten 
abgeschnittenen  Stücke  ab,  bc  der  einen 
mit  denen  ad,  de  der  zweiten  Seite  so 
zusammen,  dafs  ad  und  de  als  Gerade 
der  anderen  Art  proportional  sind,  wenn 
die  Summen  ab  +  bc  und  ad  +  de.  Da 
dies  nun  hier  ist,  so  sind  die  genannten 
Geraden  proportional.  Zu  erweisen  ist 
nun  allgemein  der  Lehrsatz. 

Zwei  Arten  von  Geraden  sind  propor- 
tional, wenn  zu  den  Ganzen  zweier  Ge- 
raden der  ersten  Art  immer  auf  das 
Ganze  zweier  jenen  einzelnen  angehöri- 
gen oder  mit  ihnen  zusammenhangenden 
Gröfsen  der  anderen  Art  gehört;  oder 
wenn  zwei  Gröfsen  a,  b  von  einer  mit 
zwei  Gröfsen  A  und  B,  jenen  einzeln  zu- 
gehörig, von  anderer  Art  in  solcher  Be- 
ziehung stehen,  dafs  gleichwie  zu  den 
einzelnen  Gröfsen  a  und  b,  respective 
die  Gröben  A  und  B  stehen,  auch  zu 
dem  Ganzen  jener  =  a  +  b  immer  das 
Ganze  dieser  Gröfsen  =  A  +  B  gehörig 
ist,  so  sind  die  Gröfsen  a  und  b  den 
Gröfsen  A  und  B  proportional  und  man 
hat  a  :  b  =  A  :  B. 

Beweis.  Es  sei£  =  a,  so  ist  der  Vor- 
aussetzung nach  B-A,  und  es  gehört 
dann  zu  a  +  b=a  +  a  =  2a  die  Öröfse 
A  +  A  ~  2A,  d.  h.  das  Ganze  der  einen 
Art  eben  so  abhängig  wie  die  Sinzeinen 
der  einen  zu  dem  einzelnen  der  anderen 


Art.  Es  sei  ferner  b  =  ma,  so  ist  a  +  a 
=  (m  +  1)  a.  Sind  nun  A  und  B  Größen 
anderer  Klasse  und  stehen  mit  a  und  b 
in  gleicher  Beziehung  und  es  findet  zwi- 
schen A  +  B  dieselbe  Beziehung  zu  a  +  b 
statt,  d.  h.  A  +  B  ist  =  (m  +  1)  A,  so  sind 
A,  B  nnd  a,  b  proportional,  denn  aus 
A  +  B  -  (m  +  1)  A  folgt  B  =  mA,  also 
dasselbe  Vielfache  von  A  wie  b  von  a 
ist    Also  a  .b  =  A  :  B. 

m  m 

ist  b  -  —  a ,  also  b  +  a  =  —  a  -f  a 
n  n 

n  +  tn 

-  —  a. 

n 

Ist  nun  A  +  B  auch  =       m  A,  so 

n 

folgt  B  =  ^  A,  mithin  e :  b  =  A  :  B. 

Folglich  besteht  die  Proportionalität 
bei  obiger  Voraussetzung,  wenn  die  Grö- 
fsen commensurabel  sina. 

Sind  die  Gröfsen  einerlei  Art  incom- 

m 

> —  a 

mensurabel,  d.  h.  b    ^  ^  l  also 

<  a 

n 


n  +  m 


b  +  a 


<  a 


j     und  es  ist  £  + 


n 

m  +  s 


ebenfalls 


>  —  a 

letzterem  B    "  ,  ,   ,  d.  h.  es  sind  i 
<-t_1fl 


in 


dem  Verhältnifs  a  :  6  =  /t :  £  die  Hinter- 
glieder immer  zwischen  denselben  Viel- 
fachen ihrer  Vorderglieder  begriffen,  sie 
haben  also  gleich  irrationale  Verhältnifs- 
namen ,  sind  mithin  einander  gleich  und 
man  hat  daher  auch  in  diesem  Falle 
a  :  b  -  A  :  B. 

Proportionale,  mittlere,  zwischen  zwei 
Zahlen.  Die  mittlere  arithmetische  ist 
die  halbe  Summe  beider  Zahlen,  die  mitt- 
lere geometrische  ist  die  Quadratwurzel 
aus  deren  Product. 

Proportionale  Spirale,  s.  v.  w.  j0- 

garitn mische  Spirale". 

Proportionalität,  der  Bestand  zweier 
Zahlen  in  irgend  einer  der  gedachten 
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Proportionalllrkel,  ein  aus  zwei  wie 
die  Schenkel  eines  Zirkels  drehbar  am 
einander  verbundene  Lineale.  Auf  diesen 
Linealen  sind  gerade  Linien  aus  dem 
Hittelpunkt  der  Bewegung  getragen,  die 
nach  verschiedenen  Verhaltnissen  einge- 
teilt sind;  paarweise,  auf  jedem  Lineal 
eine.  Jede  dieser  getheilten  Linien  ist 
ein  Haafsstab,  welcher  die  Stelle  einer 
Tabelle  vertritt,  indem  die  beigesetzten 
Zahlen  gewisse  zn  den  Längen  der  Linien 
gehörige  Gröben  bedeuten.  Dazu  kom- 
men oft  noch  Linien  an  dem  äufseren 
Rande  parallel  mit  denselben.  Diese 
dienen  schlechthin  als  Haafsstäbe. 

1.  Die  arithmetische  Linie  ist  eine 
in  gleiche  Theile  eingetheilte  Linie, 
worauf  die  beigesetzten  Zahlen  die  Län- 
gen ton  dem  Hittelpunkt  der  Bewegung 
oder  Theilung  angeben. 

2.  Die  geometrische  Linie  gibt 
durch  die  Zahlen  der  Eintheilung  die 
Quadrate  der  Längen  an,  wo  das  Qua- 
drat der  Länge  1  zur  Einheit  dient.  Die 
Längen  verhalten  sich  wie  die  Quadrat- 
wurzeln der  beigezeichneten  Zahlen. 

3.  Die  cubische  Linie  gibt  durch 
die  Zahlen  der  Eintheilung  die  Würfel 
der  Längen  an ,  so  dafs  die  Längen  selbst 
sich  wie  die  Kubikwurzeln  der  Zahlen 
verhalten. 

4.  Die  Linien  der  Seiten  regu- 
lärer Vielecke  zeigt  für  die  beige- 
setzte Zahl  der  Seiten  die  verhältnis- 
mäßige Länge  derselben,  so  dafs  jede 
dieser  Längen  auf  dem  Kreise,  dessen 
Halbmesser  der  Seite  des  Sechsecks  gleich 
ist,  sich  so  oft  herumtragen  läfst  als  die 
Anzahl  der  Seiten  angibt.  Die  Seite  des 
Sechsecks  sei  =  r,  die  Anzahl  der  Seiten 
eines  Vielecks  =  n ,  so  ist  die  Seite  = 


Auf  dem  Proportionalzirkel,  wie  ihn 
Galilei  angegeben  hat,  sind  die  Zahlen 
der  Vielecke  in  umgekehrter  Ordnung 
gesetzt.  Die  Länge  zu  der  Zahl  6  ist 
nun  die  Seite  und  die  Länge  zu  einer 
anderen  Zahl,  z.  B.  10,  ist  der  Halbmes- 
ser zu  dem  Zebneck  oder  Vieleck. 

6.  Die  Linie  der  Chorden  der 
Polygon winkel  zeigt  die  Verhältnisse 
der  Chorden  von  den  Nebenwinkeln  der 

1 80° 

Zentriwinkel  an.  Diese  sind  =2r«w  — — - 

Die  Linie  ist  entbehrlich. 

6.  Die  tetragonischo  Linie  zeigt 
für  die  beigesetzte  Zahl  der  Seiten  re- 
gulärer Vielecke,  welche  gleichen  Inhalt 
haben,  die  verhältnifsniäfsigo  Länge  der 


Seiten.   Der  gegebene  Inhalt  sei  a',  die 

4«*  180° 

Seite  =e,  so  ist  *«=  —  tg  — ,  z.  B. 

wenn  die  Seite  des  Dreiecks  10000  Theile 
erhält,  so  ist  die  8eite  des  eben  so  gro- 
fsen  Vierecks  =  6580,  des  eben  so  gro- 
fsen  Fünfecks  5017  u.  s.  w. 

7.  Die  Linie  für  die  Eintragung 
der  regulären  Körper  in  eine  Ku- 

Sel  zeigt  die  verhältnifsmäfsige  Länge 
es  Durchmessers  einer  Kugel  und  der 
Seiten  der  einzutragenden  Korper. 

8.  Die  Linien  für  die  Verwand- 
lung der  regulären  Körper  zeigt  die 
verhältnifsmäfsige  Länge  der  Seiten  bei 
gleichem  Inhalt,  zugleich  mit  dem  Durch- 
messer einer  gleich  grofsen  Kugel. 

9.  Die  Linie  der  Chorden  gibt  die 
Länge  der  Chorden  zu  den  beigesetzten 
Graden  eines  Kreisbogens  an,  wobei  die 
Länge  zu  60°  der  Halbmesser  ist.  Diese 
Linie  dient  zugleich  als  Linie  der  Si- 
nus für  die  halben  Bogen. 

10.  Die  Linie  der  Tangenten  gibt 
die  Länge  der  Tangenten  zu  den  beige- 
setzten Graden  eines  Kreisbogens  an, 
wobei  die  Tangente  von  45°  der  Halb- 
messer des  Kreises  ist.  Um  Verwirrung 
in  der  Eintheilung  für  die  kleinen  Bogen 
zu  vermeiden,  wird  diese  Linie  an  der 
äufseren  Seite  der  beiden  Schenkel  ge- 
zeichnet, so  dafs,  wenn  beide  gerade  aas- 
gestreckt werden,  sie  zusammen  die  voll- 
ständige Linie  der  Tangenten  bis  zu  der 
Tangente  2  oder  dem  doppelten  Halb- 
messer (=  ig  63°  26' . . .)  ausmachen. 

11.  Die  Linie  zur  Eintheilung 
einer  geraden  Linie  dient,  eine  ge- 
rade Linie  in  2  bis  12  gleiche  Theile 
zu  theilen;  ferner  die  Eintheilung  nach 
dem  äufseren  und  mittleren  Verhaltnisse 
zu  machen;  auch  zu  dem  Durchmesser 
eines  Kreises  den  Umfang  oder  umge- 
kehrt zu  rinden.   Sie  ist  entbehrlich. 

12.  Die  Fortificationslin ie  enthält 
die  verhältnifamäfcigen  Längen  der  Halb- 
messer regulärer  Vielecke  für  eine  ge- 
gebene Länge  der  Seite,  auch  noch  die 
zugehörigen  Längen  der  Flanke,  der  Kehl- 
linie und  der  Kapitallinie,  die  aber  nach 
alten  Systemen  genommen  zu  werden 
pflegen.  Diese  Linie  mag  fuglich  weg- 
bleiben, da  auch  die  Maaise  an  den 
Bastionen  keine  bestimmten  Verhältnisse 
haben  können. 

13.  Die  metallische  Linie  enthält 
die  Durchmesser  gleich  schwerer  Kugeln, 
also  überhaupt  die  ähnlich  liegendeu 
Seiten  gleich  schwerer  ähnlicher  Körper 
von  verschiedenen  Metalleu. 
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14.  Man  findet  auch  noch  auf  den  Pro- 
portionalzirkeln  eiiien  Kaliberstab  für 
Geschütz  und  Kugeln  an  der  äusseren 
Seite  gezeichnet,  bei  dessen  Gebrauch 
das  Instrument  ganz  geöffnet  wird,  dais 
es  ein  gerader  Maafsstab  wird. 

15.  Lombert  hat  dem  Pmportionalzirkel 
eine  besondere  Kiurirhtung  zu  perspec- 
tiv ischen  Zeichnungen  gegeben. 
Auf  «1er  einen  Seite  sind  fünf  Paar  Linien 
gezogen,  an  welchen  die  Längen  sich 
umgekehrt  wie  die  Eintheilungszablen 
verhalten ,  um  dadurch  den  perspectiv^ 
sehen  Abstand  eines  Punktes  von  der 
Hori/ontailinie  zu  finden.  Auf  der  an- 
deren Seite  sind  die  Linien  der  Sinus, 
Tangenten  und  Secanten  gezeichnet  nebst 
einer  elliptischen  Linie,  durch  deren 
Hülfe  die  Ordinaten  einer  Ellipse  für  an- 
genommene Ellipsen  gefunden  werden. 

16.  Jacob  Bernoulli  hat  einen  Propor- 
tionalzirkel für  Schifffahrer  angegeben. 
Aus  dem  Rhumb  (der  Richtung  des  Schif- 
fes) und  der  Veränderung  der  Breite 
wird  dadurch  die  Veränderung  der  Länge 
gefunden. 

17.  Die  Engländer  haben  viel  weniger 
Doppellinien  an  ihren  Sectoren  oder  Pro- 
portionalzirkeln,  aber  mehr  einzelne  au 
den  äufseren  Seiten  als  Maafsstäbe ,  von 
jenen,  nach  Hutton  nur  die  arithmetische, 
diejenige  der  Chorden,  Sinus,  Secanten, 
Tangenten  bis  45°  und  nach  einem  klei- 
nereu Maafsstäbe  über  45°  liebst  der 
Linie  der  Polygoue.  Als  Maafsstäbe  ein- 
fach, einer  in  /olle  und  kleinere  Theile 
getheilten,  ferner  für  Chorden,  Sinus, 
Tangenten,  einige  zur  SchinTahrt  die- 
nende und  einige  logarithmische  Maafs- 
stäbe. 

18.  Der  Proportionalzirkel  ist  ein  nütz- 
liches Instrument  für  Personen,  die  im 
Rechnen  und  in  geometrischen  Instruc- 
tionen ungeübt  sind  Es  ist  aber  kost- 
bar, besonders  wenn  es  vollständig  sein 
soll.  Auch  uiufs  es  eine  ziemliche  Länge 
haben,  wenn  man  eine  gewisse  Genauig- 
keit erhalten  will.  Mäfsig  geübte  können 
es  füglich  entbehren. 

19.  Der  Gebrauch  beruhet  auf  der  Lehre 
von  den  ähnlichen  Dreiecken:  In  dem 
:\.\ltc  sei  DE  4=  BC ,  so  sind  die  Drei- 
ecke ABC,  ADE  ähnlich  und  es  ist 
AB  :  AD  -  BC :  DE.  Dadurch  werden  die 
Glieder  eines  gegebenen  Verhältnisses 
AB  i  AD  in  diejenigen  eines  diesem  glei- 
chen BC :  DE  verwandelt,  von  welchen 
eines  BC  oder  DE  gegeben  wird.  Auf 
dem  Proportionalzirkel  nimmt  man  auf 
zwei  gleichbenannten  Linien  AB,  AB 
die  gleichen  Längen  AC ,  AC  und  AD, 

IV. 


AD,  so  sind  CC,  DD  parallel  bei  jeder 

Eröffnung  des  Instruments.  Oeffnet  man 
dasselbe  so  weit,  dafs  man  mit  einem 
Handiirkel  zwischen  zwei  gleichnamigen 
Punkten  C,  C  eine  gegebene  Linie  fafst, 
so  erhält  man  zwischen  zwei  anderen 
gleichnamigen  Punkten  D,  D  (die  auch 
auf  der  anderen  Seite  von  C,  C  liegen 
mögen)  eine  Linie  DD,  die  zu  CC  das 
Verhältnis  AD :  AC  hat,  und  die  Linien 
CC,  DD  haben  auf  die  bei  C,  D  gesetz- 
teu  Zahlen  eben  die  Beziehungen,  wie 
AC  und  AD  geeen  sie  haben. 


Fi*.  9  >4. 


Z.  B.  CC  uud  CD  sollen  die  ähnlich 
liegenden  Seiten  zweier  ähnlicher  Figu- 
ren sein,  deren  Flächen  sich  wie  3:2 
verhalten,  so  nimmt  man  auf  der  geo- 
metrischen Linie  beider  Schenkel  zwei 
Punkte  C,  D,  deren  Zahlen  wie  3  i  2  sind, 
daher  eben  so  die  ähnlichen  über  CC 
und  DD  gezeichneten  Figuren.  Ist  die 
eine  gegeben,  so  hat  man  gleich  durch 
das  Instrument  die  andere. 

Man  wolle  die  Seite  eines  Fünfecks 
haben,  dessen  Halbmesser  gegeben  wird. 
Auf  der  Linie  der  Polygone  nehme  mau 
zwischen  den  Punkten  6,  6  die  Weite 
DD  dem  Halbmesser  gleich,  und  dann 
die  Weite  CC  zwischen  den  Punkten  5, 
b,  so  ist  CC  die  gesuchte  Seite  des  Fünf- 
ecks. Ist  die  Seite  des  Vielecks  gegeben, 
so  fafst  man  diese  zwischen  den  zugehö- 
rigen Zahlen  und  das  Intervall  6,  6  ist 
der  Halbmesser  zu  demselben. 

20.  Der  Proportionalzirkel  hat  anfangs 
noch  eine  andere  Gestalt  gehabt  als  die 
jetzt  gewöhnliche  hier  beschriebene,  näm- 
lich die  eines  Doppelzirkels  mit  eiuem 
verschiebbaren  Gewinde,  welches  nach 
deu  bezifferten  Abtheilungen  auf  den 
Schenkeln  gestellt  und  befestigt  wird. 
Dieser  Zirkel  bildet  zwei  Vertikalwinkel, . 
an  welchen  die  Abstände  der  Spitzen  sich 
wie  die  Längen  der  gleichen  Schenkel 
verhalteu.     Speckle  in  seiner  Architec- 
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tnra  von  Festungen,  welche  zum  ersten- 
male  1589  herausgekommen  ist,  erwähnt 
gleich  im  Anfange  eines  solchen  Zirkels 
zum  Verjüngen,  zugleich  eines  anderen 
zu  diesem  Zwecke  ganz  in  der  Form  un- 
seres Proportionalzirkels  „Andere",  sagt 
er,  „ haben  einen  breiten  Zirkel  gemacht, 
mit  einem  unbeweglichen  Centro,  da  sie 
dann  auf  beiden  Linien  in  der  Mitte  der 
gespaltenen  Linien  die  Theilungen  der 
Verjüngungen  gemacht,  und  so  weit  man 
ihn  allewege  aufthut,  ist  allewege  die  Ver- 
jüngung von  einem  bis  in  die  20  Theile 
gestanden  und  hat  man  solche  Theilung 
mit  einem  andern  Zirkel  nehmen  und 
suchen  müssen."*  Er  habe,  fährt  er  fort, 
„diese  und  andere  Zirkel  im  Gebrauch 
nicht  genau  genug  gefunden,  sondern 
habe  sich  andere  machen  »aas«»/  die  völ- 
lig so  beschaffen  sind,  v*de  dft  noch  jetzt 
üblichen  Doppelzirkel  mit  entgegenge- 
setzten Schenkeln  und  festem  de  winde. 
Kr  hat  deren  mehrere  mit  verschiedenen 
Verhältnissen  der  Länge  der  Schenkel 
abgebildet.  Für  alle  diese  Instrumente 
gebraucht  er  die  Benennung  Froportio 
nalzirkel. 

21.  Ana  dem  DoppeHrirVel  mit  beweg- 
lichem Gewinde  ist  vermuthlich  der  Pro- 
portionalzirkel des  Jobst  Burgi  oder  Justus 
Byrgius  entstanden,  den  Levin  Hulsius 
in  seinem  dritten  Tractat  der  mechani- 
schen Instrumente  (Frankfurt  1604)  be- 
schreibt. Es  sind  auf  den  Schenkeln 
mehrerlei  Abtheilu  ngen,  sechs  Arten  an- 
gebracht, um  nicht  blofs  Linien,  sondern 
auch  Flächen  und  Körper  au  verjüngen 
oder  zu  vergröbern  und  noch  einige 
Verhältnisse  anzugeben.  Man  fafst  mit 
diesem  Zirkel  die  eine  Linie  zwischen 
dem  einen  Paar  Schenkeln  und  erhält 
zwischen  den  Spitzen  des  anderen  Paars 
die  dazu  gehörige  Linie. 

22.  Clavius  beschreibt  in  seiner  Geo- 
metria  practica,  die  zuerst  zu  Rom  1604 
herausgekommen  ist,  einen  Proportional- 
zirkel nach  der  gegenwärtigen  Form. 
Dieser  hat  auf  der  einen  Fläche  nur  die 
arithmetische  Linie,  auf  der  anderen  die 
Linie  der  Chorden.  Clavius  schlägt  den 
Namen  Instrnmentnm  partium  vor.  Er 
sagt  nicht,  dafs  er  ein  neues  Instrument 
angäbe. 

23.  Galiläi  machte  seinen  Proportio- 
nalzirkel im  J.  1606  bekannt,  in  einer 
sehr  selten  gewordenen  Schrift.  Die  Ein- 
richtung ist  ganz  wie  an  den  jetzt  ge- 
wöhnlichen  Instrumenten.     Die  darauf 

gezogenen  Linien  sind  die  arithmetische, 
geometrische,  stereo metrische,  metallische, 
polygraphische  (für  regelmäßige  Vielecke) 


die  tetragoniea  und  eine  adjuncta,  mit- 
telst welcher  Kreisabschnitte  nnd  Hön- 
de quadrirt  werden  können.  Mathias 
Bernegger  hat  die  Schrift  ins  Lateinische 
übersetzt  und  mit  einem  Comentar  ver- 
sehen, welcher  wieder  ins  Italienische 
übersetzt  ist,  wie  er  es  sehr  verdiente. 
Er  fügte  noch  die  Linie  der  Chorden  und 
zwei  Linien  für  die  regulären  Körper 
bei.  Ein  Mailänder  Balthasar  Capra 
eignete  sich  in  einer  Schrift  die  Erfin- 
dung dieses  Instrumenta  zu,  worüber  Ga- 
liläi mehr  als  es  die  Sache  verdiente  und 
er  es  nöthig  hatte,  sehr  aufgebracht  wurde, 
sogar  daJa  ohne  Zweifel  auf  seine  Ver- 
anlassung alle  vorräthigen  Exemplare  der 
Schrift  des  Capra  confiscirt  wurden.  Er 
bestätigte  durch  Zeugnisse,  dafs  er  den 
Proportionalzirkel  vor  10  Jahren  (um 
1597)  erfunden  habe,  und  dafs  seit  der 
Zeit  wohl  anf  100  Stück  in  Padua  wären 
gefertigt  worden.  Einem  Manne  wie  Ga- 
liläi mag  man  dieses,  und  wenn  die  Sache 
viel  wichtiger  wäre ,  auf  sein  Wort  glau- 
ben. Vielleicht  hat  Canra  ihn  blos  necken 
wollen,  auf  Anstiften  der  Neider  und  Wi- 
dersacher des  Galiläi. 

24.  Die  Form  des  Galiläf sehen  Pro- 
portionalzirkels ist  also  nicht  neu,  wohl 
aber  der  Gebranch.  Denn  die  ältere 
diente  nnr  zur  einfachen  Verjüngung 
oder  Vergröfserong  der  Linien,  da  sie 
blofs  die  arithmetische  Linie  enthielt. 
Die  galiläische  Einrichtung  dient  zu  man- 
cherlei geometrischen  Constructionen  und 
mag  seihst  zu  Rechnungen  bisweilen  an- 

Eewandt  werden.  In  Absicht  anf  die  Be- 
anntmachung  durch  den  Druck  ist,  nach 
der  von  Speckle  geschehenen  Erwähn n ng 
zweier  Verjüngungs- Instrumente,  das 
Byrgius-Instrnment  das  ältere,  denn  die 
Zueignung  des  Werkes  von  Hulsius  vom 
20.  Mai  1603  und  die  der  Gallileisehen 
Schrift  vom  10.  Juli  1606. 

26.  Hulton  erzählt  in  seinem  Wörter- 
buch die  Geschichte  des  Proportionalzir- 
kels folgendermaafsen.  Man  schreibt, 
sagt  er,  die  Erfindung  dem  Guido  Baldo 
oder  Ubaldo  um  das  Jahr  1668  zu.  Die 
erste  gedruckte  Nachrieht  davon  gibt 
Caspar  Mordente  zn  Antwerpen  im  Jahr 
1584,  welcher  erzählt,  dafs  sein  Bruder 
Fabricius  Mordente  in  dem  Jahr  1554 
das  Instrument  erfunden  habe.  Darauf 
hat  Daniel  Speckle  zu  Strafsburg  im 
Jahre  1589  es  beschrieben,  nach  ihm 
Thomas  Hood  in  London  1598,  worauf 
sehr  viele  Schriftsteller  über  die  Geome- 
trie davon  gehandelt  haben. 

Es  ist  hier  ein  Mifsverstand  in  den 
Benennungen  vorhanden,  aus  dem,  wma 
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AD  x  £C  +  AB  x  CD  =  ACx(BE  +DR) 

=  ACx  BD. 


ich  ans  des  Speckle  Werk  angefahrt  habe, 
sieht  man ,  dafs  die  ältere  Einrichtung 
in  Doppelzirkel,  Termuthlich  mit  beweg- 
lichem Gewinde  gewesen  ist.  Es  wäre 
unbegreiflich,  wie  in  dem  Streite  zwischen 
Galil  ai  und  Capra  diese  früheren  An- 
sprüche auf  die  Erfindung  des  Propor- 

tionalzirkels  nicht  in  Anregung  gekom-  {V6.186  "2***1? unktTej  Grenzer ivon 
men  sind.  Linien,  die  Orte,  wo  Linien  sich  schnei- 


Pankt  ist  nach  Euklid,  was  keine  Theile 
hat;  der  Punkt  kann  znr  Wahrnehmung 
durch  die  Sinne  nicht  dargestellt  wer- 
den.    In  der  Geometrie  hat  man  für 


26.  Ueber  den  Proportionalzirkel  sind 
Tiele  Schriften  erschienen.  Ein  Verzeich- 
nifs  findet  man  in  Scheibers  neuer  Aus- 
gabe von  Scheffelts  Unterricht  vom  Pro- 
portionalzirkel, Breslau  1781  in  Leupold 
Theatro  . . . ,  wo  auch  die  Byrgische  Ein- 
richtung abgebildet  und  beschrieben  ist, 
und  in  Kästners  Geschichte  der  Mathe- 
matik. 

Pseudomorphosen,  (Kryst.)  s.  v.  w. 
„  Afterkrystalle". 

Ptolemäischer  Satz.  In  einem  Vier- 
eck im  Kreise  ist  die  Summe  der  Pro- 
ducta je  zweier  gegenüberliegender  Seiten 
gleich  dem  Product  der  beiden  Diago- 
nalen. 

Also  ADxBC+  ABxCD  =  ACx  BD. 
Fig.  925. 


r 

(ß 

Denn  zieht  man  die  Linie  AE 


Z  BAE  =  z.CAD 
/LABE-  /_ACD 


so  dafs 
so  ist,  da 

&BAE<s>&CÄD  " 
Nun  ist      /.BAC=Z.BAE+  ^CAE 

also  auch  =  /_CAD  +  ^CAE 

=  £  DAE. 

Ferner  ist    /_ACB  =  /_ADB  =  ADE 

Hieraus  hat  man 

£ABC  =  Z.AED 

folglich  &ABC<»&AED 
daher  AB  :  BE  =  AC-.CD 

auch  AC.BC-AD.ED 
oder  ABxCD=  BExAC 

AD  x  BC  =  ED  x  AC 
hieraus  durch  Additon 


den,  Durchschnittspunkte,  bei  Tan- 
genten Berührungspunkte.  Punkt« 
sind  die  Spitzen  von  Winkeln  und  Ecken. 
In  der  Statik  hat  man  Angri ffspunkte 
der  Kraft,  Momentenpunkt  e.Schwer- 
punkte,  todte  Punkte  (s.  „  Neben  last  *) 
u.  s.  w. 

Punkt  der  mittleren  Entfernung. 

1.  Der  Punkt  der  mittleren  Ent- 
fernungen oder  der  Mittelpunkt  der 
Entfernungen  eines  Vielecks  ist  der 
Punkt  in  der  Ebene  desselben,  welcher 
die  Eigenschaft  besitzt,  dafs  seine  Ent- 
fernung von  jeder  in  der  Ebene  des 
Vielecks  willkuhrlich  angenommenen  ge- 
raden Linie  oder  Axe  das  arithmetische 
Mittel  der  Entfernungen  positiv  oder  ne- 
gativ genommen  wird,  je  nachdem  sie 
auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  der 
Axe  liegen.  Auch  auf  Vielecke,  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  selbst  auf  will- 
kührlicbe  Punkte  im  Raum  läfst  sich 
dieser  Begriff  erweitern ,  wenn  nur  will- 
kührliche  Ebenen  im  Raum  als  Axen  an- 
genommen werden.  Die  nöthige  Kürze 
gebietet  jedoch,  die  Untersuchung  auf 
Vielecke  in  einer  Ebene  zu  beschranken, 
um  so  mehr,  da  sie  sich  leicht  auf  den 
Raum  überhaupt  auch  ausdehnen  lassen 
wird,  wenn  sie  für  den  spezielleren  Fall 
richtig  aufgefafst  worden. 

Carnot  hat  den  Punkt  der  mittleren 
Entfernungen  in  die  Geometrie  eingeführt 
und  in  seiner  Geometrie  de  Position  viele 
merkwürdige  Eigenschaften  desselben  be- 
wiesen. Uebrigens  lehrt  die  Mechanik, 
dafs  dieser  Punkt  mit  dem  Schwerpunkt 
mehrerer  gleichen  Massen  in  den  Spitzen 
des  Vielecks  einerlei  ist. 

2.  Zuvörderst  ist  zu  zeigen,  dafs  es  für 
jedes  Vieleck  einen  Punkt  der  mittleren 
Entfernungen  gibt.  Nimmt  man  näm- 
lich willkührlicn  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Axen  an  und  bezeichnet  die  Co- 
ordinaten  der  Spitzen  des  Vielecks  durch 

so  ist,  wenn  die  Seitenzahl  =  n  ist,  der 
Punkt,  dessen  Coordinaten 

x~-  (*i  +  *»+*«  +  ••■) 

y  -  t  (y.  +    +  y»  +  •  •  • ) 
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sind,  der  Pnnkt  der  mittleren  Entfernun- 

Sen.  Um  dies  zu  beweisen,  ist  zu  zeigen, 
als  diese  Gleichungen  oder  wenigstens 
die  Ordinatengleichung  für  jede  zwei  an- 
dere Axen  eben  so  stattfinden.  Sind  diese 
Axen  zuerst  den  primitiven  parallel ,  die 
Coordinateu  ihres  iHuchschnittspunkts  in 
Bezug  auf  die  primitiven  Axen  a,  A,  so 
ist,  wenn  die  neuen  Coordinaten  durch 
Iudices  von  den  primitiven  unterschieden 
werden  offenbar 


x'=x 


a,  x,'-x, 


*  t  ~  't  ~  a 


y  y,'  =  y,  •  *i  y\  -yt-b... 

wenn  nur  a,  6  immer  mit  den  gehörigen 
Zeichen,  genommen  werden.  Nach  der 
Voraussetzung  ist  aber 

1 


x  —  a 


x  —  a  — 


y    b  = 


eins  gelten,  dessen  Axen  durch  den  An- 
fang des  primitiven  Systems  gehend  den- 
ken. Auch  lassen  sich,  wie  sogleich 
in  die  Augen  fällt,  diese  beiden  Systeme 
in  immer  paralleler  Lage  jederzeit  so  weit 
fortrücken,  dafs  das  gegebeue  Vieleck 
ganz  zwischen  die  Schenkel  des  Winkel» 
a'Ay  und  man  also,  ohne  der  Allgemein- 
heit zu  schaden ,  nur  die  beiden  in  der 
Figur  dargestellten  Fälle  je  nachdem 
der  Z«  <  oder  >  90°  ist,  zu  betrachten 
braucht. 

P  ist  irgend  eine  Spitze  des  gegebenen 
Vielecks.  In  Fig.  926,  a  ist  AB  =  x, 
PB=y,  AB'=x\  PB'=y\  AB  =  AC  -  B'D, 
PB  =  B'C  i  PI)  d  i. 

x  —  x' cottt  —  y' tin  «,  y  =  x'tin  a  +  y'  cot  u 

Fig  92G. 


•  —  m  m  — ■  [(x,  -  a)  +  (x,  -  a) 

+      -«)  +  ..] 

y-b  =  ^[(y,-t>)\(i,t-6) 

-*)+...] 

x'=±(x,'  +  x\  +  »',+...) 

so  dafs  unsere  Gleichungen  auch  für  das 
neue,  dem  primitiven  parallele  System 
gelten.  Auen  sind  sie  für  jede  zwei  neue 
auf  den  primitiven  senkrechte  Axen  rich- 
tig, weil  man  offenbar  a  und  y  vertau- 
schen kann.  Ist  nun  aber  irgend  ein 
anderes  System  gegeben,  so  kann  man 
sich,  weil  uusere  Gleichungen  für  alle 
parallelen  Systeme  gelten,  wenn  sie  für 


In  Flg.  926,  b  dagegen  ist  AB  =  —  xt 
I'B  =  y,  Aß'  =  x',  Ph'=-y'.  AB-  AC 
-  B'D,  PB  =  B'C  +  PD  d.  i. 
-x  -  x'  cot  (1 80°  -  r)-  (-  y')  rot  (n  -  9o°) 

y  =  m*  tin  (180°  -  k)  +  (-  y")  «»(«-90^ 
welche  Gleichungen  sich  leicht  ganz  auf 
dieselbe  Form  wie  die  obigen  bringen 
lassen.  Mittelst  Elimination  erhält  man 
leicht  aus  ihnen 

Jr'=  y  sin  n  +  i  cot  n ;  y'=  y  cot  a  —  x  »in  a 
Nun  ist  nach  Voraussetzung 


y  sin  «  =      (y,  t in  a  +  y,  I in  «  +  y,  tin  tt  4-  . . .) 


j  cot  tt  - 


(x,  cot  a  -f-  x%  cot  «4  j  ,  cos  a  +  . . .) 


y  rot  «  =  —  (y,  rot  tt  +  y,  rot  a  +  //,  rot  a  +  . . .) 


x  «im  tt  =  —  (a,  tin  n  +  x,  *i*  rt  +  x,  tin  a  4  . .  0 


[(y,  «iit  «  4      cot  er)  +  (y,  «in  «  +  /,  cu«  a)  +  . .  .1 


y  ttn  rr  -f  x  rot  tt  = 
y  cot  er  4"  *  »in  ft  =  "  [(y,  ct»i  <t  -  x,  tin  u)  +  (y,  roi  a  —  x,  lin     4-  . .  .] 
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d.  i.  nach  dem  so  eben  bewiesenen 
*'=  1  (*/  +  *•,+*»,  +  .. .) 

»•=-"■<*'  + »'•+»'.  +  •■•> 

die  beiden  Ausdrücke  für  x,  y  gelten 
also  für  jedes  System,  und  der  durch  diese 
Coordinaten  bestimmte  Punkt  ist  also 
der  Punkt  der  mittleren  Entfernung  des 
Vielecks. 

3.  Legt  man  durch  den  Punkt  der  mitt- 
leren Entfernung  irgend  eine  gerade  Linie 
als  Axe  der  y;  so  ist  y  -  0  und  folg- 
lich an 

v,  +  y.  +  y»  +  •  •  —  o 

d.  b.  die  8umme  der  Entfernungen  aller 
Spitzen  des  Vielecks  von  jeder  durch  den 
Punkt  der  mittleren  Entfernungen  ge- 
hende gerade  Linie  =  0.  Eine  solche 
Linie  heifst  eine  Axe  der  mittleren 
Entfernungen,  für  welche 

9,  +  y»  +  y,  + . . .  =  o 

ist,  dnrch  einen  Punkt,  nämlich  durch 
den  Punkt  der  mittleren  Entfernungen. 
Denn  man  erhält  denselben  durch  die 
Coordinaten 

x  =  —  (x,  -f  x,  4-  x,  +  .  • .) 
y  =  -^(y,  +  y,  +y.  +  •  ••) 

Ist  nun  y,  +  y,  +  y,  -I- .  .  =  0,  so  ist 
auch  y  =  0,  und  der  Punkt  der  mittleren 
Entfernungen  mufs  also  in  der  Axe  lie- 
gen ,  auf  welcher  die  y  senkrecht  sind, 
u.  i.  in  der  gegebenen. 

4.  Durch  eine  ganz  einfache  geome- 
trische Betrachtung  erhellt  augenblick- 
lich, dafs  im  Dreieck  für  jede  von  einer 
Spitze  nach  der  Mitte  der  Gegenseite 
gezogene  gerade  Linie  als  Axe 

y,  +  y,  +  •  •  =  0  ist. 
Daher  sind  diese  drei  geraden  Linien 
Axen  der  mittleren  Entfernungen  und 
schneiden  sich  in  einem  Punkt,  näm- 
lich in  dem  Punkt  der  mittleren  Entfer- 
nungen des  Dreiecks. 

Eben  so  leicht  erhellt,  dafs  der  Punkt 
der  mittleren  Entfernungen  eines  Paral- 
lelogramms der  Durchschnittspunkt  seiner 
beiden  Diagonalen  ist. 

5.  Zieht  man  Ton  dem  Punkt  der  mitt- 
leren Entfernungen  nach  allen  Spitzen 
des  Vielecks  gerade  Linien  sf;  », ;  s,  ... 
nnd  bezeichnet  die  Winkel ,  welche  diese 
Linien  mit  irgend  einer  durch  den  Punkt 
der  mittleren  Entfernungen  gezogenen 
treraden  Linie,  die  man  als  Axe,  den 
Punkt  der  mittleren  Entfernungen  als 


15    Punkt  d.  mittler.  Entfernung. 

Anfang  der  r  annehmen  mag,  einschlie- 
fsen,  diese  Winkel  immer  nach  einer 
Seite  hin,  von  0  bis  360°  gezählt,  durch 

er, ;  at ;  n,  .  .  .  SO  ist: 
x,  =  *,  cottt,;  x,  =  >,  com  «,  ;  x,=  *,  c<w«, 
y,  =  *,  «in  rr„  y,  =  *,  sin  ir, ;  y,  =  *,  «««, 
folglich  da  hier  x  =  y  =  0  ist 

0=  (»,  com  a,+  »,  com  «,+  8,  cot *,+  ...) 
0=  —  (*,  rin        Sjtin«,-!-  s,  «ner, +  .) 

9t 

und  demnach,  wie  auch  die  Transversale 
durch  den  Punkt  der  mittleren  Entfer- 
nungen gelegt  sein  mag 
0  =  5,«««,  +  *,  co$  «,  +  *i  e0*  a s  +  •  •  •  • 
0  =  *,  »in  a,  +  s,  »in  «,  -f  s,  «»«,  +  ... . 

6.  Zieht  man  nun  von  irgend  einem 
anderen  Punkt  in  der  vorher  durch  den 
Punkt  der  mittleren  Entfernungen  will- 
kührlich  gelegten  Axe  nach  allen  Spitzen 
des  Vielecks  gerade  Linien  */; 

und  bezeichnet  die  Entfernung  des  ange- 
nommenen Punktes  vom  Punkte  der  mitt- 
leren Entfernungen  durch  a,  so  bilden  a; 

*, ;  *'  . . .  Dreiecke,  auf  deren 
Grundlinie  a  die  Perpemlikel  y,;  jr, ;  y,... 
von  ihren  Spitzen  gefällt  sind.  Nimmt 
man  nun  auf  das  Vorzeichen  des  a  und 
des  x  gehörig  Rücksicht,  so  folgt  aus 
den  Elementen  und  No.  5  sogleich,  dafs 
immer 

*',»  =  >,»  +  a*  -  lax,  =  i  »  +  «'  -  2aj,  com  a, 
*' s  ,«+ a' -  2a.r  ,  =     + a«- 2<i»  ,  co*  a  , 

»' ,»  =        «» -  2ax,  =  5,»  +  «J-  2a>,  com  at 

u.  s.  w. 

folglich  durch  Addition 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Ent- 
fernungen irgend  eines  Punkts  in  der 
Ebene  eines  Heeks  von  dessen  it  Winkel- 
spitzen ist  immer  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Entfernungen  des  Punktes  der 
mittleren  Entfernungen  von  den  n  Win- 
kelspitzen nebst  dem  n  fachen  Quadrat 
der  Entfernung  des  ersten  Punkts  von 
dem  Punkt  der  mittleren  Entfernungen 
gleich.  Mittelst  No.  4  ergeben  sich  hier- 
aas leicht  spezielle  merkwürdige  Sätze 
für  Dreieck  und  Parallelogramm. 

7.  Eine  unmittelbare  Folge  hieraus  ist, 
dafs  die  Entfernungen  des  Pnnkts  der 
mittleren  Entfernungen  von  des  Vielecks 
Spitzen  die  kleinste  Quadratsumme  geben. 

8.  Beschreibt  man  aus  dem  Punkt  der 
mittleren  Entfernungen  mit  willkürli- 
chem Radius  r  einen  Kreis,  so  ist  für 
jeden  Punkt  der  Peripherie  dieses  Krei- 
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see  die  Somme  der  Quadrate  seiner  Ent- 
fernungen von  den  Spitzen  des  Vielecks 
eine  constante  Gröfse  nämlich 

=  *,»  +  *,»  + *•'  +  •••  +  nr« 

9.  Setzt  man  letztere  Grobe  =  9',  so 
erhält  man 

r  =  |/JL  pi-^-v-V+'.O 

Die  Peripherie  des  aus  dem  Punkt  der 
mittleren  Entfernungen  mit  diesem  Radius 
beschriebenen  Kreises  ist  also  der  geo- 
metrische Ort  der  Punkte,  für  welche  die 
Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen 
von  den  Spitzen  des  Vielecks  eine  con- 
stante Gröfse,  nämlich  s  9'  ist,  wie  schon 
Appolonins  beweist.  Appolonius  ebene 
Gort  er,  wiederhergestellt  von  R.  Simson, 
übersetzt  von  Camerer.  Ein  ähnlicher 
Satz  läfst  sich  auf  ganz  analoge  Art  von 
der  Kugel  beweisen.  Man  sehe  Klügel's 
Lehrbuch  der  Statik. 

10.  Von  jeder  der  n  Spitzen  ziehe  man 
jetzt  an  alle  diese  n  Spitzen  gerade  Li- 
nien »,';      ;*',  +  ...;      +  *»  +  »ta  •  •  •  } 

*r*  +  *i*  4*  *>*  •  •  •  i    *>    i    *«    5    *|     +  •••> 

bezeichne  die  von  dem  Punkt  der  mitt- 
leren Entfernungen  an  die  n  Spitzen  ger 
zogenen  geraden  Linien  durch  o';  aa;  a*; . . . 
und  setze 

(«V  +  fcV +(«")'+...  =S 
so  ist  nach  No.  6 

(»,0»  +  (»',)'  +  (»'.)'  +  •••  =S+»(aV 

+      =  S  + ■<•»)» 

{•y  +  (Of  +  (*»")'  +  ...=*+»<«")■ 

Es  ist  aber  offenbar  *,a=. ..  =  0 

und  allgemein  i*m  =         Folglich  ist  das 

Aggregat  aller  Gröfsen  auf  der  linken 
Seite  die  doppelte  Summe  der  Quadrate 
aller  die  n  Spitzen  des  Vielecks  zu  zweien 
mit  einander  verbindenden  geraden  Linien. 
Bezeichnet  man  nun  diese  doppelte  Summe 
durch  22,  so  erhält  man  durch  beider- 
seitige Addition  leicht  22=2»S,  2  =  »S, 
so  dafs  also  die  Summe  der  Quadrate 
aller  die  Spitzen  des  Vielecks  zu  zweien 
mit  einander  verbindenden  Linien  der 
n  fachen  Summe  der  Quadrate  der  von 
dem  Punkt  der  mittleren  Entfernung  an 
die  Spitzen  gezogenen  geraden  Linien 
gleich  ist.  Im  Dreieck  ist  also  die  Summe 
der  Quadrate  der  drei  Seiten  der  drei- 
fachen Summe  der  Quadrate  der  drei  ge- 
raden Linien  gleich,  welche  von  dem  ge- 
meinschaftlichen Durcbscbnittspunkt  der 
die  Spitzen  mit  den  Mitten  der  Gegen- 
seiten verbindender  geraden  Linien  nach 
den  Spitzen  des  Dreiecks  gezogen  wer- 
den (s.  No.  4). 


11.  Im  Parallelogramm  ABCD  ist  nach 

No.  4  und  9 

Fig.  927 


AB2  +  BC*  +  CDt  +  AD>  +  AC*  +  BD* 

m  4  {AE*  +  BP  +  CEa  +  DE*) 

=  2  (AAE*  +  4BE*)  =  2  (AC*  +  BD*), 

AB9  +  AD*  +  BC*  +  CD*  =  AC*  +  BD*, 

die  Summe  der  Quadrate  der  vier  Seiten 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  bei- 
den Diagonalen. 

12.  Ist  Z  die  Summe  der  Quadrate 
der  Entfernungen  irgend  einer  Spitze  A 
des  Vielecks  von  allen  übrigen  und  K 
der  Punkt  der  mittleren  Entfernungen, 
so  ist  wenn  S,  2"  ihre  vorige  Bedeutung 
behalten 

Z-  nS  (No.  8);  la  S  +  *  AK*  (6) 
woraus  durch  Elimination  von 

mittelst  welcher  Formel  die  Entfernung 
jeder  Spitze  von  dem  Punkt  der  mittle- 
ren Entfernungen  berechnet  werden  kann. 

13.  Die  Mittelpunkte  der  die  n  Spitzen 
je  zwei  verbindenden  geraden  Linien  ha- 
ben mit  den  Spitzen  einerlei  Punkt  der 
mittleren  Entfernungen.  Die  Coordinaten 
der  Mittelpunkte  jener  Linien  sind  näm- 
lich offenbar: 

*(*>  +  *,),  *(*•  +  *)+•••; 

+  !(*•»+■»■,)  +  .•. 

K*  +  9s),  Kf.+f,).         +30  +  ... 

*(y.  +  y„)>       +  y„).  *(*»,  + s»J+ ■•• 

wobei  wir  aber  jede  verbindende  Linie 
doppelt  gerechnet  haben,  so  daf6  jede 
Coordinate  in  dieser  Darstellung  offenbar 
2(»-l)mal  vorkommt.  Die  Summen 
der  Abscissen  und  Ordinaten  der  Mittel- 
punkte sind  also 

i(n-l)  (*,  +  *,  +*,  +  ...) 

*0»-l)<»,  +  fa  +  Ia  +  »O 
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und  folglich,  da  es  überhaupt  ;«(n-  l) 
Verbindungslinie,  also  eben  so  viele  Mit- 
telpunkte derselben  gibt,  wenn  die  Coor- 
dinaten  des  Punkts  der  mittleren  Ent- 
fernungen dieser  Mittelpunkte  durch  (x), 
(y)  bezeichnet  werden 

f  *  _  H»  ~  *)  (»»  ±  f^±*fjLld! 

,,a  -  H»-i)(y,  +  y.  +  y.  +  ---) 
U)-  T»o-i) 


üö»-^  <».  +  *•  +  *•  +  ..•> 

d.  i.  (x)  =  x ,  (y)  =  y  (2),  folglich  de*  Funkt 
der  mittleren  Kutfertiuugeu  der  Mittel- 
punkte aller  Verbiuduugsüuieu  derselben. 

Sind  (*•),  (y)  die  Ooordinaten  des  Punkts 
der  mittleren  Entfernungen  der  Mittel- 
punkte uvr  üwU>u  wum  nöcks,  »o  ist 


(*)  * ~  [*(*,  +  *i)  +  f  (»a +•»)+  •  +  *  +       +  ±  (*,  + 


d.  i.  (x)  =  *  und  ebenso  (y)  =  y.  Also  ist 
auch  der  Punkt  der  mittleren  Entfernun- 
gen der  Mittelpunkte  der  Seiten  eines 
n  ecks  mit  dem  Punkte  der  mittleren  Ent- 
fernung der  Spitzen  einerlei,  und  man 
findet  demnach  z.  B.  den  Punkt  der  mitt- 
leren Entfernungen  irgend  eines  Vierecks, 
wenn  man  die  Mittelpunkte  seiner  Ge- 
genseiten verbindet,  da  diese  Mittelpunkte 
die  Spitzen  eines  Parallelogramms  sind. 

14.  Sind  A,,  At  irgend  zwei  Spitzen 
des  Vielecks,  K  der  Punkt  der  mittleren 
Entfernungen,  #f,  der  Mittelpunkt  von 
A,t  A>%  so  erbellt,  wenn  man  sich  das 
Dreieck  KA.A.  denkt,  leicht,  dafs  4,^*+ 

ist.  Denkt  man  sich  von  A,  nach  allen 
den  übrigen  n  -  1  Spitzen  gerade  Linien 
gesogen 

A,K>  +  A,IO  =  +  2*'*  >' 

A,K*  +  AtK*  =  iA,AS  +  2K'*,3 

=  HJ,At'  +  A,At*  +  ...  +  A,Am*) 

+  2(fTK1'+/rK1»  +  ...  +  KiÄ<1)' 

=  (»-2)J,iP+S, 
wenn  S  die  Summe  der  Quadrate  der 
Entfernungen  des  Punkts  der  mittleren 
Entfernungen  von  den  n  Spitzen  be- 
zeichnet. Denkt  man  sich  nun  für  jede 
der  n  Spitzen  eine  ähnliche  Gleichung 
entwickelt,  setzt  die  Summe  der  Qua- 
drate aller  die  n  8pitzen  zu  zweien  ver- 
bindenden Linien  =  2",  die  Snmme  der 
Quadrate  der  Entfernungen  der  Mittel- 
punkte derselben  vom  Punkt  der  mittle- 
ren Entfernungen  aber  =  S\  so  erhält 
man  durch  Addition  aller  Gleichungen, 
da  offenbar  jede  Verbindungslinie,  also 
auch  jede  Entfernung  eines  llitteipunkta 


vom  Punkte  der  mittleren  Entfernungen 
zweimal  vorkommt,  leicht 

i  22+  2  •  2S'  =  (*  -  2)  8  +  nS 
(»-  1)S  =  J-2+  2S' 

Aber  2=nS(10).  Also  durch  Substi- 
tution (w-2)S  =  4S»; 

S'  =  ^(n-2)S,  d.  h.  die  Summe  der 
Quadrate  der  Entfernungen  der  Mittel- 
punkte aller  die  n  Spitzen  des  Vielecks 
verbindenden  geraden  Linien  vom  Punkt 
der  mittleren  Entfernungen  der  Spitzen 
von  jenem  Punkte  gleich. 

15.  Die  Anzahl  der  Mittelpunkte  der 

verbindenden  Linien   ist  =  —  (*-!). 


n 


Setzen  wir  nun  die  Summe  der  Quadrate 
aller  diese  Mittelpunkte  verbindenden 
Linien  =  2,  so  ist  2  =  *  n  (n  =  1)  S'  (10) 
die  drei  Gleichungen 

(«-  l)S  =  i2+2S' 

2=*S,  Z=ln(n-\)S' 

dienen  zur  Bestimmung  der  vier  Gröfsen 
S,  2,  S\  2  durch  einander.  So  erhält 
man  z.  B. 

(»-  2)2=  82' 

»(»  -  l)(n  -  2)  S  =  82  u.  s.  w. 

woraus  sich  wieder  merkwürdige  Sätze 
ergeben  würden. 

16.  In  jedem  Viereck  ABCD,  welches 
bei  B  und  C  rechtwinklig  ist,  ist,  wenn 
wir  den  Winkel  BAC  =  A  setzen,  immer 
ABCD  -2&ABC=-IA  IP  »i»  2.4. 
Sei  AB  =  b,  AC  =  c,  so  ist 

AD  =  b  vc  <p  =  c  $ec  (A  -  (?) 
bco»(A  —  (p)  =  c  co»  (p 
c  —  b  co»  A 

**  =  -r^r 

folglich,  wenn  man  zugleich  6,  c  ver- 
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Fig  928. 


BD  =  c-bccA  CD=l>-cco,A 


AD"1- 


$in  A    '  sin  A 

6'  +  c*  -  26c  co»  A 


sin  A9 

durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe 
für  BD,  CD  erhält  man  nun  leicht 
ABVD=\b  •  Je  -  CD 

2bc*in*A-  (6*  +  c«  -  26c  cos  A]  em  A 

2  sin  A 

wenn  man  nur  26c  («in*  ^4'  +  cot*  Ä)  für 
Ibc  setzt 
ABCD  = 

.    .    .    (6»  f  c2  -  26c  coi  A)  siniA 

bc  sm  A  -  -  — - —  

2  «in  A 

wenn  man  nur  26c  (sin  *A  +  cos  M)  für 
26c  setzt. 


Aber  2&ABC=  bc  sin  A 

folglich         ABCD  =  bc  sin  A  - (&*  +  £  -  2bc  cos  A)  ,in2Ä 

4  $in  *A 

=  2  AABC  —  ±AD*  .  sin  2A 


woraus  die  zu  beweisende  Gleichung  un- 
mittelbar folgt. 

17.  Sei  nun  ABCD...  ein  willkürli- 
ches Vieleck,  dessen  Inhalt  wir  durch  J 
bezeichnen  wollen.  Von  irgend  einem 
Punkt  K'  in  der  Kbene  des  Vielecks  fälle 
man  auf  die  Seite  Lothe ,  und  verbinde 
deren  Fufspunkte  durch  gerade  Linien, 
wodurch  ein  neues  Vieleck  A'B'C'D' 
▼on  gleicher  Seitenanzahl  entsteht ,  des- 
sen Inhalt  wir  J'  setzen  wollen,  so  hat 


man  nach  No  16 
K'BA'B'-  2AK'A'B'  = 
K'CB'C  -  2AK'ß'C  = 
K'DC'D'  -2&K'C'DJ  = 


-tkVB'.sinlB 

-  iK'C*  -  tiniC 

-  *  ICD*,  sin  W 


K'AN'A'-2&K'N'A,=  -  \  h'AJ  .  i»n  3  4 
wenn  N  die  letzte  Spitze  des  gegebe- 
nen Vielecks  ist.  Die  Summe  der  Vier- 
ecke ist  offenbar  =  J,  die  der  Dreiecke 
=  J'.  Also 


J~  2J'=-i  (tTA*  >  sin  2A  +  Ä'Ä3  •  sin2B  +  Ä'C  .  »in  2C  + 
und  wenn  das  Viereck  gleichwinklig  ist 

/ -  2 r  =  -  i  (K'A*  +  K'B*  +  K'C*  +  . . .)  sin  2A. 


Soll  nun,  indem  A  und  J  constant 
bleiben,  J'  constant  bleiben,  so  mufs 
KA'+  K,ßi  +  K'C>  +  ...  constant  blei- 
ben. Diese  Quadratensumme  bleibt  aber 
nach  No.  8  constant,  wenn  K'  in  der  Pe- 
ripherie eines  aus  dem  Punkte  der  mitt- 
leren Entfernungen  des  Vielecks  beschrie- 
benen Kreises  hegt.  Dies  gibt  folgenden 
Satz.  Fället  mau  aus  irgend  einem  Punkt 
der  Peripherie  eines  aus  dem  Punkt  der 
mittleren  Entfernungen  eines  gleichwink- 
ligen Vielecks  beschriebenen  Kreises  auf 
dessen  Seiten  Perpendikel  und  verbindet 
deren  Fufspunkte  durch  gerade  Linien, 
so  ist  der  Inhalt  des  dadurch  entstehen- 
den eingeschriebenen  Vielecks  eine  con- 
stante  Gröfse. 

Punkte  kleinster  Entfernung. 

18.  Man  habe  irgend  zwei  Punkte  M, 


M'  in  der  Ebene  eines  Vielecks.  Die 
durch  M  und  IM'  gehende  gerade  Linie 
nehme  man  als  Axe  der  I  an,  M  sei 
der  Anfang  der  Coordiuaten,  die  Entfer- 
nungen der  Spitzen  von  M  sollen  durch 
r»»  rn  r»  ■•'  inre  Entfernungen  von  M' 
durch  r,' ;  r', ;  v'.  . . . ,  die  Coordinaten 
wie  vorher,  die  Entfernung  des  Punkts 
M'  von  M  durch  k  bezeichnet  werden,  so 
ist  nach  No.  6 

r,'  =  V(r*  +  V-  2kr,)  =  r,  y(l  - 
r\  =  Kr,1  +  *«  -  2A.I-.)  =  r,  |  (l  -  c.) 
r\  =  K(r,'  +  *'  -  2**,)  =  r>  J  (I  -  c.) 

Fürc^0»*''*^  m±Q*<?3 

Entwickelt  man  die  Quadratwurzeln 
nach  dem  binomischen  Lehrsatz  und  ord- 
net nach  Potenzen  von  *,  so  wird 
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r  '=r  -  Jk^-  +        -       _L  4-  nennt  man  Punkte  kleinster  Knt- 

'       r,        \      r,'/2r,      "  fern ung  und  sie  sind,  Ja  man  offenbar 

x         i      -  «v  1  auch  *  mit  y  vertauschen  kann,  der  ße- 

r\  =r,-A   H»1  l--1,  ö— +...  dingung  unterworfen,  dafs 


x.  .  x,  .  x. 

;T  +  -  +--*  +  ...  =  0 


u.  s.  f.  +            +  . ..  =  0 

Folglich  weil  1#     r»  r» 

r,»  =  x,'  +  y,"  ^  xsa  -{-  y,*  +  . .  .  19-  Man  denke  sich  nun  die  Coordina- 

j-j    „j        x  t       s  tenaxen  durch  den  Punkt  M  kleinster 

1  -          t;  1  *a=  --'a+  . .  .  Entfernung  gelegt,  schneide  von  ihm  an 

r'      r'         r«      ri  auf  den  yon  ihm  nach  den  Spitzen  gezo- 

wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt  genen  geraden  Linien  gleiche  Stücke  q 

,             /x,     x,    x,        \  ab,  und  bezeichne  die  Coordinaten  der 

£r  ~  £r  ~  *  \r~  +  j~  +  —  +    •)  Endpunkte  «, ;  «, ;  «, . .  dieser  Stücke 

1    y,*      1     v,"    '  1     v  3  \  d   .           *«»  r»;     »           80  erhellt 
+  *  \2r    f  '  +  27    r>+27,r  >  +  -)  aDCh  °hne  FlgUr  auSenb,icklich»  da& 

wo  die  Bezeichnung  i,  2r  *  leicht  ver-  ^  =  ^- ,  -1  =  ^ ,  — *  =  -*... . 

ständlich  sein  wird.  Man  kann  den  Punkt  r'      t'   ri     (?   r»  (' 
A#  nun  einer  solchen  Bedingung  unter-  IL»  -       ?_» -  r  » 

werfen,  dafs  für  ihn  2r,  d.  i.  die  Summe  r,  ~  p'r,"  c,  '  r ,  ~  p 

seiner  Entfernungen  von  allen  Spitzen  uod  fo,glich  wegen  der  Bedinguugsglei- 

SrrÄiSnJrSlJf1  J,sdle.8umme  chungen*nachNo*18,  wenn  man  zugleich 

der  Entfernungen  aller  anderen  in  seiner  mit  p  multiplicirt: 

Nahe  hegenden  Punkte  von  den  Spitzen  t4.e4.jtx  -n 

des  Vielecks.    Zu  dem  Ende  rnuia  also  •  +  •*  + 1'  +  "  =  0 

für  kleine  «,  lr'  >^  Mau  kann  dies  sind  aber  'die  Bedingungsgleichun- 

nun  aber  *  so  klein  nehmen,  dafs  das  gen  für  den  Punkt  der  mittler  Entfer- 

erste  Glied  nnngen  der  P|lnkte  folg- 

_  k  \x'  +  -a  -f     -i- .  .)  licn  >8t  jed«r  Punkt  der  kleinsten  Ent- 

fj    r ,    "7  fernung  eines  Vielecks  der  Mittelpunkt 

obiger  Reibe  rücksichtlich  seines  absolu-  der  Entfernungen  der  Punkte,  welche 

ten  Werths  gröfser  ist,  als  die  Summe  man  erhält,  wenn  man  auf  den  von  dem 

aller  übrigen,  so  dafs  also  für  so  kleine  Punkt  kleinster  Entfernung  nach  den 

Jk  das  Zeichen  der  zu  2r  addirten  Gröfse  Spitzen  gezogenen  geraden  Linien  von 

blofs  von  diesem  ersten  Oliede  abhängt,  diesem  Punkte  aus  willkührliche  aber 

also  positiv  oder  negativ  ist,  je  nach  dem  gleiche  Stücke  abschneidet. 

/x,     x,    x,        \  20.  Ist  umgekehrt  ein  Punkt  M  in  der 

+  ~  +  —  +  •  •  f  Ebene  eines  Vielecks  der  Punkt  mitt- 

:  *    o  u  j      *  l  J  i_.  .       .  lerer  Entfernungen  der  gleich  weit  von 

es  ist   Soll  demnach  für  kleine  k  immer  ihm  entfernten  Punkte  *„  *„  *, . . . 

2r'>£r  sein,  so  mufs  nothwend.g  „  ist>  wenn  man  sich  ^ CooVdinaten- 


x>  ■  fj  ,  Tt  ,       _0  "axen  wieder  durch  M  gelegt  denkt,  und 

r,     r ,     r ,  die  vorige  Bezeichnung  No.  3  beibehält 

sein.   Das  zweite  Glied  £,  +  f »  +  i,  +  •  • .  =  0 

\2r,   r  •  T  2r,   r,»    2r,   r,*    " "  7  woraus  wie  vorher  folgt,  dafs 
ist  offenbar  immer  positiv  und  man  kann  x>  .  f_i  ,  x%  , 

wieder  A3  so  klein  nehmen,  dafs  der  ab-  r,     r  r 

solnte  Werth  jenes  Gliedes  die  Summe  '       '  * 

aller  folgenden  übertrifft,  so  dafs  also  -  +  —  +  *»-)-...  =  0 

für  kleine  *,  immer  2>'  >  2>  ist.    Folg-  r'     r »    r » 

lieh  gibt  es  in  der  Ebene  jedes  Vielecks  M  a,s0  «"  Punkt  kleinster  Entfernung 

Punkte,  für  welche  die  Summe  ihrer  d«8  Vielecks,  der  vorige  Satz  also  auch 

Entfernungen  von  den  Spitzen  des  Viel-  umgekehrt  richtig  ist. 
ecks  kleiner  ist,  als  die  Summe  der  Ent-     Im  Viereck  ist  also  der  Durchschnitts- 

fernungen  aller  in  ihrer  Nähe  liegenden  punkt  der  Diagonalen  ein  Punkt  klein- 

Punkte  von  diesen  Spitzen.  Jene  Punkte  ster  Entfernung,  weil,  wenn  man  von 
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den  Diagonalen  gleiche  Stücke  abschnei- 
det nnd  deren  Endpunkte  verbindet,  ein 
Parallelogramm  entsteht,  dessen  Punkt 
der  mittleren  Entfernungen  besagter 
Durchschnittspunkt  ist 

21.  Gibt  es  in  der  Ebene  eines  Viel- 
ecks einen  Punkt  M  von  solcher  Be- 
schaffenheit, daiä  die  von  ihm  nach  den 
Spitzen  gezogenen  Linien  lauter  gleiche 
Winkel  einschlicfsen,  so  ist  M  ein  Punkt 
kleinster  Entfernung  des  Vielecks  Schnei- 
det man  nämlich  auf  den  von  )/  nach 
den  Spitzen  gezogenen  geraden  Linien 
von  M  aus  gleiche  willkuhrliche  Stücke 
ab  und  verbindet  deren  Endpunkte  durch 
gerade  Linien,  so  entsteht  offenbar  ein 
reguläres  Vieleck,  dessen  Mittelpunkt  M 
ist.  Also  ist  M  der  Punkt  der  mittleren 
Entfernungen  dieses  regulären  Vielecks, 
folglich  der  Punkt  kleinster  Entfernung 
des  gegebenen  Vielecks. 

22.  Sind  alle  Winkel  eines  Dreiecks 

<  %Rj  so  gibt  es  innerhalb  desselben  im- 
mer einen  Punkt  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dals  die  von  ihm  nach  den  Spitzen 
gezogenen  geraden  Linien  gleiche  Win- 
kel (jeder  ~  \  Ii)  einschließen  und  nur 
einen!  Wären  alle  drei  Winkel  eines 
Dreiecks  •  ü  Ii ,  so  wäre  die  Summe  aller 

<  2A.  Folglich  mufs  es  wenigstens  einen 
geben,  welcher  >  Jft.  Dieser  Winkel  sei 
BAC.  Ueber  AB  und  AC  beschreibe  man 
zwei  Kreisabschnitte,  deren  jeder  einen 
Winkel  =  |Ä  fafst,  so  müssen  die  Bogen 
dieser  Segmente  sich  nothwendig  zwischen 
den  Schenkeln  des  Winkels  BAC  schnei- 
den, weil  dieser  Winkel  -fJÄ^JÄ  ist 

Fi«'  929. 


Dnrchschnittspunkt  M  der  beiden  Bogen 

zwischen  den  Schenkeln  von  BAC  liegt, 
so  mufs  M  nothwendig  innerhalb  des 
Dreiecks  liegen,  weil  der  der  Spitze  A 
zugekehrte  Winkel  BMC-^R,  ein  con- 
vexer  Winkel  ist,  welches  nicht  möglich 
wäre,  wenn  .)/  aufserhalh  des  Dreiecks 
läge.  Da  nun  AMB  =  AMC  =  \  R  ist,  so 
ist  auch  BMC  -  \R  und  folglich  die  drei 
von  AM,  BM,  CM  eingeschlossenen  Win- 
kel einander  gleich.  Da  die  beiden  Bo- 
gen der  Kreisabschnitte,  welche  I A  fas- 
sen,  sich  nur  in  einem  Punkt  schneiden 
können,  so  gibt  es  auch  nur  einen 
Punkt  wie  M. 

23.  Da  es  in  jedem  Dreieck,  dessen 
Winkel  alle  <  |ß  sind,  innerhalb  immer 
einen  Punkt  gibt,  für  welchen  die  von 
ihm  an  die  Spitzen  gezogenen  Linien 
gleiche  Winkel  einschließen,  so  gibt  es 
für  jedes  solche  Dreieck  immer  auch  einen 
Punkt  kleinster  Entfernung  nach  No.  21 
innerhalb.  Auch  gibt  es  nur  ei  nen  Punkt 
kleinster  Entfernung.  Gäbe  es  nämlich 
zwei  M ,  M'  so  mühten  wenigstens  zwei 
der  von  AB\  BM\  CM'  gebildeten  Win- 
kel ungleich  sein ,  weil  es  nach  No.  92 
nur  einen  Punkt  gibt,  wo  diese  Winkel 
gleich  sind.  Der  Punkt  M'  wäre  aber 
nach  No.  10  der  Punkt  der  mittleren  Ent- 
fernungen auf  AM1,  BM' ,  CM*  von  M* 
gleich  weit  entfernter  Punkte.  Folglich 
mufsten,  wenn  man  die  den  beiden  an- 
gleichen Winkeln  zugleich  als  Schenkel 
angehörende  Linie  unter  AM\  BM\  CM' 
als  Axe  annähme,  die  Ordinate n  der  auf 
den  beiden  anderen  Linien  gleichweit 
von  M'  entfernten  Punkte  nach  No.  8 
einander  gleich  sein ,  welches  jedoch  we- 
gen der  Ungleichheit  der  Winkel  offenbar 
unmöglich  ist. 

24.  Hat  nun  ein  Dreieck  einen  Winkel 
BAC,  welcher    ■  ^  Ii  ist  so  kann  der 

.Punkt  kleinster  Entfernung  nicht  inner- 
halb liegen,  weil  sonst  AMB  —  AMC  -  \R 
(No.  23),  also  nothwendig  MAB  <  |Ä, 
MAC  -   \  Ii,  BAC<%R  sein  müfste. 

Fig.  930. 


und  jede  der  beiden  durch  A  an  die  Bo- 
gen gezogenen  berührenden  mit  AB  und 
AC  einen  Winkel  gleich  \  Ii  einschliefst, 
indem  jeder  dieser  beiden  Winkel  dem 
Winkel  im  entgegengesetzten  Kreisab- 
schnitt gleich  also  die  Ergänzung  von 
|  Ä  zu  2R,  d.  i.  a  }  R  ist   Da  nun  der 


In  einer  Seite  des  Dreiecks  kann  aber 
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der  Punkt  kleinster  Entfernung  überhaupt 
eben  so  wenig  liegen  als  aufserhalb  des 
Dreiecks,  weil  sien  von  einem  solchen 
Punkt  nie  nach  den  Spitzen  drei  gleiche 
Winkel  mit  einander  einschließende  ge- 
rade Linien  ziehen  lassen ,  wie  es  doch 
in  vorliegendem  Fall  möglich  sein  müTste 
(23).  Daher  mufs  der  Punkt  kleinster 
Entfernung  in  zwei  Seiten  zugleich,  d.  h. 
in  einer  Spitze  des  Dreiecks  liegen.  Da 
aber  offenbar  BA  4-  BC  >  AB  +  AC, 
CA  +  CB  >  AB  +  AC  ist,  so  mufs  der 
Punkt  kleinster  Entfernung  in  der  Spitze 
C  des  stumpfen  Winkels  liegen. 

Pyramide  ist  ein  Körper,  der  von  einer 
drei-  oder  mehrseitigen  Figur  als  Grund- 
fläche und  von  so  vielen  Dreiecken  als 
diese  Grundfläche  Seiten  hat  als  Sei- 
tenflächen, die  alle  in  einem  Punkt 
der  Spitze  zusammen  treffen,  begrenzt 
wird;  der  Abstand  der  Spitze  von  der 
Grundfläche  ist  die  Höhe  der  Pyramide. 

2.  Wird  eine  Pyramide  mit  Ebenen 
parallel  ihrer  Grundfläche  geschnitten, 
so  sind  die  Durchschnitte  der  Grund- 
fläche ähnlich  und  ihre  Flächen  verhal- 
ten sich  zur  Grundfläche  wie  die  Qua- 
drate ihrer  Abstände  von  der  Spitze  zu 
dem  Quadrat  des  Abstandes  der  Grund- 
fläche von  der  Spitze. 

Denn  ist  EFG  eine  der  Grundfläche 
BCD  parallele  Durchschnittsebene,  dann 
sind  die  Durchschnittslinien  dieser  Ebene 
mit  den  Seitenflächen  der  Pyramide  den 
Seiten  der  Grundfläche  parallel,  nämlich 
EF^CD,  EG  #  BD,  FG  *  BC.  Deshalb 
/  EFG  =  Z  BCD  u.  s.  w. 


Fig.  931. 


Die  Durchscbnittsfigur  und  die  Grund- 
fläche sind  also  in  einerlei  Folge  gleich- 
winklig, weil  FG  \  BC,  und  so  ist 

FG:BC=  AF:  AC 
und  weil  EF^CD 

EF:  CD  =  AF  :  AC 
daher  FG:BC=EF:CD 


Schliefst  man  so  fort,  so  folgt,  dafs 
die  Seiten  beider  Ebenen,  die  an  glei- 
chen homologen  Winkeln  liegen ,  je  zwei 
und  zwei  einander  proportional  sind,  mit- 
hin sind  Durchschnitt  und  Grundfläche 
einander  ähnlich. 

AH  sei  ein  Loth  auf  die  Grundfläche 
aus  der  Spitze  gefällt.  Dieses  schneide 
die  Durcbschnittsebene  in  J ,  ziehe  BH, 
GJ,  so  sind  diese  parallel.  Daher 

AH  :  AJ  =  AB  AG  =  BC :  FG 

daher  ist    AH'  i  AJ*  =  BC* :  FG1. 

Aehnliche  Figuren  verhalten  sich  aber 
wie  die  Quadrate  homologer  Linien ,  also 
Grundfläche  BCD  :  Durchscbnittsfläche 
EFG  =  BC  :  FG*  =  AH* :  AJ*. 

2.  Der  Inhalt  einer  Pyramide  ist  das 
Product  aus  dem  Drittheil  der  Höhe  und 
dem  Inhalt  der  Grundfläche. 

Denn  es  sei  a  der  Inhalt  der  Grand- 
fläche und  A  die  Höhe  der  Pyramide. 
Diese  Höbe  theile  man  in  eine  beliebige 
Anzahl  gleicher  Theile,  lege  durch  die 
Theilpunkte  Ebenen  parallel  zur  Grund- 
fläche, so  zerlegen  diese  die  Pyramide  in 
»  Theile,  deren  Inhalte,  von  der  Spitze 
abgezählt,  der  Reihe  nach  mit  p,  p%...p„ 
bezeichnet  seien.  Zwischen  je  zwei  näch- 
sten Durchschnitten  denke  man  sich  Pris- 
men construirt,  deren  eine  Seitenkante 
mit  einer  Seitenkante  der  Pyramide  zu- 
sammenfällt und  wovon  das  eine  den 
oberen,  das  andere  den  unteren  Durch- 
schnitt zu  Endflächen,  beide  aber  den 
Abstand  der  beiden  Durchschnitte,  also 

—  k  zur  Höhe  haben :  so  erhält  man  zwei 
■ 

Reihen  von  Prismen;  die  Prismen  der 
einen  Reihe  sind  Theile  der  zwischen  die- 
selben Durchschnitte  fallenden  Pyramiden- 
theile,  also  kleiner  als  diese  Tneile,  die 
Summe  ihrer  Inhalte  also  kleiner  als  der 
der  Pyramide.  Dagegen  sind  von  den  Pris- 
men der  anderen  Reihe  die  zwischen  den- 
selben Durchschnitten  liegenden  Pyra- 
midenstücke nur  Theile,  die  Prismenstucke 
also  gröfser  als  die  zugehörigen  Pyrami- 
denstücke. Die  Summe  ihrer  Inhalte 
also  gröfser.  Die  Prismen  der  ersten 
Reihe  sind  also  inwendige  Prismen,  die 
Durchschnitte,  welche  durch  den  (n»  —  1) 
und  den  mten  Theilpunkt  der  Höhe  von 
der  Spitze  abgezählt  gehen,  haben  die 

Abstände   h  und  —  h  von  dieser 

n  n 

Spitze.  Bezeichnet  man  diese  Durch- 
schnitte mit  gm  _|  und  gm ,  so  hat  man 
nach  dem  vorigen  Satz 
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/m  -  1\*  Setzt  man  in  diese  Vergleichung  für 

Also  ist  y,,,^!  -  y   —  J  g  m  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  von 

(*t  1  bis  n,  so  erhält  man  eine  Reihe  von 

I  g.  n  Vergleicbungen  für  alle  einzelnen  Py- 

"  '  ramidenstücke: 
Der  Inhalt  des  inwendigen  Prisma  zwi-  0  1* 

sehen  diesen  beiden  Durchschnitten  ist  -j  »9  <  p,  <  ~g  *sr 

daher  "  "» 

n  n3  2  .  3'  . 

der  Inhalt  des  auswendigen  Prisma  ^  "9  *  P» < 

1  .  »«   

Zwischen  diesen  beiden  Inhalten  ist  *  * 

nun  der  Inhalt  pm  des  zwischen  densel-  bezeichnet  man  den  Tnhalt  der  ganzen 

ben  Durchschnitten  liegenden  Pyramiden-  Pyramide  mit  p,  so  ist 
Stücks  begriffen,  man  hat  also  p  —  p,  +  p,  +  p,  +  •  •  .  •  pn 

(m  —  1)»  m1  und  wenn  man  die  »  Vergleichungen  ad- 

„•     h*  <  Pm  <  dirti  80  erhilt  man 


-  kg<p<  n3  ** 

Nun  ist  aber 

«LtjL+i+i- j-zj?  *,  <  m  < »• + * + s; + *, 


Mithin  fallt  p  und  ^»o  zwischen  einerlei 
einschliefsende  GröTsen,  deren  Unterschied 

=  tt^  kg=  —  kg,  der  also,  weil  n  be- 

liebig  grofs  genommen  werden  kann,  sich 
beliebig  klein  machen  läfst.  Folglich 
müssen  die  zwischen  begriffenen  GröTsen 
einander  gleich  sein. 

An  merk,  gh  ist  der  Inhalt  eines 
Prisraa  von  der  Grundfläche  g  und  der 
Höhe  A,  folglich  ist  eine  Pyramide  der 
dritte  Theil  eines  Prisma  von  gleicher 
Grundfläche  und  gleicher  Höhe.  Sind  G 
und  H  dasselbe  für  eine  Pyramide  P, 
was  g  und  h  für  die  Pyramide  p  sind, 
so  hat  man  p-.P-ah-.GH,  d.  h.  Pyra- 
miden verhalten  sich  wie  die  Producte 
aus  Grundflächen  und  Höhen  Sind  also 
die  Grundflächen  zweier  Pyramiden  gleich 
und  die  Höhen  gleich,  so  sind  auch  die 
Pyramiden  gleich. 

3.  Der  Theil  einer  Pyramide,  begriffen 
zwischen  den  Grundflächen  und  einem 
damit  parallel  geführten  Durchschnitt; 
d.  h.  der  Inhalt  einer  abgekürzten  Pyra- 
mide ist  dreien  Pyramiden  zusammenge- 
nommen gleich  von  einerlei  Höhe  mit 


der  abgekürzten,  deren  Grundflächen  aber 
der  Reihe  nach  die  untere  Endfläche,  die 
obere  Endfläche  der  abgekürzten  und  das 
geometrische  Mittel  derselben  sind. 

Denn  es  sei  ABCDEF  eine  dreiseitige 
abgekürzte  Pyramide  Man  lege  sowohl 
durch  die  Punkte  A,  C,  E  als  durch  C, 
E,  F  eine  Ebene,  so  wird  dadurch  die 
abgekürzte  Pyramide  in  drei  vollständige 
Pyramiden  ABCE,  DEFC  und  ACFE 
zerlegt.  Betrachtet  man  von  den  beiden 
ersten  die  Dreiecke  ABC  und  DEF  als 
Grundflächen,  so  haben  diese  einerlei 
Höhe  mit  der  abgekürzten  und  sind  also 
die  beiden  zuerst  genannten  Pyramiden. 
Zieht  man  durch  E  in  ABEF  mit  der 
Kante  AF  die  Parallele  EG  nnd  verbin- 
det C  mit  G,  so  ist  CG  parallel  der  Ebene 
des  Dreiecks  ACE.  Retrachtet  man  also 
bei  der  dritten  Pyramide  ACFE  jenes 
Dreiock  als  Grundfläche,  so  ist  sie  auch 
gleich  einer  Pyramide  über  derselben 
Grundfläche,  die  ihre  Spitze  in  G  hat 
Die  Eckpunkte  dieser  zweiten  Pyramide 
sind  aber  bei  diesen  A ,  C,  G,  F.  Man 
kann  also  das  &ACG  als  ihre  Grund- 
fläche betrachten,  wo  dann  F  ihre  Spitz«, 
wo  sie  dann  einerlei  Höhe  mit  der  ab- 
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Fig.  932. 


gekürzten  Pyramide  hat:  es  ist  also  nur 
noch  zu  zeigen,  dafs  das  A  ACG  das  geo- 
metrische Mittel  zwischen  den  Endflächen 
ABC  und  DE  F. 

Nun  ist 

&ABC :  &ACG  =AB:AG=  AB :  BF 
=  AV  .  DF  =  A  ACQ  :  A  ORF 
weil  &ABC  v  &DEF,  und  bei  Dreiecken, 
die  einen  gleichen  Winkel  haben ,  die 
Inhalte  sich  wie  die  Producte  der  den 
gleichen  Winkel  einschliefsenden  Seiten 
oder  wie  je  zwei  dieser  Seiten  sich  ver- 
halten, wenn  die  beiden  andereu  Seiten, 
wie  hier  AG  und  F.F  einander  gleich 
sind.  Mithin  ist &ACU  das  geometrische 
Mittel  zwischen  den  Dreiecken  ABC 
und  DBF.  Mau  hat  demnach  &ACG 
=  f  A  ABCx&  DEF. 

4.  Es  sei  ABCDEF  eine  mehrseitige 
abgekürzte  Pyramide,  die  zu  der  voll- 
ständigen ABCÜH  gehört,  HJKL  sei 
eine  dreiseitige  Pyramide,  deren  Grund- 
fläche JKL  der  Grundfläche  ABD  gleich 


Fig.  933. 


ist  und  mit  dieser  in  einerlei  Ebene  liegt; 
alsdann  haben  beide  vollständige  Pyra- 
miden auch,  weil  sie  eine  gemeinschaft- 
liche Spitze  //  haben,  eine  gemeinschaft- 
liche Höhe,  und  wenn  man  die  Ebene 
EFG  erweitert,  bis  sie  die  dreiseitige  Py- 
ramide im  schneidet,  so  haben 
auch  die  Pyramiden  EFGH  und  MNOH 
einerlei  Hübe.  Da  Durchschnitte  parallel 
den  Grundflächen  der  Pyramide  in  dem 
Verhältnis  der  Quadrate  ihrer  Abstände 
von  der  Spitze  stehen ,  in  den  beiden 
hier  betrachteten  Pyramiden  aber  diese 
Abstände  gleich  sind,  so  verhält  sich  die 
Grundfläche  ABD  :  Durchschnitt  EFG 
=  &JKL  :  &MNO. 

Aber  Grundfläche  ABD  =-AJKL, 
folglich  Durchschnitt  EFG  =  AJfJVO, 
folglich  haben  die  Pyramiden  EFGH  und 
MPiOH  gleiche  Grundflächen  und  gleiche 
Ilöhen,  wie  die  zugehörigen  ganzen  Py- 
ramiden ADD  und  JKLH,  sie  sind  also 
je  zwei  gleich   grofs,   und   wenn  man 
Gleiches  von  Gleichem  hinweg  nimmt, 
so  bleibt  die  abgekürzte  Pyramide 
ABCDEFG  =  JKLMNO. 

D  h.  Eine  mehrseitige  abgekürzte  Py- 
ramide ist  so  grofs  als  eine  abgekürzte 
dreiseitige  Pyramide  von  gleicher  Höhe 
und  gleich  grofsen  Endflächen,  folglich 
gilt  von  der  mehrseitigen  der  Satz  wie 
von  den  dreiseitigen. 

5.  Zwei  Pyramiden  sind  ähnlich,  wenn 
sie  ähnliche  Grundflächen  und  ähnliche 
homologe  Seitenflächen  und  unter  glei- 
chen Wink. -In  gegen  die  Grundflächen 
geneigt  sind. 

Denn  es  seien  ABCDEF  und  abcdef 
zwei  Pyramiden,  deren  Grundflächen  ein- 
ander ähnlich,  so  wie  die  Seitenflächen 
ABF  und  abf  u.  g.  w.,  die  überdies 
gleiche  Neigungswinkel  gegen  die  Grund- 
flächen haben.  Wegen  der  Aehnlichkeit 
der  Grundflächen  ist  Z.ABF=z.obf, 
daher  sind  in  den  beiden  Ecken  B  und 
b  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene 
Winkel  der  einen  eben  den  Stücken  der 
anderen  gleich,  folglich  sind  diese  Ecken 
congruent  und  also  auch  die  übrigen 
Seiten  und  Winkel  gleich.  Man  hat  also 
Z.CBF '=  ^cbf  und  ausserdem  sind  die 
Seitenflächen  CBF  und  cbf  wegen  des 
gleichen  Winkels  der  Ecken  an  BC  und 
bc  gegen  die  Grundflächen  unter  gleichen 
Winkeln  geneigt.  Aus  der  Aehnlichkeit 
der  Grundflächen  folgt 

AB:ab  =  BC.bc 

und  wogen  der  Aehnlichkeit  der  Seiteu- 
flächen ABF  und  1  b  f  hat  man 
AB.  ab-  BF  ibf. 
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Daher  ist  auch 

BC.bc-BF.bf. 

Mithin  sind  die  Seitenflächen  BCF  und 
bcf  nach  zwei  Seiten  und  dem  einge- 
schlossenen Winkel  ähnlich.  Man  kann 
also  von  diesen  Seitenflächen  wie  von 
den  zuerst  betrachteten  ausgehend  auf 
die  Aehnlichkeit  der  übrigen  homologen 
Seitenflächen  und  auf  deren  gleiche  Nei- 
gung gegen  die  Grundflächen  schliefen, 
und  so  folgt  dann,  dafs  in  beiden  Pyra- 
miden alle  Winkel  und  Ecken  gleich  und 
alle  homologen  Längenabmessungen  pro- 
portional sind. 

6.  Aehnliche  Pyramiden  verhalten  sich 
wie  die  Cubi  homologer  Längenabmes- 
sungen. 

Denn  fällt  man  von  den  Spitzen  der 
Pyramiden  Lothe  auf  ihre  Grundflächen, 
so  folgt  wie  früher  bei  den  Prismen,  dafs 
die  homologen  Seitenkanten  diese  Lothe 
und  die  Projectionen  jener  Seitenkanten 
auf  den  Grundflächen  ähnliche  Dreiecke 
bilden.  Bezeichnen  H  und  A  die  Höhen 
der  beiden  Pyramiden,  deren  Inhalte  /' 
und  p  sein  mögen,  und  sind  A  und  a 
homologe  Seitenkanten  und  G  und  g  die 
Grundflachen  der  Pyramiden,  so  hat  man 
P=  IHG  und  p  =  JA$. 

Daher  P.p=HG.hg 
und  A  :  c  =  H  :  k 

Nun  sind  die  homologen  Seitenkanten 
den  Grutidkanten  proportional,  folglich 
verhalten  sich  die  Quadrate  der  homolo- 
gen Seitenkanten  wie  die  Quadrate  der 
homologen  Grundkanten,  die  letzten  ver- 
halten sich  aber  wie  die  Grundflächen. 
Man  hat  hat  also 

A%  :  a»  =  G :  g. 


so  ist         \  (r»  cot  V  +  A»)  =  r  cot  q 


Setzt  man  diese  Proportion  mit  der 
obigen 

A:a=H  h 
zusammen,  so  ergibt  sich 

A%  :  o«  =  HG  i  hg  =  P  :  p. 

Da  nun  in  ähnlichen  Pyramiden  alle 
homologen  Längenabmessungen  also  auch 
ihre  Cuben  proportional  sind,  so  verhal- 
ten sich  allgemein  die  Inhalte  der  Py- 
ramiden wie  die  Cuben  homologer  Län- 
genabmessungen. 

Die  Oberfläche  einer  regulären  Pvra- 
mide  wird  trigonometrisch  leicht  gefunden. 
Jede  der  Seitenflächen  ist  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  dessen  Grundlinie 
die  Seite  eines  regulären  Vielecks  der 
Grundfläche  und  die  Höhe  der  Hypote- 
nuse in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ist, 
dessen  Cathete  die  Höhe  der  Pyramide 
und  die  Senkrechte  aus  dem  Mittelpunkt 
auf  die  Seite  der  Grundfläche  sind. 

Der  Halbmesser  der  Grundfläche  sei  r, 
die  Höhe  =A,  der  halbe  Centriwinkel 
=  qr,  so  ist  der  Inhalt  eines  der  Dreiecke 
=  r  «in  q  |  (r*  cot  *q  +  **),  und  die  Summe 
aller  Seitenflächen  =  nr  »in  a  |  (r*cot  a<r +**) 
wo  n  die  Anzahl  derselben  ist.  Die  Grund- 
fläche ist  —  nrs  »in  q  •  cot  q. 

Die  Seitenflächen  einer  gleichförmigen 
Pyramide  sind  gegen  die  Grundflächt 
unter  einem  Winkel  geneigt,  dessen  Tan- 
gente =  . 

"  r  cot  q> 

Die  Seitenlinien  der  Pyramide  machen 
mit  den  Seiten  der  Grundfläche  einen 
Winkel,  dessen  Tangente  =  ist 
V(r^cot  \  +  *J 

r  «in  q 

Der  Neigungswinkel  der  Seitenflächen 
sei  =  a, 

/  *  n  r  cot  (p 

ig  Ja)  —  r  cot  <r  •  tec  u  =  - 

cot  o 


daher  die  Summe  aller  Seitenflächen       Seiten,  woraus  der  Inhalt  derselben  ge- 
_  nra  «in  q  •  cot  q  _  n  rl  tin  *q 

cot  ii  2cotn  '  Fig  034. 

Die  Seitenlinien  der  Pyramide  machen 
mit  den  Seiten  der  Grundfläche  den  Win- 
kel, dessen  Tangente  =  ist  ■  . 

9  cot  a 

7.  Es  sei  CABEDFG  ein  abgekürztes 
Pyramidenstück,  dessen  Grundflächen 
CAB,  FDE  parallel  sind,  es  soll  der  In- 
halt gefunden  werden  aus  dem  was  an 
dem  Stück  gemessen  werden  kann. 

Dieses  sind  die  Seitenlinien  der  beiden 
parallelen  Flächen  und  die  Winkel  ihrer 


Digitized  by  Google 


Pyramide. 


335 


Pyramide. 


funden  wird.  Wenn  die  Höhe  nicht  durch 
Ablotbung  gemessen  werden  kann,  so 
mufs  *fc*ns  den  Winkeln,  w:dche  eine 
der  StfftMttmfen  AD  mit  den  Seiten  AB 
and  W  macht  und  dem  /_BAC  herge- 
leit.-t  werden.  Denn  daraus  ergibt  sich 
(spärisHie  Trigonometrie)  der  Neigungs- 
winkel der  Linie  \D  gegen  die  Grund- 
fläche tml  dann  die  Hohe,  welche  dem 
Produkt  aas  AD  in  den  Sinus  des  Nei- 
gungswinkels gleich  ist.  Diese  Hohe  sei 
h,  die  Höhe  der  ganzen  Pyramide  =  x, 
der  weggenommenen  y,  so  ist  r  -  y  =  A. 


Ferner  sei  AB  -  a,  DE  =  b,  so  ist 

a  :  b  =  x  :  y  and  y  =  — . 

a 

Da  a:a  —  b  =  x'-x  —  y  =  x :  *  ist 

ah  Ith 

so  ist   *  =  -,  y  =  

a - b         a  —b 

Ferner  sei  die  untere  Grundfläche  A, 

die  obere  B,  so  ist 

A  i  B  =  aa  |  b>. 

Nun  ist  das  Pyramidenstück 

=  kAx-*3By. 

Setzt  man  für  *,  y,  Ä  ihre  Werthe, 

so  wird  das  Pyramidenstück 


Fig.  935. 


Die  dreiseitige  Pyramide  ist  unter  den 
Körpern  mit  ebenen  Seitenflächen,  was 
das  Dreieck  unter  den  ebenen  geradlini- 
gen Figuren  ist. 

8.  Es  sei  DACB  eine  dreiseitige  Py- 
ramide, deren  Grnndfläche  ABC.  Der 
Winkel  der  Seitenlinie  DC  mit  AC  sei 
=  n,  der  Winkel  derselben  mit  BC  sei 
=  ß>  der  Winkel  ACB  =  y.  Ferner  sei 
AC  =  a,  BC  =  4,  CD  =  d.  Es  ist  der  In- 
halt der  Pyramide  = 

4  abd  ytin  H«  +  ß  +  f)  •  y). 
«in  |(«  -  /J  +  y)  .  „'»  |(_  ft  +  ß  +  y). 

Der  Beweis  ist  derselbe  wie  für  den 
Inhalt  eines  Parallelepiped,  nur  dafs  hier 
die  Grandfläche  -{btiny  ist,  und  dafs 
diese  mit  dem  dritten  Theil  der  Höhe 

multiplicirt  werden  mufs.  Goniometrie  wird  diese  Formel  in  fol- 

Durch  einige  Substitutionen  aus  der  gende  verwandelt.    Inhalt  der  Pyramide 

-  \  abd  \>{\  —  cot  * <r  —  cot  *ß  —  cot  *y  -f  2  cot  «  •  cot  ß  .  cot  y) 


9.  Die  dritte  Seite  der  Grundfläche  AB 
sei  =  c,  die  Seitenlinie  AD  =  «,  BD  =  f. 
Es  ist  der  Inhalt  der  Pyramide  durch 
die  sechs  Seitenlinien  ausgedrückt 

+  b'c*  («»  -  b»  +  <•»  +  d'  -  e»  +  f*) 
+  c*d*  (a»  +  6»  -  c»  -  <f *  +  e»  +  /"«)]. 
Diese  sehr  symmetrische  Formel  wird 
erhalten,  wenn  für  cot  nt  cot ß,  cot  y  ihre 
Werthe  durch  die  Seiten  der  Dreiecke 
eingeführt  werden. 


Es  ist    cot  a  = 


2ao' 
fl«  4.  |i  _ci 


lab 


Die  Rechnung  ist  etwas  langwierig, 
übrigens  eine  blofs  mechanische  Multi- 
plication. 

Man  kann  die  Combination  in  der  For- 
mel noch  auf  andere  Art  symmetrisch 
ordnen:  als 


-  a»A»c»  +  a>A'  (e>  +  /i)  +  a3ei  (rf*  +  /"»)  +  „>rfi  (/*»  -  e»)  +  «M/1  _  „V2  (a»  +  /"«) 
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10.  Es  sei  Fig.  93i  die  Grandfläche 
einer  dreiseitigen  Pyramide  ADBC  ge- 
geben, nebst  den  Neigungswinkeln  der 
Seitenlinien  DA,  DB,  DC  gegen  die 
Grundfläche,  man  soll  die  Höhe  der  Py- 
ramide DE  und  die  Lage  des  Grundpunkts 
E  bestimmen. 

Man  ziehe  an  den  Grundpunkt  E  die 
geraden  AE,  BE,  CE.  Diese  verhalten 
sich  wie  die  Tangenten  der  Winkel  ADE, 
BDE,  CDE,  oder  wie  die  Cotangeuten 
der  Neigungswinkel  EAD,  EBD,  ECD. 
Nun  ist  der  Kreis  der  geometrische  Ort 
für  alle  Dreiecke,  die  über  einer  gege- 
benen Grundlinie  ein  gegebenes  Verl  jält- 
nifs  der  Seiten  haben.  Man  beschreibe 
also  über  zweien  der  drei  Seiten  der 
Grundfläche  AB,  AC,  als  Chorden  Kreis- 
bogen, deren  jeder  der  Ort  des  Punkts 
E  sei,  so  gibt  ihr  Durchschnitt  diesen 
Punkt,  also  auch  die  Längen  AE,  BE, 
CE.  Aus  jeder  dieser  und  dem  zugehö- 
rigen Winkel  wird  dann  die  Höhe  der 
Pyramide  ED  bestimmt.  Die  Berech- 
nung ist  etwas  mühsam  und  mufs  trigo- 
nometrisch ausgeführt  werden. 

1 1.  Wenn  an  einer  Pyramide  eine  Seite 
AB  der  Grundfläche,  der  gegen  überlie 
gende  Winkel  an  der  Spitze  ADB  und 
der  Neigungswinkel  der  Seiteulinien  AD, 
BD  gegen  die  Grundfläche  gegeben  wer- 
den, so  ist  die  Höhe  und  der  Grundpunkt 
dadurch  bestimmt.  Denn  aus  den  Nei- 
gungswinkeln ist  erstlirh  das  Verhältnis 
der  Li iiM-n  AE,  BE,  die  nach  dem  Grund- 
punkt  gehen,  gegeben;  ferner  ist  durch 
den  Winkel  ADB  mit  den  Neigungswin- 
keln der  Winkel  AEB  der  auf  DE  Senk- 
rechten AE,  BE  gegeben. 

Die  Aufgabe  wird  nun  diese,  erstlich 
über  AB  als  Chorde  einen  Kreisbogen  zu 
beschreiben,  der  einen  gegebenen  Winkel 
fasse  und  in  diesem  zwei  geraden  AE, 
BE  zu  zieheu,  die  ein  gegebenes  Ver- 
hältnifs  haben.  Bei  Höhenmessungen  ist 
dies  anwendbar. 

12.  Die  drei  ebenen  Winkel  der  Ecke 
A  an  der  dreiseitigen  Pyramide  ABCD 
seien  alle  rechte,  so  dafs  die  drei  Ebenen 
BAC,  DAC,  BAD  senkrecht  auf  einan- 
der stehen.    Es  ist 

(&ABD?^{ABC)*  +  (ADC)*i  (ABD)' 
wo  die  Flächen  der  Dreiecke  in  Zahlen 
ausgedrückt  zu  verstehen  sind. 

Der  Inhalt  des  &BCD  werde  durch 
seine  drei  Seiten  ausgedrückt.  Es  sei 
BD  -  a,  BC-b,  CD  =  c,  so  ist  der  In- 
halt des  Dreiecks 

H'C'  +  ft-f  c)(-a+6+  c)(a+c-b)(aib-  c). 

Die  anderen  Dreiecke  drücke  man  durch 
das  halbe  Product  ihrer  Catheten  aus. 


Das  Prodnct  unter  dem  Wurzelzeichen 
entwickele  man  Es  i.«t  erstlich  ein  Pro- 
duct aus  den  Kactoren  (b*  +  c*)  —  a*  und 
«*  —  (h*  -  r*)  und  dieses  ist 

2«V  +  !T*V  +  2Ä,c»  -  a»  -  b*  -  r* 

=-  U*b*  -  (o»  +  b*  -  ey 

Nun  ist  n*=  AB'  f  AD* 

h*  =  AB*  +  AC* 

c*  =  AC*  +  AD* 

Setzt  man  diese  Werthe  für  a*,  &*,  e* 
in  jenes  Product,  so  wird  es  ss 

4.4 B*  •  AC*  -f  4AB*   AD*  +  AC*  .  AD* 

Die  Summe  der  Dreiecke  ist 

l2AB-  AD  +  \AB-  .4C  +  |  AC  ■  AD 

und  die  Summe  der  Quadrate  von  den- 
selben der  serbszehnte  Theil  jeuer  Summe. 
Das  Quadrat  des  Dreiecks  BCD  ist  eben- 
falls der  sechzehnte  Theil  derselben  und 
der  Satz  ist  erwiesen. 

13.  La  Orange  hat  in  den  neuen  Me- 
moiren von  Berlin  für  1773  analytische 
Auflösungen  einiger  Aufgaben  über  die 
dreiseitigen  Pyramiden  gegeben.  Sie 
setzen  gar  keine  Construction  vorans  und 
beruhen  auf  Gleichungen  zwischen  den 
rechtwinkligen  Coordinaten,  deren  je  drei 
zu  einem  Punkt  im  Raum  gehören. 

Aus  diesen  Coordinaten  oder  gewissen 
daraus  zusammengesetzten  Ausdrücken 
bestehen  die  Werthe  der  Gröfsen,  die  für 
eine  Pyramide  gesucht  werden.  So  findet 
la  Orange  zuerst  Ausdrücke  für  die  Sei- 
teuflächen ,  leichte  zwar  für  die  am  Schei- 
telpunkt zusammenlaufenden,  aber  für 
die  Grundfläche  in  der  That  einen  xu- 
zusamtuengesetzten  nur  durch  die  Form 
einfachen.  Der  Scheitelpunkt  wird  au 
dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ge- 
nommen. Wenn  $,  I,  «  die  Coordinaten 
zu  der  Grundfläche  sind  und  die  Glei- 
chung für  dieselbe  istM  =  /t'«H  »i.  so 
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ist  die  Höhe  der  Pyramide 
1 

~|(l+m»-f  nn)' 
Der  Inhalt  der  Pyramide  wird  durch 
eine  symmetrische  r-onnel  mittelst  der 
Coordinaten  zu  den  drei  Winkelpunkten 
der  Grundfläche  angegeben.    Diese  seien 

*.  y»  *;     y\  *';  *'*  y'\  *">  »o  >st  der 

Inhalt  der  Pyramide  = 

Der  Inhalt  durch  die  sechs  Seitenlinien 
ist  oben  angegeben.  Merkwürdig  ist  die 
Aufgabe,  in  einer  dreiseitigen  Pyramide 
denjenigen  Punkt  zu  finden,  von  welchem 
aus  die  nach  den  Ecken  gezogenen  ge- 
raden die  Pyramide  in  vier  Theile  thei- 
len,  deren  Verhältnisse  gegeben  sind. 
Dadurch  gelangt  der  Verfasser  auch  zu 
Formeln  zur  Bestimmung  einer  Kugel, 
welche  zwar  sehr  symmetrisch,  im  Grunde 
aber  sehr  zusammengesetzt  ist.  Ein 
schöner  Satz  ist  folgender  über  den 
Schwerpunkt  einer  dreiseitigen  Pyramide. 
Er  ist  einerlei  mit  dem  Schwerpunkt  vier 
gleicher  (mit  ihren  Schwerpunkten)  auf 
die  vier  Ecken  der  Pyramide  gestellten 
Körper. 

Eine  geometrische  Kleinigkeit  ist  noch 
diese.  Eine  dreiseitige  Pyramide  werde 
parallel  mit  zwei  Seitenlinien  geschnitten, 
die  nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  Der 
Schnitt  ist  ein  Parallelogramm. 

Das  Netz  einer  Pyramide  ist  die  in 
einer  Ebene  ausgebreitete  Oberfläche.  Es 
ist  leicht  gezeichnet,  wenn  nur  die  Sei- 
ten und  Winkel  der  Seiteuflächen  (mit 
Inbegriff  der  Grundfläche)  bekannt  sind. 
Die  drei  um  den  Scheitelpunkt  werden 
nach  der  Reihe  an  einander  gelegt,  an 
eine  derselben  wird  die  Grundfläche  über 
der  beiden  gemeinschaftlichen  Seite  ge- 
fügt. 

Pyramide  (Kryst.)  quadratische,  s.  v.  w. 
„quadratisches  Octaeder". 

Pyramidales  Krystallisationssystem 

ist  das  zweite  System,  das  zwei  und  ein- 
axige  System,  bei  welchem  drei  Axen 
unter  einander  rechtwinkel  sich  schneiden, 
von  denen  zwei  gleichartig  sind,  die  dritte 
gegen  diese  ungleichartig  ist  (s.  Axen- 
system),  indem  man  sich  die  dritte  halbe 
ungleiche  Axe  als  Höhe  und  die  beiden 
gleichen  Axen  als  die  Durchmesser  einer 
vierseitigen  Pyramide  vorstellt. 

Pyramidaltahlen,  s  u.  „figurirte 
Zahlen." 

Pyramidenwürfel  (Kryst.)  (tetrakis- 
hexaeder,  Viermalsechsflächnor), 
so  genannt  von  der  Art,  wie  je  vier  Flä- 
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eben  um  die  sechs  Octaederecken  grup- 
pirt  sind,  wodurch  diese  Formen  das  An- 
sehen von  Hexaedern  erhalten,  auf  deren 
Flächen  vierseitige  Pyramiden  aufgesetzt 
sind.  Es  gibt  mehrere  Formen  dieser 
Art;  sie  haben  24  Flächen,  36  Kanten 
und  14  Ecken. 


Fig.  937. 


Die  Flächen  sind  gleichschenklige  Drei- 
ecke, die  Kanten  sind  zweierlei,  12  län- 
gere P,  die  eine  gleiche  Lage  haben,  wie 
die  Kanten  des  Hexaeders  und  in  denen 
immer  zwei  Flächen  mit  den  Grundlinien 
an  einander  stofsen.  24  kürzere  G,  die 
eine  ähnliche  Lage  haben  wie  die  Kanten 
des  Dodekaeders  und  in  denen  immer 
zwei  Flächen  mit  den  gleichen  Schen- 
keln an  einander  stofsen. 

Die  Ecken  sind  zweierlei,  acht  sechs- 
flächige symmetrische,  die  wie  die  Ecken 
des  Hexaeders  liegen  und  sechs  sechs- 
flächige reguläre  A,  die  wie  die  Ecken 
des  Octaeder  liegen. 


Fig.  938. 
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Jede  Fliehe  des  Tetrakishexaeders  ist 
wie  beim  Dodekaeder  einer  der  drei  Octa- 
ederaxen  parallel,  während  sie  die  an- 
deren nicht  gleich  wie  beim  Dodekaeder 
sondern  verschieden  schneidet. 

Pyramidenoctaeder  (Dreimalacht- 
flächner, Triakisoctaeder)  haben 
ihre  Namen  erhalten  von  der  Art,  wie  je 
drei  Flächen  um  die  acht  Hexaederecken 
gruppirt  sind,  wodurch  sie  im  Allgemei- 
nen das  Ansehen  eines  Octaeders  erhal- 
ten, auf  dessen  Flächen  dreiseitige  Py- 
ramiden aufgesetzt  sind.  Es  gibt  eben- 
falls mehrere  Formen  dieser  Art:  Sie 
haben  24  Flächen,  36  Kanten,  14  Ecken. 

Die  Flächen  sind  gleichschenklige  Drei- 
ecke. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  12  längere 
und  schärfere  Dt  die  eine  gleiche  Lage 
haben  wie  die  Kanten  des  Octaeders  und 
in  denen  immer  zwei  Flächen  mit  den 
Grundlinien  an  einander  stofsen,  und  24 
kürzere  und  stumpfere  G,  die  eine  ähn- 
liche Lage  haben  wie  die  Kanten  des 
Dodekaeders  und  in  denen  immer  zwei 
Flächen  mit  den  gleichen  Schenkeln  an 
einander  stofsen. 

Die  Ecken  sind  auch  zweierlei,  6  acht- 
flächige, symmetrische  Ecken  A,  die  wie 
die  Ecken  des  Octaeders  liegen  und  8 
dreiflächige  reguläre  O,  die  wie  die  Ecken 
des  Hexaeders  liegen.  Man  kennt  zwei 
Arten  von  Triakisoctaedern. 

Pyramide,  rhomb oedische ,  Skale  noe- 
der,  hat  12  congruente  ungleichseitige 
Dreiecke,  achtzehn  (6  kürzere  schärfere, 
6  längere  stumpfere  Scheitel,  6  im  Zick- 
zack auf  und  ablaufende  Rand-)  Kanten, 


Pyramidentetraeder,  Hercltcoaitetrae- 
der,  Halbvierundiwanzigfl&chner,  haben 
12  Flächen,  18  Kanten  und  8  Ecken. 

Die  Flächen  sind  gleichschenklige  Drei- 
ecke. Die  Kauten  sind  zweierlei :  6  schär- 
fere und  längere  X,  die  eine  gleiche  Lage 
haben  wie  die  Kanten  des  Hemioctaeders 
und  in  welchen  die  Flächen  mit  ihren 
Grundlinien  zusammenstofsen.  12  stum- 
pfere und  kürzere  F,  die  eine  ähnliche 

Fig.  940. 
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Fig.  939. 


Lage  haben,  wie  Linien,  die  anf  den 
Flächen  des  Heminktaeders  von  den  Mit- 
telpunkten der  Flächen  nach  den  Ecken 
gezogen  werden,  in  welchen  die  Flächen 
mit  den  Schenkeln  an  einander  stofsen. 

Die  Ecken  sind  zweierlei.  Vier  sechs- 
flächige symmetrische  J,  die  eine  gleiche 
Lage  haben  wie  die  Ecken  des  Hemioc- 
taeders, vier  dreiflächige  gleichkantige  O, 
die  in  ihrer  Lage  den  Flächen  des  He- 
mioctaeders entsprechen. 

Die  drei  octaedrischen  Axen  verbinden 
die  Mittelpunkte  zweier  gegenüberliegen- 
der längeren  Kanten  X 

Die  vier  hexaedrischen  Axen  verbinden 
die  sechsflächigen  Ecken  mit  den  ihnen 
gegenüberliegenden  dreiflächigen  Ecken. 

Die  Hemiicositetraeder  sind  die  hemie- 
drischen  Formen  der  Icositetraeder  und 
entstehen  aus  denselben,  wenn  die  Flä- 
chen, welche  um  ihre  abwechselnden  He- 
xaederecken liegen,  so  an  Gröfse  zuneh- 
men ,  dafs  die  dazwischen  liegenden  ganz 
verdrängt  werden.  Je  nachdem  nun  die 
einen  oder  die  anderen  Flächengruppen 
fortfallen,  entstehen  aus  jedem  Icositetra- 
acht  (2  symmetrisch  vierkantige  Rand-)  eder,  2  Körper,  die  sich  gegen  einander 
Ecken.  Die  Nebenaxen  verbinden  die  verhalten  wie  die  zwei  Hemioctaeder,  die 
Mittelpunkte  je  zwei  gegenüberliegender  aus  dem  Octaeder  entstehen  und  wie  jene 
Randkanten.  in  rechte  und  linke  unterschieden  werden. 
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Pyramidales  Krystallisationssystem  ist 

da«  zweit«  System. 

PyrgDidalxahl  (thurmförmigc  Zahl)  ist 
die  Summe  einer  Columnarzahl  und  Py- 
ramidalzahl von  einerlei  Gattung,  wenn 
in  der  letzteren  die  Seite  oder  Wurzel 
um  1  kleiner  ist  als  in  jener.  Eine  Co- 
lumnarzahl  ist  aber  das  Product  ans 
einer  Polygonalzahl  in  ihre  Wurzel.  Bloss 
zur  Uebung  im  Rechnen  folgt  hier  die 
Form  einer  solchen  Zahl 
}(m-2)  r»-4  (2m- 7)  r»+|  (2m-7)r. 

Pyritoeder  enthält  12  gleiche  fonfsei- 

Fig,  941. 


Fig.  943. 


tige  Flächen,  dreissig  (6  längere,  24  kür- 
zere) Kanten  und  20  dreikantige  (8 
gleichkantige  und  12  ungleichkantige) 
Ecken.  Die  Axcn  verbinden  die  Mittel- 
punkte der  sechs  längeren  Kanten. 

Pyrometer  ein  Instrument  der  Physik 
für  Messung  von  starken  Hitzegraden. 

Pyrophor  eine  Materie,  welche  Kohlen 
enthaltend  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
an  der  Luft  sich  entzündet. 

Pythagorischer  Lehrsatz  ist  der  be- 
kannte Lehrsatz,  dass  in  einem  recht- 
winkligen Dreieck  das  Quadrat  der  Hy- 
potenuse so  gross  ist  als  die  Summe  der 
Quadrate  der  Katbeten. 

PythagOllSChe  Rechentafel  ist  das  Ein- 
maleins in  die  Fächer  eines  Quadrats 
vertheilt  Man  schreibt  die  Einrichtung 
dem  Pythagoras  in,  vennuthlich  aas  einem 
Miss  verstände.  Der  Abacus  der  Pytha- 
goraer,  welchen  Böotius  aufbewahrt  hat, 
ist  kein  Einmaleins. 
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